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آمار و احتمالات دآتر مسعود نيكوآار   

آمار رياضي فروند، والپول   
آمار و احتمال مهندسي دانشگاه پيام نور   

:نمره پاياني درس
) نمره١٠(نمره پايان ترم 
) نمره۵(نمره ميان ترم 

تمرينات به {)  نمره۵(حل تمرينات و فعاليت آلاسي   
شود آه دانشجو تا    صورت متناوب در هر جلسه ارائه مي  

} جلسه آينده مهلت تحويل دارد
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سرفصلهاي آمار و احتمالات
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آمار توصيفي: فصل اول
نظريه مجموعه ها، آناليز ترکيبي:  فصل دوم
احتمال: فصل سوم

متغيرهاي تصادفي: فصل چهارم
اميد رياضي و گشتاورها : فصل پنجم
بررسي چند توزيع متغيرهاي تصادفي گسسته : فصل ششم
بررسي چند توزيع پيوسته   :  فصل هفتم
بررسي چند توزيع پيوسته   : فصل هشتم
جامعه و نمونه آماري: فصل نهم
)تئوري تخمين(نظريه برآورد کردن: فصل دهم

آزمون فرض ها: فصل يازدهم
رگرسيون و همبستگي : فصل دوازدهم
تحليل واريانس : فصل سيزدهم
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آمار توصيفي: فصل اول
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ار م آم ه  : عل ود، ک ي ش ي اطلاق م اي علم ه روش ه ه مجموع ب
ه               براي جمع آوري اطلاعت اوليه، مرتب و خلاصه کردن، طبق
ار        ه ک ا ب سيي آنه ه و تف ات اولي ل اطلاع ه و تحلي دي و تجزي بن

.مي رود

اري  ه آم ک      : جامع ل ي ه لااق راد ک ا اف ياء ي ه از اش ر مجموع ه
.صفت مشترک داشته باشند را جامعه آماري گويند

اري را  : صفت مشخصه  ه آم ين اعضاي جامع صفت مشترک ب
.صفت مشخصه گويند

اري است           ۵ترم  مجموعه دانشجويان   : مثال ه آم  دانشگاه تهران يک جامع
ه         ۵که صفت مشخصه اين جامعه آماري ترم         ي درجامع ودن آنهاست ول  ب

د و         صفات غير مشترک  آماري هدف بررسي     اريخ تول د، وزن، ت ...   مثل ق
.مي باشد
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يله اعداد   : داده هاي آماري   مجموعه مقادير صفت متغير که بوس
.يا نشان ها نمايش داده مي شود، را داده هاي آماري مي ناميم

اري                   د داده هاي آم انتيمتر ميتوان ا واحد س ر ب براي مثال اعداد زي
:براي طول قد يک جامعه آماري باشد

١  ١٧١۶۵ ١۶١  ١٧٨ ٢۵١  ٢۵۵ ١۶١  ١۵۴  ١۶١٧٠  ٧

اري مورد          ه آم يا داده هاي زير ميتواند نشانگرگروه خوني جامع
.مطالعه باشد

A  B  AB  O  A  A AB  A 
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ه                  د ب رار مي گيرن تفاده ق صفات متغير که در آمارگيري مورد اس
:صورت زير تقسيم بندي مي گردند

صفت

کيفي 
واحد ندارند و قابل مقايسه
و سنجش نمي باشند

کمي 
واحد اندازه گيري دارندو قابل 
مقايسه و سنجش هستند

گسسته
تعداد دانشجويان : مثل

پيوسته 
طول، وزن، زمان : مثل

ترتيبي  
مثل درجه ميوه، پارچه

اسمي 
گروه خوني،: مثل

 اهل يک شهر بودن 
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آمارگيري
تمام فعاليتي که براي جمع آوري        

. داده اي آماري به کار مي رود      

نمونه برداري
بخشي از افراد جامعه طبق اصول         

. مطالعه قرار مي گيرد      مورد *خاص 

سرشماري
همه افراد جامعه مورد    
.  مطالعه قرار مي گيرد    

د             *:  ه باي صادفي است ک بهترين روش نمونه برداري، روش ت
.به تمام افراد جامعه شانس انتخاب يکسان داد
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يفي  ار توص ه    :آم ر خلاص شتمل ب ه م ار ک م آم سمت از عل  آن ق
يله   ا بوس يمي آنه ايش ترس داول، نم ب ج ا در قال ردن داده ه ک
ز،      ه مرک رايش ب ددي گ صهاي ع به شاخ ودار و محاس نم

.پراکندگي، چولگي و کشيدگي مي باشد را آمار توصيفي نامند

تنباطي  ار اس ين      :آم اره تخم ه درب ار ک م آم سمت از عل  آن ق
ث     اري بح ه آم اي نمون ه ار روي پارامتره اي جامع پارامتره

.ميکند را آمار استنباطي گويند
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:نمايش جدولي داده هاي کيفي

ه دست     ١٠فرض کنيد گروه خوني   ر ب ايج زي  دانشجو تعيين و نت
.آمده باشد

   A    O    B   AB    A    B   B    O    O    O

نمايش جدولي نتايج به 

.صورت زير مي باشد

١AB
٤O
٣B
٢A

گروه خونفراواني
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:نمودارهاي داده هاي کيفي

توني  وزني، س ه اي، س ودار ميل تگاه  :نم ودار در يک دس ن نم  اي
شاهدات و محور                 ده کيفيت م شان دهن مختصات که محور افقي ن

سبي      ا ن ه در آن   (عموديش نشان دهنده فراواني مطلق ي فراوني ک
.) نسبت فراواني هر دسته به فراواني کل در نظر گرفته مي شود    

ا نقطه        . هر گروه است ترسيم مي شود      مقدار فرواني را ميتوان ب
.ميله يا ستون مشخص کرد) سوزني(

د بخش متناسب            : نمودار دايره اي   ه چن ره را ب در اين نمودار، داي
با فراواني هر دسته تقسيم ميکنيم که هر بخش براي هر دسته از             

.رابطه زير محاسبه مي گردد
i

i
i f

f
X ×=
∑
360
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نمودار ميله اي، سوزني، ستوني براي مثال گروه خوني   
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نمودار دايره اي براي مثال گروه خوني  

AB; 1; 10%

B; 3; 30%

O; 4; 40%

A; 2; 20%

A

B

O

AB
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نمايش جدولي داده هاي کمي
ه صورت                      واره ب ا شمارش، هم ري ي دازه گي ده از ان اطلاعات به دست آم

ام   اعداد بيان مي شوند که به آنها         وييم    داده هاي خ د       .  مي گ ام باي داده هاي خ
.مرتب و طبقه بندي گردند تا قابل تفسير و تجزيه و تحليل آماري شودند

 دانشجو ١٠داده هاي مربوط به  نمره درس آمار 

.اولين قدم مرتب کردن داده ها از کوچک به بزرگ باشد

ا بي         شترين حالا با نگاه اجمالي به داده ها مي توان اطلاعاتي چون کمترين ي
.نمره را به دست آورد

٥٦٧١٥١٦١٤١٩١٣١٧١٢

١٩١٧١۶١٥١۴١٣١٢٧۶۵
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در اکثر موارد تعداد داده ها زيادند يا اينکه صفت مورد بررسي              
ان   (از نوع پيوسته اند      د، وزن، زم ن صورت داده    ...) ق ه در اي ک

ر            . گردندطبقه بندي   ها بايد    دا کردن پارامترهاي زي دم پي ين ق اول
: است

ه• وچکترين    : دامن رين داده از ک ل بزرگت ت از تفاض ارت اس عب
ا  ه ب ودRداده ک ايش داده مي ش ا چون .  نم به پارامتره در محاس

ادير     د مق رد باي ت گ ه دق ه ب ا توج شوند ب رد مي ا گ ولا داده ه معم
.واقعي مورد استفاده قرار گيرند

)()( iiii
XMinXMaxR

∀∀
−=
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با توجه به موضوع مورد بررسي بايد تعداد طبقات   : تعداد طبقه
تعداد طبقات .  انتخاب مي کنند ٢٠ تا ۵تعيين گردد و معمولا بين 

بايد طوري انتخاب شود که اطلاعات زياد از دست نرود دو       
فرمول نيز به صورت زير براي تعيين تعداد طبقات داريم که 

 تعداد داده  Nاولي به فرمول استورجس معروف است که در آن      
.  تعداد طبقات مي باشدKها و 

از تقسيم دامنه بر تعداد طبقات با تقريب اضافي     : فاصله طبقات
.  نمايش داده مي شودCمحاسبه مي شود که با  

NK

LogNK

≅

+≅ 322/31

K
RC ≅
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:نمايش جدولي داده هاي کمي طبقه بندي شده
ر از       ٢۵داده هاي زير طول عمر      : مثال ا دقت کمت  لامپ بر حسب ساعت مي باشد و ب
 گرد شده اند داده ها را طبقه بندي و جدول آن را رسم کنيد؟١

١٠٥١٠٤١١٠١٠٣١٠٥١٠٩٩٨٩٩١٠٤١٠٣١٠٩١٠٠

١٠٥٩٨١٠٣١٠٤١١٠١٠٦١٠٣١١٠١٠٢١٠٤٩٧١٠١١٠٠
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١٠٫٢٢۵۵١٠٩-١١٠١١١ ....

٠٫٨٠٠٫٠۴١٠-٢٠١١٠٧١٠٨۶ ...
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به درصد نيز 
بيان ميشود

به درصد نيز 
تعداد دفعات بيان ميشود

تکرار داده ها 
در هر دسته

ميانگين کران 
بالا و پايين 

طبقه
چون داده ها قبلا گرد شده با  

توجه به دقت گرد حدود 
.واقعي محاسبه ميشود 

فراواني 
فراواني فراواني نسبي تجمعي نسبي 

تجمعي
فراواني 

fiمطلق 
حدودنماينده دسته

طبقات
حدود
واقعي
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نمودار هاي داده هاي کمي

نموداريست در دستگاه مختصات که محور افقي    : هيستوگرام فراواني •
ا  ق ي ي مطل ا فراوان ودي آن ب ور عم ات و مح ي طبق دود واقع ا ح آن ب

.فراواني نسبي داده ها مشخص مي شود

ه در               : چند ضلعي فراواني  • ده طبق ا هر نماين اظر ب ه متن نموداريست ک
فحه    ه در ص ک نقط ودي ، ي ور عم ي آن در مح ي و فراوان ور افق مح
مختصات ايجاد و به هم وصل مي شوند که معمولا هيستوگرام فراواني با           

..چند ضلعي فراواني را در يک دستگاه رسم مي کنند

ي  • ي تجمع ون فراوان ي گ ده    : پل ودار ، از نماين ن نم يم اي راي ترس ب
تفاده مي                     ي تجمعي در محور عمودي اس طبقات در محور افقي و فراوان

.شود ، سپس نقاط ايجاد شده به ترتيب به هم وصل مي شوند
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نمودار هاي داده هاي کمي
تنها فرق اين نمودار با نمودار پلي گون      : نمودار فرواني تجمعي 

فراواني تجمعي در اين است که در اين نمودار بجاي نماينده   
طبقات از حدود واقعي استفاده مي شود اين نمودار در محاسبه   

مثل (و مقايسه پديده هايي ) چارکها ، دهکها ، صدکها(چندکها 
. به کار مي رود) ميزان رشد تورم در کشورها  
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نمودار چند ضلعی فراوانی
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راي داده               :نمودار پارتو  شتر  ب ه بي اري ک يکي از مهمترين نمودارهاي آم
اين نمودار داراي سه محور است . هاي کيفي مي باشد، نمودار پارتو است

نوع موضوعات:  محورافقي -١
فراواني مطلق موضوعات:  محور عمودي -٢
وم -٣ ور س ودي( مح ور عم روي مح ي ) : روب سبي تجمع ي ن فراوان

موضوعات

Co
un

t

Pe
rc

en
t

Count
27.0 18.0 12.0 8.8 4.2

Cum % 30.0 57.0 75.0 87.0
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نمودار پارتو ميزان درآمد

د    : مثال اگر ميزان درآم
ک ٢۵٠٠ ر از ي  نف

ا واحد       صادفي ب نمونه ت
هزار تومان به صورت   
ارتو       ودار پ زير باشد نم
م   راي آن رس را ب

.ميکنيم
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د،               ل کن ه سمت صفر مي ات ب ا فاصله طبق اد ي ه زي داد عناصر نمون اه تع اه  هرگ آنگ
ي        ه آن را منحن د ک ل ميکن ي مي ک منحن مت ي ه س ي ب لعي فراوان د ض ودار چن  نم

ه  فراواني مي نامند و شکل آن بستگي به نوع داده ها دارد که نمايانگر           توزيع جامع
.آماري مي باشد که به تفصيل در آينده مورد بحث قرار مي گيرد

نرمال  
چوله به راست   چوله به چپ  

کشيدگي مثبت     کشيدگي منفي     
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پارامترهاي 
:مرکزي

يک مقدار خاص  
که داده هاي آماري 
تجمع و فشردگي  

در اطراف آن 
.دارند

پارامترهاي 
: پراکندگي

ا را  دگي داده ه پراکن
راف  در اط
اي  پارامتره

زي  ولا (مرک معم
انگين شان ) مي را ن
.مي دهند

پارامترهاي 
: چولگي

ميزان انحراف دم 
توزيع جامعه به 

چوله (سمت راست 
يا چپ )  به راست

را ) چوله به چپ(
.نشان مي دهند

پارامترهاي 
:کشيدگي

راي     اين پارامترها ب
ع   سه توزي مقاي
ر    ورد نظ ع م جوام
ه    ع جامع ا توزي ب
اظ   ه لح ال ب نرم

اهي و  (کشيدگي   کوت
ورد  ) بلندي توزيع  م

ي  رار م تفاده ق اس
گيرد

:پارامترهاي آماري داده ها
عيت  شان دادن وض راي ن ب
ارات   ه نظ ا  از نقط داده ه

.متفاوت به کار مي رود
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:پارامترهاي مرکزي
باشند که   در محاسبه پارامترها دو حالت وجود دارد اگر داده ها طبقه بندي شده                   :قرارداد 

.  نشان مي دهيم A در غير اينصورت با    Bبا  

در بين پارامترهاي مرکزي نوسان کمتري دارد  : ميانگين حسابي•
. و از ثبات بيشتري برخوردار است 

 اگر داده هاي                        داراي      :ميانگين حسابي وزني •
  آنگاهضريب وزني                        
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B x f x
N

µ
=

=

= =

=

∑

∑

1 2, , ..., NX X X

1 2, , ..., Nw w w

1 1

N N

i i i
i i

x w x w
= =

=∑ ∑
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:پارامترهاي مرکزي

اين ميانگين حد متوسط شاخصها، نسبتها و       : ميانگين هندسي•
درصدها را بيان ميکند مثلا افزايش جمعيت، کشت باکتري،   

.. تجزيه راديواکتيو

.  استفاده مي کنيمlogبراي محاسبه معمولا از  

1 2

1 2
1

1 2
1

) ...

) ... k i

N
N Nn i

i

K
f f f fK KN i

i

A G x x x x

B G x x x x

=

=

= × × × =

= × × × =

∏

∏
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:پارامترهاي مرکزي

اگر هيچکدام از داده ها صفر   ): هارمونيک(ميانگين همساز •
.نباشد ميانگين همساز از رابطه زير محاسبه مي گردد

اين ميانگين براي محاسبه حد متوسط سرعتها، مطالعه در   
. شبکه  هاي برق و عينک شناسي بکار مي رود 

1

1

1)

)

N

i i
k

i

i i

A H N
x
fB H N
x

=

=

=

=

∑

∑
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:پارامترهاي مرکزي

:ميانگين درجه دوم  •

رابطه بين ميانگينهاي بيان شده به صورت زير است •

ميانگينهاي پيراسته و وينزوري بعد از معرفي چارکها بيان     •
  .مي شود

2

1

2

1

1)

1)

N

i

K

i i

A Q x
N

B Q f x
N

=

=

∑

∑

H G X Q≤ ≤ ≤
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:پارامترهاي مرکزي

يم اگر                    : ميانه• ي مرتب مي کن ه طور غيرنزول ا را ب دا داده ه ابت
ر اينصورت            تعداد داده ها فرد باشد ميانه عدد وسطي است در غي

در داده هاي  . ميانگين حسابي دو عدد وسطي معرف ميانه ميباشد     
.طبقه بندي شده از رابطه زير بدست مي آيد

د و تحت     ي آن سيم م ساوي تق ه دو بخش م شاهدات را ب ه م ميان
.تأثير داده هاي پرت قرار نمي گيرد

12 i

d i
i

N F
M L C

f

−−
= + ×

i :      شماره طبقه ميانه دار و عبارتست
ي     ه فراوان ه اي ک ين طبق از اول

ساوي    ا م ر ي ي آن بزرگت  N/2تجمع
.باشد
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:پارامترهاي مرکزي

اندازه اي از متغير است که فراواني آن ماکسيمم باشد     : مد يا نما  •
.که در داده هاي کيفي مهمترين شاخص مرکزي مد مي باشد

1

1 1( ) ( )
i i

o i
i i i i

f fM L C
f f f f

−

− +

−
= + ×

− + −

i :  ست از د دار و عبارت ه م ماره طبق ش
.طبقه اي که فراواني آن ماکسيمم است
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:رابطه تجربي بين ميانگين، ميانه و مد 

در توزيع هايي که چولگي زياد نباشد رابطه تجربي زير که به  
. معروف است، برقرار مي باشد  پيرسنرابطه 

}  ميانگين–مد   = ٣)  ميانگين –ميانه ({                           

o dX M M= = d oX M M≤ ≤o dM M X≤ ≤
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:پارامترهاي مرکزي

بم          :چندکها• ه   .  هرگاه داده ها را به طور غير نزولي مرتب کن عددي را ک

ا کوچکتر از آن و            pلااقل   ر       )١٠٠-p( درصد داده ه ا بزرگت  درصد داده

ام، ميانه است حال صدک هاي    ۵٠صدک . ام نامندPاز آن باشند، صدک  

.معروف را نام مي بريم

ا  • ا را :چارک ه ر      Q1 ،Q2 ،Q3 آن ه ه ترتيب براب ه ب د ک شان مي دهن ن

. همان ميانه استQ2در اينجا نيز . P25 ،P50 ،P75است با 

ا  • ا  :دهک ه ه ترتيب       D1  ،D2 ، ... ،D9 آن را ب ه ب ه ک دهيم ک شان مي  ن

. همان ميانه استD5در اينجا نيز . P10 ،P20 ،...  ،P90برابر است با 
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 Nداده ها  را به طور غير نزولي مرتب مي کنيم اگر  :محاسبه صدکها
 را p(N+1)ام ابتدا pتعداد کل داده ها باشد براي  محاسبه صدک 

. محاسبه ميکنيم

1

[( 1) ]

0 1
(1 )

K p

p k k

N p K
if K x P else

K k r r
P r x rx +

+ =
∈ ⇒ =

= + < <
= − +

Z x

1( /100) i
p i

i

N p FP L C
f

−× −
= + × : اگر داده ها طبقه بندي باشند

 طبقه صدک دار مي باشد و عبارتست از اولين طبقه اي که  iکه در آن 
.  ميباشدNP/100فراواني تجمعي آن بزرگتر يا مساوي 
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:پارامترهاي مرکزي

براي محاسبه آن تمام داده هاي بزرگتر از چارک سوم         : ميانگين پيراسته •

اقي        انگين حسابي ب ذاريم سپس مي ار ميگ و کوچکتر از چارک اول را کن

.داده ها را حساب ميکنيم

به جاي تمام داده هاي کوچکتر از چارک اول، مقدار     : ميانگين وينزوري •

دار چارک                   ر از چارک سوم مق چارک اول و بجاي تمام داده هاي بزرگت

د را              انگين حسابي مجموعه داده هاي جدي يم سپس مي سوم را قرار مي ده

.حساب ميکنيم
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پارامترهاي پراکندگي

 عبارتست از اختلاف بزرگترين و کوچکترين    :دامنه تغييرات•
داده که ار اهميت کمتري برخوردار است چون تحت تاثير دو      

.داده از مجموعه داده ها قرار دارد 

که اين  .   به صورت زير تعريف مي شود:انحراف چارکها•
 درصد داده هاست   ۵٠پارامتر تحت تاثير 

( ) ( )i iii
R Max X Min X

∀∀
= −

3 1
1 ( )
2

Q Q Q= −
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پارامترهاي پراکندگي

 به صورت زير تعريف :انحراف متوسط يا انحراف از ميانگين•
مشکلي که اين پارامتر . مي شود که تحت تاثير تمام داده هاست 

دارد وجود عبارت قدر مطلق مي باشد که محاسبات را پيچيده       
.ميکند

1

1

1) .

1) .

N

i
i
K

i i
i

A A D x X
N

B A D f x X
N

=

=

= −

= −

∑

∑
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پارامترهاي پراکندگي

 در يک نمونه به صورت زير تعريف مي شود که   :واريانس•
تحت تاثير تمام داده هاست و پيچيدگي محاسبات قدر مطلق نيز   

. در آن نيست

حال فرض کنيد داده ها مربوط به طول قد افراد برحسب      
سانتي متر باشد ولي واحد              سانتي مترمربع خواهد شد      

.که   ايراد واريانس نيز در اين مورد مي باشد

2 2

1

2 2

1

1) ( )
1

1) ( )
1

N

i
i
K

i i
i

A S x X
N

B S f x X
N

=

=

= −
−

= −
−

∑

∑

2( )ix X−
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پارامترهاي پراکندگي

چنانچه مطالعات روي جامعه باشد و يا تعداد نمونه زياد گردد •
در اين صورت ميانگين را با      و واريانس با     نمايش داده  

. و به شکل زير محاسبه مي گردد 
2 2

1

2 2

1

1) ( )

1) ( )

N

i
i
K

i i
i

A x
N

B f x
N

σ µ

σ µ

=

=

= −

= −

∑

∑

2σ µ
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پارامترهاي پراکندگي

 جذر مثبت واريانس را انحراف معيار مي ناميم    :انحراف معيار•
که مشکل مربع شدن واحد در واريانس را نيز ندارد و به عنوان    

.بهترين پارامتر پراکندگي مي باشد
انحراف معيار نمونه
انحراف معيار جامعه

براي مقايسه پراکندگي دو جمعيت استفاده مي : ضريب تغييرات•
. گردد و مزيت آن در بدون واحد بودن آن است      

2

2

S S

σ σ

= ←⎯⎯

= ←⎯⎯

100%C
X
σ

= ×
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پارامترهاي پراکندگي

گشتاور مرتبه .  يکي ديگر از پارامترهاي پراکندگي مي باشد:گشتاور•
r ام پيرامون نقطه ثابتa را براي جامعه به شکل زير نمايش و تعريف 

. مي کنند

    µrگشتاور حول ميانگين جامعه را گشتاور مرکزي نامند و آن را با  •
نشان مي  دهند  

1

1

1) ( )

1) ( )

N
a r
r i

i
K

a r
r i i

i

A m x a
N

B m f x a
N

=

=

= −

= −

∑

∑

1

1

1) ( )

1) ( )

N
r

r r i
i
K

r
r r i i

i

A m x
N

B m f x
N

µ

µ

µ µ

µ µ

=

=

= = −

= = −

∑

∑
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پارامترهاي پراکندگي
واضح است که واريانس جامعه برابر است با گشتاور مرکزي مرتبه •

. دوم

ه   گشتاور حول مبدا را نيز به اختصار با         نشان مي دهند در نتيج •
.رابطه گشتاور به صورت زير در مي آيد

1

1 ( )
N

r
r i

i
x

N
µ

=

′ = ∑

2 2
2

1

1 ( )
N

i
i

x
N

µ µ σ
=

= − =∑

rµ′
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 و اگر دم توزيع   نشان ميدهند SK آن را با     :پارمترهاي چولگي 
جامعه به سمت راست باشد، توزيع را چوله به راست و در 

اين مقدار طوري  . صورت عکـس، آن را چوله به چپ مي نامند    
تعريف گرديده است که در صورت صفر بودن گويند توزيع   
بدون چولگي است و نرمال مي باشد در غير اينصورت با مثبت        
بودن مقدار چولگي بسته به عدد چولگي، توزيع چوله به راست       
مي باشد و در صورت منفي بودن، باز بسته به مقدار آن توزيع      

.چوله به چپ مي باشد 

چوله به راست   چوله به چپ  
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:پارمترهاي چولگي 
:                          ضريب چولگي گشتاوري  •

:   ضريب هاي چولگي پيرسون •

:  ضريب هاي چولگي چندکي •

3
3SK µ

σ
=

1)

3( )2)

o

d

MSK

MSK

µ
σ
µ
σ

−
=

−
=

23 2 11)
3 1

290 50 102)
90 10

Q Q Q
SK

Q Q

P P PSK
P P

− +
=

−

− +
=

−
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اين پارامترها براي مقايسه توزيع جوامع : پارامترهاي کشيدگي
کوتاهي و  (مورد نظر با توزيع جامعه نرمال به لحاظ کشيدگي 

 نشان  Eمورد استفاده قرار مي گيرد که آن را با ) بلندي توزيع 
:که باز سه حالت زير پيش مي آيد.مي دهيم

)E=0(مساوي توزيع نرمال  •
)E>0( بلندتر از توزيع نرمال •
)E<0(از توزيع نرمال )  پهن تر(کوتاه تر •

کشيدگي مثبت     کشيدگي منفي     
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:پارامترهاي کشيدگي

4ضريب کشيدگي گشتاوري  •
4 3E µ

σ
= −
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:روش کد گذاري در محاسبه پارامترها

در بعضي مواقع در محاسبه پارامترها راحت تر اين است که مشاهدات را 
اي تغيير دهيم و به جاي محاسبه پارامترها با داده هاي اصلي، با داده ه  

جديد حساب کنيم ولي اين تغيير بايد طوري گردد که بتوان با پارامتر  
.محاسبه شده به پارامتر اصلي برسيم

 به شکل زير استيکي از اين  تغييرات

در داده هاي طبقه  (داده هاي ما در جامعه آماري باشند ها مجموعه xi اگر
داده هاي جديد را به ) بندي شده نماينده طبقات در نظر گرفته مي شود 

:صورت زير در نظر مي گيريم
i

i
x Au

C
−

=
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:روش کد گذاري در محاسبه پارامترها

 را Cدر داده هاي طبقه بندي شده   .   اعداد ثابتي هستد  C و Aکه در آن 
 مربوط به نماينده طبقه وسط  يا طبقه مد دار در  xi را Aفاصله طبقات 
: حال داريم .نظر مي گيرند

2 2 2

2

( ) ( )

x

x

i
i i i

u

u

a r a
r r

x Au x C u A
C

X C U A
S C S

S C S

m x C m u

−
= ⇒ = +

= +

=

=

=
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 خانوار ميباشد ميباشد   ٢٠ جدول زير مربوط به آب مصرفي :تمرين
:مطلوبست

تکميل جدول با پارامترهاي نماينده ، فراواني تجمعي، فراواني •
.نسبي  و فراواني تجمعي نسبي هر طبقه

 رسم نمودار هيستوگرام و چندضلعي فراواني•
رسم نمودار دايره اي بر اساس درجه ميزان مصرف خانوار•
محاسبه ميانگين، مد و ميانه دادها •
 محاسبه انحراف چارک ها، واريانس و ضريب تغيرات •
محاسبه ضريب چولگي پيرسون•

استفاده از روش کد گذاري در 
.محاسبه پارامترها مجاز مي باشد

٢٢ -  ۵٢۴بسيار پر مصرف      
١٩ –  ٣٢١پر مصرف    

١۶ –  ۶١٨مصرف متوسط      
١٣ –  ۴١۵کم مصرف     

١٠ -  ٢١٢بسيار کم مصرف      
حدود طبقات   فراواني  درجه ميزان مصرف       
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: دانشجو ميباشد مطلوبست١٠٠جدول زير مربوط به طول قد : تمرين
ي             • ي، فراوان ي تجمع ده ، فراوان تکميل جدول با پارامترهاي نماين

.نسبي و فراواني تجمعي نسبي هر طبقه
 رسم نمودار هاي هيستوگرام و چند ضلعي فراواني•
. سانتي متر مي باشد١۶٨ قد چند درصد از دانشجويان بالاي •
محاسبه ميانگين، مد و ميانه قد دانشجويان•
انس و   • انگين واري راف از مي ا، انح ارک ه راف چ به انح  محاس

انحراف معيار 
محاسبه ضريب چولگي•

استفاده از روش کد گذاري در
. محاسبه پارامترها مجاز مي باشد

١٠١٨۴ - ١٧٨
٢۵١٧١ – ١٧٧
١ – ٣٠١٧٠۶۴
٢٠١۶١ – ٣۵٧
١۵١۵۶ - ١۵٠

حدود طبقاتفراواني
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 از يکديگر برابر باشد، C, B, A فرض کنيد فاصله سه شهر :تمرين
 کيلومتر در ساعت و فاصله  ٣٠ را باسرعت B تا Aاتومبيلي فاصله بين 

B تا C کيلومتر در ساعت و فاصله ۴٠ را با سرعت C تا A را با 
 کيلومتر در ساعت پيموده است، سرعت متوسط حرکت اين  ۵٠سرعت 

.   اتومبيل را حساب نماييد

، ۴، ٢ فرض کنيد ميزان توليد کارخانه اي در چهار سال متوالي :تمرين
مطلوبست ميزان افزايش متوسط  .  برابر نسبت به سال قبل باشد ٢٧ و  ۶

توليد کارخانه

.  ميانگين درجه دوم داده هاي زير را حساب کنيد:تمرين

١٢١٠٧۶۶۵٣
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نظريه مجموعه ها،: فصل دوم

آناليز ترکيبي
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عبارتست از يک دسته از اشياء که کاملا مشخص باشند و    : مجموعه
به مجموعه هست و يا  ) عضو(بطوري که هر شئي مفروض، يا متعلق 

. نيست

بحثهاي نمودار ون، اشتراک، اجتماع، زير مجموعه، متمم مجموعه، •
مکمل مجموعه، مجموعه مرجع، دو مجموعه جدا از هم، تفاضل دو   

. مجموعهاز مفاهيم اصلي نظريه مجموعه ها هستند

خاصيتهاي جاجايي، شرکت پذيري، توزيع پذيري و قوانين دمرگان نيز   •
. از خواص مجموعه ها ميباشند
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:فضاي نمونه

ي کل                :آزمايش تصادفي  ل مشخص نيست ول فعاليتي که نتيجه آن از قب
حالات ممکن آن معلوم است، مثل پرتاب يک سکه، که معلوم نيست شير        

ورد          . خواهد آمد يا خط    صادفي م شهاي ت چون در نظريه احتمال فقط آزماي
.نظر مي باشد لذا براي سادگي کلمه تصادفي ذکر نمي گردد

د               :پيشامد تصادفي  صادفي مي توان  پيش آمدي  که در اثر يک آزمايش ت
.رخ دهد يا رخ ندهد

 مجموعه پيامدهاي ممکن يک آزمايش تصادفي را فضاي          :فضاي نمونه 
. نشان مي دهندSنمونه آن آزمايش مي گويند که آن را با 

.دهيم نشان مي n(S)تعداد اعضاي فضاي نمونه را با •
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ه محدود ايش :فضاي نمون ه آزم داد اعضاي فضاي نمون ن تع ي اي  يعن
.متناهي باشد

ـدود ه نامح ضاي نمون ه  :ف ضاي نمون ضاي ف داد اع ه تع ي اينک  يعن
.آزمايش نامتناهي است

. مي ناميمنقطه نمونههر عضو فضاي نمونه را •

اده   پيشامدي که شامل  يک نقطه نمونه باشد را           • شامد س يش از       پي  و اگر ب
. مي ناميمپيشامد مرکبيک نقطه نمونه داشته باشد را 

. ناميمپيشامد غير ممکن و پيشامد تهي را پيشامد حتمي را A=Sپيشامد •
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 سکه را سه بار پرتاپ مي کنيم، فضاي نمونه آن را  :تمرين
مشخص کنيد؟

 يک سکه را با تاس همزمان پرتاپ مي کنيم فضاي    :تمرين
.نمونه آزمايش را مشخص کنيد
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:آناليز ترکيبي

از اين قواعد در وضعيت هايي استفاده   :کاربردهاي قواعد شمارش 
 باشد، مي شود که فهرست نمودن تمام حالات ممکن آزمايش مقدور نمي 

 لذا فقط به ذکر تعداد حالات يا نيازي به فهرست نمودن آنها نمي باشد، 
.ممکن و مختلف اکتفا مي شود

 طريق و براي هر کدام از m1 اگر عملي به :اصل اساسي شمارش  
 طريق و براي هر يک از اين دو عمل   m2آنها عمل ديگري را به  

  طريق بتوان  mk امي را به Kو عمل ...  طريق و m3سومي را به 
  عمل را باهم به    Kانجام داد، آنگاه اين  

.طريق ميتوان انجان داد
kmmm ××× ...21
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 سه سکه را پرتاپ ميکنيم مطلوبست تعداد اعضاي       :١مثال 
فضاي نمونه؟

 دو تاس را با چهار سکه پرتاپ مي کنيممطلوبست تعداد    :٢مثال 
اعضاي فضاي نمونه؟  

 ميتوان   ٠،  ١،  ٢، ٣، ۴ چند عدد سه رقمي از ارقام   :٢مثال 
نوشت بطوريکه تکرار ارقام مجاز باشد؟   
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تمام ترتيب هاي ممکن دسته اي از اشياء و يا قسمتي از آن را         
.  گوييم جايگشت يا تبديل

n! شئي متمايز برابر با n تعداد تبديلهاي :قضيه

 نفري براي سوار    ۵ به چند طريق مي توان يک صف :مثال
شدن به اتوبوس تشکيل داد  

 ميتوان نوشت    ٠،  ١،  ٢،  ٣،  ۴ چند عدد سه رقمي از ارقام    :مثال
بطوريکه تکرار ارقام مجاز نباشد؟  
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 شئي متمايز برابر است باnتايي از rتعداد تبديلهاي   :قضيه

تبديلهايي که بوسيله يک دسته از اشيا  (تعداد تبديلهاي دوري   :قضيه
)n-1!( شئي متمايز برابر است با  n، )روي محيط دايره مرتب مي شوند

 n2 شئي آن از نوع اول،  n1 شئي که nتعداد تبديلهاي مختلف   :قضيه
 باشد، برابر است باr شئي آن از نوع nrو  .... شئي آن از نوع دوم و  
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 لامپ  ۴ لامپ سبز و ٢ لامپ قرمز، ٣به چند طريق ميتوان    :١مثال 
. آبي را روي يک صفحه نصب نمود

 نفر مي توانند در اطراف يک ميز دايره اي ۵ به چند طريق :٢مثال 
بنشينند؟   

 زوج مختلف با هم دور يک ميز دايره اي مي نشينند تعداد       ۶ :٣مثال 
حالت آن را در صورتيکه هر زوج کنار هم بنشينند را بيابيد؟    

 نفر با يک وسيله نقليه که به ترتيب     ٧ به چند طريق مي توان  :۴مثال 
 نفر را دارند، از محلي به محل ديگر منتقل نمود؟  ٧ و ٣، ٢گنجايش 
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 شئي بدون در نظر گرفتن ترتيب،    n شئي از  rچگونگي انتخاب    
.  ناميده مي شودترکيب

: شئي متماير برابر باn تايي از r تعداد ترکيبهاي :قضيه

 پرستار، چند کميته  ٣ پزشک و ۵از يک گروه مرکب از : مثال
 نفره مي توان تشکيل داد؟ ٣
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 تلويزيون نقص فني دارند        ٣ دستگاه تلويزيون موجود در يک فروشگاه          ١٠ از  :تمرين
 تلويزيون نقص      ٢ دستگاه از اين تلويزيون ها بطوريکه حداقل           ۴تعداد حالات انتخاب   

فني داشته باشند؟   

 زن ميتوانند در يک صف قرار گيرند، اگر          ٢ مرد و  ٣به چند طريق   :  تمرين

. محدوديتي نداشته باشيم    •

. زن ها کنار هم باشند   •

.  مردها کنار هم و زن ها کنار هم باشند      •

 نفر از آن ها را     ۵ دوست صميمي داريد، به چند طريق ميتوان         ١١ فرض کنيد    :تمرين
به مهماني دعوت کرد اگر    

. محدوديتي نداشته باشيم    •

.دو نفر از آنها بخواهند با هم در مهماني شرکت کنند           •

. دو نفر از آنها نمي خواهند با هم در مهماني شرکت کنند           •
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احتمال: فصل سوم
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ال   شامد خاص و                :مفهوم احتم وع يک پي ي شانس وق ال يعن  احتم
شامد               ه پي اتي ک احتمال وقوع يک پيشامد برابر است با نسبت دفع

.خاصي در تکرارهاي زياد رخ مي دهد

اهي  عددي          در نظريه احتمالات به هر نقطه از فضاي نمونه متن
. آن نقطه ناميده مي شود»وزن«نسبت داده مي شود که 

شامد     ود در پي اط موج ام نق اي تم وع وزن ه ال « را Aمجم احتم
ا    »Aپيشامد   يم   P(A) گوييم و آن را ب شان مي ده ه    .  ن ا توجه ب ب

، داريمAتعريف پيشامد 
1) ( ) 0
2) ( ) 1
3) 0 ( ) 1

P
P S

A S P A

Φ =
=
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 گوييم اگر    ناسازگار را پيشامدهاي  A1 ،A2 ، ... ،Anپيشامدهاي 
. وقوع همزماني هر دو پيشامدي، غير ممکن باشد   

همه نتايج ممکن در اثر   A1 ،A2 ، ... ،Anاگر پيشامدهاي  
.  گوييمفرسا آزمايش را در برگيرند، در اينصورت پيشامدها را 

اگر شرايط آزمايش به گونه اي باشد که احتمال وقوع هر يک    
برابر باشند، در اينصورت     A1 ،A2 ، ... ،Anاز  پيشامدهاي 

.  گوييمهمتراز يا همشانسپيشامدها را 

,1 ,

( ) 0
i j

i j
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هر سه خاصيت ناسازگار،    A1 ،A2 ، ... ،Anاگر پيشامدهاي 
فرسا و همترازي را داشته باشند در نظريه احتمال آنها را   

 بيان مدل کلاسيک  ناميده و مي گوييم توسط  شانسها يا حالتها
. مي شوند

اگر يک آزمايش را بتوان توسط مدل کلاسيک بيان نمود، در     
 در اين آزمايش برابر است با Aاينصورت احتمال هر پيشامد  

( )( )
( )

n AP A
n S

=
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اگر آزمايش تصادفي، يک آزمايش با فضاي نمونه پيوسته باشد   

تعريف احتمال براي يک پيشامد دلخواه به صورت زير در   

.مي آيد

:اگر آزمايش مربوط به طول باشد

:اگر آزمايش مربوط به طول باشد

: اگر آزمايش مربوط به حجم باشد

( )( )
( )
( )( )
( )
( )( )
( )

L AP A
L S
S AP A
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سکه سالمي را سه با پرتاپ مي کنيم مطلوبست احتمال      : مثال
اينکه دقيقا يکبار شير بيايد  

 توپ زرد مي باشد،      ١٢ توپ آبي و    ۶جعبه اي محتوي  : مثال
:سه توپ بدون جايگذاري به تصادف برمي داريم مطلوبست   

احتمال اينکه هر سه توپ آبي باشند •
دو توپ آبي  و ديگري زرد باشد   •
.حداقل دو توپ آبي باشد   •
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 دو پيشامد باشند آنگاه B و  A اگر :قضيه
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −U I

( ) ( ) ( )if A B P A B P A P B= Φ ⇒ = +I U

٧٢ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

سه پيشامد باشند آنگاه C و  B و  A اگر :قضيه

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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دو پيشامد متمم باشند آنگاه  'A و   A اگر :قضيه

( ) 1 ( )P A P A′ = −
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.    کارت در چهار رنگ مختلف است  ٢٠ ظرفي محتوي   :تمرين
  ١ کارت و کارتهاي هم رنگ از     ۵بطوريکه از هر رنگ، 

 کارت به تصادف بر مي   ٢.  شماره گذاري شده اند ۵تا 
 کارت داراي يک شماره ٢داريم مطلوبست احتمال اينکه  

باشند؟

 مهره ٣ مهره سياه، ۴ مهره سفيد و ٣از ظرفي محتوي  : تمرين
: به تصادف خارج مي کنيم، مطلوبست احتمال اينکه 

 مهره همرنگ باشند٣-أ

 مهره همرنگ نباشند٣-ب
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، مشروط بر آنکه  Bاحتمال رخ دادن پيشامد  : احتمال شرطي
 گويند و به  A به شرط B رخ داده است را احتمال Aبدانيم 

.صورت زير تعريف مي گردد

 بطور همزمان امکان پذير    B و   A اگر وقوع پيشامدهاي    :قضيه
باشد، آنگاه 

( )( | ) ( ) 0
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 نداشته باشد در B، اثري در رخ دادن  Aاگر رخ دادن پيشامد 
. گوييم مستقلاينصورت دو پيشامد را  

 را مستقل گوييم، اگر و تنها اگر  B و  Aدو پيشامد  

مستقل گوييم اگر و تنها اگر   A1 ،A2 ،...   ،Anپيشامدهاي 

( ) ( ) ( )P A B P A P B=I
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دو تاس را پرتاپ مي کنيم، در صورتيکه بدانيم مجموع  : مثال
 است مطلوبست احتمال اينکه يکي       ۶اعداد ظاهر شده برابر  

 را نشان دهند؟ ٢از تاسها عدد  

 مهره ٢ مهره سياه،  ٣ مهره سفيد و  ۴از جعبه اي محتوي  :مثال
يک مهره را برداشته پس (را با جايگذاري خارج مي کنيم  

) از مشاهده رنگ آن، مهره را به جعبه برمي گردانيم   
: مطلوبست محاسبه احتمال اينکه 

.هر دو مهره سفيد باشد-أ

. مهره اول سفيد و مهره دوم سياه باشد -ب
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… ,B1, B2{ فرض کنيد مجموعه ):بيز(قضيه  , Bn {  يک
 S پيشامدي دلخواه از Cاگر .  باشدSافراز از فضاي نمونه  

… ,K= 1, 2 مخالف صفر باشد آنگاه به ازاي P(C)باشد و  , 
nداريم  :

1 1

( ) ( ) ( | )( | )
( ) ( ) ( | )

k k k
k n n

i i i
i i

P B C P B P C BP B C
P B C P B P C B
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، و    %٣٠، %۵٠کارخانه اي داراي سه ماشين است که   : مثال
محصول آن کارخانه را توليد مي کنند و ميدانيم درصد     % ٢٠

%   ۵و %  ۴، %٣کالاهاي معيوب اين سه ماشين به ترتيب 
مطلوبست محاسبه احتمال اينکه اگر کالاي انتخاب شده     . است

: معيوب باشد، اين کالا توسط ماشين اول توليد شده باشد     
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رين  اوت،     :تم رادر متف واهر و ب ش زوج خ صادف    ٢ از ش ه ت ر را ب  نف
انتخاب ميکنيم، مطلوبست محاسبه احتمال اينکه اين دو نفر

.با هم خواهر و برادر باشند:      الف
.يکي مرد و يکي زن باشد:       ب
ر  ٩ دانشجو دارد در مورد موضوع خاصي،    ١۵ در کلاسي که     :تمرين  نف

ه تصادف انتخاب     ٣ نفر ممتنع هستند، ٢ نفر موافق و ۴موافق،   ر را ب  نف
: مي کنيم و نظرشان را ميپرسيم مطلوبست محاسبه احتمال اينکه

.حداقل دو نفر موافق باشند:      الف
.دونفر اول موافق و نفر سوم مخالف باشد:       ب

فيد و       ۵ از جعبه اي که محتوي       :تمرين ره س ياه است، يک         ٢ مه ره س  مه
يم             شاهده کن دون آنکه رنگ آن را م رده و ب ه تصادف خارج ک مهره را ب
ست    يم، مطلوب ارج ميکن ري را خ ره ديگ ذاريم و سپس مه ار ميگ را کن آن

.محاسبه احتمال اينکه اين مهره سفيد باشد
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 B  توپ سياه است و جعبه ۴ توپ سفيد و     ۶ محتوي A جعبه :تمرين
 توپ به   ٢، Aاز جعبه .  توپ سياه ميباشد  ٢ توپ سفيد و   ٢محتوي 

 بدون   B ميگذاريم، سپس دو توپ از جعبه   Bتصادف برداشته و در جعبه    
مطلوبست محاسبه احتمال اينکه فقط يکي از دو .  جايگذاري خارج ميکنيم

. توپ سفيد باشد  

  در يک مهماني سه زوج ازدواج کرده باهم دور يک ميز گرد  :تمرين
مي نشينند مطلوبست محاسبه احتمال اينکه 

. سه زن کنار هم نشسته باشند :      الف
. سه زوج کنار هم بنشينند  :        ب
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رين د :تم رض کني پ از ۴  ف وخته  ١٢ لام ه اي س ود در جهب  لامپ موج
ند  ست     ٢باش داريم مطلوب ذاري برمي دون جايگ صادف و ب ه ت پ را ب  لام

:محاسبه احتمال اينکه
.هر دو لامپ سالم باشد:      الف
.حداقل يک لامپ سوخته باشد:       ب

ر مفروض هستند             :تمرين ات زي ي  .   سه ظرف کاملا مشابه با محتوي ظرف
ره                     ن مه يم، اگر اي را به تصادف انتخاب و مهره اي را از آن خارج ميکن
رده                   ال اينکه ظرف اول را انتخاب ک سفيد باشد، مطلوبست محاسبه احتم

.باشيم

مهره سياه   ٧۵۴

 مهره سفيد     ۵٣٢

ظرف   ظرف دوم   ظرف سوم   
اول
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متغيرهاي تصادفي: فصل چهارم 
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متغير باشد   S تصادفي داراي فضاي نمونه آزمايشبا فرض اينكه هر 
 تابعي است که به وسيله آن به هر نقطه از فضاي نمونه اي يک تصادفي

 تابعي است  از فضاي Xعدد حقيقي نسبت ميدهد پس متغير تصادفي    
:نمونه به مجموعه اعداد حقيقي

براي مثال دو سکه را همزمان پرتاپ مي کنيم،

S={HH, TH, HT, TT} ميدانيم  

 را يک متقير تصادفي که نشان دهنده تعداد شيرها در  Xحال ميتوانيم  
 را به ٢،  ١، ١، ٠که به ترتيب مقادير  . آزمايش باشد در نظر بگيريم

. اعضاي فضاي نمونه نسبت مي دهد

:X S R⎯⎯→
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 گوييم، اگر تعداد عضوهاي آن متناهي  گسسته را Sفضاي نمونه  
مثل فضاي نمونه پرتاپ يک سکه يا   . يا نامتناهي شمارا باشد

.پرتاپ يک سکه تا شير بيايد

 گوييم، اگر تعداد عضوهاي آن        پيوسته را Sفضاي نمونه   
نامتناهي ناشمارا باشد مثل فضاي نمونه آزمايش طول قد يا وزن     

. افراد  يک شهر

 روي فضاي نمونه گسسته تعريف گردد   Xاگر متغير تصادفي 
 و اگر روي فضاي نمونه پيوسته تعريف     متغير تصادفي گسسته 

.  پيوسته ناميممتغير تصادفيگردد 
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 يک متغير تصادفي گسسته هر يک از :توزيع احتمال گسسته
 يا    جدولمقادير خود را با احتمالي معين اختيار مي کند حال،     

 که تمام مقادير متغير تصادفي را همراه با احتمالهاي   فرمولي 
 و  f(x) ،g(x)مربوطه نشان دهد تابع احتمال ناميده و آن را با 

. نشان ميدهيم... 

در حالتي که متغير تصادفي گسسته باشد، تابع احتمال را   •
.  مي ناميمتوزيع احتمال

نوشتن توزيع احتمال هم به صورت جدول و هم فرمول براي        •
يک متغير تصادفي ممکن است امکام پذير نباشد و بايد به يکي      

.اکتفا کرد
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 نشان X سکه اي را سه مرتبه پرتاپ مي کنيم، اگر متغير تصادفي :مثال
 را به صورت جدول و   Xدهنده شير در اين آزمايش باشد توزيع احتمال   

فرمول بيان ميکنيم؟ 

S={ TTT, TTH, THT, HTT, THH, HTH, HHT, HHH }

1/8       3/8       3/8       1/8f(x)=P(X=x)
0         1          2            3X

3

3
( )( ) , 0, 1, 2, 3
( ) 2

xn Af x x
n S

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =
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: گوييم اگرX را يک تابع توزيع احتمال براي متغير تصادفي f(x)تابع  

؟kمطلوبست مقدار   يک تابع توزيع احتمال  f(x)اگر : مثال

1) ( ) 0
2) ( ) 1

3) ( ) ( )

i i

i
i

i i

x f x
f x

P X x f x

∀ ≥

=

= =

∑

0

1( ) 0,1, 2,...
2

( ) 0 : 2 0 1 0 1
1 1( ) 1 ( 1) 2 1 ( 1)(1 ) 1
2 4

1 1( 1)( ) 1 2 2 11 21
2

x

x

x

x

kf x x

f x k k

f x k k

k k k

∞
−

=

+
= =

> > ⇒ + > ⇒ > −

= ⇒ + = ⇒ + + + + =

⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −
−

∑ ∑ L
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نمايش ترسيمي توزيع احتمال معمولا درک مطلب را ساده تر مي نمايد  
 براي نمايش توزيع احتمال به صورت هيستوگرام و ميله ايدو نمودار 

که براي مثال نمودار ميله اي و هيستوگرام پرتاب . نمودار به کار مي رود
. سه سکه را رسم مي کنيم

1/8       3/8       3/8       1/8f(x)=P(X=x)
0         1          2            3X

٨/١

٨/٣

٠ ١ ٢ ٣

٨/١

٨/٣

٠ ١ ٢ ٣
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 باشد  f(x) يک متغير تصادفي گسسته با توزيع احتمال  Xاگر 
.   به شکل زير نمايش و تعريف مي شود Xتابع توزيع تجمعي 

 را نشان    Xجدول زير، توزيع احتمال متغير تصادفي     : مثال
 را تعيين و نمودار آن را رسم      Xمي دهد، تابع توزيع تجمعي 

:کنيد

:
( ) ( ) ( )

x

x
t x

F R R
F x P X x f t

≤

⎯⎯→

= ≤ =∑

1/8       3/8       3/8       1/8f(x)=P(X=x)
0         1          2            3X
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<
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:تابع توزيع تجمعي داراي خواص زير مي باشد

:xبازاي هر ) ١

٢( F(x)تابعي غير نزولي است  .

٣(

. در تمام نقاط از سمت راست پيوسته است  F(x)تابع ) ۴

 ثابت داريم b و  aبه ازاي ) ۵

0 ( ) 1xF x≤ ≤

( ) lim ( ) 0 , ( ) lim ( ) 1
x x

F F x F F x
→−∞ →+∞

−∞ = = +∞ = =

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P a X b F b F a
P X a F a F a

< ≤ = −
= = − −
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 X يک جفت تاس را پرتاپ مي کنيم، اگر متغير تصادفي  :تمرين
:نشان دهنده مجموع اعداد ظاهر شده باشد، مطلوبست تعيين 

Xتوزيع احتمال•
نمودار توزيع احتمال•
تابع توزيع تجمعي•
Xنمودار توزيع تجمعي •
:احتمالهاي زير•

(2 5) , (2 5)
( 4) , ( 5)

P X P X
P X P X

< ≤ ≤ ≤
≥ <
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همانطور که ديديم به تابع احتمال يک متغير تصادفي گسسته  
تابع توزيع احتمال گفتيم حال اگر متغير تصادفي پيوسته باشد به 

 مي گوييم و فرق اساسي آن    تابع چگالي احتمالتابع احتمال آن 
با حالت گسسته در اين است که احتمال اينکه متغير تصادفي  
پيوسته دقيقاً يکي از مقادير خود را اختيار کند برابر صفر   

 يک متغير تصادفي پيوسته باشد Xمي باشد بعبارت ديگر اگر   
آنگاه

. يعني در تابع چگالي بحث روي بازه هست نه نقطه 

( ) 0P X a= =
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تمامي خواصي که براي تابع توزيع احتمال گفته شد در تابع  
.چگالي احتمال نيز صادق است که به آنها اشاره مي کنيم  

: گوييم هرگاه تابع چگالي را يک f(x)تابع 

1) , ( ) 0

2) ( ) 1

3) ( ) ( ) ( )
b

a

x R f x

f x dx

P a X b P a X b f x dx

+∞

−∞

∀ ∈ ≥

=

≤ ≤ = < < =

∫
∫
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 يک f(x) را طوري بيابيد که تابع aدر تابع زير پارامتر : مثال
: تابع چگالي احتمال باشد 

2

1
20

1 1

1( ) , 0
(1 )

1 11 tan 1
01

1 1(tan tan 0) 1 ( 0) 1
2

1
2 2

f x x
a x

dx x
a x a

x
a a

a
a

π

π π

+∞ −

− −

= ≥
+

+∞
= ⇒ = ⇒

+

− = ⇒ − = ⇒

= ⇒ =

∫
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 f(x) يک متغير تصادفي پيوسته با تابع چگالي احتمال   Xاگر 
 نشان داده و به صورت  F(x) را با Xباشد، تابع توزيع تجمعي 

: زير تعريف مي کنيم

: با توجه به تعريف بالا داريم

: از تعريف اتگرال معين نيز ميتوان نوشت 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

b

a

F x P X x f t dt

P a X b P X b P X a F b F a

P a X b f x dx F b F a F x f x

−∞
= ≤ =

< < = < − < = −

′< < = = − ⇒ =

∫

∫
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تمامي خواص تابع توزيع تجمعي در حالت گسسته در حالت    
: پيوسته نيز برقرار است

:xبازاي هر ) ١

٢( F(x)تابعي غير نزولي است  .

٣(

0 ( ) 1xF x≤ ≤

( ) lim ( ) 0 , ( ) lim ( ) 1
x x

F F x F F x
→−∞ →+∞

−∞ = = +∞ = =
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  r اگر نقطه اي به تصادف در داخل دايره اي به شعاع :تمرين
 نشان دهنده فاصله اين  Xانتخاب کنيم و اگر متغير تصادفي  

 و     f(x) و  F(x)نقطه از مرکز دايره باشد مطلوبست محاسبه   
P(a<X<b)) a  و bداخل دايره اند .(

 داراي تابع چگالي احتمال زير   Xاگر متغير تصادفي   :تمرين
. را بيابيدF(x) و aباشد مقدار 

2 , 1
( )

0 , 1

a x
f x x

x

⎧ >⎪= ⎨
⎪ <⎩
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احتمال  

تا حالا با فضاهاي نمونه يک بعدي و متغيرهاي تصادفي مربوط به اين    
فضاها آشنا شديم ولي آزمايشهاي زيادي وجود دارند که بطور همزمان 

. دو يا چندين نتيجه خواهند داشت    

بعنوان مثال اگر يک اسيد را با فلزي ترکيب کنيم بطور همزمان  
ميخواهيم مقدار رسوب حاصل و مقدار گاز متصاعد شده را مورد 

.بررسي کنيم

 ٣ مهره زرد باشد ٣ مهره آبي و ۴ مهره قرمز ۵يا اگر کيسه محتوي 
 تعداد توپ آبي    Y ميتواند تعداد توپ قرمز، Xتوپ به تصادف خارج کنيم  

،  ٠ تعداد توپ زرد باشد که هر کدام از اين متغيرها مي توانند اعدد   Zو 
. را بگيرند٣ و ٢، ١
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احتمال  

 دو متغير تصادفي باشند، احتمال وقوع همزماني     Y و X اگر

 Xتابع احتمال    نشان داده و آن را     f(x, y)آن ها با علامت تابعي   

.  مي ناميمYو  

توزيع   را f(x, y) باشند گسسته هر دو Y و  Xکه   در حالتي

  f(x, y)  باشند پيوسته هر دو Y و  X و در حالتي که    احتمال 

.  مي ناميمتابع چگالي احتمال  را 
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:خصوصيات تابع احتمال 

.  گسسته باشندY و Xاگر 

.  پيوسته باشند  Y و Xاگر 

.  گسسته باشندY و Xاگر 

 پيوسته باشند   Y و Xاگر 

1) ( , ) 0 , ( , )

( , ) 1

2)

( , ) 1

[( , ) ] ( , )

3)

[( , ) ] ( , )

x y

A

A

f x y x y

f x y

f x y dy dx

P X Y A f x y

P X Y A f x y dy dx

+∞ +∞

−∞ −∞

≥ ∀

⎧ = ←⎯⎯−−−− − − − − −
⎪
⎪
⎨
⎪

= ←⎯⎯−−−−⎪
⎩
⎧ ∈ = ←⎯⎯
⎪⎪
⎨
⎪ ∈ = ←⎪⎩

∑∑

∫ ∫

∑ ∑

∫ ∫
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حال اين سئوال مطرح است اگر توزيع احتمال توأم دو يا چند         
متغير تصادفي معلوم باشد آيا مي توان توزيع هر کدام از اين   
متغيرها را به صورت جداگانه حساب کرد يا بالعکس،  اگر     
توزيع هاي چند متغير معلوم باشد آيا امکان محاسبه توزيع     

وجود    ) در صورت امکان وقوع همزمانشان  (احتمال توأم آنها  
.دارد

پاسخ قسمت اول همواره مثبت است ولي قسمت دوم فقط       : جواب
.در مواردي امکان پذير است  
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تابع چگالي  ( دو متغير تصادفي با توزيع احتمال توأم Y و Xاگر 
 باشند، توزيع احتمال هر يک از متغيرهاي  f(x,y)،  )توأم

: به صورت زير نمايش و محاسبه مي کنيمY و  Xتصادفي  

در حالت گسسته 

در حالت پيوسته 

g(x)  و h(y) توزيع هاي حاشيه اي  راX و Yمي ناميم  .

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

y

x

g x f x y

h y f x y

g x f x y dy

h y f x y dx

+∞

−∞

+∞

−∞

=

=

=

=

∑

∑

∫
∫
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 قرص ٢ قرص خواب آور و ٢ قرص آسپرين، ٣شيشه اي حاوي  :مثال
شخصي به تصادف دو قرص از اين ظرف خارج . مسکن مفروض است 

 معرف قرص Y معرف قرص آسپرين و Xاگر فرض آنيم  . مي آند 
: مطلوبست.خواب آور باشد 

 هم به صورت  Y و  Xتوزيع احتمال توأم را براي دو متغير تصادفي •
.جدول و هم به صورت فرمول  

Y و Xتوزيع هاي حاشيه اي •
( , ) ( , )

3 2 2
2

0,1,2 , 0,1, 2
7
2

f x y P X x Y y

x y x y
x y

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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:ادامه مثال

3/2112/216/21g(x)
1/21001/212
10/2106/214/211
10/213/216/211/210

h(y)210X
Y

2

1

2

1

( ) ( , ) ( ,0) ( ,1) ( , 2) , 0,1, 2

( ) ( , ) (0, ) (1, ) (2, ) , 0,1,2

y

x

g x f x y f x f x f x x

h y f x y f y f y f y y

=

=

= = + + =

= = + + =

∑

∑
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 به Y و  X تابع چگالي احتمال توأم دو متغير تصادفي    :تمرين
: مطلوبست . صورت زير تعريف شده است

Kتعيين مقدار •

Y و  Xتوزيع هاي حاشيه اي •

P(X>3 , Y<2)محاسبه •

0 4 , 1 5
( , )

0 other points

Kxy x y
f x y

< < < <⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩
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 و   f(x,y) دومتغير تصادفي با تابع احتمال توأم  Y و  Xاگر 

 تابع احتمال شرطي  باشند، h(y) و g(x)توزيع هاي حاشيه اي 

تابع  داده شده باشد، و  X=x  در صورتيکهYمتغير تصادفي 

 داده شده   Y=y   در صورتيکهX متغير تصادفي  احتمال شرطي

):باشد، و  عبارتست از   , )( | ) , ( ) 0
( )

( , )( | ) , ( ) 0
( )

f x yk x y h y
h y

f x yk y x g x
g x

= >

= >
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 داراي تابع چگالي احتمال توأم زير باشند مطلوبست  Y و   X اگر :مثال
k(yمحاسبه  | x)   و k(x | y) 

2

0

21

2
2

8 , 0 1 , 0
( , )

0 ohetr points

4 , 0 1
( ) ( , ) 8

0 ohetr points

4 (1 ) , 0 1
( ) ( , ) 8

0 ohetr points

2 , 0( , ) 8( | )
( ) 4 0 ohetr points

(

x

y

xy x y x
f x y

x x
g x f x y dy xy dy

y y y
h y f x y dx xy dx

y y xf x y xyk y x x
g x x

k

+∞

−∞

+∞

−∞

≤ ≤ ≤ ≤⎧
= ⎨
⎩

⎧ ≤ ≤
= = = ⎨

⎩
⎧ − ≤ ≤

= = = ⎨
⎩

⎧ ≤ ≤⎪= = = ⎨
⎪⎩

∫ ∫

∫ ∫

2
2

2 , 1( , ) 8 1| )
( ) 4 (1 )

0 ohetr points

x y xf x y xy yx y
h y y y

⎧ ≤ ≤⎪ −= = = ⎨− ⎪⎩
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 و   f(x,y) دومتغير تصادفي با تابع احتمال توأم  Y و  Xاگر 

 را از لحاظ Y و  X باشند،  h(y) و  g(x)توزيع هاي حاشيه اي 

: داشته باشيم(x,y) براي هر اگر و تنها اگر  گوييم مستقلآماري 

پس فقط در حالت استقلال دو متغير تصادفي است که مي توان    

.از توزيع هاي حاشيه اي به تابع توزيع احتمال توأم رسيد  

( , ) ( ) ( )f x y g x h y=
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 به Y و  X تابع چگالي احتمال توأم دو متغير تصادفي      :تمرين
:صورت زير مفروض است مطلوبست 

Kمقدار ثابت •
 Y و  Xتوزيع هاي حاشيه اي •
•K(y|x)  و K(x|y) 
بررسي استقلال دو متغير تصادفي •
 P(0<X<1/2|Y=1/2) و  P(X<1/2 , Y>1/2)محاسبه •

2 2( ) , 0 1 , 0 1
( , )

0 other points

K x y x y
f x y

⎧ + ≤ ≤ ≤ ≤
⎪= ⎨
⎪
⎩
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اميد رياضي و گشتاورها: فصل پنجم
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، X يک متغير تصادفي مانند  متوسط يا ميانگين يا اميد رياضي

پارامتري است که نشان دهنده مقدار مورد انتظار براي آن     

متغير تصادفي در اثر تکرار آن آزمايش به دفعات زياد،      

: مي باشد که به صورت زير محاسبه مي گردد

 گسسته باشدXاگر 

 پيوسته باشدXاگر 

( ) ( )

( )

x

E X xf x

xf x dx
+∞

−∞

= ←⎯⎯

= ←⎯⎯

∑

∫

١١٤ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

 با تابع چگالي احتمال زير مفروض  X متغير تصادفي  :مثال
است اميد رياضي آن را به دست آوريد؟   

4
4 3

0
0

, 0 4
( ) 8

0 , other points

1 8( ) ( )
8 24 3

x x
f x

xE X xf x x dx x
+∞

−∞

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩

= = = =∫ ∫
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 باشد، اميد    f(x) داراي تابع احتمال  Xاگر متغير تصادفي  : قضيه
:   عبارتست ازh(x) مانند Xرياضي هر تابعي از 

 گسسته باشدXاگر 

 پيوسته باشدXاگر 

( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

x
E h x h x f x

h x f x dx
+∞

−∞

= ←⎯⎯

= ←⎯⎯

∑

∫
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 باشند، اميد    f(x,y) دو متتغر تصادفي با تابع احتمال  Y و  Xاگر 

: عبارتست از h(x,y) مانند Y و  Xرياضي هر تابعي از 

 هر دو گسسته باشد Y  و  Xاگر 

 هر دو پيوسته باشد Y و  Xاگر 

( ( , )) ( , ) ( , )

( ( , )) ( , ) ( , )

x
E h x y h x y f x y

E h x y h x y f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

=

=

∑

∫ ∫
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 دو متغير تصادفي مستقل با توابع چگالي زير Y و X فرض کنيد  :مثال
h(x,y)=xyباشند مطلوبست اميد رياضي 

 ضرب     چون دو متغير تصادفي مستقلند پس چگالي توأم آنها برابر است با حاصل                 
: چگالي هاي حاشيه اي     

3

3

1

32 0

8 2 , 0 1, 2
( ) , ( )

0 , other points0 , other points

16 , 2 , 0 1
( , )

0 , other points
16 8( )

3

y yx
g x h yx

y x y
f x y x

yE xy xy dxdy
x

∞

⎧ < <> ⎧⎪= =⎨ ⎨
⎩⎪⎩

⎧ > < <⎪= ⎨
⎪⎩

= =∫ ∫
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 دو عدد     b و  a دو متغير تصادفي،  Y و  Xاگر  :قوانين اميد رياضي  
:  باشند داريمY و X توابعي از  h و gثابت و توابع   

  :  مستقل باشند Y و  Xاگر                  

[ ] [ ] [ ]

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

E b b

E aX b aE x b

E g X h X E g X E h X

=========================================

=

=========================================

+ = +

=========================================

± = ±

==================================

[ ] [ ] [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( )

E g X Y h X Y E g X Y E h X Y

E XY E X E Y

=======

± = ±

=========================================

=

=========================================
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 داراي توزيع احتمال زير باشد مطلوبست X اگر متغير تصادفي :تمرين
محاسبه

•E(3x2-4x+1/2)

E(Y) و  Yتوزيع احتمال  Y=X2اگر •

 داراي تابع چگالي احتمال زير باشد  X اگر متغير تصادفي :تمرين
E(X)مطلوبست محاسبه 

¼ ¼ ¼ ¼f(x)
-2   -1   1   2x

22 , 0
( )

0 , other point

xe x
f x

−⎧ >
⎪= ⎨
⎪
⎩
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 باشد    f(x) يک متغير تصادفي با تابع احتمال Xاگر : گشتاورها
: گشتاورهاي مختلف آن را به صورت زير نشان داده و تعريف مي کنيم 

aام پيرامون نقطه  rگشتاور مرتبه 

ام پيرامون مبدأ rگشتاور مرتبه 

امrگشتاور مرکزي مرتبه 

Xواريانس 
2 2

2

( )

( 0) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2

a r
r

a r
r r

r
r r

X

E X a

if a E X

if a E X

a
if V X E X

r

µ

µ

µ µ

µ µ µ µ

µ
µ σ µ

= − ←⎯⎯−−− −− −

′= ⇒ = = ←

= ⇒ = = − ←

=⎧ ⎫
⇒ = = = − ←⎯⎯⎨ ⎬=⎩ ⎭
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.  گوييمانحراف معيارجذر مثبت واريانس را  

واريانس متغير تصادفي به صورت زير راحت تر محاسبه  
.مي گردد

 را به صورت زير تعريف مي کنيمY و  X کوواريانس

کوواريانس دو متغير تصادفي به صورت زير راحت تر محاسبه    
. مي گردد

[ ]

[ ]

2 2 2 2( ) ( )

cov( , ) ( )( )

( )( ) ( )

X

XY X Y

XY X Y X Y

E X E X

X Y E X Y

E X Y E XY

σ µ µ

σ µ µ

σ µ µ µ µ

= − = −

= = − −

= − − = −
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 بين دو متغير تصادفي   همبستگي خطيبراي برسي چگونگي  •
X و Y     از کوواريانس آنها استفاده مي کنيم اگر تغييرات X  و 
Y فاقد تغييرات مشترک باشند   کوواريانس مثبت همسو باشند ،

کوواريانس    و تغييرات مخالف يكديگر باشند  کوواريانس صفر
. خواهد بودمنفي

 مستقل باشند کوواريانس آنها صفر ولي عکس    Y و Xاگر •
.مطلب صحيح نيست 
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و کواواريانس آنها را پيدا کرده         Y وX براي جدول توزيع احتمال زير واريانس            :مثال
: و تفسير نماييد  

3/2112/216/21g(x)
1/21001/212

10/2106/214/211
10/213/216/211/210

h(y)210X
Y

[ ]

22 2
2 2 2 2

0 0

2

2 2 2

( ) ( ) ( )

(0 6 / 21 1 12 / 21 4 3/ 21) (0 6 / 21 1 12 / 21 2 3/ 21) 20 / 49

( )

cov( , ) ( )( ) ( )
6 2( ) ( , )
21 7

12 6 6( ) ( )
21 21 7

(

X x
x x

Y Y

XY X Y X Y

y x

x

E X x g x xg x

E Y

X Y E X Y E XY

E XY xyf x y

E X xg x

E

σ µ

σ µ

σ µ µ µ µ

= =

⎡ ⎤
= − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
× + × + × − × + × + × =

= −

= = − − = − =

= = =

= = + =

∑ ∑

∑∑

∑
10 2 4) ( )
21 21 7

2 6 4 10 0
7 7 7 49

y

XY

Y yh y

σ

= = + =

−
= − × = <

∑
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 خطي   ضريب همبستگي.  دو متغير تصادفي باشند  Y و  Xاگر 
:  به صورت زير نشان داده و تعريف مي کنيم  Y و  Xبين 

  Y و Xبراي برسي چگونگي همبستگي خطي بين دو متغير تصادفي  •
.استفاده مي کنيم

برتري ضريب همبستگي به کوواريانس در آنست که ضريب همبستگي  •
بستگي به واحد اندازه گيري ندارد

. مستقل باشند ضريب همبستگي بين آنها صفر استY و Xاگر •

. قرار دارد[1 , 1-]ضريب همبستگي همواره در فاصله •

. کوواريانس و ضريب همبستگي هميشه هم علامتند •

( , ) xy

x y

X Y
σ

ρ ρ
σ σ

= =
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 دو متغير تصادفي با توزيع احتمال زير باشند، ضريب   Y و  Xاگر : مثال
همبستگي بين آنها را حساب نماييد؟ 

2 2

1 ( 2 ) , 1, 2 , 1, 2
( , ) 18

0 , other points
14 29, , ,
9 18

2 45( )
18 18

45 14 29( )
18 9 18

1
162( , ) 0.025

20 77
81 324

X y X y

y x

xy

Xy

X

x y x y
f x y

x yE XY xy

X Y
y

µ µ σ σ

σ

σ
ρ ρ

σ σ

⎧ + = =⎪= ⎨
⎪⎩

= = = =

+
= =

= − × =

−
= = = = −

×

∑∑
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، a  ،b اگر  :خواص واريانس و کوواريانس و ضريب همبستگي   
c و  d  اعداد ثابت و X و Y دو متغير تصادفي با توابع احتمال 

 z(h)، و   f(x,y) و تابع احتمال توأم    h(y) و  g(x)حاشيه اي 
:  باشد داريمXتابعي دلخواه از  

{ }22 2
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

1) ( ) 2) 0

3) 4) 2

5) ( , ) ( , )

6) ( , ) ( , )

h x h x b

ax b X ax by c x y xy

E h x

a a b ab

Cov aX b dY c adCov X Y

aX b dY c X Y

σ µ σ

σ σ σ σ σ σ

ρ ρ

+ + +

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

= = + +

+ + =

+ + =
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اميد   باشند f(x,y) دو متغير تصادفي با تابع احتمال توأم     Y و  Xاگر 
: باشد، عبارتست ازX=x به شرط آنکه Yرياضي 

: پيوسته باشند   Y و Xاگر  

: گسسته باشند   Y و Xاگر  

 عبارتست  aحول نقطه دلخواه  باشد  X=x بشرط آنکه  Yگشتاور مشروط 
:از

: پيوسته باشند   Y و Xاگر  

: گسسته باشند   Y و Xاگر  

( | ) ( | )

( | )
y

E Y X x y k y x dy

y k y x

+∞

−∞
= =

=

∫
∑

(( ) | ) ( ) ( | )

( ) ( | )

r r

r

y

E Y a X x y a k y x dy

y a k y x

+∞

−∞
− = = −

= −

∫

∑
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 دو متغير تصادفي با تابع چگالي احتمال    Y و   X اگر  :تمرين
مطلوبست  . توأم زير باشند

Y و  Xضريب همبستگي بين •

E(Y | X=x)محاسبه •

V(Y | X=x)محاسبه •

V(4X+3Y-2)محاسبه •

, 0 1 , 0 1
( , )

0 , other points
x y x y

f x y
+ ≤ ≤ ≤ ≤⎧

= ⎨
⎩
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 را   f(x) با تابع احتمال Xتابع مولد گشتاور  : تابع مولد گشتاور
 نشان داده و به صورت زير تعريف  M(t) يا Mx(t)با نماد 
:مي کنيم

: گسسته باشندXاگر 

: پيوسته باشندXاگر 

يکي از کاربردهاي اين تابع محاسبه ميانگين و واريانس  
. متغيرهاي تصادفي است

( ) ( ) ,

( )

( )

tx
x

tx

x

tx

M t E e t R

e f x

e f x dx
+∞

−∞

= ∈

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

∑

∫
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 M(t) يک متغير تصادفي با تابع مولد گشتاور X اگر :قضيه
: باشد آنگاه

 دو متغير تصادفي با توابع مولد گشتاور     Y و  X اگر  :قضيه
Mx(t)  و My(t)  باشند، آنگاه  X  و Y توابع توزيع   داراي
 Mx(t)  = Mx(t) هستند اگر و فقط اگر   يکسان

 دو متغير تصادفي مستقل با توابع مولد     Y و  Xاگر  : قضيه
 باشند، آنگاه  Mx(t) و Mx(t)گشتاور  

0

( )r

rr
t

d M t
dt

µ
=

′=

( ) ( ) ( )x y x yM t M t M t+ =
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 داراي توزيع احتمال زير باشد  X اگر متغير تصادفي  :مثال
X:، ميانگين و واريانس   M(t)مطلوبست تعيين  

1 1

1 0

2 2 2
2 0

1( ) 2( ) , 1, 2, 3, ...
3

1( ) ( ) 2( ) 2 ( )
3 3

1 21 ( ) 2
3 3 1 3 3

( )

( ) ( ) ( ( ))

x

t
tx x tx x

x x
t t t

t t

X t

X t

f x x

eM t E e e

e e eif M t
e e

M t

M t M t

µ µ

σ µ µ

∞ ∞

= =

=

=

= =

= = =

< ⇒ = × =
+ −

′ ′= =

′ ′ ′′ ′⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦

∑ ∑
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 داراي تابع چگالي احتمال زير    X اگر متغير تصادفي  :تمرين
 از   X و ميانگين و واريانس    M(t)باشد، مطلوبست محاسبه  

روي آن؟ 
, 0

( )
0 ,other points

xxe x
f x

−⎧ ≥
⎪= ⎨
⎪
⎩
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:قضيه چيبيشف

طبق اين قضيه اطلاعاتي از ميزان پراکندگي داده ها در اطراف     
 داراي Xاگر متغير تصادفي  . ميانگين بدست خواهيم آورد   

واريانس کوچکي باشد انتظار مي رود که مشاهدات در اطراف    
.ميانگين متمرکزتر باشند

 يک تابع نامنفي از h(X) يک متغير تصادفي و X اگر :قضيه
Xباشد آنگاه :

1( ( ) ) ( ( )) , 0P h X c E h X c
c

≥ ≤ >
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 يک متغير تصادفي با واريانس محدود     Xاگر : قضيه چيبيشف
: باشد آنگاه

 باشد، با  ١۶ و واريانس  ٢۵ داراي ميانگين Xاگر متغير تصادفي  :مثال
استفاده از قضيه چيبيشف احتمال زير را تعيين کنيد؟  

2 2 2
2

2

11) ( ) , 0

11

P X k P X k k
k

P X k
k

µ σ µ σ

µ σ

⎡ ⎤⎡ ⎤− ≥ = − ≥ ≤ >⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− < ≥ −⎣ ⎦

1(17 33) ( 8 25 8) ( 25 2 4) 1 3/ 4
4

( 25 12) ( 25 3 4) 1/ 9

P X P X P X

P X P X

< < = − < − < = − < × ≥ − =

− ≥ = − ≥ × ≤

١٣٥ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

بررسي چند توزيع  : فصل ششم

متغيرهاي تصادفي گسسته
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ميدانيم هر آزمايش تصادفي فضاي نمونه اي را ايجاد خواهد که    
همچنين  . مي توان متغير تصادفي را روي اين فضا تعريف نمود     

هر متغير تصادفي داراي تابع احتمالي است که ميتوان آن را   
: مشخص نمود حال اين سئوال مطرح است  

آيا براي هر آزمايش آماري بايد يک تابع احتمال تعيين کرد يا 
اينکه مي توان آزمايشهاي آماري را به دسته هاي مختلفي را  

تقسيم بندي کرد که هر دسته داراي خواص مشترکي باشند؟

 دو فصل آينده سعي در دسته بندي آزمايشهاي آماري است به     
.  طوري که مطالعه اين آزمايشات را اصولي تر کند  
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 x1  ،x2 ،...  ،xn مقادير X اگر متغير تصادفي  : توزيع يکنواخت
را با احتمال مساوي قبول کند، توزيع احتمال اين متغير تصادفي        
را توزيع يکنواخت مي ناميم و آن را به صورت زير نمايش و      

.تعريف مي کنيم

1 2

2 2

1 1

1( ; ) , , ,...,

1 1, ( )

i n

n n

i i
i i

f x n X x x x
n

x x
n n

µ σ µ
= =

= =

= = −∑ ∑
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 شانس که. است k تا ١هاي اي شامل صفحه آليد با شمارهجعبه: مثال
اگر شماره اي از اين  . ي اين صفحه کليد يکسان مي باشدا ه شمارهانتخاب

انتخابي در نظر  شماره آليد  را X  صفحه کليد به تصادف انتخاب شود و  
  است احتمال يكنواختتوزيع داراي تابع  Xآنگاه بگيريم 

1
2

2 2 2 2

1

2

2 2

1

1( ; ) , 1, 2,...,

1 1 ( 1) ( 1)
2 2

1 ( 1) (2 1) ( 1)( ) ( )
6 4

( 1)( 1)
12

1 1 ( 1) (2 1) ( 1) (2 1)( )
6 6i

i

k

i
i

n

i
i

k

i

f x k X k
k

k k kx
k k

k k kx E X
n

k k

k k k k kE X x
k k

µ

σ µ µ

σ

=

=

=

= =

+ +
= = × =

+ + +
= − = − = −

+ −
=

+ + + +
= = =

∑

∑

∑
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اگر نتيجه آزمايشي فقط دو وضعيت را معرفي      :توزيع برنولي
آن آزمايش را آزمايش برنولي ) پيروزي يا شكست(آند 

.    نام داردتوزيع برنوليتوزيع منتسب به اين آزمايش، . مي گويند
در    .  فرض شود q=1-P و احتمال شكست    Pاگر احتمال موفقيت   

:اين صورت توزيع مورد نظر به صورت زير خواهد بود  
1

2 2 2

, 0,1
( ) ( )

0 ,other points

( )
( ) ( ( )) (1 )

x xp q x
f x P X x

E X p
E X E X pq p p

µ

σ

−⎧ =
⎪= = = ⎨
⎪
⎩

= =

= − = = −
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 احتمال موفقيت براي يك داوطلب در جهت اخذ گواهينامه  :مثال
مي باشد، توزيع احتمال براي اين شخص آه در آزمون     %  ٧٠

.رانندگي شرآت مي آند بنويسيد 
1

2

1

(0.7) (0.3) , 0,1
( )

0 ,other points

0.7
0.7 0.3 0.21

( ) ( ) ( ) ( ) 0.3 0.7

x x

tx tx x x t t

x

x
f x

p
pq

M t E e e p q q e p e

µ

σ

−

−

⎧ =
⎪= ⎨
⎪
⎩

= =

== = × =

= = = + = +∑
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 بار به صورت   nاگر يك آزمايش برنولي : توزيع دو جمله اي 
  نشان Xمستقل تكرار شود و در اين آزمايش متغير تصادفي 

توزيع دهنده تعداد پيروزي باشد، توزيع منتسب به اين آزمايش، 
:  نام دارد و به اين شكل تعريف و نمايش داده مي شود   دوجمله اي

2

( ) ( ; , ) , 0, 1, 2,...,

( ) ( )

( ) ( )

,

x n x

tx tx x n x

x

tx t x n x t n

x

n
f x b x n p p q x n

x

n
M t E e e p q

x

n
e e p q e p q

x

np npqµ σ

−

−

−

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
= =

∑

∑
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.   توپي را با موفقيت به درون دروازه مي فرستد       %  ٨٠ يك فوتباليست با احتمال     :مثال
: مطلوبست  .   توپ را در اختيار دارد      ۶اين فوتباليست   

معرفي توزيع احتمال مربوطه     •
.  توپ را به درون دروازه بفرستد      ٢احتمال اينکه درست     •
.  توپ را به درون دروازه بفرستد      ٢احتمال اينکه حداآثر      •
.  توپ را به درون دروازه بفرستد    ٢احتمال اينکه حداقل     •

[ ]

6

2 4

6
( ) ( ) (0.8) (0.2)

6
(2) ( 2) (0.8) (0.2) 15 0.64 0.0016

2
( 2) ( 0) ( 1) ( 2)
( 2) ( 2) ( 6) 1 ( 2)

1 ( 0) ( 1)

x xf x P X x
x

f P X

P X P X P X P X
P X P X P X P X

P X P X

−⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= = = = × ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ = = + = + =
≥ = = + + = = − < =

− = + =

L
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براي محاسبه راحت تر احتمالهايي به صورت   

 هاي مختلف و به  nبا توزيع دوجمله اي، جدولهايي آماده براي    

هايي مشخص احتمال آن محاسبه شده  r  هاي متفاوت باPازاي  

. است آه در محاسبات مي توان به آنها مراجعه نمود  

( )P X r≤
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 قطاع مساوي تقسيم شده و با         ١۵يك صفحه هدف زني دايره اي شكل به          :  تمرين
 برابر عددي     X متمايز گرديده است، فرض آنيد متغير تصادفي       ١۵ تا ١شماره هاي  

 را مشخص      Xباشد آه سوزن در قطاع مربوط به آن اصابت مي آند، توزيع احتمال           
آرده و ميانگين و واريانس آن را بدست آوريد؟          

 با تير شليك شود مطلوبست          ۵ است، اگر   ٣/١احتمال زدن تير به هدف     : تمرين
: محاسبه احتمال اينكه     

حداقل دو بار تير به هدف بخورد      :  الف

. تير به هدف بخورد   %  ٩٠لااقل چند بار تير را شليك آرد تا با احتمال بيش از              : ب
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 آزمايش برنولي را تعميم مي دهيم، به اين   :توزيع چند جمله اي
،   ...  ، E1 ،E2صورت که نتيجه آزمايش به يکي از پيشامدهاي 

Ek  در  ( منجر شود به طوري که اين پيشامدها ناسازگار و فرسا
.باشد) جريان آزمايش الزاماً يکي از آنها رخ دهد 

 بار به طور مستقل انجام مي دهيم اگر احتمال    nحال آزمايش را 
،  P1 ،P2 به ترتيب برابر با E1 ،E2 ، ...  ،Ekوقوع پيشامدهاي  

 ...  ،Pk در نظر بگيريم آنگاه توزيع احتمال توأم متغيرهاي 
 که بترتيب نشان دهنده تعداد نتايج X1 ،X2  ، ... ،Xkتصادفي 

 آزمايش مستقل را   n در اين E1  ،E2 ، ...  ،Ekپيشامدهاي 
.مي ناميم توزيع چند جمله اي 
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:توزيع چند جمله اي

1 2

1 2 1 2

1 2
1 2

1 1

( , ,..., , , ,..., , )

, ,...,
, ,...,

, 1

k

k k

x x x
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k
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.   شبكه تلويزيون قابل استفاده است  ۴ در يكي از شهرهاي کشور، :مثال
، از شبكه دو به   %٣٠بدين ترتيب شهروندان از شبكه يک به ميزان   

و بقيه از شبكه چهار مي % ۴٠و از شبكه سه به ميزان % ١٠ميزان 
 نفر از جمعيت اين شهرستان به ١٠اگر . توانند استفاده مطلوب ببرند  

طور تصادفي به مصاحبه دعوت شوند ، احتمال آن پيشامدي را بيابيد آه   
 نفر از شبكه سه و بقيه از ۴ نفر از شبكه دو و ٢ نفر از شبكه يك و ٣

: شبكه چهار استفاده نموده اند

:  طبق توزيحاتي که داده شد توزيع، يک توزيع چند جمله اي است پس  : ج

1 2 3 4

1 2 4 1

( 3, 2, 4, 1)
10

(0.3) (0.1) (0.4) (0.2)
3, 2, 4,1

P X X X X= = = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 اگر آزمايشي دو شرط زير را داشته باشد     :توزيع فوق هندسي
: مي ناميمفوق هندسي  آن را  

بدون  ( تايي n عضو، يك نمونه تصادفي  N از جمعيتي با -١
.انتخاب آنيم ) جايگذاري

٢- k   عضو از N    عضو بنام موفقيت و N-k    عضو ديگر 
.بنام عدم موفقيت باشند   

.توزيع احتمال آن به صورت زير نمايش و تعريف مي گردد 

( ; , , ) , 0,1, 2,..., ( )
0,1,2,..., ( )

k N k
x n x

h x N n k x n n k
N

x k k n
n

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠= = <

⎛ ⎞
= <⎜ ⎟

⎝ ⎠
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 تاي آن معيوب است     ٣ تلويزيون آه  ١٠ محموله اي شامل  :مثال
 تلويزيون    ۴شخصي به تصادف  . به فروشگاهي ارسال مي شود  

 تعداد تلويزيونهاي خرابي باشد آه در خريد  Xرا مي خرد اگر  
. اين شخص باشد توزيع  احتمال آن را به دست آوريد 

3 10 3
4

( ;10,4,3) , 0,1,2,3
10
4

x x
h x x

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 n/N خيلي بزرگ باشد به طوري آه نسبت    Nاگر در توزيع فوق هندسي  
دخيلي به چشم نياد اين توزيع به سمت توزيع دو جمله زير ميل خواهد آر   

 نفري نسبت رأي موافق به ١٠٠٠٠براي مثال فرض آنيد در يك شهر 
 نفر از اين ١۵اگر .  است۴٠ به  ۶٠مخالف در مورد موضوع خاصي 

: افرار را به تصادف انتخاب آنيم 

اگر اين انتخاب با جايگذاري باشد يعني هر شخص بعد از انتخاب شانس    
ن  دوباره انتخاب شدن را داشته باشد توزيع دو جمله اي است ولي اگر بدو   

 بزرگ است و Nجايگذاري باشد توزيع فوق هندسي است، از آنجايي آه  
. آوچك مي توان با توزيع دو جمله اي تقريب زد  n/Nنسبت  

( ; , , ) ( ; , )kh x N n k b x n
N
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در توزيع فوق هندسي فقط دو حالت داشتيم     : تعميم توزيع فوق هندسي 
.عدم موفقيت   و موفقيت

 افراز شود به  A1 ،A2 ، ... ،Ak دسته  k عضوي به   Nحال اگر جمعيت 
... ، A2 عضو در  A1 ،a2 عضو در   a1 عضو جمعيت،  Nطوري آه از 

 تايي  n باشد، از اين جمعيت يك نمونه تصادفي   Ak عضو در  ak، و 
 x1 ميخواهيم احتمال توأم آن را حساب آنيم آه بدون جايگذاري برداريم 

انتخاب شود آه  Ak عضو از xk، و ... ، A2 عضو از A1 ،x2عضو از 
.به صورت زير است

1 2 1 2

1

111

1

( , ,..., ; , ,..., , , )

...
,

k k

k
k

i
ik

k

i
i

f x x x a a a N n
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=
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  ٣۵ پزشك و   ١۵ شيميدان،   ٧۵ از گروهي متشكل از   :مثال
 نفره به تصادف انتخاب مي آنيم  ۶رياضيدان يك آميته  

  ١ پزشك و    ٣ شيميدان،  ٢مطلوبست محاسبه احتمال اينكه  
:رياضيدان شرآت آنند 

25 15 35
2 3 1

(2,3,1;25,15,35,75,6)
75
6

f

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
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 اگر آزمايش برنولي را آنقدر ادامه :توزيع دو جمله اي منفي 
امين موفقيت    r موفقيت داشته باشيم و پس از وقوع      rدهيم تا 

 مي ناميم    دو جمله اي منفي  آزمايش متوقف گردد، اين آزمايش را  
 نشان دهنده تعداد دفعات آزمايش دو    Xحال اگر متغير تصادفي  

جمله اي منفي باشد توزيع آن به صورت زير نمايش و تعريف 
.مي گردد

2
2

1
( ; , ) , , 1,...

1

( ) ( ) (1 ) , ln

,

r x r

tx r tr t r

x
b x r p p q x r r

r

M t E e p e qe t q
r rq
p p

µ σ

∗ −

−

−⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟−⎝ ⎠

= = − < −

= =
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 احتمال اينكه راننده اي از يك چراغ قرمز عبور نمايد و پليس آنرا    :مثال
مي باشد، احتمال آن پيشامد را بيابيد آه در حين عبور    % ۴٠متوقف آند  

از چراغ قرمز چهارم پليس او را متوقف آند؟

 ٠٫٧ احتمال اينكه اگر فردي شايعه اي را بشنود آنرا باور آند :مثال
 امين فردي آه اين شايعه را ۵احتمال آن پيشامدي را بيابيد آه . مي باشد

مي شنود سومين فردي باشد آه آنرا باور مي آند؟

1 33
(4;1,0.4) (4) (0.4) (0.6) 0.09

0
b f∗ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 24
(5;3,0.7) (5) (0.7) (0.3)

2
b f∗ ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

١٥٥ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

 يعني  r=1 اگر در آزمايش دو جمله اي منفي :توزيع هندسي

آزمايش را تا حصول اولين پيروزي ادامه دهيم اين آزمايش را   

 را آه نشان دهنده تعداد دفعات    X مي ناميم و آزمايش هندسي

آزمايش هندسي است متغير تصادفي هندسي ناميم و توزيع آن   

.را به صورت زير نمايش و تعريف مي آنيم

1( ; ) 1, 2,...xg x p pq x−= =
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.  باشد%  ٨٠اگر موفقيت جهت اخذ گواهينامه داوطلب   :مثال
ثانياً . اولاً توزيع احتمال منتسب به اين آزمايش را معرفي آنيد  

احتمال آن پيشامدي را بيابيد آه اين داوطلب در مرحله سوم      
. موفق به اخذ گواهينامه شده است  

  
1

2

( ; ) ( ;0.8) 0.8 0.2 1,2,...

(3;0.8) (3) (0.8)(0.2) 0.032

xg x p g x x

g f

−= = × =

= = =
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 تايي   ۶ توپ سبز يك نمونه تصادفي     ۴ توپ قرمز و  ۵ از جعبه اي شامل      : تمرين

 توپ سبز باشد؟    ٢ توپ قرمز و  ۴انتخاب مي آنيم مطلوبست محاسبه اينكه        

احتمال اينكه در آزمايش پرتاپ سكه، سومين شير در هفتمين بار پرتاب               :  تمرين

بدست آيد را محاسبه آنيد؟      

 است مطلوبست محاسبه         ٠٫٨احتمال اينكه تيراندازي به هدف بزند برابر          : تمرين

: احتمال اينكه   

 بار لازم باشد تا اولين تير به هدف بخورد؟        ۵آمتر از   :  الف

تعداد زوج بار لازم باشد تا اولين تير به هدف بخورد؟         : ب
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 برخي آزمايشها به گونه اي هستند آه نتايج :توزيع پواسن
حاصل از آنها، تعداد وقايعي است آه در فواصل زماني يا در         
ناحيه مكاني مشخص به وقوع مي پيوندند، چنين آزمايشهايي به  

در واقع بررسي پيشامدهاي جدا در در  . آزمايش پواسن معروفند
يك فاصله زماني يا يك مكان مشخص فرايند پواسن ناميده      

. مي شود

مثل تعداد تلفنهايي آه در ساعات مشخص به يك مرآز زده  
يا تعداد تصادفاتي آه در يك چهارراه مشخص رخ   . مي شود
يا تعداد اشتباهاتي آه يك تايپيست در يك صفحه دارد و   . مي دهد

...
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 آه نشان دهنده تعداد موفقيت  Xمتغير تصادفي   :توزيع پواسن
در يك آزمايش پواسن باشد را متغير تصادفي پواسن ناميده و      
توزيع احتمال آن در صورتيكه ميانگين تعداد موفقيت در فاصله       

معلوم باشد، به صورت     ) λ( زماني يا ناحيه مكاني مشخص 
زير نمايش و تعريف مي گردد  

( 1)

2

( ; ) , 0,1, 2,....
!

( ) ( )
,

t

x

tx e

eP x x
x

M t E e e

λ

λ

λλ

µ λ σ λ

−

−

= =

= =

= =
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 بيمار را ويزيت   ۴پزشكي به طور متوسط در هر ساعت     :مثال
.احتمال پيشامدهاي زير را براي او محاسبه آنيد  . مي آند 

.در يك ساعت خاص پزشك بيكار باشد  ) ١

.در يك ساعت خاص درست دو بيمار را ويزيت آند    ) ٢

.در يك ساعت خاص حداآثر دو بيمار را ويزيت آند  ) ٣

. حداقل دو بيمار را ويزيت آند   ) ۴

.  دقيقه اول درست سه بيمار را ويزيت آند   ١۵در ) ۵
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: جواب
4

4

4 2
4

4 4 4

4 4 4

1

4( , ) ( , 4) , 0,1,
!

1) (0,4) (0)
42) (2,4) (2) 8

2!
3) ( 2, 4) ( 2) ( 0) ( 1)

( 2) 4 8
4) ( 2,4) ( 2) 1 ( 2)

1 ( 4 ) 1 5
1 15) 4 1 ( ,1)
4

x

x

eP x P x x
x

P f e
eP f e

P x f x P X P X
P X e e e

P x f x P X
e e e

et P x

λ

λ λ

−

−

−
−

− − −

− − −

−

⋅
= = =

= =

⋅
= = =

≤ = ≤ = = + = +

= = + +
≥ = ≥ = − < =

− + = −

⋅
= ⋅ = × = ⇒ =

L

1

!

(3,1) (3)
3!

x
eP f
−

= =
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 داراي توزيع دو جمله اي با توزيع X اگر متغير تصادفي :قضيه

b(xاحتمال   ; n,p)  باشد، آنگاه شكل حدي اين توزيع وقتي آه n 

→ → p و   ∞ → p  يا  0  λ=np، توزيع پواسن با پارامتر    1

: مي باشد بعبارت ديگر
( ; , ) ( ; )

0 or  1

b x n p P x np
n
p p
→∞
→ →
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 نفري احتمال اينكه فردي در اثر گرمازدگي بيمار              ١٠٠٠٠در يك استوديوم     :مثال
 نفر    ۴احتمال آن پيشامدي را بيابيد آه در اين جمع        .    مي باشد  ٠٫٠٠٠٣شود        

مبتلا به گرمازدگي شوند؟    

4 9996

3 4
3

10000
(4;10000,0.0003) (4) (0.0003) (0.997)

4
( ; , ) ( ; )

0 or  1

3 81(4;10000,0.0003) (4;3) (4)
4! 24

b f

b x n p P x np
n
p p

eb P f e
−

−

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

→∞
→ →

⋅
= = =
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 نفر خودآشي ميكنند،        ٢ نفر،  ۵٠٠٠٠ فرض آه در هر سال، در بين هر        :تمرين
 نفري در يك سال معين،      ١٠٠٠٠٠احتمال اينكه در يك شهر،       

صفر خود آشي    :  الف

يك  خودآشي   : ب

 خودآشي يا بيشتر تنجام گيرد؟       ٢: ت

 تصادف در سال رخ مي دهد،        ۶در يك جاده به خصوص به طور متوسط        :  تمرين
مطلوبست محاسبه احتمال اينكه در يك سال مشخص             

 تصادف رخ دهد؟    ۴آمتر از   :  الف

 تصادف رخ دهد؟   ۴حداقل  : ب
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بررسي چند توزيع پيوسته: فصل هفتم 
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 [a , b] در فاصله Xمتغير تصادفي   :توزيع يكنواخت پيوسته
يكنواخت است اگر تابع چگالي آن به صورت زير     داراي توزيع

. نشان مي دهندU [a , b]باشد آه به صورت 

بعبارت ديگر، در توزيع يكنواخت احتمال قرار گرفتن يك نقطه    
در قسمتي از اين فاصله متناسب با طول آن قسمت بوده و قرار             

. گرفتن آن نقطه در درون اين فاصله حتمي است    

2
2

1 ,
( )

0 , other points

( ),
2 12

a x b
f x b a

a b b aµ σ

⎧ ≤ ≤⎪= −⎨
⎪⎩

+ −
= =
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 باشد مطلوبست محاسبه  X  ، U[3 , 10] اگر :مثال

ميانگين و واريانس توزيع   : الف

P(4<X<8):  ب

2 2
2

8

4

1 1 , 3 10
( ) 7

0 , other points
3 10 6.5

2 2
( ) (10 3) 24.5

2 2
1 4(4 8)
7 7

x
f x b a

a b

b a

P X dx

µ

σ

⎧ = ≤ ≤⎪= −⎨
⎪⎩

+ +
= = =

− −
= = =

< < = =∫
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 گفتيم توزيع پواسن تعداد وقايع در يك ناحيه     :توزيع نمايي
 Xپيوسته يا يك فاصله زماني است حال اگر متغير تصادفي     

زمان اولين اتفاق يا زمان بين دو اتفاق متوالي در توزيع پواسن،      
تعداد  θ /1 آه در آن  θ يك توزيع نمايي است با پارامتر  Xباشد 

. وقايع در واحد زمان مي باشد  
1

2 2

1( ) 0 , 0

1 1( ) ,
1

( ) ,

x

X

X X

f x e x

M t t
t

E X

θ θ
θ

θ θ
µ θ σ θ

−
= ≥ >

= <
−

= = =
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 اتومبيل وارد يك پارآينگ   ٢٠تعداد  به طور متوسط در هر ساعت: مثال
 صبح پارآينگ باز شود مطلوبست محاسبه احتمال ۶ اگر ساعت مي شوند 
اينكه

 دقيقه طول بكشد تا اولين اتومبيل وارد پارآينك شود؟ ۵حداقل : الف

 دقيقه باشد؟ ۵زمان بين ورود دو ماشين به پارآينگ حداقل  : ب

 صبح  اولين اتومبيل وارد پارآينك شود؟   ۶:١٠تا ساعت : ب

 ۶:٢۵ اتومبيلي وارد پارآينگ نشده باشد بعد از  ۶:٢٠اگر تا ساعت : پ
وارد شود؟ 

 وارد ۶:٢۵ اتومبيلي وارد پارآينگ نشده باشد تا ۶:٢٠اگر تا ساعت : ج
شود؟  
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:جواب

           توزيع نمايي   
        فاقد حافظه است

1 2 1 2

1
3

1 5
3 3

5

10 1 10
3 3

0

1 2 1 2

1 20 / 60 1/ 3

1( ) 0
3

1( 5)
3

1 1( 10) (1 )
3 3

( 2

( | ) (

5 | 25) ( 5)
(

)
( | ) (

25 | 20) ( 5)

)

x

x

x

P X t

f x e

t X t P X t
P X t t X t P

x

P X e dx e

P X e dx

X

e

P X X P X
P X P

t

X X

θ
−

∞
− −

− −

> + > = >⎧ ⎫
⎯⎯→⎨ ⎬< + > = <

= =

= >

> = =

< = = −

> > = >
< > =

⎩ ⎭

<

∫

∫
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توزيع گاما

به صورت زير تعريف مي گردد:  تابع گاما

.آه داراي خواص مقابل مي باشد 

1

0
( )

(1) 1

(1/ 2)
( 1) ( )
( 1) !

xx e dxαα

π
α α α
α α

∞ − −Γ =

Γ =

Γ =
Γ + = Γ
Γ + =

∫
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 در بخش قبل زمان لازم براي اولين رخداد توزيع      :توزيع گاما
.  θپواسن مطرح گرديد آه گفتيم توزيع نمايي است با پارامتر   

امين  αحال مطلب فوق را تعميم مي دهيم و زمان لازم براي       
.رخداد را بررسي مي آنيم 

مي ناميم آه  θو  αچنين توزيعي را توزيع گاما با پارامترهاي 
تابع چگالي آن به شكل زير مي باشد 

1

2 2

1 0
( ) ( )

0 0
1 1( ) ( ) (1 ) ,

1
,

x

x

X X

x e x
f x

x

M t t t
t

α θ
α

α α

θ α

θ
θ θ

µ αθ σ αθ

−−

−

⎧
≤ < ∞⎪= Γ⎨

⎪ <⎩

= = − <
−

= =

١٧٣ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

 ميشوند،     اتومبيل وارد پارآينگ      ٣٠ فرض آنيد در هر ساعت به طور متوسط           : مثال
مطلوبست محاسبه    

 دقيقه منتظر بماند تا دومين ماشين وارد         ۵احتمال اينكه مأمور پارآينگ لااقل        :  الف
پارآينگ شود؟   

X  ميانگين و واريانس متغير تصادفي      : ب

2 1 2
2

5
2 2

5

2 2

1 30 / 60 1/ 2 2

2

1 0
( ) 2 (2)

0 0

1 7( 5)
4 2

2 2 4 , 2 2 8

x

x

X X

x e x
f x

x

P X xe dx e

θ
θ
α

µ αθ σ

−−

∞ − −

= = ⇒ =

=

⎧
≤ < ∞⎪= Γ⎨

⎪ <⎩

> = =

= = × = = × =

∫
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  وθ=2 اگر در توزيع گاما ):خي دو(توزيع توان دوم آاي   
α=v/2 )vباشد مي گوييم متغير تصادفي    )  عدد صحيح و مثبت

X داراي توزيع X2 با درجه آزادي vاست  .

1
2 2

( )
2

( )
2

2

1 0
( ) 2 ( )

2
0 0

( ) (1 2 )

, 2

v x

v

v

x

X X

x e x
vf x

x

M t t

v vµ σ

− −

−

⎧
≤ < ∞⎪⎪= Γ⎨

⎪
⎪ <⎩

= −

= =
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 منفي نمي باشند و منحني X2مقادير 

. متقارن نيستx=0توزيع آن حول  

چون اين توزيع در عمل مورد استفاده فراوان قرار مي گيرد    
 و    X2سطح زير منحني اين توزيع به ازاي مقادير مختلف 

.   درجات آزادي مختلف محاسبه و جدول آن تهيه شده است   
:  چگونگي استفاده از اين جدول را با مثالي شرح مي دهيم    

V=4

V=7
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 باشد مطلوبست     v=10 داراي توزيع توان دوم آاي با     X اگر متغير تصادفي     :مثال
؟P(X>3.5 و P(3.5<X<20.5)محاسبه   

(2.5 9.34) ( 9.34) ( 2.5) 0.5 0.01 0.49
( 2.5) 1 ( 2.5) 1 0.01 0.99

P X P X P X
P X P X

< < = < − < = − =
> = − < = − =

9.346.744.873.943.252.562.1610
2
1

Χ2
0.5Χ2

0.25Χ2
0.1Χ2

0.05Χ2
0.25Χ2

0.01Χ2
0.005v

α 1-α
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ر            :تابع بتا   به صورت زير تعريف مي گردد و داراي خواص زي
: مي باشد

صادفي     :توزيع بتا  ابع       X متغير ت اه ت ا است هرگ ع بت  داراي توزي
:چگالي احتمال آن به صورت زير باشد 

1
1 1

0

( , ) (1 )

( ) ( )( , )
( )

x x dxα ββ α β

α ββ α β
α β

− −= −

Γ Γ
=
Γ +

∫

1 1

2
2

2

( ) . .(1 ) , 0 1 , , 0
( ) ( )( )

0 ,other points

,
( ) ( 1)

x x x
f x

α βα β α β
α β

α αβµ σ
α β α β α β

− −Γ +⎧ − < < >⎪Γ Γ= ⎨
⎪⎩

= =
+ + + +
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در سالهاي اخير توزيع بتا آاربردهاي مهمي در استنباطهاي   
بيزي پيدا آرده است آه در آن پارامترها به عنوان متغير  

آه با تغيير پارامترها تابع تصادفي در نظر گرفته مي شوند  
.چگالي شكلهاي گوناگوني به خود مي گيرد   

داريم α=β=1در حالتي آه 

.آه همان تابع چگالي يكنواخت مي باشد 

0 0(2) . .(1 ) 1 ,0 1
(1) (1)( )

0 ,other points

x x x
f x

Γ⎧ − = < <⎪Γ Γ= ⎨
⎪⎩
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 نمودار اين توزيع به منحني نرمال معروف است    :توزيع نرمال
و زنگي شکل بوده و بيشتر وقايعي آه در طبيعت و تحقيقات       

متغير . علمي بوقوع مي پيوندد از اين منحني پيروي ميكند      
 آه منحني آن زنگي شكل باشد را متغير تصادفي     Xتصادفي 

. است  x=µاين منحني نسبت به خط متقارن . نرمال مي ناميم

x=µ
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 داراي توزيع نرمال است Xمتغير تصادفي   :توزيع نرمال
:هرگاه تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد  

21( )
2

2 2

2 2

1( ; , ) ( ) . :
2

1( ) exp( )
2

,

X

X

X X

n x f x e x

M t t t

µ
σµ σ

σ π

µ σ

µ µ σ σ

− −

= = ∈

= +

= =

µ1 µ1

б1= б2

µ1= µ2

б2> б1
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  :خواص توزيع نرمال
.است x=µاين منحني نسبت به خط متقارن   

. ميانه، ميانگين و مد بر هم منطبقند 
x=µمنحني داراي دو نقطه عطف در نقاط  ± б

limها مجانب افقي منحني است يعني xمحور  f(x)=0 وقتي x→±∞

( ) 0.68
( 2 2 ) 0.95
( 3 3 ) 0.997

p X
p X
p X

µ σ µ σ
µ σ µ σ
µ σ µ σ

− < < + =⎡ ⎤
⎢ ⎥− < < + =⎢ ⎥
⎢ ⎥− < < + =⎣ ⎦

xµ+б µ+2бµ µ+3б
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 0= متغير تصادفي با ميانگين   :متغير تصادفي نرمال استاندارد 

µ و واريانس б2=1  را متغير تصادفي نرمال استاندارد مي گوييم 

. نشان مي دهيم Zو آن را با   

 باشد б2 و واريانس µ يك متغير تصادفي با ميانگين   Xاگر •

آنگاه متغير تصادفي                 داراي توزيع نرمال استاندارد  

. است 

σ
µ−

=
XZ
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 نرمال با  X آه در آن   P(x1<X<x2)براي محاسبه احتمال   
: ميانگين و واريانس مشخص باشد به صورت زير عمل مي آنيم   

آه مقادير متغير تصادفي نرمال استاندارد براي  Φمقدار تابع 
 مي باشد در جداولي به   P(Z<z)احتمال هايي به صورت   

صورت آماده محاسبه مي گردد آه چگونگي استفاده از اين      
. جدول با مثالي شرح داده مي شود  

2 2

1 2
1 2

1 2 2 1 2 1

,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

X X

x xXp x X x p

P z Z z P Z z P Z z z z

µ µ σ σ
µ µµ

σ σ σ
φ φ

= =
− −−

< < = < < =

< < = < − < = −
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 مطلوبست    б2=4 و  µ=1 داراي توزيع نرمال با Xاگر : مثال
 P(X<2.3) و  P(0<X<3)محاسبه احتمالهاي  

0 1 3.5 1 1(0 3.5) ( ) ( 1.25)
2 2 2

(1.25) ( 0.5) 0.8944 0.3085 0.5859
4 1( 4) ( ) ( 1.5) 1 ( 1.5)

2
1 (1.5) 1 0.9332 0.0668

P X P Z P Z

P X P Z P Z P Z

φ φ

φ

− − −
< < = < < = < <

= − − = − =
−

> = > = > = − <

= − = − =

0.93321.5
0.89441.2

0.30850.5-

0.060.050.040.030.020.010.00Z
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:zچون تابع توزيع نرمال متقارن هست پس بازاي هر 

( ) 1 ( )P Z z P Z z< = − < −

z-z
Z

( 1) 1 ( 1) 1 0.8413 0.1587
( 0.5 0.5) ( 0.5) ( 0.5)
( 0.5) (1 ( 0.5) 2 ( 0.5) 1

(2 0.6915) 1 0.383

P Z P Z
P Z P Z P Z
P Z P Z P Z

< − = − < = − =
− < < = < − < − =
< − − < = < − =

× − =
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 باشد б=6 و µ=25 داراي توزيع نرمال با  X اگر  :مثال
 در احتمال زير؟cمطلوبست تعيين ثابت  

(| 25 | ) 0.9544

(| 25 | ) 0.9544 ( 25 )
25( ) ( )

6 6 6 6 6

2 ( ) 1 0.9544 ( ) 0.9772
6 6

2 12
6

P X c

P X c P c X c
c X c c cP P Z

c cP Z P Z

c c

− ≤ =

− ≤ = = − ≤ − ≤ =
− − −

≤ ≤ = ≤ ≤ =

≤ − = ⇒ ≤ =

= ⇒ =
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:تقريب توزيع نرمال براي توزيع دو جمله اي
الات        nزماني که    زرگ باشد، عملا محاسبه احتم ه اي ب  در توزيع دوجمل

راي             ال ب ع نرم وانيم از توزي ن حالت مي ت دو جمله اي ممكن نيست در اي

ي . تقريب دوجمله اي استفاده کنيم   ع     np>5وقت راي توزي ال ب ، تقريب نرم

.             دوجمله اي بسيار خوب است

ال تقريب                    ع نرم ه کمک توزي ه اي را ب ع دوجمل وانيم توزي ه بت براي آن ک

سته        ع گس ک توزي ه اي ي ون دوجمل ه چ يم ک ته باش ه داش د توج زنيم باي ب

ع پيوسته مي باشد                    ه يک توزي ال ک ع نرم مي باشد و آن را به کمک توزي

:تقريب مي زنيم بايد از تصحيح پيوستگي به صورت زير استفاده کنيم 
( ) ( 0.5 0.5)p X k p k X k= = − ≤ ≤ +
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:تقريب توزيع نرمال براي توزيع دو جمله اي

انگين    Xاگر   ا مي ه اي ب  يك متغير تصادفي گسسته از نوع دو جمل

µ=np  انس ر    б2=npqو واري ع متغي دي توزي كل ح د، ش باش

ال    nتصادفي زير وقتي     ع نرم د توزي  به سمت بينهايت ميل مي آن

.استاندارد مي باشد
X npZ

npq
−

=
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يم        :مثال   ه صورت        X فرض مي کن ه اي ب ع دوجمل  داراي توزي
b(x;15,0.4) باشد، مطلوب است محاسبه P(7<X<10)؟

:حل 

6 5
(7 10) (6.5 10.5)

6.5 6 10.5 6( )
6(0.6) (1 ) 6(1 0.4)

(0.26 2.37) (2.37) (0.26)
0.9911 0.6026 0.3885

np
p X p X

X npp
np p

p Z

= >
≤ ≤ = ≤ ≤
− − −

≤ ≤ =
− −

< < = Φ −Φ =
− =
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 б2 و واريانس µ يك متغير تصادفي نرمال با ميانگين Xاگر : قضيه
 داراي توزيع توان دوم آاي با يك درجه    Vباشد، آنگاه متغير تصادفي 

.آزادي است

 متغير تصادفي مستقل نرمال با X1 ،X2  ،... ،Xn ،nاگر : قضيه
б1، و واريانس هاي µ1 ،µ2  ،... ،µnميانگين هاي 

2 ،б2
2 ،... ،бn

2 
. درجه آزادي استn داراي توزيع توان دوم آاي با    Uباشند، آنگاه 

2

2 2

( )

(| | 1.96) ( 3.842) ( 3.84) 0.95

XV

P Z P Z P X

µ
σ
−

=

< = < < =

2

1
( )

n
i i

i i

XU µ
σ=

−
=∑
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 دانشجوي يك دانشكده تقريبا داراي توزيع نرمال با ميانگين                  ٣٠٠ معدل نمره    : تمرين
در صورتيكه معدل ها تا يكدهم تقريب محاسبه شده            .  است٢/١ و انحراف معيار   ١/٢

، مطلوبست   . باشند

 قرار دارد؟   ]۵/٢ ، ۵/٣ [معدل چند نفر از دانشجويان در فاصله         :  الف

 باشد؟  ٢٫۵احتمال اينكه معدل يك دانشجو آه به تصادف انتخاب مي شود دقيقا              :  الف

 نشان دهنده    X بار پرتاپ مي آنيم اگر متغير تصادفي      ٧٢٠تاس همگني را     : تمرين
P(100<X<125) هاي ظاهر شده باشد، مطلوبست محاسبه          ۶تعداد 

 را   x باشد، مقدار     v=4 داراي توزيع توان دوم آاي با          Xاگر متغير تصادفي    :  تمرين
در حالات زير محاسبه آنيد؟      

P(X<x)=0.99:  الف

P(X>x)=0.75: ب
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: باشد مطلوبست   v=18 داراي توان دوم آاي با       Xاگر متغير تصادفي     :  تمرين

Xمحاسبه ميانگين و واريانس توزيع         :  الف

P(X>17.3): ب

 باشد مطلوبست       ۵/٠ داراي توزيع نمايي با ميانگين        Xاگر متغير تصادفي      :  تمرين
P(X>4)محاسبه   

 و واريانس      ٣ داراي توزيع نرمال با ميانگين          Xاگر متغير تصادفي       :  تمرين
P(4<X<8)مطلوبست محاسبه     ١۶

 و   ٢طول عمر يك نوع وسيله الكتريكي داراي توزيع نرمال با ميانگين                  :  تمرين
احتمال اينكه يك وسيله از اين نوع داراي طول عمر                  .   سال است   ٣/٠انحراف معيار     

 سال باشد، چقدر است؟       ٣/٢آمتر از  
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 يك متغير تصادفي نرمال  Z فرض آنيد :t studentتوزيع 
يك متغير تصادفي توان دوم آاي با درجه آزادي     χ2استاندارد و  

v  باشد و همچنين Z  و χ2  مستقل باشند، آنگاه

 vبا  tداراي تابع چگالي به صورت زير مي باشد آه به توزيع  
.  درجه آزادي مي ناميم

2

ZT

v
χ

= =

12 ( 1)
2

2

(( 1) / 2)( ) (1 ) ,
( / 2)

0 , , 2
2

vv tf t t
vv v

v v
v

π

µ σ

− +Γ +
= + ∈
Γ

= = >
−
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 مانند توزيع نرمال زنگي شكل است و همانند توزيع   tتوزيع 
 متقارن است و هر چه درجه  x=0نرمال استاندارد نسبت به خط 

 بسمت نرمال استاندارد ميل خواهد     tآزادي بزرگتر باشد توزيع 
 همانند توزيع نرمال t منحني توزيع ∞+→vو وقتي    . آرد

. استاندارد است
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، داراي تابع چگالي احتمال tچون توزيع    :tمحاسبه احتمال در توزيع  
 احتمالهاي اين پيچيده اي است و انتگرال گيري از آن مشكل مي باشد، 

 با درجات آزادي P(T<t)توزيع نيز مانند توزيع نرمال در جداولي براي   
. مختلف محاسبه شده است و مي توان از آن استفاده نمود

1 1

1 1

( ) ( )
( ) 1 ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

P T t P Z z
P T t P Z z
P T t P T t P Z z P Z z
t t z z

α α

α α

α α α α

α α α α

α α
α α

− −

− −

< = < =

< − = − < − = −

< = < − < = < −

= − = −

tα
1-αα
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:مثال
( 1.75) , 16 0.95
( 1.75) , 16 1 ( 1.75) 1 0.95 0.05
( ) 0.95 , 24 1.71
( ) 0.65 , 24 1 ( ) 0.65
( ) 0.35 0.65

P T v
P T v P T
P T t v t
P T t v P T t
P T t t

< = ⇒ =
> = = − < = − =
< = = ⇒ =
> = = ⇒ − < =
< = ⇒ =

1.710.6850.5310.25624
1.340.12816

t0.95t0.9t0.8t0.75t0.7t0.6t0.55v
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 دو متغير تصادفي مستقل توان دوم آاي    V و   Uاگر : Fتوزيع 
 را F باشند آنگاه متغير تصادفي v1 و v1با درجات آزادي  

مي ناميم آه ترتيب درجات   v1 و v1 با درجه آزادي Fتوزيع 
آه تابع چگالي  . آزادي با توجه به شكل تابع توزيع مهم مي باشد

:آن به شكل زير است 

1
1

1 2

1/ 2 2
1 2 1 2

( ) / 2
1 1 1 2

2
2

1

2

2 2 1 2 1 2
2

2 1 2 2 1 2

(( ) / 2)( / ) . , 0( ) ( / 2) ( / 2) (1 / )
0

/

, other points

2 ( 2) 2, , ( )( )
2 ( 4)( 2

/

) 2

v
v

v v

X X

v v v v x xf x v v v x v

v v v v v vMo
v v v v v

U vF

v

V v

µ σ

−

+

⎧
Γ +⎪⎪ >= ⎨ Γ Γ −

⎪
⎪⎩

+ − −
= = =

−

=

− − +
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 تابع چگالي    F چون توزيع   :Fمحاسبه احتمال در توزيع  
پيچيده اي دارد و محاسبه انتگرال ساده نمي باشد احتمالهاي اين   

آه .  هاي مختلف محاسبه مي گردد v2 و   v1توزيع نيز بر حسب  
Fα(v1 , v2)  نقطه اي از توزيع F  با درجات v1  و v2  مي باشد 
.  در سمت چپ آن واقع شده است   αآه مساحت  

1 2 1 2

1 1 2
2 1

( ( , ) ( , ))
1( , )

( , )

P F v v f v v

f v v
f v v

α

α
α

α

−

≤ =

=
α
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:مثال

( (7, 4) 6.09)
( (3,5) ) 0.05 1 ( (3,5) ) 0.05
( (3,5) ) 0.95

5

5.41

0.9P F
P F a P F a
P F a a

≤ =
> = ⇒ − < =
< = ⇒ =

6.094
5.415

7654321v2 v1

F0.95
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رابطه زير در محاسبه احتمالهاي مختلف در سه تابع توزيع 
. رابطه  اي مفيد مي باشدF و tنرمال، 

( )

1
2 2

1
2 2

/ 2 1 2 1 / 2 1 2

( ) 1

( ) 1

( , ) ( , ) 1

P z Z z

P t T t

P f v v F f v v

α α

α α

α α

α

α

α

−

−

−

< < = −

< < = −

< < = −
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تابع  هاي متغيرهاي تصادفي: فصل هشتم 
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 در اين فصل هدف پيدا آردن تابع توزيع يا چگالي      :مقدمه
… ,y=u(x1, x2احتمال توابعي مانند  ,xn)  با فرض معلوم 

.   است x1 ،x2 ،... ،xnبودن توابع احتمال متغيرهاي تصادفي   
:براي اين آار چندين روش موجود است  

تكنيك تابع توزيع -١
 تكنيك تبديل متغيرها-٢
 تكنيك تابع مولد گشتاورها-٣

آه بسته به نوع مسأله مي توان از يك يا چند تكنيك مختلف براي   
.پيدا آردن توابع احتمال استفاده آرد
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:تكنيك تابع توزيع
روشي براي به دست آوردن چگالي احتمال تابعي از متغيرهاي     

متغيرهاي  x1   ،x2 ، ...  ،xnتصادفي پيوسته است آه اگر     
: تصادفي پيوسته با چگالي احتمال مفروضي باشند آنگاه  

1 2

1 2

( , ,..., )
( ) ( ) [ ( , ,..., ) ]

( )( )

n

n

Y u x x x
F y P Y y P u x x x y

dF yf y
dy

=
= ≤ = ≤ ⇒

=
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 به صورت زير باشد مطلوبست      x2 و   x1 اگر توزيع توأم   :مثال
y=x1+x2چگالي احتمال توأم    

2

2
2

3 1 2
1 2

1 2

1 2

3 1 2
1 2 1 20 0

3 2

2 3

6 ; , 0
( , )

0 ;other points
:

( ) ( ) ( ) 6

1 2 3

6( ) ; 0( )( )
0 ;other points

x x

y y x x x

y y

y y

e x x
f x x

y x x

F y P Y y P x x y e dx dx

e e

e e ydF yf y
dy

− −

− − −

− −

− −

⎧ >
= ⎨
⎩

= +

= < = + < = =

= + −

⎧ − >
= ⎨

⎩

∫ ∫
X1

X1

x1+x2=y



٢٠٥ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

:تكنيك تبديل متغير

:اين تكنيك در هر دو حالت گسسته و پيوسته آاربرد دارد  

متغير  (xدر حالت گسسته مادامي آه رابطه بين مقادير  : الف

متغير تصادفي با    (y=u(x)و تابع ) تصادفي با تابع توزيع معلوم

يك رابطه يك به يك است آنچه بايد انجام  ) تابع توزيع مجهول

دهيم فقط يك جايگذاري است ولي اگر اين رابطه يك به يك   

نباشد بايد دقت شود اين جايگذاري به ازاي تمام روابط جايگزين     

. شود
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 تعداد شيرهايي باشد آه در چهار پرتاپ يك سكه همگن به   x اگر :مثال
؟را بيابيد z=(x-2)2  و y=1/(1+x)دست مي آيد توزيع احتمال  

4 4

4

2

4 4
: ( ;4,0.5) ( ) 0.5 0.5 0.5 ; 0,1,2,3, 4

4
1 1 11 ( ) ( 1) 0.5 ; 1,1, 2,3,41 11

4 ; 0
1 ; 1 0 ; 2 (2

( 2) 0 ; 2 1 ; 1,3 ( )
1 ; 3 4 ; 0,4
4 ; 4

x xX b x f x x
x x

y x g y f y
x y y

y

x
x x f

z x x x h z
x x
x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ = ⋅ ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = − ⇒ = − = ⋅ =⎜ ⎟−+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=⎧
⎪ = =⎧⎪⎪ ⎪= − = = ⇒ = ⇒ =⎨ ⎨
⎪ ⎪= =⎩⎪

=⎪⎩

) ; 0
(1) (3) ; 1,3
(0) (4) ; 0

z
f f z
f f z

=⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩
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:تكنيك تبديل متغير

 مقدار چگالي احتمال f(x)در حالت پيوسته، فرض آنيم  : ب
 داده y=u(x) باشد اگر تابعي آه به صورت   xمتغير تصادفي 

 آه براي آنها xشده است مشتقپذير و به ازاي تمامي مقادير برد  
f(x)≠0       صعودي يا نزولي باشد آنگاه، براي اين مقادير ،x  
 حل آرد    x را مي توان به صورت يكتا بر حسب  y=u(x)معادله 

 به صورت زير  y به دست آيد و چگالي احتمال   x=w(y)تا 
: است

[ ( )]. | ( ) | ; ( ) 0
( )

0 ;other points

f w y w y u x
g y

′ ′ ≠⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩
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 داراي توزيع نمايي به صورت زير باشد مطلوبست    x اگر  :مثال
؟ yچگالي احتمال متغير تصادفي   

2

2

2

; 0
( )

0 ;other points
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( ) ( ) | 2 |

0 ;other points
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:تكنيك تبديل متغير 
از دو يا چند      اين تكنيك را مي توان براي پيدا آردن توزيع متغير تصادفي آه تابعي             
،   ... ، x1  ،x2متغير تصادفي است به آار برد به اين صورت آه اگر تابع احتمال توأم            

xn           مفروض باشد و بخواهيم تابع احتمال y=u(x1,x2,…,xn)      را به دست آوريم 
:   ها حساب مي آنيم   xi را با ثابت نگه داشتن ساير       y ها و  xiرابطه يكي از    

ها را با جايگذاري به دست مي آوريم           xi و ساير    yحال در حالت گسسته توزيع توأم       
 را مي توان از توزيع توأم بدست آورد ولي در حالت پيوسته                  yسپس توزيع حاشيه اي       

: از رابطه زير استفاده مي آنيم     

 را از روي چگالي توأم موجود به دست       yحال مي توان چگالي احتمال حاشيه اي           
.  آورد

1 2 1 1 1

1 1 1 1 2

( , ,..., ) : : ( , ,..., , ,... ) |

( , ,..., , ,... ) ( , ,..., ).

n k k k k n

k
k k n n

y u x x x x x v y x x x x

xg y x x x x f x x x
y

− +

− +

= ∃ =

∂
=

∂
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 متغيرهاي تصادفي مستقلي باشند آه توزيع هاي x2 و  x1اگر  :مثال
دارند مطلوبست توزيع احتمال متغير   λ2 و   λ1پواسن با پارامترهاي 

  ؟yتصادفي 

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 2 2 1 2 2 2

2

1 2
2 2

2

1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
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 به صورت زير باشد مطلوبست  x3 و  x1 ،x2اگر چگالي توأم   :مثال
  ؟yچگالي احتمال متغير تصادفي 

1 2 3

3

1 2 3

( )
1 2 3

1 2 3

1
1 2 3

2 3 2 3 2 3

2
2 30 0
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:تكنيك تابع مولد گشتاورها

اين تكنيك در تعيين توزيع احتمال يا چگالي احتمال تابعي از   

متغيرهاي تصادفي، وقتي تابع مزبور ترآيب خطي از متغير   

هاي تصادفي مستقل است نقش مهمي دارد به اين صورت آه     

 متغيرهاي تصادفي مستقل و   x1 ،x2  ،...  ،xnاگر 

باشند و     tبه ازاي   xiمقدار تابع مولد گشتاورهاي  

y=x1+x2+…+xnآنگاه ،  

1

( ) ( )
i

n

y x
i

M t M t
=

=∏

( )
ixM t
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 متغيرهاي تصادفي مستقل از توزيع نمايي با x1 ،x2 ،... ،xn اگر :مثال
؟y باشند مطلوبست چگالي احتمال  θپارامتر 

 استβ=θ و  α=n يك توزيع گاما با  yپس  

 متغيرهاي تصادفي مستقل از توزيع پواسن با    x1 ،x2 ،... ،xn اگر :مثال
.؟y باشند مطلوبست چگالي احتمكال λپارامتر 

 استλ=λ1+λ2+···+λn يك توزيع پواسن با پرامتر   yپس 

1

1 2

1 1

1

1 2
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 به صورت زير باشد مطلوبست چگالي x اگر چگالي احتمال :تمرين
y=x3احتمال 

 ؟y مطلوبست تابع احتمال |y=|x اگر :تمرين

 داراي توزيع نرمال استاندارد باشد مطلوبست چگالي   x اگر :تمرين
z=x2احتمال 

 باشد مطلوبست  x تابع توزيع تجمعي متغير تصادفي  F(x) اگر :تمرين
؟y=F(x)چگالي احتمال 

6 (1 ) ; 0 1
( )

0 ;other points
x x x

f x
− < <⎧

= ⎨
⎩
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اگر چگالي توأم دو متغير تصادفي به صورت زير باشد   : تمرين
؟yمطلوبست تابع چگالي 

1 2( )
1 2

1 2

1

1 2

; , 0
( , )

0 ;other points
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جامعه و نمونه آماري: فصل نهم
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:جامعه آماري
. شودبه مجموعه آل مشاهداتي آه مورد بررسي هستند، جامعه آماري اطلاق مي                •

. تعداد عضوهاي جامعه را حجم جامعه مي ناميم         •

اري مي     مشاهدات آماري مقاديري از يك متغير تصادفي هستند پس به هر جامعه آم            •
. توان يك توزيع احتمال متناسب با متغير تصادفي آن، نسبت داد          

. جامعه مي تواند طبق حجم آن، متناهي يا نامتناهي باشد         •

سي به تمام     در جوامع نامتناهي از ميانگين و واريانس آن به دليل عدم امكان دستر             •
امترهاي     اعضاي آن، اطلاعي نداريم از اين رو ميانگين و واريانس جامعه را پار                  

. جامعه مي ناميم  

استفاده     ) تصادفي (پارامترهاي جامعه نامتناهي، از نمونه          ) برآورد  (براي تخمين   •
مي آنيم 

). مشت نمونه خروار باشد     (نمونه بايد معرف جامعه باشد      •
٢١٨ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

، نمونه ايست آه هر  n يك نمونه تصادفي به حجم     : نمونه تصادفي
 عضوي از جامعه داراي شانس انتخاب يكسان      nزير مجموعه  

:باشند بعبارت ديگر

 متغير تصادفي با تابع احتمال يكسان     X1  ،X2 ، ...  ،Xn  ،nاگر 
f(x) باشند، آنگاه x1 ،x2 ،... ،xn   را يك نمونه تصادفي با ،
: از جامعه مي ناميم و توزيع احتمال آن عبارتست از   nحجم  

هدف تخمين پارامترهاي جامعه از روي نمونه تصادفي است   
) آمار استنباطي(

1 2 1 2 1( , ,..., ) ( ) ( )... ( )nf x x x f x f x f x=
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 هر تابعي از عضوهاي نمونه تصادفي آه شامل     :آماره
،  X1 ،X2اگر پارامترهاي مجهول نباشد را يك آماره مي ناميم 

... ،Xn يك نمونه تصادفي از متغير تصادفي ،X    باشند آنگاه 
:توابع زير يك آماره هستند

آماره ها را با يكي از حروف لاتين نشان داده و روي آن علامتي        
هدف تعيين توابع توزيع . قرار مي دهيم ) ~يا  ^ ،─(به صورت 

آماره ها براي بررسي آنها و تخمين پارامترهاي جامعه از روي     
 . آنهاست

2

1 1 1
1 2

4

( )
3 1 , , ,

n n

i i
i i

X X X
XX X

n n X
= =

−
+ −

∑ ∑
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بررسي چند آماره مفيدبررسي چند آماره مفيد
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:يادآوري

گشتاور مرتبه  .  يکي از پارامترهاي پراکندگي جامعه مي باشد:گشتاور
r  ام پيرامون نقطه ثابتa   را براي يک جامعه به شکل زير نمايش و 

. تعريف مي کنند

   µrگشتاور حول ميانگين جامعه را گشتاور مرکزي نامند و آن را با  
نشان مي  دهند  

   گشتاور حول مبدا را نيز به اختصار به صورت زير نمايش داده مي شود  

1

1 ( )
N

a r
r i

i
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N =

= −∑

1
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r r i

i
m x
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r
r r i
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=

′= = ∑
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 يك نمونه تصادفي از    X1  ،X2 ، . ..  ،Xn اگر  : گشتاور نمونه اي  
 باشد آنگاه روابط زير به ترتيب معرف Xمتغير تصادفي  

، حول ميانگين نمونه و     a ام حول نقطه  rگشتاور نمونه مرتبه 
.حول مبدأ تعريف ميگردد 

 ميانگين نمونه   r=1 ام حول مبدأ اگر     rدر گشتاور نمونه مرتبه 
بدست مي آيد 

1

1

0
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 يك نمونه تصادفي از جامعه اي     X1  ،X2 ، ...  ،Xn اگر  :قضيه
: باشند آنگاهf(x) و تابع احتمال Xبا متغير تصادفي 

:r=1در حالت خاص اگر  

r

2
r 2

if ( exist)
E(M )

1(M ) ( )

r

r

r rV
n

µ
µ

µ µ

′ ⇒
′ ′=

′ ′ ′⎡ ⎤= −⎣ ⎦

2

** E(X)
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X

XV
n
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σ

=

=
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 يك نمونه تصادفي از   X1 ،X2 ،...  ،Xn اگر  :واريانس نمونه 
 باشند،   f(x) و تابع احتمال   Xجامعه اي با متغير تصادفي  

: واريانس نمونه به صورت زير تعريف مي شود

 يك نمونه تصادفي از جامعه اي     X1  ،X2 ، ...  ،Xn اگر :قضيه
: باشند آنگاهf(x) و تابع احتمال Xنامتناهي با متغير تصادفي  

2 2 2
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 واريانس نمونه S2 مي دانيم آه آماره :S2توزيع نمونه آماره 
:  است و به صورت زير تعريف مي شود   

واريانس يك   S2 مشخص نيست ولي اگر S2توزيع آماره : قضيه
 б2 از يك جامعه نرمال با واريانس nنمونه تصادفي با حجم   
باشد آنگاه توزيع آماره

.  درجه آزادي استv=n-1توزيع توان دوم آاي با   

2
2

2

( 1)χ n S
σ
−

=

2 2 2

1

1 ( ) , 1
1

n

n i
i

S S X X n
n =

= = − >
− ∑
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 تايي از يك جامعه نرمال با   ٢۵ يك نمونه تصادفي :مثال
 انتخاب مي آنيم مطلوبست احتمال زير؟  ۶واريانس 

2

2 2

2
2

( 9.1)?

( 9.1) 1 ( 9.1)
(25 1) (25 1)9.11 ( ) 1 ( 36.4) 0.05

6 6

P S

P S P S
SP P χ

>

> = − < =

− −
− < = − < =
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S1توزيع آماره 
2/S2

 در بسياري از مواقع لازم است آه      :2
واريانس هاي دو جامعه با يكديگر مقايسه شوند براي اين    

: منظور از قضيه زير استفاده مي آنيم

S1 توزيع آماره :قضيه
2/S2

 n2 و   n1 اما اگر مشخص نيست 2
б1دو حجم نمونه مستقل از دو جامعه نرمال با واريانس هاي   

 و   2
б2

 باشند آنگاه توزيع آماره 2

.  درجه آزادي استv2=n2-1 و  v1=n1-1 با Fتوزيع 

2 2 2 2
1 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 1

/
/

S SF
S S

σ σ
σ σ

= = ⋅
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S1  اگر: مثال
S2 و  2

واريانس هاي دو نمونه تصادفي با      2

 از دو جامعه نرمال با واريانس هاي  n2=31 و  n1=25حجم هاي  

б1
б2 و  10=2

 باشند مطلوبست محاسبه احتمال   15=2
2

1
2

2

2 2 2
1 1 2

2 2 2
2 2 1

( 1.26)?

15( 1.26) ( 1.26)
10

( (24,30) 1.89) 1 ( (24,30) 1.89)
1 0.95 0.05
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S

S SP P
S S

P F P F

σ
σ

>

> = ⋅ > × =

> = − <
= − =
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توزيع نمونه ميانگين  

 يك نمونه تصادفي از يك  X1 ،X2 ،...  ،Xn اگر  :قضيه 

 باشد  б2 و و واريانس متناهي  µتوزيع نرمال با ميانگين  

 و واريانس µآنگاه توزيع نمونه      نرمال با ميانگين 

б2/nمي باشد . 

X
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توزيع نمونه ميانگين  

از  “ با جايگذاري   ” يك نمونه تصادفي  X1  ،X2 ،.. .   ،Xn اگر :قضيه
 باشد آنگاه    б2 و و واريانس متناهي   µجامعه اي متناهي با ميانگين      

: توزيع نمونه        

 باشد، بدون توجه به شكل توزيع جامعه، نرمال با           n≥30وقتي 
 مي باشد يعني                 نرمال            б2/n و واريانس   µميانگين  

. استاندارد است 

 باشد، در صورت نرمال بودن توزيع جامعه، نرمال      n<30ولي اگر 
.  مي باشدб2/n و واريانس  µبا ميانگين   

/
XZ

n
µ

σ
−

=

X
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توزيع نمونه ميانگين  

“   بدون جايگذاري” يك نمونه تصادفي  X1  ،X2 ،. ..  ،Xn اگر  :قضيه 
 و  واريانس متناهي     µ با ميانگين    Nاز جامعه اي متناهي به حجم  

б2          باشد آنگاه توزيع نمونه  :

باشد، بدون توجه به شكل توزيع جامعه،   N≥2n  و n≥30وقتي 
-N)(N-n)](б2/n) و واريانس µنرمال با ميانگين    توزيع نمونه  

.   مي باشد[(1

 باشد، در صورت نرمال بودن توزيع جامعه، نرمال      n<30ولي اگر 
.    مي باشد[(N-1)(N-n)](б2/n) واريانس  µبا ميانگين   

X
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توزيع نمونه ميانگين  

چه ( يك نمونه تصادفي  X1  ،X2 ،...  ،Xn اگر  : قضيه حد مرآزي 
) بزرگ  (جامعه اي نامتناهي   از  ) با جايگذاري و چه بدون جايگذاري  

:باشد آنگاه شكل حدي توزيع      б2و  واريانس متناهي   µبا ميانگين   

 توزيع جامعه،   باشد، بدون توجه به شكل ) n→∞) n≥30وقتي 
و   µنرمال استاندارد است يعني توزيع نمونه     نرمال با ميانگين     

.باشد مي n /б2واريانس  

/n
XZ

n
µ

σ
−

=

X
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 ساعت و      ٧٨٠ ميانگين طول عمر يك نوع لامپ الكتريكي      :مثال
 تايي   ٣۶يك نمونه تصادفي    .  ساعت است  ٣۶انحراف معيار آن 

از اين نوع لامپ خريداري مي شود، احتمال اينكه ميانگين طول      
. ساعت بيشتر باشد، چقدر است   ٧٧۴عمر اين نمونه، از  

طبق قضيه حد مرآزي حل مي آنيم : حل
2 2

2 (36)780 , 6
36

( 774) 1 ( 774)
780 774 7801 ( ) 1 ( 1) 1 0.1587 0.8413

6 6

X X Xn
P X P X

XP P Z

σµ µ σ σ= = = = ⇒ =

> = − < =

− −
− < = − < = − =
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 مفروض است       ١۶ و واريانس    ١٫۵ با ميانگين     ٨۵ يك جامعه متناهي  به حجم    :مثال
بدون   : با جايگذاري     ب      : الف{  تايي از اين جامعه،      ۶۴يك نمونه تصادفي 

ت؟  انتخاب ميكنيم مطلوبست                               در هر دو حال          } جايگذاري   
توزيع نمونه      توزيع نرمال است اما در            ) n>30( با توجه به حجم نمونه      :  حل

باشد ولي در حالت ب       ميб2/nو واريانس    µحالت الف توزيع آن نرمال با ميانگين         
باشد پس      مي(N-n/N-1)(б2/n)و واريانس     µتوزيع آن نرمال با ميانگين      

21.5 , 64 , 124 , 16

: : ( , / ) (1.5, 0.5)
0.5 1.5 1.5 2 1.5(0.5 2) ( ) ( 2 1) ?

0.5 4 / 8 0.5

) : ( , ( ) /( 1) ) (1.5, 0.5 0.5)

0.5 1.5 1.5 2 1.5(0.5 2) ( )
0.25 0.25 0.25

n N

A X n n n
XP X P P Z

B X n N n N n
n

XP X P

µ σ

µ σ

σµ

= = = =

=

− − −
< < = < < = − < < =

− − = ×

− − −
< < = < <

(0.5 2)P X< <
X
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توزيع نمونه ميانگين  

هنگام استفاده از قضيه حد مرآزي هرگاه واريانس جامعه معلوم      
)  S2(از واريانس نمونه )  б2(ميتوان به جاي واريانس جامعه     نباشد 

استفاده آرد اما در اين حالت توزيع     

.  باشد، توزيع نرمال استاندارد است   n≥30اگر 

. .  درجه آزادي استn-1 با  t باشد، داراي توزيع   n<30ولي اگر 

/
X
S n

µ⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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  ١٨٫٣توليد آننده اي ادعا مي آند آه محصولات آارخانه اش داراي حد متوسط               : مثال
 تايي از محصولات آارخانه  را وزن آرديم آه ميانگين و            ٨آيلوگرم است، يك نمونه       

 شد، آيا با ادعاي آارخانه دار موافق         ۴٫٢٨ و ١٩٫۵واريانس نمونه آن به ترتيب،     
هستيد؟  

 و واريانس جامع معلوم نمي باشد پس براي استفاده از واريانس                  n<30چون :  حل
 tتوزيع   استفاده آنيم يعني توزيع نمونه،     tنمونه به جاي واريانس جامعه بايد از توزيع          

 درجه آزادي است     ٧با 

. ادعاي آارخانه دار درست است      %  ٩۵پس با احتمال    

0.975

19.5 18.3 1.64
0.73/

From table:(t , 7) 2.36
( 2.36 2.36) 2 ( 2.36) 1 0.95

2.36 1.64 2.36

XT
S n

v
P T P T

µ− −
= = =

= = ⇒
− < < − = < − =

− < <
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 در بسياري از مواقع لازم است آه  (             ):آماره 
ميانگينهاي دو جامعه با يكديگر مقايسه شوند براي اين منظور     

.قضيه زير بيان مي گردد

 از دو n2 و  n1اگر نمونه هاي تصادفي با حجم هاي   :قضيه
б2 و واريانسهاي   µ2 و  µ1جامعه با ميانگين هاي 

б2 و 1
 انتخاب 2

شوند آنگاه توزيع نمونه 

n1اگر  , n2≥30  بدون توجه به توزيع دو جامعه، نرمال با ،
б2 و واريانس   µ1-µ2ميانگين  

1/n1+ б2
2/n2) (  خواهد بود وگرنه

در صورت نرمال بودن دو جامعه، نرمال با ميانگين و      
. واريانس ذآر شده خواهد بود

1 2X X−

1 2X X−
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 دو نمونه گيري از دو جامعه نرمال طبق جدول زير انجام  :مثال
مي دهيم مطلوبست 

1

1

1 2

1 2

1 2

(3.4 8.9) ?
is Normal & 80 75 ,

25 / 25 9 / 36 5 / 4

3.4 5 8.9 5(3.4 8.9) ( )
5 / 4 5 / 4

( 1.34 3.48) ?

X X

X X

P X X
X X

P X X P Z

P

µ

σ

−

−

< − < =

− = −

= + =

− −
< − < = < < =

− < =

µ2=75
б2=3
n2=36

µ1=80
б1=5
n1=25

جامعه اول  جامعه دوم  
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 يك نمونه تصادفي از   X1  ،X2 ،...  ،Xn اگر :آماره ترتيب 

 باشند و آنها را به طور غير نزولي مرتب Xمتغير تصادفي 

آنيم

 Y1≤Y2≤…≤Yn 

 امين آماره  i را Yiآنگاه  )  ها هستندXi ها مرتب شده Yiآه (

 نمونه اگر داده ها فرد باشند برابر است    ميانهترتيب مي ناميم آه  

با داده وسطي و اگر زوج باشند برابر با ميانگين حسابي دو داده  

R=Yn-Y1و برد نمونه نيز برابر است با   . وسطي است 
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 هاي بزرگ، توزيع نمونه اي ميانه نمونه   n به ازاي  :قضيه 

 و   µ، تقريباً نرمال با  ميانگين    2n+1تصادفي به اندازه  

باشد  ميπб2/4nواريانس 

 از يك 2n+1هايي به اندازه  اگر واريانس ميانه را براي نمونه

 ) б2/2n+1(جامعه نامتناهي با واريانس ميانگين نمونه يعني  

هاي بزرگ از يك جامعه   يابيم آه در نمونه مقايسه آنيم در مي

.   استميانگين قابل اعتمادتر ازميانه نرمال 
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 و انحراف     ۵۴٠ميانگين نمرات تست هوش دانشجويان سال اول يك دانشكده          : تمرين
 انتخاب مي آنيم     n2=50 و n1=32 است دو نمونه تصادفي با حجم    ۵٠معيار آن  

 اين دو نمونه  مطلوبست احتمال اينكه تفاضل ميانگين نمرات          

 باشد  ٢٠بيش از   :  الف

 باشد  ١٠ و ۵بين : ب

 و واريانس مجهول، يك نمونه          ٢٠ از يك جامعه نرمال با ادعاي ميانگين            :تمرين
 انتخاب ميكنيم آيا ادعاي          ۴٫١ و ٢۴ تايي با ميانگين و انحراف معيار          ٩تصادفي 
 مورد قبول است؟    ٢٠ميانگين  

 يك نمونه تصادفي     ۶٩/٣٩ و واريانس   ٢/۴٣از جامعه اي نرمال با ميانگين          :  تمرين
 باشد چقدر     ۴۵ و ۴٢ تايي انتخاب مي آنيم، احتمال اينكه ميانگين اين نمونه بين              ٣۶

است؟ 
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 و انحراف  ۶٨ آودك داراي توزيع نرمال با ميانگين ٣٠٠٠ طول قد :تمرين
 تايي از اين جامعه انتخاب آنيم،  ٢۵ نمونه تصادفي ٨٠ مي باشد، اگر   ٣معيار  

 را حساب آنيد در صورتيكه نمونه برداري   ميانگين و واريانس 

بدون جايگذاري باشد: بالف با جايگذاري باشد

 قرار مي گيرند  ٣/۶۶-٨/۶٨چند ميانگين نمونه در فاصله : پ

 قرار گيرند؟  ۴/۶۶چند ميانگين نمونه آمتر از  :ت

S1 اگر    :تمرين
S2 و  2

به ترتيب واريانس هاي دو نمونه تصادفي مستقل از دو    2
مونه جامعه نرمال باشند، در صورتيكه واريانسهاي دو جامعه مساوي بوده و ن   

 انتخاب شده باشند، مطلوبست محاسبهn2=12 و n1=8هاي با  حجم  

 )S2
2  P(S1

2>4.89

X
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نظريه برآورد کردن : فصل دهم

)تئوري تخمين(
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در اين فصل هدف برآورد پارامترهاي جامعه از روي آماره ها   
.و قضاياي معرفي شده در فصل قبل مي باشد    

به روشهايي اطلاق  مي شود آه به آمك آن     : نظريه تصميم گيري
از نمونه منتخب جامعه، بتوان استنباط هايي را در مورد     

آه داراي دو شاخه اصلي    .  پارامترهاي جامعه به دست آورد 
:مي باشد

)تئوري تخمين(نظريه برآورد آردن •

آزمون فرض ها •
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تخمين (پارامترهاي جامعه را به دو طريق مي توان برآورد آرد  
):زد

 مقدار يك آماره را براي پارامتر يك    :برآورد نقطه اي : الف
.جامعه به آار مي بريم

 پارمترهاي جامعه را به صورت يك بازه :برآورد فاصله اي  :ب
. قابل اعتماد برآورد مي آنيم  
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برآورد نقطه اي

اي آن    ، يك برآورد نقطهθ به طور آلي پارامتر جامعه را با 
اي آه براي بررسي اين پارامتر استفاده   را با   و آماره 

 µخواهد شد را با      نشان مي دهيم به عنوان مثال اگر      
:ميانگين جامعه مورد بررسي باشد 

ˆ ˆ, ,X Xθ µ θ= = Θ =

θ̂
Θ̂
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 آماره اي را آه براي تخمين نقطه اي پارامتري استفاده :برآوردگر
شود، برآوردگر مي   ناميم يك پارامتر ممكن است داراي چند      

سه برآوردگر شناخته شده   θ=µبرآوردگر باشد براي مثال براي 
ميانگين، ميانه و مد نمونه، وجود دارد حال اين سئوال مطرح      

است آه بين برآوردگرهاي يك پارامتر، آداميك بهتر است؟ 

براي جواب دادن به سئوال بالا تعاريف زير را انجام مي دهيم    
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 گوييم   θپارامتربرآوردگر نااريب برآوردگر     را يك :تعريف
اگر و فقط اگر 

 به ترتيب برآورد آننده هاي نااريب براي S2و  :        براي مثال
: زيراميانگين و واريانس جامعه خواهد بود   

، برآوردي آه θ از ميان برآوردگرهاي نااريب پارامتر  :تعريف
 برآوردگر ناميده  آاراترين را داشته باشد،    آمترين واريانس

. شود مي

ˆ( ) θE Θ =

Θ̂

X

2 2( ) , ( )E X E Sµ σ= =
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 در برآورد ميانگين يك جامعه نرمال برمبناي يك نمونه تصادفي به   :مثال
، آارايي ميانه نسبت به ميانگين چيست؟  2n+1اندازه 

مي دانيم آه هر دو برآورد نااريب است ولي: حل
2 2

2

2

( ) , ( )
2 1 4

( ) 2 1
( )

4
4 2lim 0.64 1

(2 1)n

Var X Var X
n n

Var X n
Var X

n
n

n

σ πσ

σ

πσ

π π→∞

= =
+

+= = ⇒

= = <
+

%

%
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 باشد و θنااريب پارامتر اگر      يك برآوردگر :قضيه

 θنااريب با آمترين واريانس از پارامترآنگاه      يك برآوردگر
. است

2

1ˆvar( )
ln ( )( )f xnE
θ

Θ =
∂⎡ ⎤

⎢ ⎥∂⎣ ⎦

Θ̂

Θ̂
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 نشان دهيد آه ميانگين نمونه يك برآورد آننده نااريب با   :مثال
آمترين واريانس ميانگين جامعه نرمال است؟

21( )
2

2

2 2
2 2 2

2

2
2

2

1( ) . :
2

1 ln ( ) 1ln ( ) ln 2 ( ) ( )
2

ln ( ) 1 1 1(( ) ( ) .1

1 1
1ln ( )( )

is unbiased & V( )

X

f x e x

X f x Xf x

f x XE E

f x nnnE

X X
n

µ
σ

σ π
µ µσ π

σ µ σ σ
µ

µ σ σ σ σ

σ

σθ
σ

− −

= ∈

− ∂ −
= − − ⇒ = ⇒

∂

∂ −⎡ ⎤= = =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

= =
∂⎡ ⎤

⎢ ⎥∂⎣ ⎦

=
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 است اگر و  θ پارامتربرآوردآننده سازگار آماره     يك :تعريف
،cفقط اگر به ازاي هر ثابت 

 است اگرθآماره     يك برآوردآننده سازگار پارامتر: قضيه

نااريب باشد :     الف

:   ب

Θ̂

ˆ ˆlim (| | ) 0 lim (| | ) 1
n n

P c OR P cθ θ
→∞ →∞

Θ− ≥ = Θ− < =

Θ̂

ˆlim var( ) 0
n→∞

Θ =

Θ̂
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:يك برآوردگر سازگار است زيرا) S2( واريانس نمونه :مثال

شرط گفته شده براي سازگاراي برآوردگر يك شرط آافي است نه لازم    
ولي  . يعني برآورد آننده اي مي تواند سازگار باشد بدون اينكه نااريب باشد   

براي مثال برآوردآننده  .  در اين حالت نيز بايد مجانباً نااريب باشد    
(X+1)/(n+2)  يك برآوردآننده پارامتر دو جمله اي است ولي 

2 2 2

4
2

( ) is unbiased
2lim ( ) lim 0

1n n

E S S

Var S
n

σ

σ
→∞ →∞

= ⇒

= =
−

(X+1) 1 1= ( 1) ( ( ) 1)
(n+2) (n+2) (n+2)

(X+1) (X+1)lim lim
(n+2) (n+2)n n

E E X E X

E E

θ

θ
→∞ →∞

⎡ ⎤
+ = + ≠⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦
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 است اگر و تنها   θ آماره    يك برآوردگر آافي پارامتر    :تعريف
،   X1اگر با ازاي هر مقدار     ، توزيع شرطي نمونه تصادفي    

X2 ، ...  ،Xn به فرض            مستقل از θباشد  .

 است اگر و تنها     θ آماره    يك برآوردگر آافي پارامتر   :قضيه
اگر، بتوان تابع احتمال توأم نمونه تصادفي را تجزيه آرد به     

طوري آه

. بستگي نداردθ به h و     بستگي دارد و    θ تنها به gآه در آن  

Θ̂

1 2 1 2
ˆ( , ,..., | ) ( , ) ( , ,..., )n nf x x x g h x x xθ θ θ= ⋅

Θ̂

ˆˆ θΘ =

Θ̂

θ̂
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 نشان دهيدآه ميانگين نمونه يك برآوردگر آافي ميانگين      :مثال
است؟ б2جامعه نرمال با واريانس معلوم  

2

1

22

1

1 ( )
2

1 2

2 2 2

1 1

11 ( )( ) 22 /
1 2

1( , ,..., | ) ( )
2

( ) ( ) ( )

( , ,..., | )
2

n
i

i

n
i

i

X
n

n

n n

i i
i i

X XX
n

n

f x x x e

X X X n X

nf x x x e e

µ
σ

µ
σσ

µ
σ π

µ µ

µ
σ π

=

=

−
−

= =

−− −−

∑
= ⋅

⎧ ⎫
− = − + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
⎡ ⎤∑
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑
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براي برآورد پارامترهاي جامعه به روش برآورد نقطه اي   
روشهاي متعددي وجود دارد آه به دو روش مهم آن اشاره           

:مي آنيم

:عبارتست از حل دستگاه معادلات زير  : روش گشتاورها

.تعداد پارامتر جامعه است  pآه در آن  

1, 2,...,k kM k pµ′ ′= =
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 از جامعه گاما داريم، براي    n نمونه اي تصادفي به اندازه :مثال
روش گشتاورها را به آار  βو   αبرآورد آردن پارامترهاي  

بريد؟ 

{ }
1 1 2 2

2
1 2

2 2
1 2 1

2
2 1 1

,

, ( 1)

( ) ( )ˆˆ
( )

M M

M M M
M M M

µ µ

µ αβ µ α α β

α β

′ ′ ′ ′= =

′ ′= = +

′ ′ ′−
= =

′ ′ ′−
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در اين روش مقادير يك نمونه  : روش درستنمايي ماآسيمم
تصادفي را در نظر مي گيريم، سپس به عنوان برآورد خود از  
پارامتر مجهول جامعه، مقداري را بر مي گزينيم آه به ازاي آن    
احتمال به دست آوردن داده هاي مشاهده شده، ماآسيمم گردد    

يعني ماآسيمم تابع

 آه تابع درستنمايي ناميده مي شود، برآورد    θرا نسبت به 
.مي ناميم θدرستنمايي ماآسيمم  

1 2( ) ( , ,..., ; )nL f x x xθ θ=
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 امتحان برآوردگر    n پيروزي در   x با مفروض بودن   :مثال
را در توزيع دو جمله اي به دست  θدرستنمايي ماآسيمم پارامتر 

آوريد؟

( ) ( ; , ) (1 )

ln ( ) ln ln ( ) ln(1 )

ln ( ) 0
1

ˆ

x n xn
L b x n

x

n
L x n x

x
d L x n x x

d n
x
n

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ
θ θ θ

−⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= − = ⇒ =

−

Θ =
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برآورد فاصله اي
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ي بزرگي باشد         α-1فرض کنيم    :برآورد فاصله اي    احتمال مشخص ول

ا ٠/٩۵( ا ٩٩/٠ ي راي    )α<1>0... )( ي له اي ب رآورد فاص ک ب ، ي

د  ارامتري  مانن د θپ ازي مانن ست از فاصله ي ب ابعي از (L,U) عبارت ، ت

: داشته باشيمα-1، که با احتمال X1 ،X2 ، ... ،Xnنمونه تصادفي  

P(L<θ<U)=1-α

1-α انرا ان  (سطح اطمين ا درصد  )ضريب اطمين ولا ب اميم و معم ي ن م

 (L,U)پس در برآورد فاصله اي بايد فاصله ي بازي مانند         .بيان مي شود    

. تعريف بالا برقرار باشد،α-1را بيابيم که با احتمال مشخص 
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):µ(برآورد فاصله اي ميانگين جامعه  

 از جامعه اي با واريانس معلوم nوقتي نمونه تصادفي با حجم    
б2   انتخاب شود فاصله اطمينان برايµ  به شكل زير محاسبه

):استفاده از قضيه حد مرآزي(مي گردد 

1 / 2 1

1 / 2 1 / 2

1 / 2 1

/

2

2

/

(- ) 1-    
-(- ) 1

-

-

P Z Z Z
XP

X Z X Z
n n

Z Z

n

α

α α

α

α

α

α

µ
σ

σ

α

σµ− −

− −

− −

< <

< < = ⇒

< <

+

= ⇒
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:نكته هاي آاربردي

 باشد، بدون توجه به   n≥30اگر نمونه تصادفي داراي حجم    •
.نوع توزيع جامعه مي توان از فرمول بالا استفاده نمود   

 باشد، بايد توزيع جامعه n<30اگر نمونه تصادفي داراي حجم  •
.نرمال باشد تا بتوان از فرمول بالا استفاده نمود    

 باشد، در صورت     n≥30اگر نمونه تصادفي داراي حجم     •
از واريانس   б2نامعلوم بودن واريانس جامعه مي توان به جاي     

. استفاده نمود) S2(نمونه 
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:نكته هاي آاربردي

: با توجه به رابطه گفته شده طول فاصله اطمينان برابر است با •

پس براي اينكه فاصله اطمينان خوبي داشته باشيم باشد حجم      
.نمونه را زياد آنيم

:µمحاسبه خطا در برآورد  •

1 / 2 1 / 2 1 / 2- | |Z X Z X Z
n n nα α α
σ σ σµ µ− − −< − < ⇒ − <

1 / 22L Z
n α
σ

−=
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:نكته هاي آاربردي

: برابر است باµحداآثر خطا در برآورد  •

 است اگر حجم نمونه از   eمي توان گفت خطا آمتر از مقدار  •

2: رابطه زير به دست آيد

1 / 2n Z
e α
σ

−
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 / 2e Z
n α
σ

−=
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ا مي                :مثال ال ب انس  µانگين فرض مي کنيم عمر کامپيوترهاي توليدي يک موسسه از توزيع نرم  و واري
:بر اساس نمونه ي تصادفي از اين جامعه مقادير زير حاصل شده است .  سال پيروي مي کند٠/٢۵

٧ - ۶ -  ٩- ۵  - ٨ - ۵ - ۶ - ١٠ -  ٧
ان  راي ٩۵/٠يک فاصله اطمين د µ ب به .  بيابي ان محاس ن فاصله اطمين راي اي ا را ب داآثر خط دار ح مق

ان         ا اطمين ر از      % ٩۵نماييداگر بخواهيم ب د            /. ٢۵خطايي آمت داد باي ه را چه تع داشته باشيم حجم نمون
.انتخاب آنيم

1 / 2 0.975

1 / 2

2
2 2

1 / 2

63 7
9

1 0.95 0.05 0.025 1.96
2

0.5: 7 (1.96)( ) : (6.67,7.33)
9

0.5 0.57 (1.96)( ) 7 (1.96)( ) 6.67 7.33
9 9

0.5 1.96 0.64
3

0.5( 1.96) (3.92) 15.36
0.25

ix
X

n

Z Z

e Z
n

n Z
e

α

α

α

αα α

µ µ

µ µ

σ

σ

−

−

−

= = =

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

± ⇒

− < < + ⇒ < <

= = × =

⎡ ⎤
= = × = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑

16
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):µ(برآورد فاصله اي ميانگين جامعه  

 از جامعه اي نرمال با واريانس n<30وقتي نمونه تصادفي با حجم   
انتخاب شود فاصله اطمينان براي به شكل زير محاسبه   б2نامعلوم 
:مي گردد 

1 / 2, 1 1 / 2, 1

1 / 2, 1 1 / 2, 1

2

1 / 2, 1 1 /

1 / 2, 1

2,

1

1

/ 2, 1

(- ) 1-    

-(- ) 1-

,

-

n n

n

n

n

n

n

n
S SX t

P t T t

XP t tS
n

S Se t n t

t
n

e

X

n

n

α α

α α

α

α

α

α

α

µ α

µ

− − − −

− − − −

− − −

− − −

−

−< < +

< < = ⇒

< < = ⇒

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
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 و   ۴/ ٣٨ تايي با ميانگين نمونه  ١٠يك نمونه تصادفي  : مثال
و   µ ميانگين   از يك جامعه نرمال با ٠۶/٠انحراف معيار نمونه 

انتخاب مي آنيم مطلوبست يك فاصله     б2واريانس نامعلوم  
: براي ميانگين جامعه  % ٩۵اطمينان 

1 / 2, 1 0.975,9

1 / 2, 1 1 / 2, 1

1- 0.95 0.5
2.26

-

0.06 0.064.38 2.26 4.38 2.26
10 10

4.338 4.22

n

n n

t t
S SX t X t
n n

α

α α

α α

µ

µ

µ

− −

− − − −

= ⇒ =
= =

< < +

− × < < + ×

< <
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):µ2-µ1(برآورد فاصله اي تفاضل ميانگين دو جامعه   

 فرض مي کنيم دو نمونه ي تصادفي مستقل از هم به :حالت اول 

  و   µ2 و  µ1 از دو جامعه ي نرمال با ميانگين هاي    n2 و   n1حجم  

б1واريانس هاي معلوم 
б2 و  2

استخراج کرده باشيم يک برآورد    2

با ضريب ) µ2-µ1(فاصله اي براي تفاضل ميانگين دو جامعه    

:گردد  به صورت زير محاسبه مي α-1اطمينان 
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 / 2 1 2 1 2 1 / 2
1 2 1 2

2 2
1 2

1 2 1 2 1 / 2
1 2

( ) ( )

: ( )

X X Z X X Z
n n n n

X X Z
n n

α α

α

σ σ σ σµ µ

σ σµ µ

− −

−

− − + < − < − + +

− − ± +

٢٧٠ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

:نكته هاي آاربردي

 باشد، بدون    n1, n2≥30اگر نمونه هاي تصادفي داراي حجم   •
. توجه به توزيع دو جامعه مي توان از فرمول بالا استفاده نمود  

 باشد، بايد    n1, n2<30اگر نمونه هاي تصادفي داراي حجم   •
.توزيع دوجامعه نرمال باشد تا بتوان از فرمول بالا استفاده نمود   

 باشد، در صورت    n1, n2≥30اگر نمونه تصادفي داراي حجم     •
б1نامعلوم بودن واريانس هاي جامعه مي توان به جاي    

б1 و 2
از   2

S2(واريانس هاي نمونه 
S1و   2

.استفاده نمود) 2
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: حالت دوم 

 از دو جامعه n1, n2<30اگر نمونه هاي تصادفي داراي حجم    •

نرمال باشد در صورت نامعلوم بودن واريانس هاي جامعه ولي    

б1(با فرض برابري واريانس ها 
2=б1

برآورد تفاضل  ) 2

:ميانگين ها به شكل زير در مي آيد

        واريانس ادغام شده  

1 2

2 2
2 1 1 2 2

1 2

1 2 1 2 1 / 2, 2
1 2

( 1) ( 1)
2

1 1: ( )

p

p n n

n S n SS
n n

X X S t
n n αµ µ − + −

− + −
= ←⎯⎯

+ −

− − ± +
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نكته هاي آاربردي
باز  n1= n2چنانچه واريانس هاي دو جامعه مساوي نباشند ولي    •

.مي توان از رابطه بالا استفاده نمود 

چنانچه واريانس هاي دو جامعه مساوي نباشند و امكان انتخاب       •
دو نمونه با حجم هاي مساوي نباشند مي توانيم از رابطه زير 

:استفاده آنيم
2 2

21 2

1 2
2 2

2 21 2
1 2

1 2

2 2
1 2

1 2 1 2 1 / 2 ,
1 2

( )

( ) / 1 ( ) / 1

: ( ) v

S S
n nv

S Sn n
n n

S SX X t
n n αµ µ −

+
≈
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− − ± +
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هاي  و واريانس µ2و  µ1 از دو جامعه نرمال با ميانگين هاي :مثال
б1

б2 و  25=2
 n1=25هاي   دو نمونه تصادفي مستقل با حجم  9=2

 و نمونه ٨٠آنيم اگر ميانگين نمونه اول   انتخاب مي n2=36و  
؟ µ1-µ2براي  % ٩۴ باشد مطلوبست فاصله اطمينان   ٧۵دوم  

0.97

2 2
1 2

1 2 1 2 1 / 2
1 2

1 2

1 2

1 0.94 1 / 2 0.97 , 1.88

: ( )

25 9: (80 75) 1.88
25 36

2.9 7.1

Z

X X Z
n n α

α α

σ σµ µ

µ µ

µ µ

−

− = ⇒ − = =

− − ± +

− − ± + ×

< − <
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б1از دو جامعه نرمال با واريانس هاي مساوي : مثال
2=б2

، دو نمونه    2
 انتخاب آرده ايم و نتايج زير به دست  n2=16 و n1=9تصادفي مستقل 

.آمده است

. بدست آوريد µ1-µ2فاصله اطمينان را براي % ٩۵

1 2

2 2
1 1 2 2

1 2 0.975,23

2 2
2 1 1 2 2

1 2

1 2 1 2 1 / 2, 2
1 2

1 2

1

64 , 36 , 59 , 25

1 0.95 1 / 2 0.975
2 23 , 2.07

( 1) ( 1) 1 (8 36 15 25) 28.83
2 23

1 1: ( )

1 1: (64 59) 5.37 2.07
9 25

0.68

p

p n n

X S X S

v n n t

n S n SS
n n

X X S t
n n α

α α

µ µ

µ µ

µ

− + −

= = = =

− = ⇒ − =
= + − = =

− + −
= = × + × =

+ −

− − ± + ⇒

− − ± + × ⇒

< − 2 9.32µ <
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 :برآورد فاصله اي واريانس جامعه  

براي واريانس ) α-1(برآورد فاصله اي با ضريب اطمينان  
 از يك جامعه   nهنگاميكه نمونه تصادفي با حجم   ) б2(جامعه 

: نرمال انتخاب شود عبارتست از 

2 2
2

2 2
1 / 2,( 1) / 2,( 1

2
2

2

2 2 2
/ 1

)

2 / 2

( 1) (

( 1)

(

)

)

1

1

n n

n S

n S
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P X

n

α α

α α

σ
χ χ α

σ
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−
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−

−
=

< < = − ⇒

−
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α/2
α/2

1-α
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 از يك جامعه نرمال داراي n=20يك نمونه تصادفي با حجم    :مثال
يك فاصله .  انتخاب مي آنيم ۵١/۴ و انحراف معيار ٨/٣٢ميانگين نمونه  

   به دست آوريد؟ б و  б2براي % ٩۵اطمينان 

2 2
0.975,19 0.025,19

2 2
2

2 2
1 / 2,( 1) / 2,( 1)

2 2
2

2

1 0.95 0.05 , / 2 0.025 , 1 / 2 0.975
32.9 , 8.91

( 1) ( 1)

19 (4.51) 19 (4.51)
32.9 8.91

11.75 43.37
3.42 6.58

n n

n S n S

α α

α α α α

χ χ

σ
χ χ

σ

σ
σ

− − −

− = ⇒ = = − =

= =

− −
< <

× ×
< < ⇒

< <
< <
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: برآورد فاصله اي نسبت واريانس هاي دو جامعه 

б1(براي ) α-1(برآورد فاصله اي با ضريب اطمينان   
2/б2

2( ،
 از دو   n2 و   n1وقتي دو نمونه تصادفي مستقل با حجم هاي      

б1جامعه نرمال با واريانس هاي 
б2 و  2

 انتخاب شوند،   2
: عبارتست از

2 2 2
1 1 1

1 / 2 2 12 2 2
2 1 / 2 1 2 2

2 2
2 1
2 2
1 2

/ 2 1 2 1

2

/ 2 1 2( ( 1, 1) ( 1, 1))

1 ( 1, 1)
( 1, 1)
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S S f n n
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S
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1-α
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б1(براي نسبت % ٩٨يك فاصله اطمينان  :مثال
2/б2

از ) б1/б2(و ) 2
 دو جامعه نرمال تعيين آنيد در صورتيكه واريانس هاي دو نمونه تصادفي  

S1 از اين دو جامعه به ترتيب   n2=16 و  n1=9با حجم هاي 
 و   36=2

S2
 باشد؟ 25=2

0.99 0.99

2 2 2
1 1 1

1 / 2 2 12 2 2
2 1 / 2 1 2 2 2

2
1
2
2

2
1
2
2

2
1
2
2

1 0.98 0.02 ,1 / 2 0.99
(8,15) 4 , (15,8) 5.52

1 ( 1, 1)
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36 1 36 5.52
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 يكي از پارامترهايي آه معمولاً  ):p(برآورد فاصله اي نسبت  
، نسبت يا احتمال موفقيت    pمورد بررسي قرار مي گيرد پارامتر   

يك برآوردگر نااريب براي اين . در آزمايش دو جمله اي است
 تعداد  Xمتغير تصادفي  . (پارامتر برآوردگر             است   
 بنابراين اين برآوردگر   )موفقيت در آزمايش دو جمله اي است  

 n است مي دانيم وقتي     pيك برآورد نقطه اي خوب براي نسبت   
بزرگ باشد اين برآوردگر توزيع نرمال با ميانگين و واريانس     

زير مي باشد
ˆ

2 2
ˆ 2 2

ˆ( ) ( )

1var( )

P

XP

X npE P E p
n n

X npq pq
n n n n

µ

σ σ

= = = =

= = = =

ˆ XP
n

=
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: )نسبت در توزيع دوجمله اي (pبرآورد فاصله اي نسبت  

وقتي   ) α-1( با ضريب اطمينان  p برآورد فاصله اي براي نسبت  
: باشد عبارتست n≥30حجم نمونه تصادفي   

در رابطه بالا حداآثر خطا و مقدار حجم نمونه براي اينكه     
: داشته باشم از رابطه زير به دست مي آيد eخطايي آمتر از 

1 / 2 1 / 2

2
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 خانواده     x=160 مشخص شده است آه       n=640در يك نمونه تصادفي با حجم       :مثال
براي نسبت واقعي تمام        % ٩۵داراي آامپيوتر شخصي هستند، يك فاصله اطمينان           

شخص آنيد چقدر       خانواده هاي آامپيوتردار تعيين آنيد، حداآثر خطا را تعيين آنيد و م              
داشته باشيم؟      % ١بايد نمونه داشته باشيم تا خطايي آمتر از         

1 / 2 1 / 2

1 / 2

2 2
1 / 22 2

1 0.95 1 / 2 0.975
160ˆ ˆ ˆ0.25 , 1 0.75
640

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

: 0.25 0.25 0.75 640 1.96 0.21 0.28

ˆ ˆ 0.25 0.75 640 1.96 0.3
1 1ˆ ˆ ( ) 0.25 0.75 (1.96) 72

(0.01)

Xp q p
n

P pq n Z p P pq n Z

p p

e pq n Z

n pq Z
e

α α

α

α

α α

− −

−

−

− = ⇒ − =

= = = = − =

− < < +

± × × ⇒ < <

= = × × =

= = × × × = 03
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:در توزيع دوجمله اي) p1-p2(برآورد تفاضل دو نسبت  

برآورد فاصله اي براي تفاضل پارامترهاي دو جامعه دوجمله اي     
)p1-p2 (   هنگاميكه دو نمونه تصادفي مستقل با حجم هاي

n1,n2≥30  انتخاب شوند عبارتست از :
1 2

1 1 1 2 2 2
1 2

1 2 1

1 1 2 2
1 2

2
1 / 2 1 / 2

1

1 2 1 / 2
1 2

1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1 , , 1

ˆ ˆ( ) ( ) (0,1) ( ) 1
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ: ( )

ˆ ˆ

X Xp q p p q p
n n

P P p pZ n P Z Z Z
p q p q
n n

p q p qp p P P Z
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−

= = − = = −

− − −
= ⇒ − < < = −

+
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ند،             X1  ،X2  ، ...  ،Xn اگر    :تمرين ايي باش ه اي نم ه تصادفي از جامع ادير يك نمون  مق
ي جامعه را پيدا آنيد؟θ برآورد درستنمايي پارامتر

يم       :تمرين ر              X1  ،X2  ، ...  ،Xn فرض مي کن ع زي ه تصادفي از توزي ادير يك نمون  مق
:باشد

 θ را به روش MLEبرآورد کنيد 

:  عبارتست از   X فرض مي کنيم تابع چگالي احتمال          :تمرين

θرا به روش گشتاورها برآورد کنيد 
ه دست    n=5از جامعه اي نرمال، نمونه تصادفي با حجم    : تمرين ر ب  انتخاب و نتايج زي

.آمده است

براي ميانگين اين جامعه را به دست آوريد؟% ٩٩فاصله اطمينان 

1( , ) (1 ) : 0,1x xf x xθ θ θ −= − =

( , ) : 0xf x e xθθ θ −= >

X5=4X4=3X3=4X2=1X1=3
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ال    nدر صورتيكه ميانگين نمونه يك نمونه تصادفي با حجم    : تمرين ه نرم  از يك جامع
داد    /. ٣با انحراف معيار     ه     nمفروض باشد، تع د آ ين آني فاصله  % ٩٩ را طوري تعي

 باشد؟اطمينان براي ميانگين جامعه به صورت                              

ه         n1=15 يك نمونه تصادفي     :تمرين انگين نمون  و انحراف  ۶٠ تايي از يك جامعه با مي
 تايي از يك جامعه ديگر  n2=21 است و نمونه تصادفي ديگري با حجم      ٣معيار نمونه   

ه   انگين نمون ه   ۵٨داراي مي ار نمون راف معي ه   ٢ و انح د دو جامع رض آني ت،  ف  اس
نرمال با واريانس هاي مساوي باشند مطلوبست 

براي تفاضل ميانگين دو جامعه؟% ٩۵فاصله اطمينان : الف

ي   : ب ساوي ول ا نام انس ه ر واري د   n1=n2=10اگ ه باش انگين نمون ان مي  و داراي هم
براي تفاضل ميانگين دو جامعه؟% ٩۵فاصله اطمينان 

ان  : ج ند فاصله اطمين ساوي باش ا نام انس ه ر واري انگين دو % ٩۵اگ راي تفاضل مي ب
جامعه؟

( 0.1, 0.1)X X− +
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ه تصادفي        :تمرين ه          n1=150 يك نمون انگين نمون ال داراي مي ه نرم ايي از يك جامع  ت
ا حجم     ١٢٠ و انحراف معيار نمونه   ١۴٠٠  n2=200 است و نمونه تصادفي ديگري ب

ه  انگين نمون ال ديگر داراي مي ه نرم ك جامع ه ١٢٠٠از ي ار نمون  ٨٠ و انحراف معي
براي تفاضل ميانگين دو جامعه؟ % ٩۵است، مطلوبست فاصله اطمينان 

دازه              ١۶ يك نمونه    :تمرين ار را ان  تايي از محصلان يك مدرسه انتخاب و انحراف معي
رفتيم،  ت  S=2.4گ ر اس انتي مت ان  .  س له اطمين ار   % ٩۵فاص راف معي راي انح ب

دانش آموزان را در صورتيكه آه جامعه نرمال فرض گردد به دست آوريد؟

ال فرض مي شوند مطلوبست            :تمرين شگاه نرم شجويان دو دان دل دان ه مع   توزيع جامع
ان  له اطمين ه در    % ٩٨فاص اي دو جامع ار ه راف معي ا و انح انس ه سبت واري راي ن ب

اشد؟صورتيكه دو نمونه منتخب تصادفي مستقل از اين دو جامعه به شكل زير ب

Aدانشگاه   2.73.93.23.53.12.63
Aدانشگاه   3.12.73.332.82.53.42.93.23
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رين كه اي را :تم يم و  ۴٠ س ي آن اپ م ار پرت ك  ٢۴ ب ست ي ده است مطلوب ير آم ار ش  ب
براي نسبت واقعي شير ها؟% ٩۵فاصله اطمينان 

 توليد مي آند، مدعي      B و Aمدير آارخانه اي آه دو نوع لامپ با مارآهاي             :تمرين
يك نمونه تصادفي     .  فروش دارد  Bبيشتر از مارك       % ٨، Aاست آه لامپ هاي مارك      

 نفر از اين افراد از لامپ نوع     ۴٢ نفر از خريداران انتخاب شده آه      n1=200با حجم  
A  نمونه تصادفي ديگري با حجم      .  استفاده مي آنندn2=150       نفر از خريداران انتخاب 

 استفاده مي آنند يك فاصله اطمينان        B نفر از لامپ نوع     ١٨شده آه مشخص شده        
 تعيين آنيد، آيا با ادعاي مدير آارخانه موافقيد؟          p1-p2براي تفاضل     % ٩۴
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آزمون فرض ها: فصل يازدهم
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ري           ه        (همان طور آه اشاره شد نظريه تصميم گي روش هاي رسيدن از نمون
رآورد آردن               ) به جامعه  ه ب وري  (به دو دسته تقسيم مي شود، يكي نظري تئ
.آزمون فرض هاو ديگري ) تخمين

.آزمون فرض ها يكي از مهمترين شاخه هاي نظريه تصميم گيري است
اري رض آم ا   :ف ه ي ع جامع اره ي توزي ا حدسي است درب ان ي رض، بي  ف
ه   ه دست                     پارامتر جامع ايج ب د از نت اري را باي ودن فرض آم ه درست ب  آ

).آزمون فرض(آمده از نمونه گيري بررسي نمود 
ال  ه      : مث ک کارخان دي ي اي تولي ه ه ر تراش ط عم ت متوس ده اس ا ش ادع

:بنابراين فرض آماري عبارتست از . ساعت است ١٠٠٠بزرگ برابر 
1000θ µ= =
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:فرض ها به دو دسته تقسيم مي شوند : فرض آماري

ه مشخص                 ساده يا ارامتر جامع راي پ دار دقيقي ب ي مق  هستند يعن

(θ=θ0)مي گردد مثل 

. هستند آه خود سه دسته اندمرکبيا 

)θ<θ0(يک طرفه از چپ 

)θ>θ0(يک طرفه از راست 

)θ≠θ0(دو طرفه 
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يك فرض آماري بايد چگونه بيان شود؟  

همان  طور آه بيان شد، فرض يا ادعاهايي در مورد پارامتر يك جامعه  
ذا بيان مي شود، از آنجا آه اين ادعا ممكن است درست يا نادرست باشد، ل

و ) ادعا درست است: فرض(دو فرض مكمل مطرح است يكي آنكه 
پس شروع يك آزمون فرض با ).  ادعا نادرست است: فرض(ديگري آنكه 

دو فرض آماري در مقابل هم مي باشد فرض آماري آه براي رد شدن    
 نشان  H0 ناميده و آن را با )خنثي (فرض صفر تنظيم مي شود را 

مي دهيم آه هميشه شرايط موجود را در نظر مي گيريم و فرض آماري را  
نشان  H1 ناميده و با فرض مقابلآه در مقابل فرض صفر قرار مي گيرد، 

مي دهيم آه اين فرض همواره طوري انتخاب مي شود آه مي خواهد     
. را تغيير دهد) فرض صفر(شرايط موجود 
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: مثال
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براي پاسخ دقيق به آزمون آماري نياز است آه آل جامعه مورد      

بررسي قرار گيرد ولي مي دانيم آه اين آار ميسر نيست و پاسخ ما از    

  خطا  روي نمونه جامعه خواهد بود پس آزمون آماري حتماً داراي       

. خواهد بود و سعي ما در حداقل ساختن اين خطاست    

براي حداقل ساختن اين خطاها بايد اول اين خطاها شناسايي گردند تا        

دو نوع خطا داريم   .  بتوان در مورد آنها بحث نمود 

 و قبول آردن  خطاي نوع اول  رد فرض صفر در حاليكه درست باشد،  

.  مي ناميم خطاي نوع دوم   فرض صفر در حاليكه نادرست باشد را    
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 و احتمال خطاي نوع دوم را با        αاحتمال خطاي نوع اول را با      
βدهيم  نشان مي :

)H0   |RH0 (= P) H0 رد فرض |  درست باشدH0 (P  =α

)H1   |AH0 (= P)H1 قبول فرض   |  درست باشدH0 (P =β 

αناميم  را ميزان معني دار بودن يا سطح تشخيص مي.

ناحيه  يا ناحيه بحرانيناحيه اي آه باعث رد فرض صفر مي شود     
ود را      رد ي ش فر م رض ص ول ف ث قب ه باع ه اي آ ه  و ناحي ناحي

ه را      قبولي ن دو ناحي ين اي ي   و مرز ب اميم  نقطه بحران پس  .  مي ن
ست از    رض عبارت ون ف سمت   آزم ه دو ق ه ب ضاي نمون راز ف  اف
.ناحيه بحراني و ناحيه قبول
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يك آزمون خوب آزموني است آه هر دو نوع خطا در آن آم          •

باشند، بعبارت ديگر نه فرضي را بي مورد رد و نه بي مورد   

. قبول آنيم 

خطاي نوع اول و دوم به يكديگر وابسته اند و افزايش يكي      •

. باعث آاهش ديگري مي شود

.با تغيير ناحيه بحراني مي توان احتمال خطاها را تغيير داد  •

با افزايش مقدار حجم نمونه، مي توان هر دو خطا را به طور      •

.همزمان آاهش داد
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در آشور توليد مي شود آه پس        ) A( فرض آنيد يك نوع آپسول سرماخوردگي            : مثال
 توليد  Bآارخانه اي مدعي است آپسولي مشابه با نام         . مؤثر است  % ٧٠ روز ۵از 

فرض هاي آماري را براي          . است % ٧٠ روز بيشتر از     ۵مي آند آه اثر آن پس از        
: بررسي ادعاي آارخانه جديد تشكيل دهيد        

 تايي انتخاب مي آنيم آماره اي آه تصميم گيري بر اساس آن صورت             ٢٠يك نمونه 
 را تعداد      X در آنها موثر بوده است اگر         Bمي گيرد تعداد افرادي است آه اثر آپسول          

 را ناحيه بحراني     X≥16 در آنها موثر بوده است اگر        Bافرادي فرض آنيم آه آپسول       
خطاهاي آزمون فرض را         .   ناحيه قبول در نظر مي گيريم   X<16و ) ناحيه رد (

: محاسبه مي آنيم  

0

1

: 0.7
: 0.7

H p
H p

=

>

20

0 0
16

0 1

( | ) ( 15.5 | 0.7) ( ;20,0.7) 0.2375

( | ) ( 15.5 | 0.7) ?????
x

P RH H P X p b x

P AH H P X p

α

β
=

= = > = = =

= = < > =

∑
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قابل محاسبه نمي باشد زيرا فرض مقابل بطور مقابل مشخص                   βملاحضه مي آنيد  آه     
در نظر    )  p: H1= ٨/٠(نشده ولي اگر فرض مقابل را تغيير داده و به صورت        

: قابل محاسبه است    βبگيريم،   

حراني را از      با تغيير نقطه بحراني خطاها تغيير مي آنند در مثال بالا اگر نقطه ب             
:، تغيير دهيم   ١۴٫۵ به ١۵٫۵

15

0 1
0

( | ) ( 15.5 | 0.8) ( ;20,0.8) 0.3704
x

P AH H P X p b xβ
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= = < = = =∑

20

0 0
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0

( | ) ( 14.5 | 0.7) ( ;20,0.7) 0.4164

( | ) ( 14.5 | 0.8) ( ;20,0.8) 0.1958

x

x

P RH H P X p b x

P AH H P X p b x

α

β

=

=

= = > = = =

= = < = = =

∑

∑
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د براي     گفتيم تصميم گيري خوب وقتي انجام مي پذيرد آه هر دو نوع خطا آم باش          
بالا اگر     آاهش همزمان هر دو نوع خطا بايد حجم نمونه را افزايش دهيم در مثال                  

 اختيار آنيم      ۵/٧٣ انتخاب آنيم و نقطه بحراني را به دلخواه         ١٠٠حجم نمونه را   
: خطاها به صورت زير در مي آيد    

0 0

2

0 1

( | ) ( 73.5 | 0.7) ???

5 & ( ; , ) ( , )

100 0.7 70 & 21 ( ;100,0.7) (70, 21)
73.5 70( ) 1 ( 0.76) 0.2236
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np n b x n p n np npq

np npq b x n
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پس اگر آزمون فرض مربوط به توزيع گسسته باشد براي    

بررسي آن بايد نقطه بحراني را به طور دلخواه انتخاب و به     

آمك آن خطاهاي نوع اول و دوم را به دست آوريم و اگر اين      

خطاها بزرگ نباشند ناحيه بحراني را مشخص و چنانچه نتيجه 

آزمايش در ناحيه بحراني قرار گرفت فرض صفر را رد و در      

اما اگر احتمال  . غير اينصورت فرض صفر پذيرفته مي شود 

با ثابت (خطاهاي نوع اول و دوم زياد شد با تغيير نقطه بحراني   

و در صورت نرسيدن به مقدار مطلوب     ) نگه داشتن حجم نمونه 

. خطاها، در صورت امكان حجم نمونه را افزايش مي دهيم   
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ولي اگر آماره اي آه تصميم گيري بر اساس آن صورت مي پذيرد   
داراي توزيع پيوسته باشد مي توان ابتدا خطاي نوع اول را      
اختيار آرد و به آمك آن ناحيه بحراني را تعيين نمود و نيازي   

 αنيست آه مانند گسسته ها ابتدا ناحيه بحراني را انتخاب و  
محاسبه آنيم و در صورت قابل قبول نبودن، ناحيه بحراني را   

.تغيير دهيم

در مثال قبل براي تعيين احتمال خطاها يك فرض ساده را در   
برابر يك فرض ساده ديگر مي آزموديم ولي در عمل چنين نيست   
و در بيشتر مواقع با فرض هاي مرآب سرو آار داريم و ناچار   

تابع به تعيين احتمال خطاها در اين حالت هستيم براي اينكار از   
. استفاده مي آنيمتوان آزمون فرض  
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 به  H1 در برابر فرض مقابل H0 آماري يك آزمون فرضتابع توان  
:صورت زير است
شوند    اختيار ميH0 آه تحت θ     براي مقادير 
شوند   اختيار ميH1 آه تحت θ     براي مقادير 

، احتمال ارتكاب  خطاي نوع  H0 تحت  θبنابراين تابع توان براي مقادير   
، احتمال مرتكب نشدن خطاي نوع دوم    H1 تحت θاول و براي مقادير 

. مي باشد

ر تابع هاي توان نقش بسيار مهمي در ارزيابي آزمون هاي آماري، بويژه د  
.مقايسه چندين ناحيه بحراني براي يك آزمون را دارند  

 آاربرد دارد منحني مشخصه عمل به عنوان ) π(θ)-1( در صنعت تابع 
  . به جاي رد آن استH0 آه اين تابع طبق تعريف احتمال هاي قبول

( )
( )

1 ( )
α θ

π θ
β θ

⎧
= ⎨ −⎩
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: آزمون هاي يك طرفه و دو طرفه 

 مي ناميم اگر فرض مقابل آن يكطرفه   يكطرفهآزمون فرض را  
:باشد

0 0 0 0

1 0 1 0

: :
: :

H H
H H

θ θ θ θ
θ θ θ θ
= =
< >

ناحيه بحرانيناحيه بحراني
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: آزمون هاي يك طرفه و دو طرفه 

 گوييم اگر فرض مقابل دو طرفه   دو طرفهآزمون فرض را  
.باشد

 اختيار مي آنيم،    ٠١/٠ يا ٠/ ٠۵ را αمعمولاً در آزمون فرض ها   
 آزمون را    α= ٠/ ٠١ و اگر   معني دار  آزمون را α= ٠۵/٠اگر 

 مشخص نباشد آن را    αاگر مقدار  .  مي ناميمبسيار معني دار
.  يعني معني دار در نظر مي گيريم٠/ ٠۵

0 0

1 0

:
:

H
H

θ θ
θ θ
=
≠ ناحيه بحراني ناحيه بحراني
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:مراحل آزمون فرض ها  
تشكيل فرض صفر -١

 تشكيل فرض مقابل-٢

 انتخاب ميزان معني دار بودن-٣

و تشخيص نوع توزيع آن طبق    θانتخاب آماره مناسب براي پارمتر  -۴

قضايا و مطالب فصل قبل، و سپس تشكيل ناحيه بحراني 

 محاسبه مقدار آماره انتخابي به آمك نمونه تصادفي انتخاب شده -۵

 H0اگر مقدار آماره در ناحيه بحراني قرار گيرد فرض :  نتيجه گيري -۶

  . پذيرفته مي شود H0رد، در غير اينصورت فرض 

0 0

1 0 0 1 0

:

: :

H

H OR OR H

θ θ

θ θ θ θ θ θ

=

≠ < >
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T<-t1-α/2

T>t1-α/2

µ ≠ µ0

T>t1-αµ > µ0

T<-t1-αµ < µ0

)б   استفاده از   ( نامعلومS   به جاي б( ،
n<30)جامعه نرمال و 

µ = µ0

Z<-z1-α/2

Z>z1-α/2

µ ≠ µ0

Z>z1-αµ > µ0

Z<-z1-αµ < µ0

)б معلوم، جامعه نرمال و (n<30

)б معلوم، هر جامعه اي و (n≥30

)б امعلوم انس  ( ن تفاده از واري اس
n≥30)، هر جامعه اي و )نمونه

µ = µ0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

0XZ
n
µ

σ
−

=

0 ; 1XT v n
S n

µ−
= = −

مثال 

مثال 
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Z<-z1-α/2

Z>z1-α/2

µ1- µ2 ≠ d0

Z>z1-αµ1- µ2 < d0

Z<-z1-αµ1- µ2 < d0

)б1 و б2   ال و ع نرم وم، جوام معل
(n1,n2<30

)б1 و б2    ه اي و ر جامع وم، ه معل
(n1,n2≥30

)б1 و б2  امعلوم انس   (ن تفاده از واري اس
n1,n2≥30)، هر جامعه اي و ) نمونه

µ1-µ2 = d0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

1 2 0
2 2
1 1 2 2

( )
( ) ( )

X X dZ
n nσ σ

− −
=

+

مثال 
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T<-t1-α/2

T>t1-α/2

µ1- µ2 ≠ d0

T>t1-αµ1- µ2 < d0

T<-t1-αµ1- µ2 < d0

)б1 و б2     ع ساوي، جوام ي م امعلوم ول ن
n1,n2<30)نرمال و 

)б1   و б2      نامعلوم و نامساوي وليn1=n2 ،
n1,n2<30)جوامع نرمال و 

µ1-µ2 = d0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

1 2 0

1 2

1 2
2 2

2 1 1 2 2

1 2

( )
(1 ) (1 )

2

( 1) ( 1)
2

p

p

X X dT
S n n

v n n

n S n SS
n n

− −
=

+

= + −

− + −
=

+ −

مثال 
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F<fα/2(v1,v2)

F<f1-α/2(v1,v2)
б1

2 ≠ б2
2

F<f1-α(v1,v2)б1
2> б0

2

F<fα(v1,v2)б1
2< б2

2

جوامع نرمال   

б1
2= б2

2

X2<χ2
α/2

X2>χ2
1-α/2

б2 ≠ б0
2

X2>χ2
1-αб2> б0

2

X2<χ2
αб2< б0

2

جامعه نرمال   

б2= б0
2

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

2
2

2
0

( 1)

1

n SX

v n
σ
−

=

= −

2
1
2

1

1 1

1 1

1
1

SF
S

v n
v n

=

= −
= −

مثال 

مثال 
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Z<-z1-α/2

Z>z1-α/2

p1 ≠ p2

Z>z1-αp1 > p2

Z<-z1-αp1 < p2

  
n1,n2→∞) n1,n2≥30(

p1 = p2=p

Z<-z1-α/2

Z>z1-α/2

p ≠ p0

Z>z1-αp > p0

Z<-z1-αp < p0

  n →∞  و np>5

p = p0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

0 0

0 0 0 0

0 0

ˆ

ˆ , 1

P p X npZ
p q np q

n
XP q p
n

− −
= =

= = −

1 2 1
1

1

2 2

2 1 2
2

2 1 2

ˆ ˆ ˆ,
1 1ˆ ˆ( )

ˆ ˆ, , if ( ?)

P P xZ P
n

pq
n n

x x xP p p
n n n

−
= =

+

+
= =

+

مثال 

مثال 
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 و آزمون مورد بررسي قرار گرفت حال اگر          →n)∞ ( فرض شد آه   آزمون نسبت در 
n     عمل مي آنيم   ) طبق روش تابع توزيع گسسته      ( آوچك باشد به صورت زير

 تشكيل فرض صفر     -١

 تشكيل فرض مقابل     -٢

 و تشكيل ناحيه بحراني به صورت زير        α انتخاب   -٣

 را تعيين و ناحيه بحراني را      x، مقدار   nبه آمك نمونه منتخب با حجم       :  محاسبات  -۴

. تعيين مي آنيم 

.  در ناحيه بحراني قرار گرفت، فرض صفر را رد مي آنيم          xاگر   :   نتيجه گيري  -۵

0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

0 0
1 0

0 0

:
:

if ( : ) ( | )
if ( : ) ( | )

( ) ( | ) / 2
if ( : )

( ) ( | ) / 2

H p p
H p p OR p p OR p p

H p p P X x p p
H p p P X x p p

if x np P X x p p
H p p

if x np P X x p p

α
α

α
α

=

< > ≠

< ⇒ ≤ = <

> ⇒ ≥ = <

< ⇒ ≤ = <⎧
≠ ⇒ ⎨ > ⇒ ≥ = <⎩
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 براي تفاضل دو   : نسبتkآزمون هاي مربوط به تفاضل هاي بين  
نسبت روابط آزمون مورد بررسي قرار گرفت حال اگر آزمون           

 باشد تكليف چيست؟ نسبتkتفاضل هاي فرض، مربوط به 

:براي اين منظور از روش آلي زير استفاده مي آنيم 

تشكيل فرض صفر -١

H1:  نيستpبرابر با    ) هاpi( حداقل يكي از نسبت ها      تشكيل فرض مقابل       -٢

α انتخاب  -٣

:گردد  آماره مناسب براي اين آزمون به صورت زير محاسبه مي -۴

0 1 2H : ... kp p p p= = = =
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: نسبتkآزمون هاي مربوط به تفاضل هاي بين  

:داده ها را به صورت جدول زير مرتب مي آنيم 

فراواني هاي خانه ايآه درايه هاي آن را 

مــي ناميم آـه در آن  fijمشاهده شده 

اولين انـديس نشانه سطــر و دوميــن

.است k*2انديس نشانه ستون اين جدول 

ا               اميد   ده را ب شاهده ش ه اي م ي هاي خان ه صورت         eijفراوان شان داده و ب ن
.زير محاسبه مي آنيم

1 2

1 2

1 ...ˆ( ?)
(1 ) 2 ...

i k
ij

i k

n p j x x xe if p p
n p j n n n

=⎧ + + +
= ⇒ =⎨ − = + + +⎩

nk-xkxk نمونهk

 ... ...

 ...

n2-x2x2نمونه دوم

n1-x1x1نمونه اول

ها پيروزيها شكست
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: نسبتkآزمون هاي مربوط به تفاضل هاي بين  

: از رابطه زير به دست مي آيدX2آماره 

≤ X2 ناحيه بحراني به صورت -۵ χ2
(1-α) با v=k-1 درجه آزادي 

. مشخص مي شود

 H0اگر مقدار آماره در ناحيه بحراني قرار گيرد فرض :  نتيجه گيري -۶
  . پذيرفته مي شود H0رد، در غير اينصورت فرض 

22
2

1 1

( )k
ij ij

i j ij

f e
X

e= =

−
=∑∑

مثال 
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:آزمون جدول هاي توافقي   
، A1 ،A2 ستون معرف رسته هاي مختلف  c داراي c*rيك جدول توافقي   

 ... ،Ac  از يك متغير و r سطر معرف رسته هاي  مختلف B1 ،B2 ، ... ،
Br  از متغير ديگر است و fij  فراواني خانه اي مشاهده شده براي خانه اي

. ام تعلق داردj ام و ستون   iاست آه به سطر 

0
1

0
1

1 1

c

i ij
j

r

j ij
i

r c

ij
i j

f f

f f

f f

=

=

= =

=

=

=

∑

∑

∑∑
ff0c…f02f01

fr0frc…fr2fr1Br

…

…………

…

f20f2cf22f21B2

f10f1c…f12f11B1

Ac…A2A1
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:آزمون جدول هاي توافقي   
فرض صفري آه مي خواهيم آزمون آنيم مستقل بودن دو متغير است   

احتمال آن باشد آه فقره اي در خانه اي قرار خواهد گرفت آه  θijيعني اگر 

احتمال آن باشد آه فقره اي به  θi0 ام تعلق دارد و j ام و ستون  iبه سطر 

پس  .  ام تعلق دارد jاحتمال آن باشد آه فقره اي به ستون  θj0 ام و iسطر 

: فرض صفر به صورت زير در مي آيد

   j و iو فرض مقابل هم به اين شكل است آه بازاي حداقل يك زوج  

. نيست  θj0  و θi0برابر حاصلضرب  θijمقدار احتمال 

0 0( )( ) 1,2,..., & 1,2,...,ij i j i r j cθ θ θ= = =
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:آزمون جدول هاي توافقي   
: فراواني هاي خانه اي مورد انتظار به صورت زير محاسبه مي شود

:آماره اين آزمون نيز به شكل زير محاسبه مي گردد

≤ X2ناحيه بحراني براي اين آزمون به صورت  χ1-α
 v=(r-1)(k-1)با   2

درجه آزادي مشخص مي شود 

00
0 0

0 0 00
0 0

ˆ ˆ,

( )( )ˆ ˆ( )( ).

ji
i j

j i ji
ij i j

ff
f f

f f ffe f f
f f f

θ θ

θ θ

= =

= = ⋅ ⋅ =

2
2

1 1

( )r c
ij ij

i j ij

f e
X

e= =

−
=∑∑
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:آزمون جدول هاي توافقي   

≤ X2ناحيه بحراني براي اين آزمون به صورت  χ1-α
 v=(r-1)(c-1)با   2

درجه آزادي مشخص مي شود آه اگر آماره آزمون در اين محدوده قرار 

. گرفت فرض صفر رد مي شود

 ۵ ها آمتر از eijاين آزمون را وقتي به آار مي بريم آه هيچ  يك از 

 آه نباشند اين امر مستلزم اين است آه برخي خانه ها را باهم ادغام آنيم 

.در نتيجه از درجه آزادي متناظر آاسته مي شود

مثال 
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:آزمون نيكويي برازش 

ان    اين آزمون مواقعي به آار مي رود آه مي خواهيم تعيين آنيم آيا مي تو 

 را به عنوان نمونه هايي تصادفي از جامعه اي با   مجموعه اي از داده ها

 تلقي آرد يا نه؟توزيع مفروض

  براي اين منظور داده ها را طبق اصول آمار توصيفي طبقه بندي مي آنيم  

 آه معمولاً اين طبقه بندي در داده هاي گسسته صورت نمي گيرد ولي اگر

را به  دامنه تغييرات داده ها زياد باشد در اين حالت نيز مي توان داده ها 

چند طبقه بر اساس اصول آمار توصيفي طبقه بندي آرد سپس جدول   

.فراواني داده ها تكميل مي گردد
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:آزمون نيكويي برازش 
ع مفروض از                 از توزي ورد ني ده پارامترهاي م ه ش با توجه به قضاياي گفت

.روي نمونه، تخمين مي گردد تا احتما لهاي مورد نظر محاسبه شوند

…

هاي    فراواني
مورد انتظار   

eij=pi *f

…

احتمال هر رده    
با توجه به  

توزيع مفروض    
pi

∑fi=f

………

ي  فراوان
 شده مشاهده

fi

ده    داده ا نماين ا ي ه
ته  در    ر دس ه

بندي حالت دسته

حدود طبقات   
در حالت   

بندي   دسته
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:آزمون نيكويي برازش 
ه اي از          ه مجموع ت آ ورت اس ن ص ه اي ون ب ن آزم فر در اي رض ص ف
م                  ل ه ند و فرض مقاب داده هاي مشاهده شده، داراي توزيع مفروض مي باش

.اين است آه داده ها داراي توزيع ديگري است
:آماره اين آزمون به شكل زير محاسبه مي گردد

ه صورت         ن آزمون ب راي اي ي ب ه بحران ≤ X2ناحي χ1-α
ا   2  v=s+t-1 ب

ه لازم            ده نتيج به ش اره محاس ه آم ه ب ا توج ه ب د آ ي باش ه آزادي م درج
.مشخص مي شود

2
2

1

( )m
i i

j i

f eX
e=

−
=∑
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:آزمون نيكويي برازش 
ه   .  مشخص شد  v=s-t-1در اين آزمون درجه آزادي       داد جملات و      sآ  تع

t          شان گذاشته ا برآوردهاي ه جاي آنه ه ب ستقلي است آ  تعداد پارامترهاي م
.مي شود

ورد                v=s-t-1رابطه  • ه اي م ي هاي خان اه فراوان  يك رابطه آلي است هرگ
رآو         رد انتظار در فرمول هاي خي دو بر مبناي داده هاي شمارشي نمونه اي ب

:  در نتيجهt=(r+c-2) و s=rcبراي مثال در جدول توافقي . شوند

: در نتيجهt=k و s=2k نسبت، kو در آزمون تفاضل 

1 ( 2) 1 ( 1)( 1)s t rc r c r c− − = − + − − = − −

1 2 ( ) 1 1s t k k k− − = − − = −

مثال 
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 و انحراف     ٨/٧٨ از يك جامعه،    n=64 اگر ميانگين يك نمونه تصادفي با حجم           : مثال
 مي توان گفت آه    ٠٢/٠باشد آيا در ميزان معني دار بودن         б=12.8معيار جامعه   

 بزرگتر است؟    ٧۵ميانگين جامعه از    

.  رد مي شود H0 در ناحيه بحراني قرار مي گيرد پس فرض          Z چون  -۶

0

1

1 0.98

1) : 75

2) : 75

3) 0.02

4) & Rejection region: 2.054
/

78.8 755) 2.375
12.8 / 64

H

H

XZ Z z z
n

Z

α

µ

µ

α

µ
σ −

=

>

=

−
= > = =

−
= =
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 است در    ٣۶ و واريانس  µ داراي توزيع نرمال با ميانگين         X فرض آنيد    : مثال
آزموني به صورت   

H0: µ=50    ,   H1: µ=55
ه بحراني و      ه ازاي آن     nمي باشد ناحي ه ب د آ ين آني وع اول     را طوري تعي ا خطاي ن ه

 باشد؟١/٠ و خطاي دوم ٠/٠۵
: نقطه بحراني باشدcفرض آنيد : حل

50( | 50) 0.05 ( )
6 /

50 50( ) 0.95 1.645 (1)
6 / 6 /

55 55( | 55) 0.1 ( ) 1.288 (2)
6 / 6 /

(1)&(2) 52.8 , 13

cP X c P Z
n

c cP Z
n n

c cP X c P Z
n n

c n

α µ

β µ

−
= > = ⇒ = > ⇒

− −
< = ⇒ =

− −
= < = ⇒ = < ⇒ − =

⇒ = =

برگشت 
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 تايي از جامعه اي نرمال انتخاب آرده ايم، آه ميانگين نمونه و            ۵ يك نمونه  :مثال

آيا مي توان گفت ميانگين جامعه از       .  است ٩/٠ و ٣انحراف معيار نمونه آن به ترتيب     

 آمتر است؟   ٣/۵

.  رد نمي شود H0 در ناحيه بحراني قرار نمي گيرد پس         T چون  -۶

0

1

1 , 1 0.95,4

1) : 3.5

2) : 3.5

3) 0.5

4) & Rejection region: 2.132
/

3 3.55) 1.238
0.9 5

n

H

H

XT T t t
S n

T

α

µ

µ

α

µ
− −

=

<

=

−
= < − = − = −

−
= = −

برگشت 
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 نفري امتحان مشابهي را گرفتيم، نتايج ميانگين و               ۵٠ و ۴٠ از دو آلاس    : مثال
: انحراف معيار نمرات اين دو گروه به صورت زير است         

µ1= 74   ,   s1=8   ,   µ2= 78   ,   s2=7
توان گفت اين دو آلاس با هم اختلاف دارند؟         آيا مي

.  رد مي شود H0 در ناحيه بحراني قرار مي گيرد پس         Z چون  -۶

0 1 2

1 1 2

1 / 2 0.9751 2
2 2

1 / 2 0.9751 2

1 2

1) : 0
2) : 0

3) 0.5

1.96( ) 04) & Rejection region:
1.96

74 785) 2.49
64 49
40 50

H
H

Z z zX XZ
Z z zS S

n n

Z

α

α

µ µ
µ µ

α

−

−

− =

− ≠

=

< − = − = −⎧− −
= ⎨ > = =⎩+

−
= = −

+

برگشت 
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 با فرض برابري واريانس  هاي دو جامعه          n2=25 و n1=16 در مثال قبل اگر      :مثال
:آزمون را دو باره انجام دهيد     

.  رد نمي شود H0 در ناحيه بحراني قرار نمي گيرد پس         T چون  -۶

0 1 2

1 1 2

1 2
1 2

1 / 2 0.975
1 2

1 / 2 0.975

2 2
2 1 1 2 2

1 2

1) : 0
2) : 0

3) 0.5

2 23
( ) 04) & Rejection region: 2.07

(1 ) (1 )
2.07

( 1) ( 1) (16 1) 64 (8 1) 49 56.65
2 23

74 785)

p

p

H
H

v n n
X XT T t t

S n n
T t t

n S n SS
n n

T

α

α

µ µ
µ µ

α

−

−

− =
− ≠

=

= + − =⎧
− − ⎪= < − = − = −⎨

+ ⎪ > = =⎩

− + − − ⋅ + − ⋅
= = =

+ −

−
= 1.23

1 17.53
16 8

= −
× +

برگشت 
٣٢٦ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

 s=0.28 از يك جامعه نرمال     n=25 اگر انحراف معيار نمونه تصادفي با حجم            :مثال

 است؟  ٣/٠باشد آيا مي توان ادعا آرد آه انحراف معيار اين جامعه آمتر از               

.  در ناحيه بحراني نيست پس فرض صفر رد نمي شود         X2 چون  -۶

0

1

2
2 2 2

, 12

2
2

2

1) : 0.3
2) : 0.3

3) 0.5

( 1)4) & Rejection region:X 13.8

(25 1)(0.28)5) 20.907
(0.3)

n

H
H

n SX

X

α

σ
σ

α

χ
σ −

=

<

=

−
= < =

−
= =

برگشت 
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 داراي توزيع نرمال با        B و دانشگاه   A فرض آنيد معدل دانشجويان دانشگاه        :مثال
б2واريانس هاي    

A و б2
A        باشند دو نمونه تصادفي به حجمهاي n1=10  و n2=7     از دو 
 و   ٠٧۶۵/٠هاي نمونه آن به ترتيب برابر با       آنيم واريانس    دانشگاه انتخاب مي   

توان ادعا آرد آه دو دانشگاه  در ميزان معني دار بودن                باشد آيا مي    مي٢٠٢٨/٠
 داراي واريانس برابر هستند؟       ٠٢/٠

. در ناحيه بحراني قرار نمي گيرد، لذا فرض صفر را رد نمي آنيم             f چون  -۶

0

1

2
/ 2 1 22

2
1 / 2 1 2

1) :
2) :

3) 0.02

F<f ( 1, 1) 0.172
4) & Rejection region:

F<f ( 1, 1) 7.98

0.07655) 0.3772
0.2028

A B

A B

A

B

H
H

n nSF
n nS

F

α

α

σ σ
σ σ

α

−

=

≠

=

− − =⎧
= ⎨ − − =⎩

= =

برگشت 
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تير هايي را آه شليك مي آند به هدف مي خورد            % ۶٠ تيراندازي مدعي است آه      :مثال
 تيري آه شليك آرده به هدف خورده باشد، در مورد اين ادعا                  ١٠٠ تير از   ۵۵اگر 

چه اظهار نظري مي توان آرد؟      

.  در ناحيه بحراني قرار نمي گيرد پس فرض صفر رد نمي شود           Z چون  -۶

0

1

1 / 2 0.9750

1 / 2 0.9750 0

1) : 0.6

2) : 0.6

3) 0.05

1.96
4) & Rejection region:

1.96

55 100 0.65) 1.02
100 0.6 0.4

H p

H p

Z z zx npZ
Z z znp q

Z

α

α

α

−

−

=

≠

=

> = =⎧−
= ⎨ < − = − = −⎩

− ×
= = −

× ×

برگشت 
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 را ترجيح مي دهند      A نفر آه مصرف آننده نوشابه هستند نوع        ٢٠٠ نفر از  ۵۶ :مثال
 را ترجيح    B نفر ديگر آه مصرف آننده نوشابه هستند نوع      ١۵٠ نفر از  ٢٩و 

 بهتر   B از نوع    A مي توان نتيجه گرفت آه نوع    ٠۶/٠مي دهند، آيا در سطح تشخيص      
است؟ 

.  پس فرض صفر رد مي شود يعني جواب مثبت است         -۶

0

1

1 / 2 0.94

2 2

1 2

1) :
2) :
3) 0.06

ˆ ˆ
4) & Rejection region: 1.555

1 1ˆ ˆ( )

56 29 56 29ˆ ˆ ˆ5) 0.28 , = =0.19, 0.24
200 150 200 150
0.28 0.19 1.95

1 10.27 0.76 ( )
200 150

A A

A A

A B

A B A B

A B A B

H p p
H p p

P PZ Z z z
pq

n n
x x x xP P p
n n n n

Z

α

α

−

=
>

=

−
= > = =

+

+ +
= = = = = = =

+ +
−

= =
× × +
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از توپ هايي را آه پرتاپ مي آند وارد سبد         % ۶٠ بازيكني مدعي است آه    :مثال
 توپ وارد سبد شده است، آيا در سطح          ١٠ توپي آه پرتاپ آرده    ١۵مي شوند، از   

مي توان اين ادعا را پذيرفت؟      %  ۵تشخيص   

 نيست پس فرض صفر را رد نمي آنيم           ٠٢۵/٠ چون احتمال محاسبه شده آمتر از      -۵
. بعبارت ديگر دليلي براي شك آردن به ادعاي بازيكن نيست            

0

1

0

0

15

10

9

0

1) : 0.6

2) : 0.6

3) 0.05

x=10,np 15 0.6 9
Rejection region:

[10 9] ( | 0.6) ( / 2) 0.025

4) ( | 0.6) ( ;15,0.6)

1 ( ;15,0.6) 1 0.5968 0.4032

x

x

H p

H p

x np P X x p

P X x p b x

b x

α

α

=

=

=

≠

=

= × =⎧
⎨ > > ⇒ > = < =⎩

> = = =

− = − =

∑

∑

برگشت 
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 آيا نسبت      بر مبناي داده هاي نمونه اي آه در جدول زير نشان داده، تعيين آنيد         :مثال
 ترجيح مي دهند، در هر     B را به ماده پاك آننده     Aواقعي مشترياني آه ماده پاك آننده       

سه شهر يكسان است يا نه؟     

H0 : θ1 = θ2 = θ3           

H1:  همه با هم برابر نيستند   θسه  

1 2 3

1 2 3

1
ˆ,

(1 ) 2
232 260 197ˆ 0.53
400 500 400

i
ij

i

n p j x x xe p
n p j n n n

p

=⎧ + +
= =⎨ − = + +⎩

+ +
= =

+ +

n1=400203197شهر ج

n1=500240260شهر ب

n1=400168232شهر الف

Aماده Bماده 

188212٣

235265٢

188212١

21eij
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X2 5.991=: ناحيه بحراني   ≥ χ2
0.95,2

،    در ناحيه بحراني قرار دارد پس فرض صفر بايد رد شود، به عبارت ديگر               X2چون 

 در سه شهر     B را بر ماده پاك آننده       Aنسبت هاي واقعي مشترياني آه ماده پاك آننده          

. ترجيح مي دهند، يكسان نيستند     

2 2 23 2
2

1 1

( ) (232 212) (203 188)... 6.48
212 188

ij ij

i j ij

f e
X

e= =

− − −
= = + =∑∑

برگشت 
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قه جدول توافقي زير از مطالعه بستگي بين استعداد شخصي در رياضيات و علا           :  مثال
 او را در   او به آمار به دست آمده است، مستقل بودن استعداد رياضي شخص و علاقه              

 آزمون آنيد؟   ٠/ ٠١سطح معني دار بودن    

عالي٩٠٢٩۴٧١۴

علاقه به 
آمار

٣۶٠

١۵٠
١٢٠

fi0

٧۵١۵٠١٣۵f0j

متوسط٣١۶١۵٨
ضعيف١۵۴٢۶٣
ضعيفمتوسطعالي

استعداد رياضي

١٩٣٨٣۴٣

٣١۶٢۵۶٢

٢۵۵٠۴۵١

٣٢١eij

3

0
1

3

0
1

3 3

1 1

0 0( )( )

i ij
j

j ij
i

ij
i j

i j
ij

f f

f f

f f

f f
e

f

=

=

= =

=

=

=

=

∑

∑

∑∑
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H0:  استعداد رياضي و علاقه به آمار مستقلند       

H1:  ايــــن دو متغيـــر مستقــــل نيس ـــتند            

X2ناحيه بحراني     ≥ χ2
0.99,4=13.277 ) v=(3-1)(3-1)=4 (

X2چون   ≥ )  مستقل بودن استعداد رياضي و علاقه به آمار        ( پس فرض صفر    13.277
. شود رد مي

2 2 23 3
2

1 1

( ) (63 45) (29 19)... 32.51
45 19

ij ij

i j ij

f e
X

e= =

− − −
= = + + =∑∑

برگشت 
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فرض آنيد جدول زير تعداد خطاهاي يك تايپيست در هرصفحه از يك متن                  : مثال
ن است؟   صفحه اي است، آيا تعداد خطاها در تايپ متغير تصادفي با توزيع پواس              ۴۴٠

٢/٢٢٠۵٠۴/٠١٨۶
۵/٩٠٢١۶/٠١٠٧

    ٣/١۴    ۶/٢٨       ١٣        ٣٠٠٨١/٠

٠/۴۴١٠٠٨/٠۴۶۵
٩/٧٣١۶٨٠/٠٨٢۴
۶/٩٨٢٢۴٠/٠١٠٧٣
۶/٩٨٢٢۴٠/٠١٠٣٢
٧/۶۵١۴٩٢/٠۵٣١

٢١٫٩٠۴٩٨/٠١٨٠

∑fi=f
٢/١٠٠٢٧/٠١٩

هاي مورد انتظار فرواني
ei=pif

تعداد خطاها)fi( فراواني مشاهده شده λ=3هاي پواسن با   احتمال

ادغام
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.جامعه داراي توزيع پواسن است        : H0فرض صفر   

.جامعه داراي توزيع پواسن نيست        : H1فرض مقابل    

پس نمي توان فرض صفر را آه دارا بودن توزيع پواسن جامعه است، رد                      : نتيجه گيري  
نمود  

1

2 2 2
2

1

2 2 2
0.95

(0 18)(1 53)...(8 2)(9 1) 1341ˆ 3.05
440 440

( ) (18 21.9) (13 14.3)... 5.95
21.9 14.3

=0.05
v=s-t-1=8-1-1=6 5.95 not 12.6
Rejection region: 12.6

k

i i
i

k
i i

i i

x f
X

N
f eX

e

X X

λ

α

χ

=

=

× × × ×
= = = = =

− − −
= = + + =

⎧
⎪ ⇒ ≥⎨
⎪ ≥ ⇒ ≥ =⎩

∑

∑

برگشت 
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رگرسيون و همبستگي: فصل دوازدهم
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 دو متغير تصادفي از دو جامعه آماري مختلف باشند   Y و Xفرض آنيد 
نشان    ) x , y(هر مشاهده از اين دو متغير را به صورت زوج مرتب 

:مي دهيم در اين فصل دو مسأله زير مورد بررسي قرار مي گيرد 

وجود دارد؟) رابطه اي( همبستگي Y و  X آيا بين دو متغير  -١

 آيا اين همبستگي يا رابطه را مي توان به صورت معادله بيان نمود؟   -٢

 براي مثال مي خواهيم برسي آنيم آه آيا بين سن و وزن افراد رابطه اي   
وجود دارد و اگر رابطه اي وجود دارد معادله اي را آه اين رابطه را 

معمولا متغيري آه از روي مقادير آن پيشگويي    . بيان مي آند پيدا آنيم 
 نشان    Y و متغيري آه پيشگويي مي شود را با Xانجام مي شود را با 

.  را متغير وابسته مي ناميمY را متغير مستقل و  X.  مي دهيم
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:  باشند y و  xبراي مثال اگر جدول زير دو نمونه از دو متغير تصادفي            

دارد؟   هدف بررسي اين موضوع است آه آيا بين سن و وزن افراد رابطه اي وجود              

 را متغير وابسته در نظر بگيريم هدف تعيين         y را متغير مستقل و      xاگر  

. باشد مي µy|xميانگين شرطي     يا   x به ازاي مقدار مفروضي از       yمتوسط مقدار      •

 باشند  y وx تابع احتمال توأم دو متغير تصادفي        f(x,y)آه اگر   

.  ناميده ميشود  x به روي   yمعادله رگرسيون     

|

|

( | ) . ( | )

( | ) . ( | )

y x y

y x
y

E y x y k y x dy

E y x y k y x

µ

µ

= =

= =

∫
∑

٢/٨٧   ۵/۶۵  ٠/۶٩/٩    ٢۴  ٠/۵٩    ٩/۶٠/٧   ٩۵    ٢/٩۵   ٠/۶٣  
٣/۶۵

(Y)وزن  
۵٣٩       ٠        ۴٠        ۵٣       ٨۵        ۴٢       ۴٨        ۵۶        

۴٢       ۴۵
(X)سن  
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 با چگالي توأم زير y و xبا مفروض بودن متغير هاي تصادفي  :مثال
 را بيابيد؟   x روي yمعادله رگرسيون 

(1 )

(1 )

|

; , 0
( , )

0 ;other point

; 0
( )

0 ;other point

; 0( , )( | )
( ) 0 ;other point

1 ; 0
( | ) . ( | ) .

0 ;other point

x y

x
x y

y

xy

xy
y x y y

xe x y
f x y

e x
g x xe dy

xe yf x yk y x
g x

x
E y x y k y x dy y xe dy xµ

− +

−
− +

−

−

⎧ >
= ⎨
⎩

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

⎧ >
= = ⎨

⎩
⎧ >

= = ⎨
⎩

⎧ >⎪= = = = ⎨

∫

∫ ∫
⎪⎩
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 خطي x نسبت به yاگر منحني رگرسيون  :  رگرسيون خطي
باشد معادله آن را به صورت  

ضرايب رگرسيون ناميده   β و αدر نظر مي گيريم آه در آن 
:به دلايل زير رگرسيون خطي مورد توجه مي باشد   . شوند مي

.معادلات به سادگي صورت مي گيرد   اعمال رياضي بر اين •
اغلب تقريب بسيار خوبي براي معادلات رگرسيون پيچيده تر  •

.هستند
.در حالت توزيع نرمال دو متغيره معادلات رگرسيون خطي اند   •

|y x xµ α β= +
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 خطي باشد آنگاه x روي  y اگر رگرسيون  :قضيه

ولي در اغلب مواقع اطلاعي از توزيع توأم دو متغير تصادفي         
براي محاسبه رگرسيون خطي نداريم در اين حالت از روي       

زنيم آه معادله     را تخمين ميβ و  αنمونه تصادفي مقادير 
:  دهيم شده را به صورت زير نشان مي) تخمين(برآورد 

2

| ( )

y xy

y x x
y x y x

yx
y x

x

x

σ σ
β ρ

σ σ σ
µ µ ρ µ

σσ
α µ ρ µ

σ

⎧
= =⎪

⎪= + − ⇒ ⎨
⎪ = −⎪⎩

ˆˆŷ xα β= +
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 نمونه n فرض آنيد :برآورد پارامترها به روش آمترين مربعات
 مشاهده شده است آه هر زوج از    Y و  Xاز دو متغير تصادفي   

مسأله ما پيدا آردن    ) xi , yi(دو متغير تصادفي به صورت  
 نقطه تا جايي آه امكان دارد به     nمناسب ترين خط به طوري آه 

خط رگرسيون نزديك باشد 
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:برآورد پارامترها به روش آمترين مربعات

 مشاهده به صورت زير در نظر گرفته  nمدل مورد نظر براي  •
: مي شود

 ها متغير تصادفي نرمال با ميانگين صفر و Eiآه در آن  
.باشد مي б2واريانس 

در اين روش براي تخمين ضرايب رگرسيون عبارت زير را آه    
:مجموع مانده ها نمايده مي شود، مينيمم مي گردد 

i i iY X Eα β= + +

2 2

1 1

ˆ( )
n n

i i i
i i

SSE e y y
= =

= = −∑ ∑
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:برآورد پارامترها به روش آمترين مربعات

معادلات نـــــرمال      اين معادلات را   

آه از حـــل اين دستگاه         مي ناميم  

.  ضرايب رگرسيون بدست مي آيد     

2 2 2

1 1 1

1

1

1 1

2

1 1 1

ˆˆˆ

ˆˆˆ( ) ( )

ˆˆ2 ( ) 0
ˆ

ˆˆ2 ( ) 0ˆ

ˆˆ

ˆ

n n n

i i i i i
i i i

n

i i
i
n

i i i
i

n n

i i
i i

n n n

i i i i
i i i

y x

SSE e y y y x

SSE y x

SSE x y x

n x y

x x x y

α β

α β

α β
α

α β
β

α β

α

= = =

=

=

= =

= = =

= +

= = − = − − ⇒

∂⎧
= − − − =⎪ ∂⎪

⎨∂⎪ = − − − =
⎪ ∂⎩
⎧

+ =⎪⎪ ===⇒⎨
⎪ + =
⎪⎩

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑
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:برآورد پارامترها به روش آمترين مربعات

پس از حل دستگاه معادلات نرمال ضرايب رگرسيون از روابط زير به 
:  دست مي آيد

2 2 2

2 2 2

2
2

1) ;

2) ( ) ( )

3) ( ) ( )

4) ( )( )

( )ˆ ˆ5)

ˆ ˆˆ &

i i

xx x i i

yy y i i

xy i i i i

xy
yy xx yy yy xy

xx

xy

xx

x y
x y

n n
S SS x x x nx

S SS y y y ny

S x x y y x y nxy

S
SSE S S S S S

S
S

y x
S

β β

α β β

⎧
⎪ = =
⎪
⎪ = − = −∑ ∑⎪⎪ = − = −∑ ∑⎨
⎪ = − − = −∑ ∑⎪
⎪
⎪ = − = − = −
⎪⎩

= − =

∑ ∑
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مطلوبست خط رگرسيون  و مجموع مانده ها براي داده هاي جدول زير؟               :مثال

2 2

2

100 10
10
564 56.4
10

ˆ

6945 10 10 56.4 3.471
1376 10 10

ˆˆ 56.4 3.471 10
21.69

ˆ 222.745

i

i

xy i i

xx i

yy xy

x
x

n
y

y
n

S x y nxy
S x nx

y x

SSE S S

β

α β

β

= = =

= = =

−∑= =
−∑

− × ×
= =

− ×
= − = − ×
=

= − =

∑

∑

36562
7056
441
8281
3600
1936
1369
5329
4225
3364
961

yi
2

100
17
1

22
12
7
4

14
10
9
4

xi

13766945564∑
289142884
12121

484200291
14472060
4930844
1614837
196102273
10065065
81
16

xi
2

522
124

xiyi

58
31

yi
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  بر X وYمطلوبست معادله رگرسيوني خطي و مجموع مانده ها بين دو متغير            :تمرين
:  طبق نتايج حاصله زير  از نمونه        ١۵اساس نمونه تصادفي به اندازه     

با  ,   نشان مي دهيم  y  براي تعيين رابطه هزينه حمل يک کالا که آن را با             :تمرين
 فروشگاه را    ٨نمونه اي تصادفي شامل     ,  نشان مي دهيمxفاصله فروشگاه که آن را با      

:انتخاب و براساس آن نتايج زير را بدست آورده ايم           

  معادله خط رگرسيون و مجموع مانده ها را حساب آنيد؟          

2 2

162 1840.5 19945.7

1820.2 1348
i i i i

i i

x y x y

x y

= = =∑ ∑ ∑

= =∑ ∑

١۶٩
١۴

۵۶
٢١

۴٩
١٢

٩۵
۶

١٣٩
١۵

٩١
٢١

۶٨
١٠

١١٣ (Y)
٨ (X)
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 در اين تحليل فرض مي شود آه به :تحليل رگرسيوني نرمال
،  yi ثابت، چگالي شرطي متغيرهاي تصادفي   xiازاي هر 

چگالي نرمال  

. است

 α ،β مشاهده مي توان nبا استفاده از برآورد درست نمايي براي 
 را تخمين زد آه با مقايسه نتايج آن مشاهده مي گردد آه бو  

همان نتايج روش آمترين مربعات براي تخمين پارامترها به 
.  آيد دست مي

2( )1
21( | ) ,

2

i iy x

i i iw y x e y
α β
σ

σ π

− +⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦= ⋅ ∈
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  :روابط زير در تحليل رگرسيوني نرمال صادقند

2
2

2

2 2 2

2
2

22

ˆˆ ˆ1) is normal &

ˆ ˆ( ) & var( ) ( )

ˆ ˆ2) is normal &

ˆ ˆ( ) & var( )

3) & ( )
2

4) ( 2)

i

xx

xy

xx

xx

n

y x
x

E
nS

S
S

E
S

SSES E S
n

Sn

α α β

α α α σ

β β

σβ β α

σ

σ −

= −

= =

=

= =

= =
−

− Χ

∑
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براي ضرايب رگرسيون و خط  % (α-1)100 فاصله اطمينان  يك
: مفروض به شكل زير محاسبه مي گرددxرگرسيون به ازاي 

1 / 2,( 2 )

1 / 2,( 2)

2

( 2) 1 / 2,( 2)2

( 2)

2
0 0 0

0 02
0

ˆ ˆ; : .

ˆ ˆ; : .

ˆ ( )1ˆ; : . 1
( )11

~

~
n

n

i
n n

xxi

xx

n
xx

xx

xx

xx

x
T t t S

nSx
S

nS

ST t tS S
S

y y x xT y y t S
n Sx xS

n S

α

α

α
α α α α

β β β β
− −

− −

− − −

−

−
= ±

−
= ±

− −
= ± + +

−
+ +

∑
∑
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: آزمون فرض براي ضرايب رگرسيون 

T<-t1-α/2

T>t1-α/2

β ≠ β0

T>t1-αβ >β0

T<-t1-αβ < β0

β = β0

T<-t1-α/2

T>t1-α/2

α ≠ α 0

T>t1-αα > α 0

T<-t1-αα < α0

α = α0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

0
2

ˆ

2

i

xx

T
x

S
nS

v n

α α−
=

= −

∑

0
ˆ

2
xx

T S
S

v n

β β−
=

= −
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:  مفروضx0آزمون فرض براي خط رگرسيون به ازاي   

T<-t1-α/2

T>t1-α/2

y ≠ y 0

T>t1-αy > y 0

T<-t1-αy < y0

y = y0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

0
2

0

ˆ

( )11

2
xx

y yT
x xS

n S
v n

−
=

−
+ +

= −
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جدول زير تعداد ساعات مطالعه در برابر نمره دريافتي براي   :مثال
با توجه به اين داده ها مطلوبست  .  نفر مي باشد١٠درس زبان براي 

x روي yمعادله خط رگرسيون •

βبراي % ٩۵يك فاصله اطمينان •

٠١/٠  در  سطح β>3 در برابر β=3آزمون فرض •

٨۴
١٧

٢١
١

٩١
٢٢

۶٠
١٢

۴۴
٧

٣٧
۴

٧٣
١۴

۶۵
١٠

۵٨
٩

٣١ (Y)
۴ (X)
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2 2

2

100 10
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564 56.4
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6945 10 10 56.4 3.471
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∑
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1 / 2,( 2) 1 / 2 ,( 2)

2 2 2

2 2 2

2

1376 10 10 376

36562 10 (56.4) 4752.4
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    .رد نمي شود H0 در ناحيه بحراني نيست پس فرض  Tچون  -۶

0

1

0
0.99,8

1) : 3
2) : 3

3) 0.01 1 0.99

ˆ
4) & Rejection region:T>t 2.90

3.47 35) 1.722
28

376

xx

H
H

T S
S

T

β
β

α α

β β

=

>

= ⇒ − =

−
= =

−
= =
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. براي جدول مقادير زير معادله خط رگرسيون را بنويسيد              :تمرين

. براي ضرايب رگرسيون به دست آوريد      %  ٩۵يك فاصله اطمينان   •

x0=47 پيدا آنيد وقتي   y0براي   %  ٩۵يك فاصله اطمينان   •

 انجام دهيد؟   ٠۵/٠ در سطح   β≠0 را در مقابل    β=0آزمون فرض    •

 انجام دهيد؟   ٠۵/٠ در سطح   α<40 را در مقابل    α=40آزمون فرض    •

 انجام     ٠۵/٠ در سطح   x0=47  وقتي  y0>75 را در مقابل     y0=75آزمون فرض   •

دهيد؟ 

٨٢٧٨۵٢۶۵٧٣٩٢٨٩۵۶٩٨٧۵Y
۶۴۴٣٢١٣٩٢٨۵٧۴٧٣۴٧۵۵٢X
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:همبستگي
ضريب  .   باشند f(x,y) دو متغير تصادفي با تابع احتمال توأم           Y و  Xاگر   :  يادآوري 

:  به صورت زير نشان داده و تعريف مي کنيم      Y و X خطي بين    همبستگي 

 استفاده     Y و  X بين دو متغير تصادفي     همبستگي خطي   براي برسي چگونگي      •

. مي کنيم

.  مستقل باشند ضريب همبستگي بين آنها صفر است         Y و Xاگر  •

.  قرار دارد [1 , 1-]ضريب همبستگي همواره در فاصله      •

. ضريب همبستگي بستگي به واحد اندازه گيري ندارد           •

در اين حالت اندازه هاي دو متغير با هم تغيير مي آنند يعني اگر               : همبستگي مستقيم   •

يكي زياد شود ديگري هم زياد مي شود و برعكس         

. در اين حالت دو متغير در جهت مخالف هم مي باشند          :  همبستگي معكوس   •

( , ) xy

x y

X Y
σ

ρ ρ
σ σ

= =
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:همبستگي

حال اگر تابع احتمال توأم را نداشته باشيم و هدف تعيين  
چگونگي همبستگي بين دو متغير تصادفي باشد براي تعيين آن   
دو نمونه تصادفي از دو متغير تصادفي انتخاب و از رابطه زير   

.استفاده مي آنيم

2 2 2 2

( , )

( )( )

xy

x y

xy i i

yy xx i i

X Y

S x y nxyr
S S y ny x nx

σ
ρ ρ

σ σ
= =

−∑= =
− −∑ ∑
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: rآزمون فرض براي معني دار بودن همبستگي با توجه به   

Z<-t1-α/2

Z>t1-α/2

ρ ≠ ρ 0

Z>t1-αρ > ρ 0

Z<-t1-αρ < ρ 0

ρ = ρ0

T<-t1-α/2

T>t1-α/2

ρ ≠ ρ 0

T>t1-αρ > ρ 0

T<-t1-αρ < ρ 0

ρ = ρ0

HH00آماره آزمونآماره آزمونHH11ناحيه بحرانيناحيه بحراني

2

2
1
2

r nT
r

v n

−
=

−
= −

3 (1 )(1 )ln
2 (1 )(1 )

Z

n r
r

ρ
ρ

=

− + −
⋅

− +
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 محاسبه شده است ميزان       r=0.966 تايي انتخاب و  ١٠فرض آنيد يك نمونه    :مثال
 آزمون آنيد؟   ٠۵/٠معني دار بودن همبستگي را در سطح        

. ست در  هر دو آزمون فرض صفر رد مي شود، يعني وجود همبستگي معني دار ا              -۶

0

1

0.975,8

2
0.975,8

2

0.975

1) : 0
2) : 0

3) 0.05 1 / 2 0.975

T<-t 2.3124) & Rejection region:
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تحليل واريانس: فصل سيزدهم
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:مقدمه

:در مسائل تحليل واريانس بررسي مي آنيم آه 

آيا تفاوتهاي مشاهده شده بين بيش از دو ميانگين نمونه اي را  
مي توان معلول تصادف دانست و يا بين ميانگين هاي جامعه هاي     

مورد نمونه گيري تفاوت هاي واقعي وجود دارد؟  

مثلاً ممكن است بخواهيم بر مبناي داده هاي نمونه اي تصميم     
بگيريم آيا واقعاًٌ تفاوتي بين ميزان مؤثر بودن سه روش تدريس   
يك درس وجود دارد يا آيا واقعاً تفاوتي بين متوسط مصرف  
بنزين چند ماشين وجود دارد يا نه؟ يا آيا تفاوتي بين ميزان مؤثر    

بودن چند ماده شيميايي شوينده وجود دارد؟    
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:تحليل واريانس يكطرفه
 جامعه k از n نمونه تصادفي به اندازه   kدر حالت آلي در چنين مسائلي،  

.  نشان مي دهند xij ام را با i ام از جامعه jداريم آه مقدار 
ها مســــتقلندxijفرض مــي آنيم آه 

 و داراي تـــــوزيع هاي نــــــرمال با 
و واريانس مشتـرك µiميـانگين هاي 

 б2 پس مي توان نوشت.  باشند :

 اثرهاي تيماري ها αi اطلاق مي شود و ميانگين آل µآه در اينجا به 
ناميده   مي شوند آه  

; : (0, )ij i ij ij

ij i ij

x e e n

x e

µ σ

µ α

= + ⇒

= + +

xkn…xk2xk1   جامعهk
…………

 .....

x2n…x22x21  ٢جامعه
x1n…x12x11  ١جامعه

1
0

k

i
i
α

=

=∑
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:تحليل واريانس يكطرفه
آزمون فرض ما عبارتست از فرض برابري ميانگين هاي جوامع    

)µ1=µ2=…=µk (در برابر نابرابري آنها يا

:قضيه

0

1

: 0
; 1, 2,...,

: ; 0
i

i

H
i k

H i
α

α
=⎧

=⎨ ∃ ≠⎩

2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

( )

k n k k n

ij i ij i
i j i i j

x x n x x x x

SST SS Tr SSE
= = = = =

− = − + −

= +

∑∑ ∑ ∑∑

SST :    مجموع آل مربعات
SS(Tr) :    مجموع مربعات تيمارهاSSE :    مجموع مربعات خطا

: مشاهده nk        ميانگين همه     ام i         ميانگين مشاهدات جامعه         ix: x
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:تحليل واريانس يكطرفه
:قضيه

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1& ( )
k n k

ij i
i j i

SST x T SS Tr T T
kn n kn= = =

= − = −∑∑ ∑
Ti· :       مجموع مشاهدات براي تيمارi ام T·· :   مجموع همهnk مشاهده 

2 2 2
( 1)2

1 1

2 2 2
12

1

1 ( ) :
( 1)

( )( ) :
1

( )
( 1) ( )1 : ( 1, ( 1))
( 1)

( 1)

k n

ij i k n
i j

k

i k
i

SSEx x
k n

n SS Trx x
k

SS Tr
k n SS TrkF F k k nSSE k SSE

k n

σ
σ

σ
σ

−
= =

−
=

− Χ ⇒
−

− Χ ⇒
−

−−= = − −
−

−
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∑
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:تحليل واريانس يكطرفه
: نتيجه آزمون

 بيشتر شود فرض   F1-α(k-1,k(n-1)) از Fهرگاه مقدار حاصل 
  .شود  رد ميαصفر در سطح 

SSTKn-1 جمع

SSEK(n-1) خطا

SS(Tr)K-1 تيمارها

F   مجموع   ميانگين مربعات
مربعات 

درجه  
منبع تغيير  آزادي  

( )( )
1

SS TrMS Tr
k

=
−

( 1)
SSEMSE

k n
=

−

( )MS Tr
MSE
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 درجه    فرض آنيد آه بخواهيم عمل پاك آنندگي سه ماده پاك آننده را بر مبناي                   :مثال
 قواره پارچه سفيد آه ابتدا به مرآب آلوده شده و سپس در يك ماشين             ١۵سفيدي  

   :لباس شويي با اين سه ماده پاك آننده شسته شده اند مقايسه آنيم           
در سطح معني دار بـــودن       

 آزمون برابـــــري       ٠١/٠
٧٧ميانگين ها را انجام دهيد؟     

٧٠
٨٠

k) تيمار(جامعه ٨٠٨٢٨۵٧۶
٢) تيمار(جامعه ۶۶٧۴۵٨٧٢
١) تيمار(جامعه ٧۶٧١٨١٧٧

0

1

1- 0.99

1) : 0
; 1,2,...,

2) : ; 0
3) 0.01 1 0.99

( )4) & Rejection region:

F>F ( 1, ( 1));F>F (2,12) 6.93

i

i

H
i k

H i

MS TrF
MSE

k k nα

α
α

α α

=⎧
=⎨ ∃ ≠⎩

= ⇒ − =

=

− − =
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محاسبه آماره    ) ۵

SST=85041-1/15(1125)2=666
SS(Tr)=1/5(3852+3402+4002)-1/15(1125)2=390
SSE=SSt-SS(Tr)=666-390=276

.  در ناحيه بحراني قرار مي گيرد پس فرض صفر رد مي گردد            Fچون مقدار    ) ۶

جمع 6614
خطا 2327612=276/12

تيمارها 1953902=8.48390/2=195/23

F   مجموع   ميانگين مربعات
مربعات 

درجه  
منبع تغيير  آزادي  

∑∑x2
i=85041T··=1125T3·=400T2·=340T1·=385

٣٧٢ B_Akrami58@yahoo.com  http://www.ieiso.blogfa.com

 :تحليل واريانس دو طرفه 
براي شخصي است ) برحسب دقيقه(داده هاي زير مربوط به زمان لازم 

تلف آه با اتومبيل خود از شنبه تا چهارشنبه با استفاده از چهار مسير مخ
:به سر آار خود مي رسد

ميانگين هاي ايـن چهــار نمونه
،٠/٢٧، ٨/٢۵عبــــــارتند از 

چون اخـتلاف .٢/٢٨ و  ٢/٣٠ 
بين ميانگين ها نسبتا بزرگ است اين استنتاج معقول خواهد بود آه        
اختلاف بين متوسط زمان لازم براي رسيدن شخص به محل آار خود از   
چهار مسير مختلف وجود دارد ولي اين امر از تحليل واريانس يك طرفه  

نتيجه نمي شود زيرا با استفاده از محاسبات لازم داريم 

0.95,3,162.80 & 3.24F F= =

۴مسير ٣٠٣٠٢٧٢٨٢۶
٣مسير ٣٣٣٠٣٣٢٩٢٩
٢مسير ٢٩٢۶٢٨٢٧٢۵
١مسير ٣١٢۵٢۵٢۶٢٢
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 :تحليل واريانس دو طرفه 
ها را پس اين اختلاف هاي نسبتاً بزرگ بين ميانگين ها و مقادير بين نمونه   

در هر دسته معلول آدام علت مي توان دانست؟  
اختلاف و تغيير در داخل نمونه ها مي تواند معلول شرايط رانندگي در    
روزهاي مختلف هفته دانست آه اگر چنين باشد، اين تغييرات، مجموع 
مربعات خطا را در تحليل واريانس يك طرفه تحت تاثير خود قرار     

بزرگتر شدن مخرج آن و در    (Fمي دهد آه اين اثر موجب تغيير آماره 
مي شود آه اين تغيير خود باعث بي معني ) Fنهايت آوچك شدن خود 

.شدن نتيجه آزمون مي گردد 
تكليف چيست؟ 

شرايط رانندگي در روزهاي (يك راه حل اين است آه عامل غير مربوط 
را ثابت بگيريم براي مثال نتايج را براي يك روز در نظر  ) مختلف
.ولي با اين آار به ندرت به اطلاعاتي آه لازم داريم، مي رسيم. بگيريم
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 :تحليل واريانس دو طرفه 
امكان ديگر اين است آه عامل غير مربوط را در روي بردي به وسعت   
فته لازم تغيير دهيم به طوري آه به توان تغيير ناشي از آن را اندازه گر

واريانس  يعني يك تحليل  .  و بنابراين از مجموع مربعات خطا حذف نمود
در ( انجام داد آه در آن، تغييرات آل داده ها به سه جزء تيمارها دو طرفه

در مثال ما شرايط رانندگي در (عامل غير مربوط ) مثال ما چهار مسير
. و خطاي آزمايش افراز مي شود) روز هاي مختلف
در (نام دارد و به اجزاي عامل غير مربوط    بلوك بندي   روش پيشنهادي

. بلوك اطلاق مي شود) مثال ما شرايط رانندگي در روز هاي مختلف
پس بلوك ها سطوحي هستند آه در آن سطحها عامل غير مربوط ثابت در 
نظر گرفته مي شود و اگر هر تيمار در هر بلوك به تعداد دفعات مساوي  

. استطرح بلوآي آاملظاهر شود گوييم آزمايش يك 
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 :تحليل واريانس دو طرفه 
ها مسـتقلند و داراي تـوزيع هاي نرمال با  xijفرض مــي آنيم آه 

پس مي توان    .  باشندб2 و واريانس مشترك  µijميانگين هاي  
نوشت 

اثرهاي  ها αi اطلاق مي شود و ميانگين آل µآه در اينجا به 
 ناميده   مي شوند آه اثرهاي بلوآيها  βi  و  تيماري

Xkn…Xk2Xk1  تيمارk
…………

 .....

x2n…x22x21  2تيمار
x1n…x12x11 ١تيمار
١بلوك ٢بلوك ...nبلوك  

; : (0, )
ij i j ij

ij

x e

e n

µ α β

σ

= + + +

1 1
0 & 0

k n

i j
i j
α β

= =

= =∑ ∑
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:تحليل واريانس دو طرفه 
آزمون فرضي آه انجام خواهيم داد عبارت  است از دو فرض      

در برابر دو فرض  “ اثرهاي تيماري و بلوآي صفرند ”صفر 
“ اثرهاي تيماري و بلوآي همه برابر صفرنيستند ”مقابل 

0

0

1

1

: 0 ; 1, 2,...,
: 0 ; 1, 2,...,

: ; 0
: ; 0

i

j

i

j

H i k
H j n

H i
H j

α
β

α
β

= =⎧⎪
⎨ ′ = =⎪⎩

∃ ≠⎧⎪
⎨ ′ ∃ ≠⎪⎩
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:تحليل واريانس دو طرفه 
:  قضيه

2 2 2

1 1 1 1

2

1 1

( ) ( ) ( )

( )

( )

k n k k

ij i j
i j i j

k n

ij i j
i j

x x n x x kn x x

x x x x

SST SS Tr SSB SSE

= = = =

= =

− = − + −

+ − − +

= + +

∑∑ ∑ ∑

∑∑

SSB :    مجموع مربعات تيمارها

SS(Tr) :    مجموع مربعات تيمارهاSSE :    مجموع مربعات خطا

مجموع آل مربعات    : SST ام j          ميانگين مشاهدات بلوك       

x مشاهده nk        ميانگين همه     امi         ميانگين مشاهدات تيمار         ix

jx
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:تحليل واريانس دو طرفه 
:  قضيه

2 2

1

1 1n

j
j

SSB T T
k kn=

= −∑

T·· :      مجموع آل تمام مشاهداتT·· :         مجموع مقادير حاصل براي بلوكjام 
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نتيجه آزمون :  تحليل واريانس دو طرفه 

: فرض هاي صفر رد مي شود اگر

SSTKn-1 جمع

SSE(K-1)(n-1) خطا

SSBn-1 بلوك ها

SS(Tr)k-1 تيمارها

F   مجموع   ميانگين مربعات
منبع تغيير  درجه آزادي   مربعات 

( )( )
1

SS TrMS Tr
k

=
−

1
SSBMSB
n

=
−

( 1)( 1)
SSEMSE

k n
=

− −

( )
Tr

MS TrF
MSE

=

B
MSBF
MSE

=

1 1( 1, ( 1)( 1)) & ( 1, ( 1)( 1))Tr BF F k k n F F n k nα α− −≥ − − − ≥ − − −
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 آزمون آنيد آه آيا     ٠۵/٠براي جدول داده هاي زير در سطح معني دار بودن          :مثال
معني دار     )  تيمارها  (اختلاف هاي بين ميانگين هاي حاصل براي مسير هاي مختلف                

هستند يا نه، و نيز آيا اخــتلاف هاي         
بين ميــــــــانگين هاي حاصل براي            

)  بلوك ها (روز هـــــاي مختلف هفته       

  معني دارند يا نه؟  
0 1

10

Tr 1-

0.95

B 1-

: 0 ; 1, 2,..., : ; 0
1) 2)

: ; 0: 0 ; 1, 2,...,

3) 0.05 1 0.95

F >F ( 1, ( 1)( 1))( )
;F>F (3,12) 3.49

4) Rejection region:
F >F ( 1, (

i i

jj

Tr

B

H i k H i
H jH j n

k k nMS TrF
MSE

MSB n kF
MSE

α

α

α α
ββ

α α

= = ∃ ≠⎧ ⎧⎪ ⎪
⎨ ⎨ ′′ ∃ ≠= = ⎪⎪ ⎩⎩
= ⇒ − =

− − −⎧⎧ ⎨=⎪ =⎪ ⎩⇒⎨
− −⎪ =

⎪⎩
0.95

1)( 1))
;F>F (4,12) 3.26

n

⎧
⎪
⎪
⎨

−⎧⎪
⎨⎪ =⎩⎩

۴مسير ٣٠٣٠٢٧٢٨٢۶
٣مسير ٣٣٣٠٣٣٢٩٢٩
٢مسير ٢٩٢۶٢٨٢٧٢۵
١مسير ٣١٢۵٢۵٢۶٢٢
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 محاسبه آماره    -۵

جمع 19=153.220-1
خطا 12=4*2.2727.23=27.2/12

بلوك ها 18.373.24=8.0673.2/4=18.3/2.27
تيمارها 17.652.83=7.7552.8/3=17.6/2.27

F   مجموع   ميانگين مربعات
منبع تغيير  درجه آزادي   مربعات 

SSE=153.2-52.8-73.2=27.2
SSB=1/4(992+…+1232)-1/20(556)2=73.2
SS(Tr)=1/5(1292+…+1412)-1/20(556)2=52.8
SST=15610-1/20(556)2=153.20

∑x2=15610
T··=556T4·=141T3·=151T2·=135T1·=129
T·5=123T·4=111T·3=113T·2=110T·1=99
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: نتيجه آزمون) ۶

 بيشتر است و همچنين  F0.95,3,12=3.49 از FTr=7.75چون   

FB=8.06 از F0.95,4,12=3.26 بيشتر است نتيجه مي گيريم آه 

هر دو فرض صفر بايد رد گردد به عبارت ديگر، اختلاف هاي   

بين ميانگين هاي حاصل براي چهار مسير مختلف و همچنين     

اختلاف هاي بين ميانگين هاي حاصل براي روزهاي مختلف هفته   

.  معني دار است
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پايان


