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و تحليل، تفصيل،دهي آوري اطلاعات، سازمان آمار علم جمع باشـد، بـه عبـارت ديگـر آمـار گيري اطلاعـاتي مـيو نتيجههاآنتجزيه

و طبقه جمع هم آوري  اند. گيري در شرايط نامطمئن نيز گفته چنين آمار را هنر تصميم بندي همراه با استنباط است.

 ��ز� ����و ��ل ��از
ا:اول 	��
به زبان رياضي را مدلسازي رياضي هرميبيان مسأله به گويند. و ابتدايي كار برده شده ساده چقدر مفاهيم رياضي و نتيجه تر به تر ي كار

 تر است. سازي با ارزش تر باشد، مدل مورد نظر نزديك پديده

صا عبارت گيري اندازه به يك به اطلاعات عددي ست از تخصيص معيار عددي  است. گيري اندازهفت. اولين قدم براي رسيدن

در در مدلسازي رياضي با اندازه و و كار داريم تفاضل مقـدار واقعـي گيري اندازههمواره خطا وجود دارد. خطاي گيري اندازهگيري سر

و مقدار   است. كمتر گيري اندازهباشد. اين خطا لزوماً از واحدميشده گيري اندازهداده

180اگر قد شخصي برابر:مثال� را معين كنيد. گيري اندازه/6  شده باشد، مدل قد او

:حل�

180 6 0 1H / E E /= + <  
را اندازه1/0چون توانستيم تا  گيري كوچكتر باشد. گيري كنيم پس بايد خطا از واحد اندازه متر

به:مثال� ERصورت اگر شعاع كره اي += .بنويسيدمقدار خطاست مدلسازي شده باشد، مدلي براي حجم كرهEكه در آن3

:حل�

3 3
1

4 4 43 27 3 9 36 36 36
3 3 3

V (R) ( E) ( E) E E= π = π + = π + × = π + π = π +

14در يك استوانه مدل شعاع قاعده: مثال� ER 23و مدل ارتفاع=+ Eh چه است. در اين صورت حجم استوانه از=+

؟كند مدلي پيروي مي

:حل�

2 2
1 2 1 24 3 48 24 16V R h ( E ) ( E ) E E= π = π + + = π + π + π

�و ����دوم 	�����  : 
كه درباره آماري مجموعهي جامعه مي اي از افراد يا اشيا است خواهيم موضوع يا موضوعاتي را مطالعه كنيم. تعدادي اعضاي آن

ميي اعضاي جامعه را اندازه مياگر تمام افراد گوييم. جامعه سر جامعه را مورد مطالعه قرار دهيم  ايم. شماري كرده گوييم

 مشكلات سرشماري:
به تمام اعضاي جامعه وقت-2 در دسترس نبودن تمام اعضاي جامعه-1  گير بودن دسترسي

 از بين رفتن جامعه در برخي از مطالعات-4 گران تمام شدن بررسي تمام اعضاي جامعه-3

از نمونه زيرمجموعه  آماري است.ي جامعه اي
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 نمونه تصادفي:
مي اگر جامعه كه بهي آماري را صورت سرشماري خواهيم روي موضوعات آن مطالعاتي انجام دهيم كوچك باشد، معمولاً مطالعه را

مي  دهيم. انجام

به علت وسعت جامعه نمي نمونه: (بررسي كليه اجزاي جامعه) انجام دهيم. در اين گاهي به بررسي توانيم سرشماري مواقع اقدام

ميي تصادفي بخشي از جامعه به آماري و نتايج حاصل را مي كنيم به تمام جامعه تعميم به قسمي دهيم. صورت استقرايي نمونه بايد

كه بتواند بيانگر جامعه باشد.  انتخاب شود

به كه: گونه لذا بايد روش انتخاب نمونه  اي باشد

به-1  پذير باشد.ن عضوي از نمونه امكانعنوا امكان انتخاب هر فرد

 اي در نمونه قضاوت كنيم.ي حضور يا عدم حضور عده قبل از انتخاب نمونه، نتوانيم با اطمينان بيشتر درباره-2

بهي بديهي است نمونه كه تعميم نتايج حاصل از نمونه گونه مورد نظر بايد از اي انتخاب شود گيري غيرواقعي نباشد. اطلاعات حاصل

را نمونه رامي دادهگيري و تعداد افراد نمونه  نامند.مي نمونهي حجم يا اندازهناميم

 در كدام بررسي، اندازه نمونه برابر اندازه جامعه است؟مثال:�

 ) با متغير كيفي4 ) سرشماري3 بندي ) دسته2 ) نمونه تصادفي1

 پاسخ است.3نهيگز:حل�

به روش نمونه مي گيري تصادفي ساده يكي از اين روش هاي مختلف انجام ها استفاده از اعداد تصادفي به كمـك ماشـين حسـاب گيرد،

به است كه و يك هستند پـس از توليـد عـدد تصـادفي.شـوند.) مـي توليـد RANكليـديهوسـيل(اعداد تصادفي، اعداد بين صفر

آنيهوسيل به و اولييهرا در حجم جامع ماشين حساب عـدد توليـد شـده را بـان عدد بزرگتر از يا مساوي آماري ضرب كرده

بهميعنوان عدد تصادفي در نظر به را كه عدد با گيريم. سپس عضوي از جامعه به دست آمده متناظر عنوان نمونـه در نظـر اوست

 گيريم. مي

650/0و291/0تصادفي اعداد گيري انجام دهيم. خواهيم به كمك ماشين حساب نمونهمي 200دريك جامعه به حجم:مثال�

به . چه شمارهاند دست آمده به  ترتيب بايد انتخاب شوند؟ هايي متناظر با اين اعداد

:حل�

200 0 291 58 2/ /× = → =59 نمونه

200 0 650 130/× = → =130 نمونه

 ها: آوري داده هاي جمع روش
مي نتايج حاصل از اندازه ده:دا و يا بررسي نمونه را داده  گوييم. گيري

 آوري داده: هاي جمع روش
 از طريق پرسش كتبي يا شفاهي-2 هاي از پيش تهيه شده استفاده از داده-1

و ثبت وقايع-3  از طريق انجام آزمايش-4 از طريق مشاهده

 نامه: روش طراحي پرسش
محؤس قبل از پرسش-1  نامه بايد سازماندهي شود. تواي پرسشال،

 هدف بررسي بايد روشن باشد.-2

به آن اطلاعات جمع-3 كه بايد راجع  آوري شود. تهيه فهرست از عناويني

 آوري اطلاعات اضافي خودداري از جمع-4
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و واضح باشد. نبايد از سؤالات چند برداشت شود. حتي-5 تك الامكان جواب سؤالات كوتاه تك كلمه هاي  رقمي اي يا

كه ممكن است پاسخ-6 به آن جواب دقيق بدهد از سؤالات با پاسخ از پيش آماده شده استفاده شود در سؤالاتي مانند؛دهنده نخواهد

 تعيين محدوده 

به پاسخ عدم استفاده از سؤالات هدايت-7 كه جواب را مي كننده يعني سؤالاتي  كند. دهنده القا

سؤ حتي-8  اي استفاده شود. الات با پاسخ چندگزينهالامكان از

به موضوع يا محصول، پاسخ-9 به براي پرسش عقيده راجع شو هاي كمي يا كيفي سطح صورت گزينه ها نندما ند؛بندي شده انتخاب

و  بسيار ضعيف. بسيار خوب، خوب، متوسط، ضعيف

و كامل)-10 (واضح  ضميمه كردن دستورالعمل پاسخگويي

پا-11  يانتشكر در

؟نيستها به كدام طريق مورد قبول آْوري دادهجمع مثال:�

 كننده ) پرسش هدايت4 ) انجام آزمايش3 ) مشاهده2 ) مصاحبه1

 پاسخ است.4گزينه:حل�

جمع مثال:� ؟نيستها مناسب آوري داده كدام طريق براي

 ) آزمايش4 ) مشاهده3 ) الگوي خاص2 ) مصاحبه1

 پاسخ است.2گزينه:حل�

 ()'��&�%$�د#": 	��!�م
مي مشخصه يا صفت ويژه متغير تصادفي: كه روي آن مطالعه انجام  دهيم. اي از افراد جامعه

 اند: از ديدگاهي ديگر متغيرها بر دو نوع

و داراي واحد اندازهكمي:)1 و مقدار دارد كه اندازه مي متغيري ...باشد، مانند: قد، وزن، عمر گيري و

... قد، وزن مانند: غيرقابل شمارش پيوسته: است بر دو نوعكه خود و

...تعداد تصادفات، تعداد كالاي خراب، تعداد روزهاي باراني مانند: قابل شمارش گسسته: و

كه قابل اندازه كيفي:)2 مي متغيري و عموماً با مقايسه بررسي و. شود، مانند: هوش، استعداد، درس گيري نيست  .. خوان بودن

... مراحل رشدي هستند مانند حروف الفباي فارسي، داراي ترتيب ذات ترتيبي:كه خود بر دو نوع است و

... هاي خوني داراي ترتيب ذاتي نيستند مانند رنگ چشم افراد، گروه اسمي: و

مي صفت: به عناصر جامعه آماري است، صفت ناميده كه متعلق دو كميت يا كيفيتي كه بر  نوع است:شود

كه در بين عناصر جامعه صفت ثابت:)1  آماري مشترك است.ي صفتي

مي صفت متغير:)2 به عضو ديگر تغيير كه از هر عضو  كند. صفتي

و ايراني بودن صفت ثابت است. آماري ايرانيي مثلاً در جامعه  ها متغير تصادفي وزن افراد صفت متغير

ر است؟گروه خوني افراد كدام نوع متغي مثال:�

كمي3 ترتيبي-) كيفي2 اسمي-) كيفي1 كمي4 پيوسته-)  گسسته-)

 پاسخ است.1گزينه:حل�
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 مراحل تحصيلي، متغير تصادفي است. نوع آن كدام است؟ مثال:�

 ) كيفي ترتيبي4 ) كيفي اسمي3 ) كمي پيوسته2 ) كمي گسسته1

 پاسخ است.4گزينه:حل�

و �3ول12اوا0"&داد
/.��د-,�: 	��+*�رم
: فراواني يك داده

مي هاي آماري دسته در داده كه هر داده تكرار به تعداد دفعاتي و آن را بـا شود، فراوانـي مطلـق آن داده گفتـه مـي بندي نشده ifشـود

مي به تعداد داده چنينهمدهند نمايش مي ها، فراواني نسبي نسبت فراواني مطلق هر داده  شود. ناميده

10 ≤≤= i
i

i F
N
f

F

100×= iFدرصد فراواني نسبي 

و پراكندگي وقتي فراواني داده كه تعداد مي هاي آماري گيرند استفاده از جدول توزيع فراواني بسيار شان زياد است مورد مطالعه قرار

مي ها را دسته دشوار است، لذا داده  كنيم. بندي

:ها بندي دادهتهدس

و داراي توزيع وسيع نباشند، جدولي متشكل از دادهها ها كم باشد يا داده اگر تعداد داده رسمهاآنو تعداد تكرارها خيلي پراكنده

به آن جدول توزيع فراواني گفتهمي كه  شود.ميكنيم

:تعاريف مرتبط

:تغييراتي دامنه–الف

مي جامعهي تغييراتي آماري، دامنه در يك جامعهتفاضل كمترين از بيشترين داده minmaxشود.ي آماري ناميده XXR −=

:ها حدود دسته-ب

مي كه دو طرف يك دسته قرار و يا كرانبه اعدادي مي گيرند، حدود آن دسته و بالا گفته به هاي پايين و معمولاً صورت قراردادي شود

و جزو دستهي آخر حد بالا استثناي دستهبه به آن دسته نيست مييي هر دسته متعلق  شود. بعد حساب

:ها تعداد دسته-ج

به ها وجود ندارد، اما معمولاً تعداد دسته دستور خاصي براي انتخاب تعداد دسته مي گونه ها را كه طول دسته اي انتخاب ها دچار كنند

كه فراواني هيچ دسته به اين معنا  نباشد. اي صفر تعارض نگردد.

طول دسته:-د

كه در درس ما معمولاً طول تمام دسته مي تفاضل كران پايين هر دسته از كران بالاي آن است شود. اگر در مورد تعداد ها برابر فرض

ب ها از رابطه گيري كرديم، طول دسته ها تصميم دسته ميهي زير :آيد دست

 = طول دسته

تر شد، اين مقدار اضافي را بيني تغييرات بزرگ ضرب طول دسته در تعداد دسته از دامنه، حاصلها اگر بر اثر گرد كردن تعداد دسته

و دسته دسته بهي اول ميي آخر  كنيم. صورت مساوي تقسيم

ي تغييراتدامنه

هاتعداد دسته
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بهي ها از رابطه گيري كرده باشيم، در اين صورت تعداد دسته ها تصميم اگر در مورد طول دسته مي زير  آيد. دست

د ها سته= تعداد

+1«ي از رابطه حتماًكه اگر عدد فوق اعشاري بود







مي»ها تعداد دسته=  شود. استفاده

و حد پايين5ها اگر طول دسته.باشدمي37ي تغييراتو دامنه71در يك آمارگيري بيشترين داده:مثال� انتخاب شده باشد

را برابر كوچك  انتخاب كنيم، حد بالاي آخرين دسته كدام است؟ ترين داده اولين دسته

:حل�

37 71 37 34max min min minR x x x x= − = → − = → =

37ي است. حال بايد به اندازه34پس اولين داده
1 8

5
n  

= + =  
 جلو برويم.5دسته با طول 

34 8 5 74= + ×  حد بالاي آخرين دسته=

اي خالي وجود آمده است، به فرض آن كه هيچ دستهبه4دسته با طول6،ها بندي داده در يك آمارگيري پس از دسته:مثال�

به نباشد، حدود تغييرات دامنه اين داده را  دست آوريد. ها

:حل�

4 4 6 4 16 24d d× < ≤ × → < ≤

:بندي شده هاي دسته فراواني يك دسته در داده-ه

مي تعداد داده كه در هر دسته قرار ميگير هايي  گويند. ند را فراواني مطلق آن دسته

و تجمعي يك دسته در داده-و :بندي شده هاي دسته فراواني نسبي

با بندي شده هاي دسته در دادهامiفراواني نسبي دسته :برابر است
ــراواني هــا مجموع كل ف

i
i

f
F =

به هر دسته را با مجموع فراواني به آن دسته هاي قبل هاي دسته اگر فراواني مربوط از آن دسته جمع كنيم، فراواني تجمعي مربوط

ميبه 1آيد: دست 2ic if f f ... f= + + +

با بندي شده هاي دسته در دادهامiو فراواني تجمعي نسبي دسته :برابر است
ــراواني هــا مجموع كل ف

ci
ci

f
F =

ت100و اگر اعداد فوق را در و فراواني بهضرب كنيم درصد فراواني نسبي مي جمعي نسبي  آيد. دست

 نكات:�

1(
ii cci fff −=

++ 11

 است.1هاي نسبي برابر در هر جدول توزيع فراواني، مجموع فراواني)2

1 2 1
ــراواني هــا ــراواني هــا مجموع كل ف ــا مجموع كل ف ــراواني ه مجموع كل ف

nf f f
+ + + =�

ها، يعني تعداد كل دادهها آخر برابر است با مجموع فراوانيي فراواني تجمعي دسته)3

 است.1ي آخر برابر فراواني، فراواني تجمعي نسبي دسته در هر جدول توزيع)4

ي تغييراتدامنه

ها طول دسته
ي تغييراتدامنه

هاطول دسته

× × × ×Min
Max
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مي توزيع زير:مثال� بارا در نظر  كدامست؟ix=5گيريم، درصد فراواني نسبي متناظر

654321xi

237864fi

:حل�

3 100 10%
4 6 8 7 3 2

= × =
+ + + + +

 درصد فراواني نسبي 

را وزنآمدانش مثال:� را يادداشـت كـرده كشي كرده وزان يك مدرسه با سال تولد يكسان ايـم. چنـدو عدد صحيح وزن آنان

ازكموزن درصد آنان   دارند؟50تر

1(72

2(75

3(78

4(80

 حل:�

15 12 9 8 44 4100 100 100 %80
5 6 15 12 9 8 55 5

+ + +
= × = × = × =

+ + + + +
4ي درصد فراواني تجمعي دسته

و بزرگ كوچك:مثال� در باشند. اين دادهمي52و31هاي آماري ترين داده ترين درصد37اند. بندي شده دسته، دسته7ها

از داده كلدباشمي43بيشتر يا مساويهاآن درصد48و40ها كمتر  ست؟ا باشد، فراواني دسته وسط كدام80. اگر فراواني

. لذا شودمي3ها برابر است پس طول دسته7هاو تعداد دسته21هستند. چون دامنه43و40ها بين درصد داده15:حل�

1580وسط برابر است با:ي خواهد بود. پس فراواني دسته40-43ي چهارم همان دستهي دسته 12
100

× =

در هشتاد دادهمثال:� آنهداد20اند. اگر بندي شده طبقه دسته7ي آماري ي ها افزوده شـود، فراوانـي نسـبي دسـتهي جديد به

ي مذكور به فراواني مطلق قبلي آن كدام است؟ هاي دسته كند. نسبت افزايش داده وسط تغيير نمي

1(3
8

2(1
5

3(1
4

4(1
8

ي وسط افزوده شوند: ها به دسته واحد از دادهxفرض كنيم حل:�

4 4
480

80 20 80
f x f

f
+

= ⇒
+ 480 80x f+ = 4

4

20 120
80 4

xf
f

+ ⇒ = =

در داده 120بندي در دسته مثال:� به طبقه، دسته9ي آماري 22صورتي اول مي مي−25 كم درصد داده45دانيم باشد. از ها تر

كم است. تعداد داده2/0ي وسطو فراواني نسبي دسته 34 از هاي  كدام است؟37تر

1(672(763(784(87

 حل:�
...37-3434-3131-2828-2525-22

كم تعداد داده از هاي :34تر

%45 120 54× =
:37تا34هاي بين داده

5
50 2 24

120
f

/ f= ⇒ =

كم لذا داده از هاي 54 برابر است با:37تر 24 78+ =.

وزن515049484746

تعداد56151298
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(مركز يا نماينده-ز :ي دسته) نشان دسته
به داده بندي كردن داده فلسفه دسته مي ها در آمار، دادن ارزش يكسان كه در يك دسته قرار بندي هاي دسته گيرند، در داده هايي است

(نماينده به شده، نشان دسته مي صورتي دسته) را :گيريم زير در نظر

2
=*

ix

1
* *
i ix x+=  طول دسته−

باشد،18ي طبقه سوم باشد، در صورتي كه نشان دستهمي3و طول هر دسته8در جدول توزيع فراواني تعداد طبقات:مثال�

و آخري طبقهي نشان دسته را بيابيد. اول

:حل�

1 3 12 18 2 3 12* * *x x c x= − → = − × =

8 3 85 18 5 3 33* * *x x c x= + → = + × = 

و بزرگ كوچك مثال:� ي باشد، مركز دسـته8/17ي دوم هستند. اگر كران پايين دسته6/22و2/17هاي آماري ترين داده ترين

 آخر كدام است؟

1(7/212(8/213(3/224(4/22

 حل:�

17 8 17 2 0 ــته6 طول دس : / / /− =

5 4 22ي آخر نشــان دســته 6 17 2 5 4 9 22 6 0 3 22 ــته3 ــداد دس  دامنهها تع
0 6

/: / / / : : / / /
/

− = → = → − =

ي باشد، فراوانـي مطلـق دسـته24وسطي بندي شده، اگر درصد فراواني نسبي دسته هاي دسته در جدول فراواني داده:مثال�

 ست؟ا چهارم كدام

:حل�

 نشان دسته171513 2119

5041 a145فراواني تجمعي 

9a−4114−a95فراواني مطلق 

4
14 24 12 26 41 26 15

50 100 50
a a f−

= = → = → = − =

 قرار دارند؟]5/18-5/21(ي ها، در فاصله هاي آماري پيوسته است. چند درصد داده هاي جدول مقابل، داده داده مثال:�

 مركز دسته 14 17 20 23 26

 فراواني تجمعي5 13 25 34 40

1(202(253(304(40

 حل:�

12 %100 %30
40

× ي سوم درصد فراواني دسته =

 نشان دسته2119171513

5041a145فراواني تجمعي 

مركز دسته2623201714

فراواني تجمعي403425135

فراواني مطلق691285

+ كران پايين كران بالا
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و تحليل داده شاخص :ها هاي آماري
به نوعي سازمانچه تاكنون بر روي داده آن كه عمدتاً بر مبناي خلاصه كردن برداري ساده براي بهرههاآن دهي ها انجام داديم، تر بود

به هم آميختن داده داده و به ها بنا شده بود، اما با تلفيق به نحو شايسته ها، سرانجام مقادير عددي كه مي دست خواهد آمد تواند اي

مي جامعه را تحليل كند. اين مقادير عددي را شاخص هاي هندسي براي تجسم جامعه آماري از شاخصگوييم، در مقابل هاي عددي

مي  گيريم. بهره

���دار&: 	�� 4567 
)&�A.�@" ?�<=(&و;:�89داد
به قرار زيرند :انواع مختلف نمودارهاي آماري مفيد

(يا نشان دسته اي: نمودار ميله)1 و رويxها) را روي محور اگر نقاط متناظر با متغيرها به ارتفـاع هر نقطه پاره ها مشخص كنيم خطي

(مطلق يا نسبي) نظير آن رسم كنيم، شكل حاصل مي اي داده نمودار ميله،فراواني  باشد. ها

و بيشتر براي مقايسها اين نمودار براي متغير و كمي گسسته مناسب است مي فراواني دادهيهي كيفي  شود. ها استفاده

بز قرارداد: و ممكن است تمام نمودار در صفحه قرار نگيرد، نزديكدر مواردي كه مقياس  ترين داده به مبدأ را با علامت رگ است

مي  كنيم.به مبدأ نزديك

:(هيستوگرام) نمودار مستطيلي)2
كه جدول توزيع فراواني در دست است از اين نمودار استفاده مي كنيم. در اين نمودار مستطيلميهنگامي كه يك ضلعك هايي رسم نيم

و ضلع ديگر آن منطبق بر دسته  دسته متناظر باشد.)مطلق يا نسبي(، فراوانيآن ها

 مناسب است. كمي پيوستهيها نمودار مستطيلي براي داده

كه مساحت آن بزرگ ها با هم برابر باشند، فراواني دسته اگر طول دسته در اي م اين حالتتر است، بيشتر خواهد بود. تناسب بـا فراواني

 هاست. مساحت مستطيل

22 18 14 10 6

نمودار مستطيلي= هيستوگرام، بافت نگار

if

*
ix2016128

1

2

3
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باشد45/0 بندي شده است اگر فراواني نسبي دسته سوم برابر هاي آماري دسته جدول زير جدول فراواني تجمعي داده:مثال�

 هاي آماري كدام است؟ چهارم در نمودار مستطيلي اين دادهي گاه مساحت مستطيل مربوط به دسته آن

:حل�

2 1 20 17 3* *x x= − = −  طول دسته=

13 45 13 27 40
60 100

a a a−
= = → − = →  سومي فراواني نسبي دسته=

9 3 27= × 49چهارمي مساحت مستطيل دسته= 9a= − =  چهارمي فراواني مطلق دسته→

:چندبر فراواني)3
مي كه طول در اين نمودار نقاطي از صفحه را مشخص و عرض برابر مركز دستههانآ كنيم (مطلق يا نسبي) همانهاآن ها ، فراواني

به به هم وصل كردن اين نقاط چندبر فراواني مي دسته است. با و انتهاي دست به ابتدا آيد. در چندبر فراواني، دو دسته با فراواني صفر

مي داده به اين وسيله مساحت چندبر فراواني با مساحت ها اضافه كه مي كنيم  شود. نمودار مستطيلي متناظرش برابر

 مناسب است. كمي پيوستهيها نمودار چندبر فراواني براي داده

مي گـوييم. در ايـن صـورت توان با داشتن فراواني نسبي نيز رسم كرد كـه آن را چنـدبر فراونـي نسـبي مـي نمودار چند بر فراواني را

مي اطلاعات منسجم ميگ تري در اختيار ما قرار  توان فراواني را با كل جامعه مقايسه كرد. يرد، چون

 كنيم.ميبين دو دسته يا در خود دسته بهتر نشان دهيم از نمودار چندبر فراواني استفادهيهاگر بخواهيم تغييرات متغير را در فاصل

 نمودار چندبر فراواني استفاده كنيم.اگر بخواهيم دو جدول توزيع فراواني را از لحاظ هندسي با هم مقايسه كنيم بهتر است از

به منظور نمايش هندسي جدول و مستطيلي ميها نمودارهاي چندبر فراواني تـوان بـه رو مـي گيرند، از ايني فراواني مورد استفاده قرار

به كه قصد داشته باشيم دو يا چند توزيع را يكي از آن دو را انتخاب كرد. ولي هنگامي با دلخواه يكديگر مقايسه كنيم، صورت هندسي

تـري بر يكديگر اين مقايسه را انجام دهيم. در چنين مواردي رسم چندبر فراواني انتخاب مناسـبها با انطباق مستطيل توانيمميمشكل 

ميي است زيرا مقايسه  كند. توزيع فراواني را آسان تر

به يك منحنها يا كوچكتر شدن حدود دستهها با افزايش داده رو اين چندبر فراوانـي بـه منحنـي فراوانـي از اين شودميي شبيه چندبر

مي  دهد. تغيير نام

كه در اكثر پديدهااي منحني:منحني نرمال و سـطح زيـر منحنـي آن برابـرميي طبيعي ظاهرها ست و شـكلي شـبيه زنگولـه دارد شود

(اگر منحني را با فراواني نسبي رسم كنيمها فراواني مطلق داده  است)1سطح زير منحني برابر ست.

و فراواني در دو طرف اين ماكسيمم به طور اين منحني داراي ماكسيمم است

 است. كند. اين منحني متقارن يكنواخت به سمت صفر ميل مي

 مركز دسته2926232017 32

60 5849a13 4فراواني تجمعي 

2420161284

مستطيلينمودارمساحت=دبرمساحت چن
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:نمودار تجمعي)4
كه جدول توزيع فراواني در دست است از اين نمودار استفاده  كنيم.ميهنگامي

و در انتهاي هر دسته فراوانيهاxها منطبق بر محور ود دستهدر اين نمودار حد ست

 گيرد.ميدسته متناظر قرار)مطلق يا نسبي(تجمعي 

به  صورت صعودي است. اين نمودار همواره

 كدام شكل نمودار فراواني تجمعي است؟:مثال�

1(2(3(4(

و حتماً از مبدأ شروع:حل�  تواند جواب صحيح باشد.مي3ي گزينهفقط، لذا شودمينمودار تجمعي صعودي است

و طبقهها اگر در جدول فراواني داده:مثال� ),(يهبندي شده دو نقطي پيوسته ),(و4221 متوالي از نموداريهدو نقط5124

ر دارد؟زير روي چندبر فراواني قرايهفراواني تجمعي باشند، كدام نقط

1(),( 51212(22 5 9( / , )3(),( 9244(22 5 42( / , )

:حل�

كهميداده شده مشخصي دو نقطه ي است، پس نقطه9برابر21-24ي فراواني مطلق دسته كنند

22 5 9( / , ق(  گيرد.مي رارروي چندبر فراواني

44ي متـوالي بندي شده، دو نقطـهي دسته هاي پيوسته در رسم نمودار درصد فراواني تجمعي داده مثال:� 55( , 47و( 67( , از(

كل روي جدول رسم شده  قرار دارد؟47و44باشد، چند داده بين75اند. اگر فراواني

1(82(93(104(12

 حل:�

67برابر44-47درصد فراواني مطلق دسته 55 %12− 12% اند. ها در اين محدوده % داده12است يعني= 75 9× =

 اي: نمودار دايره)5

به براي رسم نمودار دايره تق هايي به نسبت فراواني قطاعي وسيله اي، مساحت دايره را ميها ي اي معلوم باشد، زاويه كنيم. اگر فراواني دسته سيم

θ=×�360ي هر قطاع از رابطه
N
fi

iمي به مي اي امكان مقايسه بين فراواني آيد. نمودار دايره دست  كند. ها را با سرعت بيشتر فراهم

به نفر شركت كرده 540000در انتخابات يك شهر:مثال� را و با نمودار دايره5اند. اگر آنان اي نشان گروه سني تقسيم نموده

مي63قطاعي كنندگان در يك گروه سني با زاويه دهيم، درصد شركت  شود. تعداد اعضاي اين گروه كدام است؟ درجه نشان داده

:حل�

360 63i
i

f
N

θ = × ° = ° ⇒
63 7

540000 94500
360 40if N= × = × =

302418126

42

51

21 24
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سطح مربوط به گروهي اي، زاويه جدول مقابل درصد فراواني نسبي گروه خوني افراد يك جامعه است. در نمودار دايره:مثال�

 چند درجه است؟Oخوني 

:حل�

17 5
17 5 360 63

100

/
/

α =

θ = × ° = °

را رسم كنيد.اي روبهاي متناظر با نمودار ميله نمودار دايره:مثال�  رو

:حل�

1
5 360 40

45
θ = × ° = °

2
17 360 136
45

θ = × ° = °

3
10 360 80
45

θ = × ° = °

4
13 360 104
45

θ = × ° = °

بهقرارDوB،Cهاي در نمودار زير تعداد افرادي كه در دسته:مثال� برابر تعداد6و2،3ترتيب دارند،

 ست؟ا كدامAي دارند. زاويه قرارAيهافرادي است كه در دست

:حل�

2 3 6 12 360 30A B C D A A A A A Aθ + θ + θ + θ = θ + θ + θ + θ = θ = 360 30A° ⇒ θ = °

nnهاي اي داده را با نمودار دايرهnx,...,x1هاي اي داده نمودار دايره:مثال� x,x,....,x,x  مقايسه كنيد.11

:حل�

نمياي دايرهه پس نمودارها تغيير نكرد چون فراواني نسبي داده  كند. تغيير

ي اي، زاويـه شده است. در نمودار دايرهاي مقابل رسماي در شش استان، نمودار ميلهي سطح زير كشت غله در مقايسه مثال:�

(قسمت غيرصحيح دو ميلهAمركزي متناظر استان و پنجم چند درجه است؟  است.)5/0ي دوم

1(642(72

3(804(96

 حل:�

41 2 5 3 4 4 5 5 20 360 72
20An / /= + + + + + = ⇒ θ = × =  

OABBAگروه خوني 

α36 5/2224د فراواني نسبيدرص

D
C

B
A

1 3 5 7

17

13

10

5

1
5

7

3

A

1
2
3
4
5
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درها داده:مثال� بهيهفراواني تجمعي نسبي در دست اند. بندي شده طبقه دسته9ي آماري و پنجم 40/0و28/0ترتيب چهارم

 پنجم چند درجه است؟يهمربوط به دستيهاي زاوي است. در نمودار دايره

:حل�

0 12 360 43 2/ /⇒ θ = × ° = °0 4 0 28 0 12/ / /= −  پنجمي فراواني نسبي دسته=

ي وسطي مركزي متناسب با فراواني مطلق دسته بندي شده به شكل زير، زاويه هاي دسته در جدول فراواني تجمعي داده مثال:�

ي چهارم كدام است؟ درجه است. فراواني مطلق دسته90اي، در نمودار دايره

1(14

2(15

3(16

4(18

 حل:�

3
17 360 6 17 90 17 15 32

60
x (x ) x x−

θ = × = − = ⇒ − = ⇒ =

4 48 32 16f = − =

يي مربـوط بـه بـازهاي زاويـه در جدول مقابل مركز دسته با درصد فراواني نسبي داده شده است. در نمـودار دايـره مثال:�

25 28[ ,  چند درجه است؟(

1(72

2(81

3(84

4(90

 حل:�

17 20 5 22 18 100 22 5/ x x /+ + + + = ⇒ =

22 5 360 81
100

/
θ = × = ي چهارم دسته°

با 160شركتي مثال:� ي مركزي اي، زاويه اند. در نمودار دايره كد متمايز مشخص شده6كارمند دارد كه مدارك تحصيلي آنان

ر كد وبههر گروه با واحد درجه مطابق جدول  كدام است؟4رو است. تعداد كاركنان با

1(52

2(54

3(56

4(58

 حل:�

27 45 99 54 18 360 117 360 117 360 117 117 52+ + + α + + = ⇒

4
4 4 4

9 117 4
117 360 117 360 117 117 52

160 4 9
i

i
ff

f f
n

×
⇒ α = ⇒ θ = × = ⇒ θ = × = ⇒ × = ⇒ = =

 حدود دسته2020-1818-1616-1414-12- 22

60 48 x17 6فراواني تجمعي 

حدود22-2020-1818-1616-1414-12

6048x176فراواني تجمعي

1248 x−17x فراواني مطلق116−

 مركز دسته5/295/265/235/205/17

18 x22 5/2017ف  راواني نسبيدرصد

 كد654321

18 54 α994527زاويه مركزي 
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و برگ)6 :نمودار ساقه
به براي آن به نمودار ميله اي مرتب كنيم كه چيزي شبيه گونهكه اعداد را و برگ استفاده اي كنيم. برايميدست آيد، از نمودار ساقه

و برگي تهيه به دو بخش تقسيمها داده،نمودار ساقه كه با فاصلميرا و برگ كمي از ساقهيهكنيم. ساقه شامل يك يا چند رقم اوليه

به آن.مانده است شود، شامل ارقام باقيميصورت صعودي نوشته جلوي آن به دفعات تكرار نويسيم.ميرا اگر هم عددي تكرار شود

به براي فهم آن و چند رقم برگ است گاهي كليد نمودار را :كنندميصورت زير مشخصكه چند رقم ساقه

923:239:يدكل

به خوبي فاصله و بيشترين داده را نشاني اين نمودار  دهد.ميكمترين

به:مثال� و برگ زير چه اعدادي ؟دتوانند قرار گيرنمي؟جاي در نمودار ساقه

:حل�

ا ي
4 7

5 6
5 6

؟
؟

؟
≤ ≤ 

⇒ =≤ ≤ 

و برگ،:مثال� هـاي مربـوط ها شامل يك رقم اعشار بوده، برگ باشد، كه برخي دادهمي20و10داده بين50در نمودار ساقه

به14به اتصال   اند؟ بوده5/14 برابر»ها چند درصد داده«نمايش داده شده14، 0355556779صورت روي اين ساقه

:حل�

ازها اين داده 91471471461451451451451431414:عبارتند /,/,/,/,/,/,/,/,/,

پس
50
514عددها داده8%يا4 .اند بوده/

 هاي عددي: شاخص-2
به كمك مقاديري تمركز داده چه نقطهد بدانيم، دادهها را نشان دهيم. براي اين منظور باي معمولاً علاقمنديم اي تجمع پيدا ها حول

و ضمناً چگونه تجمع پيدا كرده كرده به هم نزديكند يا از هم دورند. براي منظور اول از شاخص اند. آيا داده اند هاي مركزي استفاده ها

كه نشانمي مي مركز تجمع دادهي دهنده كنيم و براي منظور دوم از شاخص ها ميهاي پراكندگ باشند كه نشاني استفاده ي دهنده كنيم

 ها حول مركز است. ميزان تجمع داده

4CD ��	 :=>�? �EFGH�& 
م شاخص وهاي مد ركزي عبارتند از: ميانگين، ميانه

 ) ميانگين:1
nx,...,x,xي آماري دادهnميانگين  برابر است با:21

n
x...xx

X n+++
= 21

 ساقه برگ

9887541

655400

76632

32 

33 

34 

ساقه برگ

41؟9887

5400؟6

76632

1

2

3
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و برگ داده شدهها دادهمثال:� آني آماري با يك رقم اعشار با نمودار ساقه  ها كدام است؟ اند، ميانگين

 حل:�

8 8 8 9 4 10 0 1 1 2 2 5 6 7 1 2 3 3 4 5 5 1 1 2 2
9 06

20
/ ( ) /× + × + × + + + + + + + + + + + + + + + + +

= =x =

4321هاي اگر ميانگين داده مثال:� x,x,x,xبرابرX14433221هاي باشد، ميانگين داده 2222 xx,xx,xx,xx  كدام است؟++++

 حل:�

1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 3 4
قــديم

2 2 2 2 3
3

4 4
x x x x x x x x (x x x x )

x x
+ + + + + + + + + +

= = = 

 نكات:�

كه همواره بين بزرگي در يك جامعه)1 به فرد است و كوچك آماري، ميانگين عددي منحصر  ترين داده قرار دارد. ترين

 عبارت است از:هاآن هاي آماري تشكيل تصاعد حسابي بدهند، ميانگين اگر داده)2

 اولين داده آخرين داده

2
1 nxx

X
+

=

به)3 تك مفيدترين خاصيت ميانگين آن است كه اگر آن تك داده جاي دها ها، ميانگين و ميانگين دادهرا قرار  ها تغيير نخواهد كرد. هيم، مجموع

= مجموع كل داده تعداد كل داده×ميانگين ها ها

با: ها برابر است باشد، ميانگين كليه دادهYي آماري دادهnو ميانگينXي آماري دادهmاگر ميانگين)4
nm

YnXm
+
+

و از

مي همين و ميانگين،2Xآماريي داده2mميانگين،1Xآماريي داده1mتوان نتيجه گرفت اگر ميانگين جا ...mnآماريي داده

nX1ها برابر است با: باشد، ميانگين كل داده 1 2 2

1 2

n n

n

m X m X m X
X

m m m
+ + +

=
+ + +

�
�

1021هاي ميانگين داده مثال:� x,...,x,x161021است. ميانگين مقادير5برابر ,x,...,x,xست؟ا كدام 

 حل:�

1 2 10
1 2 10

50 16 665 50 6
10 11 11

x x x
x x x x

+ + + +
= ⇒ + + + = ⇒ = = =

�
�

50باشد، ميانگين نمرات اين16نفري20و ميانگين يك كلاس12فرين30اگر ميانگين نمرات يك كلاس مثال:�

 آموز چقدر است؟ دانش

 حل:�

30 12 20 16 360 320 13 6
30 20 50

x /× + × +
= = =

+

ساقهبرگ

765221008

554332109

221110
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nx,...,x,xهاي اگر ميانگين داده)5 21،Xهاي باشد، ميانگين دادهbax,...,bax,bax n +++ bXaبرابر است با:21 +

و سپس داده12است. ابتدا از هر داده57مثال: ميانگين چند داده برابر� را سه برابر كرده واحد كم ايـم. ميـانگين هاي حاصل

 هاي نهايي كدام است؟ داده

 حل:�

57X =

3 12 3 36i i iy (x ) x= − = −

3لذا 36Y X= پ− 3س:، 57 36 135Y = × − =

1ها از ميانگين برابر صفر است. مجموع تفاضل داده)6 2 0n(x x) (x x) (x x)− + − + + − =…

(ميانگين وزن دار) ميانگين در جدول فراواني:ي محاسبه
،2xتا1x،2fتا1fميانگين ... ،nfتاnx:برابر است با 

1 1 2 2

1 2

n n

n

f x f x f x
X

f f f
+ +

=
+ + +

…
…

1كه در اين صورت: 1 2 2 0n nf (x x) f (x x) f (x x)− + − + + − =…

ازفوي ها در رابطه جاي دادهبهميانگيني باشد، براي محاسبه ها در دسترس بندي شده دادههدستاگر جدول مي مركزق  بريم. دسته بهره

مي هاي آماري دسته مثال: جدول زير مقادير انحراف از ميانگين داده� را مشخص ي كنـد. فراوانـي مطلـق در دسـته بندي شده

 ششم چقدر است؟

 حل:�

4 5 2 11 1 9 1 8 2 3 3 0 2 34 17( ) ( ) ( ) x x x− × + − × + − × + × + + × = ⇒ = ⇒ =

ب ميانگين داده مثال:� را  دست آوريد.ههاي جدول زير

دسته10-88-66-44-2

فراواني1342

 حل:�

3 2 5 4 7 3 9 1 6 20 21 9 5 6
2 4 3 1 10

x /× + × + × + × + + +
= = =

+ + +
 

بهمثال:� =+αصورت در جدول فراواني مقابل، ميانگين 212X.محاسبه شده استαكدام است؟ 

 حل:�

12
2

X −
α =

ها يعني اگر از همه آن12ي داده و بر واحد كم كرده را  تقسيم كنيم، ميانگين جديد چيست؟2ها

2 1 0 1 2 1 9 2 3 1 5 2 2 6 1
2 5 5 9 3 2 5 5 9 3 24 4

( ) ( )X
f
α − − × + × + − × + − ×

⇒ = = =
+ + + +

 

انحراف از ميانگين-32101-2-4

3x849115فراواني مطلق

16 14 12 10 8x

39552f
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ا هاي دسته مثال: در جدول فراواني داده� هاي جديد، واحد اضافه شود، ميانگين داده5/1ها گر به تمام دادهبندي شده زير

 شود. فراواني دسته سوم كدام است؟مي10برابر 

 حل:�

1 5 10 8 5Y X / X /= + = ⇒ =

3 4 7 5 11 15 3 11 92
8 5 8 5 4

4 5 3 12
a aX / / a

a a
× + × + × + × +

⇒ = = ⇒ = ⇒ =
+ + + +

 

ي زير با روش سريع كدام است؟ بندي شدهي دسته داده50مثال: ميانگين�

 حل:�

مي ها دنباله چون داده همهي حسابي ازي داده سازند، ابتدا را مي 122ها و سپس داده كم را بـر كنيم تقسـيم6هـاي حاصـل

 كنيم: مي

122 2 1 0 1 2 1 12 2 10 1 8 2 5 14
0 286

10 12 15 8 5 505 8 15 12 10

xy
Y /

f

−
= − − × + × − × − ×

⇒ = = =
+ + + +

 

 رتست از:هاي قبلي عبا حال ميانگين داده

6 122 6 0 28 122 123 68X Y / /= + = × + = 

بهاي زاويه باشد، در نمودار دايره41هاي آماري زير اگر ميانگين جامعه مثال: در جدول فراواني تجمعي داده� ي مربوط

39ي دسته 43[ ,  چند درجه است؟(

 حل:�

آن41هاي داده ابتدا از همه و بر واحد كم كرده مي4 ها را بهي سوم كنيم، سپس فراواني مطلق دسته تقسيم مي را  آوريم: دست

2 100a
a
−1 12 2 44 1 10 2 7 2 100(a ) aX

a
× + − − × − ×

⇒ = =
2 1 0 1 ــده2  نماينـ

7 فــراواني مطلــق 10 15 12 44a
− −

−

15 360 108
50

× ° = °
100 50 444 41 4 2 41 41 50 360 43 2iY X ( ) a /
a

⇒ = + = − + = ⇒ = ⇒ θ =

 ) ميانه:2

به اگر داده مي مرتب كنيم، در صورتي كه تعداد دادهصورت صعودي يا نزولي هاي آماري را ،گيرد ها فرد باشد، عددي كه در وسط قرار

كهو كه در وسط قرار تعداد داده در صورتي ، ميانه نام دارد. معمولاً ميانه مقداري گيرندميها زوج باشد، نصف مجموع دو عددي

كه از آن بيشترند برابر تعداد اعضا كه تعداد اعضايي از جامعه (نماد ميانه: است كه از آن كمترند. )~xوMيي است

nx,...,x,xهاي اگر ميانه داده نكته:� bax,...,baxهاي دادهي باشد، ميانهMبرابر21 n  aM+bبرابر است با:1++

حدود دسته17-1313-99-55-1

3a54فراواني 

134 128 122 116 110 x

10 12 15 85f
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به15در يك امتحان رياضي نمرات مثال:�  صورت زير است: نفر

4 7 7 3 12 11 17 15 14 17 19 14 10 9 5, , , , , , , , , , , , , ,

 ميانه اين نمرات كدام است؟

 حل:�

3 4 5 7 7 9 10 11 12 14 14 15 17 17 19, , , , , , , , , , , , , ,
 است.11ام ميانه است. پس ميانه8ي داده داريم، داده15چون

فرد، ميانهي دادهnبراي
2

1+nمين داده است.ا 

را هاي دسته اگر جدول توزيع فراواني براي داده نكته:� بندي نشده در دسترس باشد، براي پيدا كردن ميانه، ابتدا فراواني تجمعي

كه فراواني تجمعي آن بزرگبه و سپس اولين رديفي با تر از يا مساوي دست آورده
2

1+nباشد، رديف ميانه خواهد بود.مي 

به مثال:� را  دست آوريد. در جدول زير ميانه

765432
ix

445322
if

به حل:� را مي ابتدا در جدول فراواني تجمعي  آوريم: دست

765432
ix

445322
if

201612742icf

و10ي داده داريم، ميانه جمع داده20چون هر11م 5ixي در دسته2ام است كه (داده= اند)5همگي12تا7هاي قرار دارند

5پس ميانه برابر  5 5
2
+

 است.=

در� تر از ميانهي ديگر بزرگ داده10باشد. اگرمي1125/0ي اول بندي شده، فراواني نسبي دستهي آماري دسته داده80مثال:

ي اول كدام است؟ ها افزوده شود، درصد فراواني نسبي جديد در دسته به آن

و40يي داده ها ميانگين داده چون ميانهحل:� ي اول اضافه نخواهد كرد، پس: اي به دستهي اضافه شده قطعاً داده داده10ام است، لذا41ام

1ي اول درصد فراواني نسبي دسته=10%
9 9 1

80 10 90 10
F = = = ⇒

+
 جديد

 ها: چارك

از چارك اول: كه در واقع عددي است
4
از ها بزرگ داده1 و تر

4
با ها كوچك داده3 و مي1Qتر است  شود. نمايش داده

با دوم:چارك مي2Qكه  شود همان ميانه است. نمايش داده

از چارك سوم: كه عددي است
4
از ها بزرگ داده3 و تر

4
با ها كوچك داده1 و مي3Qتر است  شود. نمايش داده

و چار ميك سوم، پس از مرتب كردن دادهبراي يافتن چارك اول و سپس مجدداً براي داده ها، ميانه را پيدا از كنيم و بعد هاي قبل

ميرا ميانه، ميانه   كنيم. پيدا

و سوم دادهدو هاي اول، چارك مثال:� را بيابيد.م  هاي زير

10 5 7 12 3 6 9, , , , , ,
 حل:�

3 5 6 7 9 10 12, , , , , ,

 است.10و چارك سوم5است، چارك اول7رك دوم پس ميانه يا چا
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و برگ، دادهها در داده مثال:� را حـذف مـيهاي آماري با نمودار ساقه و بيشتر از چارك سـوم كنـيم.ي كمتر از چارك اول

؟مانده كدام استي باقيها انگين دادهمي

 حل:�

و5ي اول دادهي داده9ي داده داريم، ميانه18چون و38ام است، يعني14ي دوم، دادهي داده9ام چارك سوم52چارك اول

7/42مانده عبارت است از: هاي باقي است. پس ميانگين داده

38 38 39 40 40 44 45 45 46 52 42 7
10

( )X /+ + + + + + + + +
= = 

درها داده مثال:� به8اگر اند. بندي شده، دسته4يهطبقه با طول دست9ي آماري و سوم وها دادهداده بين چارك اول اضـافه

؟كدام استها بندي جديد تعداد دسته كم كنيم، در دستهها يك واحد از طول دسته

 حل:�

9هادادهي دامنه 4 36× 36ها باشد، تعداد دسته3ر ها براب است. حال اگر طول دسته= 12
3

شود. اضافه شدن تعدادي داده مي=

 گذارد. داخل دامنه، تأثيري بر حدود دسته نمي

 اي: نمودار جعبه

مي و بزرگتـرين داده را پيـدي كنيم. براي تهيه براي نشان دادن بهتر پراكندگي از اين نمودار استفاده كنـيم.ا مـي اين نمودار كـوچكترين

مي و سوم را و كـوچكترين يابيم سپس با رسم جعبه چارك اول و وصل كردن دو سـر جعبـه بـه بزرگتـرين و سوم اي بين چارك اول

مي،داده  كنيم. نمودار را رسم

را رسم كنيد:اي داده نمودار جعبه مثال:� 10 هاي زير 3 20 13 7 11 25, , , , , ,

 حل:�

3 7 10 11 13 20 25, , , , , ,

 ساقه برگ

9887541

655400

76632

3

4

5

كمترين داده چارك اولميانهچارك سومبيشترين داده

2520
11

7
3
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بهي آماري، ميانگين داده داده36اي در نمودار جعبه مثال:� باشد. اگر ميانگينمي30و22ترتيب هاي دو طرف جعبه جداگانه

آن5/27ها تمام داده  هاي داخل جعبه كدام است؟ گاه ميانگين داده باشد،

 حل:�

18 19
2

x x+
 ميانه=

27 28
2

x x+
9 چارك سوم= 10

2
x x+

 چارك اول=

و بيرونداده9 از هر طرف جعبه يعني  داده درون جعبه قرار دارد.18است

9 22 9 30 18 22 30 227 5 27 5 29
36 4

X X/ / X× + × + + +
= ⇒ = ⇒ =

(نما):3  ) مد
كه در ميهاآن مقدار يا مقاديري از متغير را . در واقع مد دادهx)ˆ(دشو فراواني ماكزيمم باشد، مد ناميده كه بيشترين تكرار اي است

مد در ميان داده كه و توجه كنيد  منحصر به فرد نيست.ها داشته باشد

مي معمولاً مد براي تحليل متغيرهاي كيفي به  رود. كار

مnx,...,x1هاي مد دادهx̂اگر bax,...,baxهايد دادهباشد، n bx̂aبرابر است با1++ بندي هاي دسته . اگر جدول داده+

مي شده در دسترس باشد، نشان دسته طبقه كه بيشترين فراواني را دارد، مد  باشد. اي

:4IJK ��	=>�? "L�.MاN�&:
به ما نميها اطلا داده هاي مركزي در مورد پراكندگي شاخص به تعريف شاخص عاتي مي دهند لذا  پردازيم. هايي براي پراكندگي

ي تغييرات: دامنه)1
minmaxي تغييرات آشنا شديم. با تعريف دامنه xxR −=

به ما نمي دامنه و كوچك دهد زيرا فقط بزرگي تغييرات براي بيان پراكندگي اطلاعات زيادي مؤ ترين  ثرند.ترين داده در آن

و با عدد ثابتي جمع شوند، دامنهي داده اگر كليه مثال:� مي هاي آماري در عدد ثابتي ضرب  كند؟ي آن چه تغييري

 حل:�

max minR x x= −

max minR (ax b) (ax b) a R′ = + − + = 

0aاگر مي> و مينيمم برعكس  شود. باشد، جاي داده ماكزيمم

به چرا دامنهل:مثا� ؟نيستعنوان معيار پراكندگي مناسبي تغييرات

مي ) با ازدياد داده1 .) مقدار آن اغلب بزرگ است2.تواند كم شود ها فقط

مي3 ميي ) در محاسبه4.كند ) مقدار آن از يك نمونه به نمونه ديگري تغيير .شود آن فقط از دو اندازه استفاده

بحل:� و كوچك زرگدامنه فقط تابع  ترين داده است. ترين

36x1x
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(پراش):2  ) واريانس
 واريانس است.،پارامتر پراكندگي بهترين

آماري صفري ها در يك جامعه براي نشان دادن پراكندگي بايد از مفهوم انحراف از ميانگين بهره بگيريم، اما چون مجموع انحراف از ميانگين

(پراش) داده گيريم. اگر اين مجموع را بر تعداد دادهميرا در نظرهاآن هاي باشد، مجموع مربع مي مي ها تقسيم كنيم واريانس  شود. ها حاصل

و1x،2xهاي براي داده ... ،nxبا ميانگينx:داريم 
2 2 2

1 22 n(x x) (x x) (x x)
n

− + − + + −
σ =

…

ميي بندي نشده در دسترس باشد، از رابطه هاي طبقه اگر جدول داده  كنيم. زير استفاده

nx....2x1xix

nf....2f1fif

از هاي دسته اگر جدول داده به مركزبندي شده در دسترس باشد ميي عنوان نماينده هر دسته  كنيم تا مسأله به حالت قبلي تبديل شود. آن استفاده

و مثال: در داده� كم برگ مقابل، واريانس دادههاي آماري با نمودار ساقه و بيشتر از ميانه، كدام است؟ هاي  تر از مد

م45چون حل:� 15ي اسـت، پـس داده15هـاد جامعه است. چون تعداد دادهدو بار تكرار شده است، پس 1
8

2
+

ام ميانـه=

36 است، پس داده هاي مورد نظر عبارتند از:34ي هشتم است، كه داده 37 39 44, , ,.
2 2 2

236 37 39 44 3 2 539 9 5
4 4

X /+ + + + +
= = ⇒ σ = = 

 هاي جدول زير كدام است؟ واريانس داده مثال:�

 حل:�

2 2 2 2 2 2
2

2 1 3 1 4 3 5 5 6 4 7 2
5

1 1 3 5 4 2

1 5 2 1 3 5 3 4 5 5 5 5 4 6 5 2 7 5 1 75
16

x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) /

× + × + × + × + × + ×
= =

+ + + + +

− + − + − + − + − + −
σ = =

 

را بيابيد.هاي آماري جدول زير واريانس داده مثال:�

 حل:�

1 1 2 3 9 5 4 7 5
1 2 9 4

x × + × + × + ×
= =

+ + +
 

2 2 2 2
2 1 5 2 3 5 9 5 5 4 7 5 2 5

16
( ) ( ) ( ) ( ) /− + − + − + −

σ = = 

ساقهبرگ

8653202

976423

65544

765432
ix

245311
if

8-66-44-22-0
ix

4921
if

n
nn

f...ff
)Xx(f...)Xx(f)Xx(f

+++
−++−+−

=σ
21

22
22

2
112
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ي سوم كدام است؟ باشد، فراواني دسته6هايي با جدول فراواني زير اگر واريانس برابر مثال: در داده�

 حل:�

را مي  يابيم: ابتدا ميانگين
6 3 8 2 10 12 6 14 1 10 120 10

3 2 6 1 12
A AX
A A

× + × + + × + × +
= = =

+ + + + +
 

2 2 2 2
2 3 2 2 2 6 2 1 4 966 6 6 96 72 4

12 12
( ) ( ) ( ) ( ) A A

A A
+ + +

σ = = ⇒ = ⇒ = − ⇒ =
+ +

 

 تري دارند؟ هاي آماري كدام گزينه واريانس بزرگ داده مثال:�

1(13 13 7 7, , ,2(10 1016 6, ,3(13 12 8 7, , ,4(10 10 10 10, , ,

ازي داده تري است، چون فاصله داراي پراكندگي بيش2ينهاست. پس گزي10ها برابر گزينهيهمهحل: تقريباً ميانگين� ها

 تر است. ميانگين بزرگ

در مثال:� مطابق جدول زيرهاآن اند. امتيازات دقت كاري روز متوالي همزمان شروع به كار كرده5دو نفر در يك آزمايشگاه

اس است. ت؟دقت كاري كدام بيشتر

 ) نفر اول1

 ) نفر دوم2

 ) يكسان3

 نياز به اطلاعات بيشتر)4

 حل:�

كم دقت كاري كسي بيش كم تر باشد نفر اول پراكندگي تر است كه پراكندگي امتيازش، پتر است اش يشس امتياز دقت كار،

)دارندنفر ميانگين يكساني2(هر. تر است بيش

 نكات:�

و1x،2xهاي براي داده)1 ... ،nxبا ميانگينx،مي  توان از دستور زير نيز محاسبه كرد: واريانس را

2 2 2
1 22 2nx x x

(x)
n

+ + +
σ = −

…

مي نكته:� بهي بندي نشده از رابطه وان در جدول فراواني طبقهت واريانس را  دست آورد. زير نيز

nx....1xix

nf....1fif

2اگر مثال:� 2 2
1 2 10 100x x x+ + + 1و…= 2 10 20x x x+ + +  ست؟ا ها كدام، واريانس داده…=

 حل:�

2 2 2
1 2 102 2 2100 20

6
10 10

x x x
(x) ( )

n
+ + +

σ = − = − =
…

bax,...,baxهاي باشد، واريانس دادهnx,...,x1،2σهاي آماري اگر واريانس داده)2 n با برابر1++ .22σaاست

 حدود دسته77-5–99– 11 11– 13 13– 15

16A23فراواني 

 نفر اول79897

 نفر دوم976810

n
nn

f...ff
)Xx(f...)Xx(f)Xx(f

+++
−++−+−

=σ
21

22
22

2
112
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و امسال 1000اگر واريانس در سال گذشته مثال:�  هاي جديد چقدر است؟ ها افزوده شده باشد، واريانس قيمت % به قيمت10ريال باشد

 حل:�

قــديم
11
10

xقــديم
1
10

x+ xجديد=xقــديم=

211 1000 1210
10

( )= × =2 2
=aقــديم σ2

σجديد

 ها كدام است؟ مثال: در جدول فراواني مقابل واريانس داده�

 حل:�

آن18ها ابتدا از داده بر واحد كم كرده، سپس را ميت3ها  كنيم: قسيم

1 مــركز دســته 22 1 0 1 7 2 2 1 3 2 4 0
4 3 9 7 ــراواني2 4 ف 3 9 7 2

X
− − × + × − × − ×

⇒ = =
+ + + +

 

2 2 2 27 1 2 2 3 1 4 2 7 8 3 16 32 136 1 36
25 25 25 100

( ) ( ) ( ) ( ) /+ + − + − + + +
= = = =2σ =

nnnn هاي برابر صفر باشد ميانگين دادهnx,...,x1هاي اگر واريانس داده مثال:� xx,...,xx,xx 222 21  است؟ چقدر−−−

 حل:�

همهاگر يكي از پارامترهاي پراكندگي برابر پس دادهي صفر باشد. يعني 1: ها برابرند. nx x= ⋅ ⋅ ⋅ =

2ها عبارتند از: پس داده 2 2n n n n n nx x , x x , ..., x x− −  است.−nx ميانگين همان−

54321اگر واريانس مثال:� x,x,x,x,x4321يها برابر صفر باشد، واريانس داده 54321 ++++ x,x,x,x,xاست؟ چقدر 

 حل:�

1 2 5x x ... x= = =

2 2 2 2
2

1 1
2 1 1 24 2 2

5
x x x + + +

+ → = + → σ = =1 1 1 11 2 3x , x , x , x ,⇒ + + +

به واريانس داده مثال:� را  دست آوريد. هاي جدول زير

را ابتدا دادهحل:� مي8بر ها  كنيم: تقسيم

9754ix

2132if
2 2 2

2 2 2
 قــديم

4 2 5 3 7 1 9 2 48 2 2 3 1 1 1 2 3 30 15 158 240
2 3 1 2 8 2 3 1 2 8 4 4

( ) ( ) ( ) ( )x ( )× + × + × + × + + +
→ = = → σ = = = → σ = × =

+ + + + + +
 

كهها داده در حالت كلي واريانس)3 ميdحسابي با قدر نسبتي دنبالهيي  دهند برابر است با: تشكيل
12

12
22 −

=σ
nd

بتقدر نس

:برابر است باn,...,,21هاي واريانس داده

12
12

2 −
=σ

n

2 2 2 2 2 2
1 22 2 2 21 1 1 2 1 1 1

2 6 12
nx x x n n n(n )( n ) n n(x) ( ) ( )

n n n n
+ + + + + + + + + −

σ = − = − = − =
… …

 مركز دسته21181512 24

 فراواني27934

72564032
ix

2132
if
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407هاي آماري واريانس داده مثال:� 405 403 401, ,  دست آوريد.را به,

مي 400حل: ابتدا از هر داده� مي واحد كم و آن كنيم نميتغها دانيم واريانس با كند. حال داده يير هاي جديد تصاعد حسابي

1 سازند:مي2قدر نسبت  3 5 7, , ,
2

2 2 4 12 5
12
−

σ = × =

 ) انحراف معيار:3
مي از جذر مثبت واريانس، انحراف معيار به باشدميها آيد كه تفاوت آن با واريانس در اين است كه انحراف معيار از جنس داده دست

مي ولي واريانس از جنس مربع داده هاست) واحد با داده(هم متر باشند، انحراف هايي برحسب سانتي هاي ما طول باشد. مثلاً اگر داده ها

و واريانس سانتي معيار داراي واحد سانتي مي متر 1هاي باشد. براي داده متر مربع nx , ... , xبهانحراف معيار از دستو مير زير  آيد. دست
2 2 2

1 2 n(x x) (x x) (x x)
n

− + − + + −
σ =

…

 بندي نشده: هاي دسته در جدول داده
2 2 2

1 1 2 2

1 2

n n

n

f (x x) f (x x) f (x x)
f f f

− + − + + −
σ =

+ + +
…

…
مي هاي دسته در جدول دادهو  كنيم. بندي شده از مركز دسته دسته استفاده

به با توجه به نمودار زير انحراف معيار داده مثال:� را  دست آوريد. ها

ل:ح�

2 2 2 2
2

4 2 8 1 12 4 16 1 80 10
2 1 4 1 8

2 4 1 8 4 12 1 16 10 16 4
8

x

( )

× + × + × + ×
= = =

+ + +

× + × + × + ×
σ = − = =

10و ميانگين اين ده داده برابر 2250ده داده برابراتمجموع مربع مثال:�  ها كدام باشد. انحراف معيار اين داده مي2

 ست؟ا

 حل:�

22250 10 2 225 200 5
10

( )σ = − = − =

مي6/7آماري ديگر با واريانسو ده داده12مثال: پانزده داده آماري با واريانس� ارا با هم تركيب گر ميـانگين هـر دو كنيم.

 داده حاصل كدام است؟25د، انحراف معيار گروه يكسان باش

 حل:�

2 2 2
1 2 15 2 2 2

1 2 15

2 2
1 2 10 2 2

1 2 10

2 2 2 2 2
1 2 15 1 2 10

12 180
15

7 6 76
10

25

180 76 25
25

(x x) (x x) (x x)
(x x) (x x) (x x)

(y x) (y x) (y x)
/ (y x) (y x) (y x)

(x x) (x x) (x x) (y x) (y x) (y x)

 − + − + + −
 = ⇒ − + − + + − =



− + − + + +
= ⇒ − + − + + + =

− + − + + − + − + − + + +
⇒ σ =

+
⇒ σ = =

…
…

…
…

… …

6 16 3 2
25 5

/= =

1

2

3

4

18141062
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ب11،15،17،16،14،9،11،12،15،18،14هاي آماري اگر دادهمثال:� اي نشـان دهـيم، انحـراف معيـارا نمودار جعبهرا

 هاي داخل جعبه كدام است؟ داده

 حل:�

9 11 11 12 14 14 15 15 16 17 18, , , , , , , , , ,

 ميانه=14

 چارك اول=11 چارك سوم=16

12 14 14 15 15 14
5

X + + + +
⇒ = =

2 2 22 1 1 3
4 2

+ +
σ = = 

ها كه با ميانگين برابر است از بين آنان حـذف شـود، باشد. اگر يكي از دادهمي2ي آماري برابر داده26مثال: انحراف معيار�

ميي ديگر داده25واريانس  ؟شود چقدر

 حل:�

2 2 2
1 2 26 2 2 2

1 2 26

2 2 2 2 2
1 2 26

2 4 26 104
26

1040 104 4 16
25

(x x) (x x) (x x)
(x x) (x x) (x x)

(x x) (x x) (x x) /

− + − + + −
σ = = ⇒ − + − + + − = × =

− + − + + − + = ⇒ σ = =

…
…

…

نميكدام مقدا مثال:� را بهي دستههااي فراواني داده توان از روي نمودار ميلهر به بندي شده  دست آورد؟ صورت قطعي

ي تغييرات دامنه)4ها فراواني نسبي دسته)3ها انحراف معيار دسته)2ها ميانگين دسته)1

 حل:�

و فراواني از روي خود داده و انحراف معيار دس ميانگين و يا از روي نشان با ها قابل حصول است، اما دامنهتهها ي تغييرات دقيقاً

و كار دارد، لذا خود داده نمياز ها سر  توان پي به دامنه برد. نشان دسته

1621هاي اگر انحراف معيار داده مثال:� ,x,...,x,x nست؟ا ها كدام برابر صفر باشد، ميانگين داده 

 حل:�

 صفر است پس:هاي پراكندگي چون يكي از شاخص

1 2 16nx x x= = ⋅ ⋅ ⋅= =

 ها: پس ميانگين نيز برابر است با يكي از داده

16x =

آن26و24،16هايي آماري صفر است. اگر داده داده11مثال: واريانس� كنـد. ها تغيير نمـي ها اضافه شود، ميانگين داده به

ل كدام است؟ي حاص داده14انحراف معيار 

12 14 14 15 15, , , ,
11 16
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 ها با هم برابرند. هاي پراكندگي صفر باشد، تمام داده اگر يكي از شاخصحل:�

1 2 11 1 2 11 2
1 2 11 1 2 11

2

24 16 26
3 11 66 11 2

11 14

11 2 22
11

x x x x x x
X (x x x ) ( ) x x x

X

+ + + + + + + + +
= = ⇒ + + + = ⇒ + + + = ×

×
⇒ = =

… …
… …

 

هاي جديـد بـا ميـانگين توان گفت اگر با اضافه شدن تعدادي داده ميانگين تغيير نكند، بايد ميانگين داده در واقع از ابتدا مي

 هاي قديم برابر باشد. داده

mX nYX X Y
m n

+
= ⇒ =

+

26ي قبلي برابر داده11توان گفت كه ميانگين پس از ابتدا مي 24 16
22

3
+ +

 اند.22داده11است. پس هر=

2 2 2 222 22 26 22 24 22 16 22 0 16 4 36 56 4 2
14 14 14

( ) ( ) ( ) ( )− + − + − + − + + +
σ = = = = =

 نكات:�

bax,...,baxهاي شد، انحراف معيار دادهباnx,...,x1،σهاي اگر انحراف معيار داده)1 n  برابر است با:1++

2قديم⇒σ= جديدσaقديم 2 2aσ = σجديد 

 ست؟ا كدام15و3،7،11هاير دادهباشد، انحراف معياσ،7و1،3،5هاي اگر انحراف معيار داده مثال:�

در چون داده حل:� با2ها و در جمع شده1ضرب شده مي2اند، انحراف معيار  شود. ضرب

3232هاي باشد، واريانس داده4، برابرnx,...,x1اگر انحراف معيار مثال:� 1 +−+− nx,...,xست؟ا كدام 

 حل:�

2 22 16 64( )σ = − × = 
و اگر داده مثال:�  ها را بيابيد.ر داده، انحراف معيازيرها باشد با توجه به جدول ميانگين اين دادهXهاي آماري مفروضي را در اختيار داشته باشيم

 حل:�

3 5 1 2 2 1 5 2 11 5 4 0 1( ) ( ) ( ) ( ) (t) ( ) t+ + + − + + − = → =

2 2 2 2 2 23 5 1 2 2 1 5 2 11 1 5 4 64 8
4 9 3
( ) ( ) ( )× + × + × + × − + + −

= =
−

كهها داده در حالت كلي انحراف معيار)2 برابر است با:dتصاعد حسابي با قدر نسبتيي
2 1
12

nd −
σ =

 قدر نسبت

 برابر است با:n,...,,21هاي انحراف معيار داده

12
12 −

=σ
n

405انحراف معيار مثال:� 404 403 402 401, , ,  دست بياوريد.را به,

مي400ها ابتدا از تمام دادهحل:� آن واحد كم كه انحراف معيار تغيير كند انحراف معيار جديد برابر است با: كنيم، بدون

25 1 2
12
−

σ = = 

5115213if

4-t2-125Xxi −
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 هاي داده در باشد،σ معيارافانحروX ميانگينnx,...,x1 آماري هاي داده در اگر)3
σ
−

=
Xx

Y i
iاست.1 واريانسو صفر ميانگين 

1=221
σ

σ
= 2σ= جديد22σaقديم)(

مي اين كار را استانداردسازي داده و داده ها  اي استاندارد نام دارند.ه هاي جديد، داده نامند

 ) ضريب تغييرات:4
(كه با بزرگي داده كه در آن پراكندگي به نسبت ميانگين ها در ارتباط است) سنجيده شود، از معيار اگر بخواهيم معياري را معرفي كنيم

به مي جديدي  كنيم. نام ضريب تغييرات استفاده

X
CV σ

=

ا بهضريب تغييرات بدون واحد كه آن را معمولاً مي ست  كنند. صورت درصد بيان

كه امكان مقايسه داده هم ضريب تغييرات از آن جهت حائز اهميت است مي هاي غير  سازد. واحد را فراهم

14هاي ضريب تغييرات داده مثال:� 12 10 8, ,  ست؟ا كدام,

 حل:�

2 2 2 2

14 12 10 8 44 11
4 4 5

113 1 1 3 5
4

x
c . v

+ + + = = = 
 ⇒ =

+ + + → σ = = 
 ها كدام است؟ متغير كمي باشد، از اطلاعات جدول زير، ضريب تغييرات اين دادهxمثال: اگر�

3چون حل:� 6 1 6 4 0− − − + +  است.12، هاي فوق است، لذا ميانگين داده=

9 3 4 1 1 6 1 2 4 66
6 12

C.V
X

+ × + × + × + × σ
= ⇒ = = 

 ها در جدول فراواني مقابل، كدام است؟ مثال: ضريب تغييرات داده�

و جلوگيري از بزرگ شدن اعداد ابتدا از تمام دادهحل:� مي10ها براي سهولت در محاسبات و كنيم، واحد كم سپس ميانگين

را محاسبه مي  كنيم. انحراف معيار

2 1 0 1 2 1 6 2 1 1 2 2 3
0

3 2 12 6 1 3 2 12 6 1
i

i

x ( ) ( )X
f

− − × + × + − × + − ×
⇒ = =

+ + + +
 

2 2 2 26 1 1 2 2 1 3 2 1
24

× + × + × + ×
σ = =

جديد قــديم  10 0 10 10X X= + = + =

و تفريق تغيير نمي  كند، پس: چون انحراف معيار در اثر جمع

جديد  قــديم 
1
10

C V
X
σ

σ = σ ⇒ ⋅ = =

2101-2-3-12ix −

263131if

12111098ix

161223if
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 ست؟ا باشد. ضريب تغييرات كداممي 272هاو مجموع مربعات داده 100اه آماري مجموع تمام دادهي داده50در مثال:�

 حل:�

2

6
272 100 72 36 6 35
50 50 50 25 5 2 5

( ) CV
x
σ

σ = − = = = → = = =

آن48ي آماري برابر داده8مثال: مجموع�  ها كدام است؟ باشد. مجموع مربعات اين دادهمي5/0هاو ضريب تغييرات

 حل:�

1 2 48 6
8 8

nx x x
X

+ + +
= = =

…

0 5 3
6

C V /
X
σ σ

⋅ = = = ⇒ σ =

2 2 2 2 2 2
1 2 1 22 2 2 2 2 2

1 26 9 360
8 8

n n
n

x x x x x x
(X) ( ) x x x

+ + + + + +
σ = − = − = ⇒ + + + =

… …
…

مي دادهي اگر همه نكته:�  ماند. هاي آماري در عدد ثابت مثبتي ضرب شوند، ضريب تغييرات ثابت

و هاي آماري با عدد ثابت مثبتي جمع شوند، ضريب تغييرات جديد از ضريب تغييرات اوليه كوچك دادهي اما اگر همه اگر تر است.

آن اي جمع شوند، ضريب تغييرات جديد از ضريب تغييرات اوليه بزرگتر است. هاي آماري با عدد ثابت منفي دادهي همه كه(به شرط

 لامت ضريب تغييرات تغيير نكند.)ع

و داده4هايي برابر اگر ضريب تغييرات داده مثال:� را دو برابر كنيم، ضريب تغييرات جديد كدام باشد  ست؟ا ها

 حل:�

CV
X
σ

=

و انحراف معيار ميميانگين نمينشو دو برابر  كند. د، پس ضريب تغييرات، تغيير

واحد اضافه شود، ضريب9ها محاسبه شده است. اگر به تمام داده2/1و انحراف معيار3آماري ميانگيني داده60در مثال:�

 ست؟ا هاي جديد كدام تغييرات داده

 حل:�

3 9 12 1 2 1
1 2 12 10

/C.V
/

= + = 
→ = =

= 

ــد ــانگين جدي مي
ــد ــار جدي انحراف معي

در� 1ي آماري دادهnمثال: 2 3ix : i , , , ,n= به محاسبه شده است. ميانگين داده2/1ضريب تغييرات برابر… را هاي مفروض

 هاي جديد كدام است؟ كنيم. ضريب تغييرات در داده هر يك از آنان اضافه مي

 حل:�

1 2C V /
X
σ

⋅ = =

2Xكند، اما ميانگين جديد تغيير نميσرا بيافزاييم،Xها اگر به هر يك از داده X X+  خواهد بود. =

 قــديم
0 جديد 6

2 22

C VXC V /
X

σ
⋅σ

⋅ = = = = 
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و سپسيهداد20اگر مثال:� را دو برابر كرده برابر5/1ي جديد،ها واحد از هركدام كم كنيم، ضريب تغييرات داده7آماري

؟ي قبلي كدام استها . مجموع دادهشودميي قبليها ضريب تغييرات داده

 حل:�

قــديم
جديد  

 قــديم

2 7 2 3 21
4 6 21 2 21

2 2 7 2 2

x
CV x x x x

x x

= −  σ σ → = = → σ = σ − σ → σ = σ → =
= σ −

جديد

جديد

x

σ

1 2 20
1 2 20

21 210
20 2

x x x
x x x x

+ + +
= = → + + + =

…
…

 ندگي:كلي در مورد پارامترهاي پراكي دو نكته�

آن)1 و كافي براي  باشد. آماري تمام اعضا با هم برابر باشند آن است كه تمام پارامترهاي پراكندگي برابر صفري كه در يك نمونه شرط لازم

02 ==== CVR σσ
باكه در اين صورت ميانگين داده يكها  ها برابر است. داده هر

بهو دامنهدقت پارامترهاي واريانس، انحراف معيار)2 :صورت زير استي تغييرات

ي تغييرات) دامنه3) انحراف معيار2) واريانس1

مي تر باشد، باعث بزرگي تغييرات بزرگ هرچه دامنه و واريانس و برعكس. تر شدن انحراف معيار  شود


