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ناوردایی ١

١ . ١

ͬ توان م مرحله هر در داده ایم. قرار مهره ͷی قطاع هر در و کرده ایم تقسیم بخش ۶ به را دایره ͷی
که برسیم حالتͬ به است ممͺن آیا کرد. منتقل مجاور قطاعͬ به را ͷی هر و انتخاب را مهره دو

شوند؟ جمع قطاع ͷی در مهره ها همه ی

١ . ٢

پوشاند. ۴× ١ شͺل به موزاییͷ های با را ١٠× ١٠ جدول ͬ توان نم کنید ثابت

١ . ٣

بیشتر چوپانͬ اگر روز هر در دارند. گوسفند ١٢٨ مجموع در که داریم چوپان تعدادی شهر ͷی در
از خودشان گوسفندان تعداد به ͷی هر چوپان ها بقیه ی داشت اختیار در را گوسفندان نصف از

ͬ افتد. م اتفاق دزدی روستا این در روز ٧ حداکثر کنید ثابت ͬ دزدند. م او

۴ . ١

خط ͷی رو نقطه ای ٣ هیچ که طوری دارد وجود صفحه در قرمز نقطه ی n و آبی نقطه ی n
پاره خط ها این که طوری کرد وصل قرمز نقطه ی ͷی به را آبی نقطه ی هر ͬ توان م آیا نیستند.

نباشند؟ متقاطع

۵ . ١

این کنید ثابت دارند. دشمن n − ١ حداکثر کدام هر که شده اند دعوت مهمانͬ ͷی در نفر ٢n
باشد. ننشسته دشمنش کنار کس هیچ که طوری بنشینند گرد میز ͷی دور ͬ توانند م افراد

١
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۶ . ١

ͬ توانیم م بار هر شده است. نوشته ͷی عدد دیͽر راس روی و صفر عدد مͺعب ͷی راس ٧ روی
آن ها ب.م.م. که باشند طوری اعداد است ممͺن آیا کنیم. اضافه واحد ͷی یال ͷی سر دو به

شود؟ ١ از بزرگتر

١ . ٧

از دیͽری نقطه ی به نسبت نقطه ͷی قرینه ی ͬ توانیم م بار هر شده است. داده مربع ͷی راس سه
در مربع چهارم راس که است ممͺن عمل این تکرار با آیا کنیم. اضافه مجموعه به را مجموعه

گیرد؟ قرار مجموعه

١ . ٨

از ͬͺی مرحله در و دارد مهره ٢٠٠۴ افراد از ͬͺی ابتدا در نشسته اند. دایره ͷی دور نفر ٢٠٠۴
خود راست سمت فرد به مهره ͷی و چپ سمت فرد به مهره ͷی دارد مهره ͷی از بیش که افرادی

ندارد. مهره ای هیچ که دارد وجود فردی همیشه کنید ثابت ͬ دهد. م

ناوردایی تمرین های ١ . ٩

١ . ٩ . ١

در است. روشن بقیه و خاموش لامپ ها از ͬͺی ابتدا در دارد. قرار دایره ͷی دور لامپ ٢٠٠۴
ͬ دهیم. م تغییر را کجاورش لامپ دو و لامپ این وضعیت و انتخاب روشن لامپ ͷی مرحله هر

باشند؟ خاموش لامپ ها همه ی که برسیم وضعیتͬ به است ممͺن آیا

١ . ٩ . ٢

پوشاند. L شͺل به ͷموزایی ٢۵ با ͬ توان نم را ١٠× ١٠ صفحه ی کنید ثابت

٢



اکسترمال ٢

٢ . ١

به مسیر با رئوس بقیه ی به که دارد وجود راس ͷی حداقل راسͬ n تورنمت هر در کنید ثابت
ͬ رسد. م ٢ حداکثر طول

٢ . ٢

که کرد تقسیم طوری دسته دو به را گراف رئوس ͬ توان م کنید ثابت داریم. دلخواه گراف ͷی
بͽیرند. قرار دسته دو بین یال ها از نیمͬ از بیش

٢ . ٣

ناوردایی. بخش ٣ مسئله ی

۴ . ٢

جمعا دانش آموز هر دارد. وجود دانش آموز n مفروض مدرسه سه از ͷی هر در داریم. مدرسه سه
کنیم انتخاب مدرسه هر از نفر ͷی ͬ توانیم م کنید ثابت دارد. دیͽر مدرسه دو از دوست n + ١

باشند. دوست دو به دو نفر سه این که طوری به

۵ . ٢

است. متفاوت هم از آن ها دوی به دو فاصله ی که گرفته اند قرار طوری صفحه ͷی در نفر ٢n+١

کنید: ثابت ͬ کند. م ͷشلی ایستاده است او از فاصله کمترین در که کسͬ سمت به هرکس سپس
ͬ بیند. نم صدمه ای نفر ͷی حداقل الف)

ͬ شود. نم ͷشلی بار ۵ از بیشتر شخصͬ هیچ به ب)
ͬ کنند. نم قطع را یͺدیͽر گلوله ها مسیر ج)

ͬ دهند. نم بسته ضلعͬ چند ͷی تشͺیل گلوله ها مسیر از شده تشͺیل پاره خط های د)

۶ . ٢

پیمودن برای لازم سوخت جمعا ماشین n این گرفته اند. قرار دایره ای مسیر ͷی روی ماشین n

را مسیر کل ͬ تواند م که دارد وجود ماشینͬ کنید ثابت هستند. دارا را مسیر این در کامل دور ͷی
ͬ کند. ط ͬ دارد برم مسیرش ماشین های از که سوختͬ از استفاده با

٣



٢ . ٧

دارند. مشترکͬ نقطه ی که دارد وجود پاره خط ٨ یا کنید ثابت داده شده. خط ͷی روی پاره خط ۵٠
هستند. مجزا دو به دو که دارد وجود پاره خط ٨ یا

٢ . ٨

ͬ گذرد. م هم سومͬ نقطه ی از نقطه دو از گذرنده خط هر که داریم نقاط از مجموعه ای سیلوستر:
ͬ باشند. م واقع خط ͷی روی نقاط تمام کنید ثابت

اکسترمال تمرین های ٢ . ٩

٢ . ٩ . ١

اکسترمال. از استفاده با ناوردایی بخش ۴ سوال حل راه نوشتن

۴



لانه کبوتری و استقرا ٣

٣ . ١

دنباله ای باشند نکرده مساوی تیمͬ دو هیچ اگر کنید ثابت کرده اند. شرکت تورنمت ͷی در تیم n
باشد. برده خود بعدی تیم از تیم هر که طوری به دارد وجود تیم ها از t١, t٢, ..., tn مثل

٣ . ٢

x+١ ∈ A یا x ∈ A∪B هر ازای به که طوری به هستند. هم از جدا متناهͬ مجموعه ی دو B و A
است. B اعضای تعداد برابر دو A اعضای تعداد کنید ثابت است. ٢− x ∈ B یا است

٣ . ٣

وجود B از فردی و A از فردی کلاس دو هر ازای به دارد. کلاس k با دانش اموز n مدرسه ای
کرد تقسیم طوری دسته n− k+ ١ به ͬ توان م را دانش آموز n کنید ثابت دوستند. باهم که دارند

باشند. دوست باهم دسته ͷی به متعلق افراد که

۴ . ٣

شاه راس ها همه ی که کرد جهت دهͬ طوری را راسͬ n کامل گراف ͬ توان م هایی n چه ازای به
باشند؟

۵ . ٣

هر در دارند. قرار ٢ و ١ خانه های در مهره دو ابتدا در بͽیرید. نظر در را مختصات x محور
هر ازای به کنید ثابت ببریم. جلو خالͬ خانه i را است i خانه ی در که مهره ͷی ͬ توانیم م مرحله

برد. n‐ام خانه ی به را مهره ها از ͬͺی ͬ توان م دلخواه n

۶ . ٣

ͬ تواند م سرباز هر لحظه ͷی در دارد. وجود سرباز ͷی n× (n+ ٢) مستطیل ͷی از خانه هر در
کنند حرکت سرباز ها طوری لحظه ͷی در ͬ خواهیم م نکند. حرکتͬ یا شود جابه جا مجاور خانه ١

کنیم؟ کار چه شوند. ستون n+ ٢ و سطر n با مستطیل ͷی به تبدیل که

۵



٣ . ٧

نفر ٣ یا داده اند دست هم با همه که هستند نفر ٣ یا کنید ثابت داده اند. دست یͺدیͽر با نفر ۶
نداده اند. دست هم با ͷی هیچ که هستند

٣ . ٨

ͬ ةوان م همیشه کنید ثابت ͬ کنیم. م رنگ سفید و سیاه رنگ دو با را ٧ × ٣ شطرنجͬ صفحه ی
باشد. همرنگ آن گوشه ی ۴ خانه های که کرد پیدا صفحه این از مستطیلͬ زیر

٣ . ٩

هستند. اول هم به نسبت اعداد این از تا دو کنید ثابت شده اند. انتخاب ٢n تا ١ بین از عدد n+١

٣ . ١٠

ͷی یا کنید ثابت داریم. متمایز اعداد از تایی n٢ + ١ دنباله ی ͷی ژگرس: اردوش قضیه ی
دارد. n+ ١ طول به نزولͬ اکیدا زیردنباله ی ͷی یا دارد n+ ١ طول به صعودی اکیدا زیردنباله ی

است.) اولیه دنباله ی زیردنباله ی اولیه، دنباله ی عناصر از تعدادی حذف از حاصل دنباله ی (هر

لانه کبوتری و استقرا تمرین های ٣ . ١١

٣ . ١١ . ١

زیرمجموعه سه به بتوان را {١,٢, ..., n} مجموعه ی که بیابید را n مثل ͬ ایی طبیع اعداد همه ی
باشند. برابر باهم افراز سه این مجموع که کرد افراز طوری A,B,C مانند

۶



اضافͬ سوالات ۴

١ . ۴

کرد انتخاب صحیح عدد ٢n− ١ هر بین از عدد n ͬ توان م کنید ثابت باشد، کامل مربع n اگر
باشد. بخش پذیر n بر آن ها جمع حاصل که

٢ . ۴

ساخته اینطور A ه m×n ماتریس شده است. داده y١, y٢, ..., ym و x١, x٢, ..., xn حقیقͬ اعداد
ماتریس است. ai,j = ٠ صورت این غیر در و باشد xi+yj ≥ ٠ اگر است ai,j = ١ که ͬ شود م
در آن متناظر سطر برابر B سطر هر مجموع که است طور این است A هم اندازه ی که B ،١ و ٠

است. A = B کنید ثابت است. A در آن متناظر ستون برابر B ستون هر مجموع و A

٣ . ۴

جدول که دارد وجود صافͬ خطͬ حتما کنید ثابت کرده ایم. کاشͬ دومینو با را ۶×۶ جدول ͷی
ͬ گذرد. نم ͬ ای کاش هیچ وسط از و ͬ کند م قسمت دو را

۴ . ۴

کرد انتخاب عدد دو ͬ توان م مرحله هر در است. ٢n آن ها مجموع که داریم اعداد از دنباله ͷی
رسید؟ ٢n به است ممͺن آیا گذاشت. a− b و ٢b آن ها جای به و b ≤ a که

۵ . ۴

نقطه ی چهار به کردن قرینه عمل و (٠,٠), (١,١), (٠,١), (١,٠) اولیه ی نقطه ی ۴ داشتن با آیا
رسید؟ (٠,٠), (١,١), (٠,٣), (−١,٢)

۶ . ۴

چندتاست؟ دارند برابر های b و a تعداد که a, b, c, d حروف، با n طول به رشته های تعداد

٧ . ۴

اعداد تمام ͬ توان م حرکت هر در شده است. نوشته طبیعͬ عددی خانه در مستطیلͬ جدول ͷی در
به ͬ توان م کنید ثابت کرد. کم واحد ͷی ستون ͷی اعداد تمام از یا کرد برابر ٢ را سطر ͷی

باشند. صفر آن اعداد تمام که رسید جدولͬ

٧



٨ . ۴

رخ های تعداد کنید ثابت دارند. قرار شطرنج صفحه ی در ͬ کنند نم تهدید را یͺدیͽر که رخ ٨
است. زوج عددی سیاه خانه های روی

٩ . ۴

پس ͬ غلطانیم. م یال هایش از ͬͺی حول را مͺعب بار هر دارد. قرار صفحه ͷی روی مͺعب ͷی
آیا نکرده است. تغییر هم آن بالایی وجه که طوری به برگشته اولیه ش جای سر به مͺعب مدتͬ از

باشد؟ چرخیده درجه ٩٠ اندازه ی به وجه این که است ممͺن

١٠ . ۴

ͷی ͬ توانیم م مرحله هر در شده است. نوشته صحیح عدد ͷی ۶ × ۶ جدول ͷی از خانه هر در
است ممͺن همیشه آیا کنیم. اضافه واحد ١ را آن خانه های همه و کنیم انتخاب ١ از بزرگتر مربع

شوند؟ بخش پذیر ٣ بر اعداد همه

١١ . ۴

هر در شده است. ریخته آب لیتر هستند) طبیعͬ اعداد همه (که a, b, c ترتیب به ظرف سه در
y مقدار x ظرف از و y ≤ x که طوری به کرد انتخاب آب لیتر y و x با ظرف ٢ ͬ توان م مرحله
را ظرف ها از ͬͺی حداقل ͬ توان م عمل این تکرار با کنید ثابت کرد. منتقل لیتری y ظرف به لیتر

کرد. آب از خالͬ مرحله متناهͬ در

١٢ . ۴

از بیشتر هفته ای هیچ در و ͬ کند م بازی ͷی حتما روز هر ͬ کند. م تمرین هفته ١١ شطرنج بازی
دست ٢٠ دقیقا آن ها طͬ باز شطرنج که هست متوالͬ روز چند کنید ثابت ͬ کند. نم بازی ١٢

کرده است. بازی

١٣ . ۴

دایره ای کنید ثابت است. داده شده صفحه در نگرفته اند قرار خط ͷی روی باهم همه که نقطه n
است. نگرفته قرار آن داخل در دیͽری نقطه ی هیچ و ͬ گذر م نقاط از تا سه از که دارد وجود

٨



١۴ . ۴

این در باشد خالͬ (i, j) خانه ی اگر که طوری به دارد وجود n × n صفحه ی در مهره تعدادی
این در که کنید ثابت دارد. قرار j‐ام ستون و i‐ام سطر مجموع در مهره n حداقل صورت

دارد. وجود مهره n٢

٢ حداقل صفحه

١۵ . ۴

سفید خانه های تعداد اختلاف است. سیاه یا سفید آن خانه هر که داریم ٢٠٠× ٢٠٠ جدول ͷی
آن سفید خانه های تعداد که دارد وجود ٢ × ٢ مربع ͷی حداقل کنید ثابت است. ۴٠۴ سیاه و

است. فرد

١۶ . ۴

ͬ ها کاش این از ͬͺی اتفاق اثر بر شده است. پوشیده ۴× ١ و ٢× ٢ ͬ های کاش با اتاق ͷی کف
سالم ͬ های کاش و کاشͬ این با نشان دهید داریم. دیͽر نوع از سالم کاشͬ ͷی ͬ دانیم م ͬ شͺند. م

پوشاند. دیͽر روشͬ به را اتاق ͬ توان نم ͬ مانده باق

١٧ . ۴

ͬ تواند م اسب این آیا داریم. آن چپ سمت پایین گوشه ی در اسب ͷی و ۴ × n صفحه ی ͷی
فقط اسب که باشد (حواستان بازگردد. اول خانه ی به و کند عبور یͷ بار دقیقا خانه ها همه از

دهد.) انجام شͺل L حرکات ͬ تواند م

١٨ . ۴

دارد وجود خطͬ کنید ثابت شده است. داده نیستند راست خط ͷی روی تایی ٣ هیچ که نقطه n
گیرند. قرار آن دیͽر طرف دیͽر تای n− r و آن طرف ͷی نقطه n این از نقطه r که

١٩ . ۴

است. وصل کلید ͷی به کم دست چراغ هر دارد. کلید و چراغ زیادی تعداد روشنایی ساختمان
را چراغ ها از نیمͬ از بیش ͬ توان م حتما کنید ثابت باشند خاموش چراغ ها همه ی ابتدا در اگر

باشد.) وصل لامپ ͷی از بیشتر به کلید ͷی است ممͺن کنید (دقت کرد. روشن

٩
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