
  »المپياد های رياضی لنينگراد « سوالات 
١٩۶١  

  سال ششم
زمانی که طول می کشد تا دومی و سومی با هم، کار را تمام کنند، برابر نصف . سه نفر می توانند کاری را انجام دهند. ١

ندازه ی يک سوم ولی اگر اولی و سومی با هم کار کنند، به ا. زمانی است که اولی، به تنهايی کار را به انجام می رساند
اولی و دومی، با هم، چقدر سريع تر از سومی، کار را . زمانی وقت لازم دارند که دومی بخواهد به تنهايی کار را انجام دهد

  به پايان می رسانند؟
ثابت کنيد، بزرگترين بخشياب مشترک بين مجموع دو عدد با کوچکترين مضرب مشترک آن ها، برابر است با . ٢

  .ياب مشترک اين دو عددبزرگترين بخش
هر دانش آموز دو مساله را حل کرد، در ضمن هر مساله به وسيله .  مساله، گرد هم آمدند20 دانش آموز، برای حل، 20. ٣

ثابت کنيد، می توان ترتيبی داد که هر دانش آموز راه حل يکی از مساله ها را بيان کند، به نحوی . ی دو دانش آموز حل شد
  . ها توضيح داده شده باشندکه همه ی مساله

.  برسانندN، خود را به نقطه ی N کيلومتری ١۵، واقع در M، می خواهند از نقطه ی B و Aدو نفر به نام های . ۴
 ١۵در ضمن، دوچرخه ای دارند که می توانند، با آن، با سرعت .  کيلومتر در ساعت است۶سرعت پياده روی آن ها، 

 C، به Bوقتی .  با دوچرخهB پياده و A: ، با هم به راه افتادندM، از نقطه ی B و A. کيلومتر در ساعت حرکت کنند
 با دوچرخه، خود C مسير خود را پياده ادامه داد و B، پياده می رفت، دوچرخه را به او داد، M به طرف Nرسيد، که از 

 حرکت کرده N، چه موقع از C. امه داد ادN دوچرخه را گرفت و سوار بر آن، مسير خود را به طرف A.  رسانيدAرا به 
  . استB و A، همان سرعت های C رسيده اند؟ سرعت پياده و سواره N با هم به B و Aاست، به شرطی که می دانيم، 

ثابت کنيد، از بين هر شش نفر، می توان سه نفر طوری جدا کرد، که يا دو به دو با هم آشنا ، و يا دو به دو با هم ناآشنا . ۵
  .دباشن

  سال هفتم
  .١همان مسأله ی . ۶
پاره خط راستی به طول معلوم، طوری رسم کنيد که با خط راست . ، داده شده اندL و خط راست K، مربع Oدايره ی . ٧
L موازی باشد و، در ضمن، دو انتهای آن، به ترتيب، روی محيط دايره ی O و محيط مربع Kقرار گيرد .  
 بخش پذير است، ثابت کنيد، مجموع ٣٧بر )  رقم يکان اش استc دهگان و b صدگان،  رقمaکه (  abcعدد سه رقمی . ٨

  . بخش پذير است٣٧ هم بر cab و bcaدو عدد 
، سه AB و غير واقع بر خط راست Cروی نيم خط راست به مبدأ .  استAB، نقطه ی وسط پاره خط راست Cنقطه ی . ٩

  :ثابت کنيد. |PM|=|MQ|ايم که  را طوری انتخاب کرده Q و P ،Mنقطه ی پياپی 
|AP|+|BQ|>2|CM| 

١٠ .2n+1ثابت کنيد، تعداد دسته های انتخابی از اين چيز ها، به نحوی که، در هر يک از آن ها، .  چيز در اختيار داريم
  .شدتعداد چيز ها، فرد باشد، برابر است با تعداد دسته های انتخابی، به شرطی که در هر يک، تعداد چيز ها زوج با

  سال هشتم
  .اگر از يک چهارضلعی، طول ضلع ها و فاصله ی بين دو نقطه ی وسط قطر ها معلوم باشد، آن را رسم کنيد. ١١
A و A ،Bمی دانيم . ١٢ B+ثابت کنيد . ، عدد های گويا هستندA و B هايی گويا هستند هم، عدد.  
  . را حل کنيدx3-[x]=3معادله ی . ١٣
ثابت کنيد، اگر نيمساز يک زاويه ی مثلث، زاويه ی بين ميانه و ارتفاع را که از همان رأس می گذرند، نصف می کند، . ١۴

  .يا مثلث متساوی الساقين است و يا قائم الزاويه
١۵ .n عدد x1 ،x2 ،... ،xnدر ضمن1- و يا ١اين عدد ها، يا برابر است با هر يک از .  داده شده اند ،  

x1x2+x2x3+...+xn-1xn+xnx1=0  
  . بخش پذير است۴ بر nثابت کنيد، عدد 

١۶ .n نقطه روی محيط دايره ای قرار دارند و می دانيم، برای هر دو نقطه ی دلخواه، يکی از دو کمانی که آن ها را به هم 
  . درجه واقع اند120 نقطه، روی کمانی برابر n کنيد، همه ی اين ثابت.  درجه کمتر است120پيوسته، از 
  سال نهم

  .مثلث را رسم کنيد. از مثلثی، يک رأس و خط های راستی که نيمساز های مثلث روی آن ها قرار دارند، معلوم است. ١٧
  .١٣همان مسأله ی . ١٨
١٩ .2nها را به ياری خط شکسته ی بسته ای چنان به هم ثابت کنيد، می توان آن .  نقطه، روی يک صفحه داده شده اند

  .يکديگر را قطع نکرده باشند) از ضلع های اين خط شکسته ی بسته(وصل کرد که هيچ دو پاره خط راستی 
٢٠ .α زاويه ای معلوم است و می دانيم، در مثلث ABC  

A+B=α  
  . روی ضلع های زاويه ای می لغزندB و A از اين مثلث را پيدا کنيد، به شرطی که رأس های Cمسير حرکت رأس 

  . پوشاند١ را، نمی توان با شکل های شبيه شکل 10×10ثابت کنيد صفحه ی شطرنجی . ٢١
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 xثابت کنيد، عدد درست .  نسبت به هم اول اندm و k مفروض اند و می دانيم n و k ،mسه عدد درست و غير صفر . ٢٢

  . باشد بخش پذيرk بر mx+nوجود دارد، به نحوی که 
  ثابت کنيد، همه ی عدد های به صورت. ٢٣

... ,١١١١۵۵۵۶ , ١١١۵۵۶, ١١۵۶  
  .مجذور کامل اند

  سال های دهم و يازدهم
به کمک .  استn و m را، ذوزنقه ای تشکيل می دهد که طول قاعده های آن، برابر Vقاعده ی يک هرم با حجم برابر . ٢۴

 ايم، به نحوی که مقطع صفحه با هرم اصلی، ذوزنقه ای با قاعده های به  را از آن جدا کردهUصفحه ای، هرمی به حجم 
  :ثابت کنيد.  شده استn1 و m1طول های 
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aمطلوب است کمترين مقدار عبارت . ٢۵ x
x
+2 2

  . کميتی متغير استx>0 مقداری ثابت و a>0، به شرطی که 

  :ه ای با ضريب های درست داده شده استاين چندجمل. ٢۶
f(x)=xn+a1xn+1+a2xn-2+...+an 

، بر m، برای هر عدد درست f(m) عددی است درست و p: ثابت کنيد. ، ريشه ی گويای اين چندجمله ای استpمی دانيم 
  . بخش پذير استp-mعدد 
  :ثابت کنيد. ٢٧

tg tg tg− + =2 4 8 3 3๐ ๐ ๐๐ ๐ ๐  
و مثلث قائم الزاويه تقسيم کرده، يکی از آن ها را به رنگ سفيد و ديگری را به رنگ سياه هر وجه مکعب را به د. ٢٨

 در هر رأس مکعب، مجموع زاويه ثابت کنيد، در واقع، تنها دو نوع رنگ آميزی وجود دارد که، در آن ها،. درآورده ايم
دوران مکعب، بر هم منطبق می شوند، يک حالت دو حالتی را که در اثر . های سفيد با مجموع زاويه های سياه برابر است

  .به حساب می آوريم
 درجه، به طرفی می چرخد و در فاصله ی 90 دقيقه، ١۵بعد از هر . حلزونی با سرعت ثابت روی سطح ميز می خزد. ٢٩

ای نخست ثابت کنيد، تنها بعد از تعداد درستی ساعت، می تواند به ج. بين هر دو چرخش، روی خط راست حرکت می کند
  .خود برگردد

١٩۶٢  
  سال ششم

آن ها، يک موتورسيکلت دارند که تنها دو نفر می توانند روی آن .  بروندB به شهر Aسه نفر می خواهند از شهر . ١
 می رسد، کمترين زمان را صرف کرده باشد؟ اين Bچگونه بايد عمل کنند تا آخرين نفری از آن ها که به شهر . بنشينند

 کيلومتر در ساعت و فاصله ی بين دو شهر ٢۵ کيلومتر در ساعت، سرعت موتورسيکلت ۵سرعت پياده . کنيدزمان را پيدا 
A و B کيلومتر است60، برابر .  
   چه بخشياب مشترکی می توانند داشته باشند؟،a-b و a+bدو عدد . ، نسبت به هم اول اندb و aدو عدد . ٢
  او چند سال دارد؟.  سال تولد اوف يک واحد بيشتر است، از مجموع رقم های١٩۶٢سن کسی، در سال . ٣
ثابت کنيد، می توان هشت روزنامه برداشت، به نحوی که، بقيه .  روزنامه، روی ميزی را به طور کامل پوشانده اند١۵. ۴

7ی روزنامه ها، دست کم 
  . سطح ميز را پوشانده باشند15

 می توان طوری حرکت داد که در همه ی خانه 201×201شطرنج را، روی صفحه ی شطرنجی ثابت کنيد، است بازی . ۵
  .ها، و در ضمن، در هر کدام تنها يک بار قرار گيرد

  آيا عددی که دو رقم سمت راست آن، عدد هايی فرد اند، می تواند مجذور يک عدد درست باشد؟. ۶
  سال هفتم

  .لخواه، می توان يک ذوزنقه ساختثابت کنيد، با ضلع های يک چهارضلعی د. ٧
  .٢همان مساله ی . ٨
  .۴همان مساله ی . ٩



ثابت کنيد، .  بخش پذير است، آخرين رقم سمت راست را به سمت چپ عدد برده ايم٧در يک عدد شش رقمی، که بر . ١٠
  . بخش پذير است٧عدد جديد هم بر 

» نقشه ی«. ه هيچ سه بخشی، نقطه ی مشترک نداشته باشند بخش چنان تقسيم کرده ايم ک۴٩سطح دايره ای را، به . ١١* 
مرز دو . حاصل را با سه رنگ مختلف طوری رنگ کرده ايم که، هر دو بخش مجاور، رنگ های متفاوت داشته باشند

ثابت کنيد، روی محيط دايره، می توان دو نقطه طوری پيدا کرد که دو سطر . بخش را، با هر دو رنگ در نظر می گيريم
  . قطر و، در ضمن به يک رنگ باشنديک
 O1مرکز اين مربع ها را .  را ساخته ايمBCKL و ABDE، مربع های ABC از مثلث BC و ABروی ضلع های . ١٢
، مربع O1M1O2M2ثابت کنيد، چهارضلعی .  می ناميمM2 و M1 را، AC و DL و وسط پاره خط های راست O2و 

  .است
  سال هشتم

ثابت کنيد، .  صفحه چنان قرار دارند که هر دايره بر دو دايره ی ديگر، از بيرون مماس استچهار دايره، روی يک. ١٣
  .نقطه های تماس، روی محيط يک دايره اند

 abثابت کنيد، عدد ).  عدد های درستی هستندy و x( نشان داد x2-5y2 را می توان به صورت b و aعدد های درست . ١۴
  .شان دادرا هم، می توان به همين صورت ن

  اين معادله را حل کنيد. ١۵
x(x+d)(x+2d)(x+3d)=a 

  :، ثابت کنيدm+n+p=1 و a+b+c=1می دانيم . ١۶
-1≤am+bn+cp≤1 

  .مثلثی با حداکثر مساحت، در نيم دايره ی مفروض، محاط کنيد. ١٧
ر برخورد، روی محيط دايره ثابت کنيد، سه نقطه ی ديگ. سه دايره، با شعاع های برابر، در يک نقطه، برخورد دارند. ١٨

  .ای به همان شعاع واقع است
  .دايره ای با کمترين شعاع را پيدا کنيد که، مثلث مفروض را در درون خود داشته باشد. ١٩
  می دانيم چندجمله ای. ٢٠

x2n+a1x2n-2+a2x2n-4+...+an-1x2+an 
xبر دوجمله ای  x، اين چندجمله ای، بر ثابت کنيد.  بخش پذير است1− −2   . بخش پذير است1

٢١ .p ثابت کنيد، عدد طبيعی . ۵ و ٢ عددی است اول، غير از عدد هایk وجود دارد، به نحوی که بتوان عدد pk در ( را
  .، تنها با رقم های برابر واحد نوشت)عددنويسی دهدهی

  سال نهم
  .١۶همان مساله ی . ٢٢
  .٢٠ن مساله ی هما. ٢٣
ثابت . يکی از مربع های شبکه را به دلخواه انتخاب می کنيم. شبکه ای از مربع های به ضلع واحد تشکيل شده است. ٢۴

  .کنيد، فاصله ی هر نقطه ی گرهی دلخواه از اين شبکه تا يکی از رأس های اين مربع، عددی است گنگ
ثابت . ی حاصل ضرب های دو به دو ی آن ها هم، برابر صفر استمجموع همه . مجموع ده عدد، برابر است با صفر. ٢۵

  .کنيد، مجموع مکعب های اين عدد ها، برابر صفر است
نقطه ای در داخل زاويه ای از آن انتخاب کرده ايم، که فاصله ی از آن تا هر . مثلثی با زاويه های حاده مفروض است. ٢۶

ثابت کنيد، مجموع فاصله های از اين نقطه تا سه رأس . کوچکتر استيک از رأس های مثلث، از کوچکترين ضلع مثلث، 

3مثلث، از 
  . محيط تجاوز نمی کند4

  .٢١همان مسأله ی . ٢٧
ثابت کنيد، می توان خط شکسته ی بسته ای .  نقطه که بر يک خط راست واقع نيستند، داده شده استnروی صفحه ای، . ٢٨

  .از همه ی اين نقطه ها بگذرد، بدون اينکه خودش را قطع کندرسم کرد که 
13/باری به وزن . ٢٩*   کيلوگرم 35๐ تن را در صندوق ها يی جا داده ايم، به نحوی که وزن هر صندوق با بار از 5

  . کاميون يک تن و نيمی بار زد١١ثابت کنيد، همه ی بار را می توان در . تجاوز نمی کند
  سال دهم

ثابت کنيد، . در يک مربع به ضلع واحد، يک چهارضلعی محاط کرده ايم که چهار رأس آن روی چهار ضلع مربع باشد. ٣٠

1يکی از ضلع های آن طولی دارد که از 
2

  . کمتر نيست

مجموع توان .  حاصلضرب های دو به دو ی آن ها هم، برابر صفر استمجموع ده عدد برابر صفر و مجموع همه ی. ٣١
  .های چهارم اين عدد ها را پيدا کنيد

  :مخرج اين کسر را گويا کنيد. ٣٢



a b c+ +3 3 3
1  

  اين معادله را حل کنيد. ٣٣
( ) ( ) ( ) ( )x x x x+ + − = + + −4 4 4 43 2 2 4 2 3 4 2  

 واقع در درون زاويه را به نقطه های Oنقطه ی . اده شده استآن ديک زاويه و دو پاره خط راست، روی ضلع های . ٣۴
مجموع مساحت های دو مثلثی که به اين ترتيب به دست می آيد، برابر . انتهايی اين پاره خط های راست وصل کرده ايم

  . باشدS به شرطی که مجموع چنين مساحت هايی برای آن، برابر Mمطلوب است مکان هندسی نقطه ی  . Sاست با 

)مجموع . ٣۵ )k
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  . را پيدا کنيد

  :جواب های طبيعی اين معادله را پيدا کنيد. ٣۶
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 بخش پذير است nتعداد ضلع های همه ی وجه ها، به جز يکی، بر عدد طبيعی مفروض . يک چندوجهی داده شده است. ٣٧
)n ثابت کنيد، وجه های اين چندوجهی را نمی توان با دو رنگ، چنان رنگ کرد، که هر دو وجه مجاور، به رنگ ). 1<

  .های متفاوت باشند
در . ، همه ی ضلع ها و قطر ها را امتداد داده ايم تا به صورت خط های راست در آيند)محدب( ضلعی کوژ nدر يک . ٣٨

اين خط . راستی موازی نيستند و هيچ سه خط راستی از يک نقطه نمی گذرندضمن، از اين خط های راست، هيچ دو خط 
 ضلعی، در چند نقطه يکديگر را قطع می n ضلعی، در چند نقطه يکديگر را قطع می کنند؟ بيرون nهای راست، در درون 

  کنند؟
  سال يازدهم

  .٣٠همان مساله ی . ٣٩
  :اين چندجمله ای داده شده است. ۴٠

( ) ( )kn k n k n k
n nx a x a x a x a− −
−+ + + + +1 2

1 2 1  
xثابت کنيد، اگر اين چندجمله ای بر  kx بخش پذير باشد، آن وقت بر 1−   . هم بخش پذير است1−

  .٣٣همان مساله ی . ۴١

)مجموع . ۴٢ )
n

k
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  . را پيدا کنيد

  .٣٢همان مساله ی . ۴٣
  .٣۴همان مساله ی . ۴۴
  .٣٧همان مساله ی . ۴۵
  .٣۶همان مساله ی . ۴۶

1در درون مربع . ۴٧ 1، چندضلعی کوژی به مساحت بيشتر از ×1
ثابت کنيد، در چندضلعی، وتر با طول .  قرار داده ايم2

1بيشتر از 
  .عی از مربع، که از قبل تعيين شده است، موازی باشد پيدا می شود که با ضل2

  دور نهايی
 دايره، ٧ را به طور کامل پوشاند، ولی با اين ٢ دايره ی به شعاع واحد، می توان دايره ای به شعاع ٧ثابت کنيد، با . ۴٨

  . را پوشاند٢نمی توان دايره ای به شعاع بزرگتر از 
ثابت کنيد، دو تا از اين . ار داده ايم، که مساحت هر يک برابر واحد است چندضلعی قر٩، ۵در مربع با مساحت . ۴٩

1چندضلعی ها، سطح مشترکی دارند که از 
  . کمتر نيست9

کره ای را به سه بخش تقسيم کرده ايم، به نحوی که هر بخش، رنگ خودش را دارد و هر مرزِ  دو بخش دارای سطح . ۵٠
  .ثابت کنيد، می توان قطری از کره را پيدا کرد که دو سر آن از نظر رنگ، يکسان باشند. دو رنگ است



چنين . ثابت کنيد.  از دو تا کمتر نيست،١در ضمن، تعداد رقم های .  تشکيل شده اند١ و ๐رقم های يک عدد، تنها از . ۵١
  .عددی نمی تواند مجذور يک عدد درست باشد

  . بخش پذير باشدk عدد درست، می توان چند عدد انتخاب کرد، به نحوی که مجموع آن ها، بر kثابت کنيد، از بين . ۵٢
  :اين معادله را حل کنيد. ۵٣

( ) nn n
x x

x

⎡ ⎤
− ⎢ ⎥⎣ ⎦−

=
−
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1 ๐  

ان می ناميم، وقتی که با دو جمله از دو دنباله را، يکس. ، دنباله های بی پايانی ساخته ايمn، ...، ٣، ٢، ١با عدد های . ۵۴* 
چند دنباله می توان ساخت، به نحوی که هر . هم برابر باشند و، در ضمن، شماره ی رديف آن ها، در دو دنباله، يکی باشد

  . جمله ی يکسان داشته باشندkدو دنباله ی دلخواه از بين آن ها، درست 
١٩۶٣  

  سال ششم
 کيلومتر در ۵اولی از طريق جاده ی آسفالت و با سرعت : دند حرکت کرB به طرف Aدو نفر، در يک لحظه، از . ١

 ۶ رسيد و Bاولی، يک ساعت دير تر از دومی به .  کيلومتر در ساعت۴و با سرعت » راه ميان بر «ساعت و دومی از 
  ، از طريق جاده ی آسفالت چقدر است؟B تا Aفاصله ی . کيلومتر هم بيشتر راه رفت

در همين جاده و از دو طرف، اتوبوس هايی با .  کيلومتر در ساعت می رود۵ه با سرعت در جاده ی آسفالت، پياد. ٢
 پياده متوجه شد، ١٢در ساعت .  دقيقه يک بار، از رو به رو به هم می رسند۵سرعت های يکسان در رفت و آمدند که هر 

، دوباره اتوبوس ها، در کنار ١۴در ساعت . اتوبوس ها در کنار او با هم رو به رو شدند و هر کدام به راه خود ادامه دادند
 تا بيشتر از ۴معلوم شد، در همين فاصله ی زمانی، تعداد اتوبوس هايی که از سمت مقابل به او رسيده اند، . او به هم رسيدند

  .سرعت اتوبوس را پيدا کنيد. تعداد اتوبوس هايی است که از او جلو افتاده اند
43−ثابت کنيد، عدد . ٣ 1743   . بخش پذير است1๐ بر 17
در چه حالت هايی می توان و در چه حالت هايی نمی . از صفحه ی شطرنج، دو خانه را در مرز صفحه، جدا کرده ايم. ۴

  رار گيرند؟ پوشاند، بدون اينکه روی هم ق٢توان، بقيه ی خانه های صفحه ی شطرنج را، با شکل هايی شبيه شکل 

  
 ٢٣۶ برابر D تا C کيلومتر، از 8๐ برابر C تا Bکيلومتر، از 3๐ برابر B تا شهر Aفاصله ی هوايی از شهر . ۵

  . را پيدا کنيدC تا Eفاصله ی هوايی از .  کيلومتر است4๐ برابر A تا E کيلومتر و از ٨۶ برابر E تا Dکيلومتر، از 
 را طوری به صورت يک دنباله نوشت، به نحوی که هر دو جمله ی مجاور و، هر ١٩۶٣ تا ١آيا می توان عدد های از . ۶

  دو جمله ای که تنها يک جمله بين خود دارند، نسبت به هم اول باشند؟
  سال هفتم

زاويه .  سانتيمتر است٢ سانتی متر و ۶مربع و طول قطر های آن، برابر  سانتی متر ٣مساحت يک چهارضلعی برابر . ٧
  .ی بين دو قطر را پيدا کنيد

+ثابت کنيد، عدد . ٨ 34567891   .است) يعنی غير اول(، عددی مرکب 2
٩ .2๐9/ر گرفت، کسی که در رديف نوزدهم قرا.  نفر در بازی شطرنج شرکت داشتند امتياز های .  امتياز آورده بود5

  بقيه ی شرکت کنندگان را چگونه می توان در نظر گرفت؟
مجموع طول های پاره خط های راستی که وسط ضلع های رو به رو را در يک چهارضلعی به هم وصل می کنند، . ١٠

  .ين چهارضلعی، متوازی الاضلاع استثابت کنيد، ا. برابر است با نصف محيط چهارضلعی
 کوپکی 2๐، و ١۵، 1๐ مسافر نشسته اند که در جيب خود، تنها سکه های 4๐در اتوبوس شهری، به جز بليت فروش، . ١١

نمی توانند، طوری ترتيب کار را بدهند که پول بليت های خود را ثابت کنيد، مسافر ها .  سکه دارند۴٩و، روی هم، 
 کوپک برابر يک 1๐๐هر :  کوپک بوده است۵، ارزش بليت اتوبوس شهری، برای هر نفر، ١٩۶٣در سال (بپردازند 
  ).روبل است

مه ی باقی مانده های مختلف حاصل از  را بر همه ی عدد های کوچکتر از خودش تقسيم و سپس، هAعدد طبيعی . ١٢
منظور از باقی مانده های مختلف، ( را پيدا کنيد A.  شده استAتقسيم ها را با هم جمع کرده ايم، حاصل جمع برابر عدد 

  ). به دست آيد، تنها يک بار از آن استفاده کنيمrاين است که اگر مثلا دو يا چند بار، باقی مانده ی 
در چه حالتی می توان و در چه حالتی نمی توان باقی . طرنجی، دو خانه ی دلخواه را جدا کرده ايماز يک صفحه ی ش. ١٣

  به طور کامل پوشاند، بدون اين که روی هم قرار گيرند؟) ٢شکل (مانده ی صفحه ی شطرنج را با مهره های دو خانه ای 
  سال هشتم

مجموع فاصله های از . لث رسم شده است، انتخاب کرده ايم را روی ميانه ای که از رأس به قاعده ی مثAنقطه ی . ١۴
 تا هر يک از ضلع های جانبی را پيدا کنيد، به Aفاصله از نقطه ی . S تا ضلع های جانبی مثلث، برابر است با Aنقطه ی 

  . باشدy و xشرطی که طول اين ضلع ها، برابر 



 دو رقم دلخواه اند؛ از آن به بعد، هر رقم برابر است با b و a: ب ساخته  شده است به اين ترتي/abc๐کسر دهدهی . ١۵
  .ثابت کنيد اين کسر، کسری متناوب ساده است. 1๐باقی مانده ی حاصل از تقسيم مجموع دو رقم قبل از آن، بر 

اين دو چندضلعی، صفحه را، حداکثر به ) m>n ( ضلعی کوژ داده شده استn ضلعی و يک mروی يک صفحه، يک . ١۶
  چند بخش تقسيم می کنند؟

ثابت کنيد، در بين آن ها، دو عدد وجود دارد که .  بخش پذير است٩مجموع سه عدد درست مجذور کامل، بر . ١٧
  . بخش پذير است٩تفاضلشان، بر 

١٨ .k که يا مجموع آن ها و يا تفاضل آن ها ، در بين آن ها دو عدد وجود دارد ثابت کنيد.  عدد درست داده شده است2+
  . بخش پذير استk2بر 
مطلوب است، مکان هندسی وسط پاره خط های راستی که نقطه های . زاويه ی قائمه ای دور رأس خود دوران می کند. ١٩

  . به هم وصل می کنندبرخورد ضلع های زاويه با دايره ی مفروضی را
  سال نهم

ثابت کنيد، هر عددی که از تبديل دوری رقم های اين عدد به دست .  بخش پذير است۴١، بر abcdeعدد پنج رقمی . ٢٠
  . بخش پذير است۴١آيد، بر 

  :دو گروه عدد داريم. ٢١
n

n

a a a
b b b
≥ ≥ ≥ ≥

≥ ≥ ≥ ≥
1 2

1 2

๐

๐
  

  :ثابت کنيد
n n n n nab a b a b ab a b a b−+ + + ≥ + + +1 1 2 2 1 2 1 1  

  .ذوزنقه را رسم کنيد. از ذوزنقه ای، طول هر يک از قطر ها و ساق ها معلوم است. ٢٢

Rدو دايره با شعاع . ٢٣
π

=
1
 نقطه را نشان گذاشته ايم و روی ديگری چند 2๐روی يکی از دايره ها .  مفروض اند2

1يم که مجموع طول های آن ها از کمان انتخاب کرده ا
2๐ثابت کنيد، می توان يکی از دايره ها را طوری روی .  کمتر است

  .ديگری قرار داد که هيچ کدام از نقطه هايی که نشان گذاشته ايم، در درون کمان های انتخابی، قرار نگيرند
  .١٨همان مسأله ی . ٢۴
  :مجموعه ی عدد های طبيعی حل کندیاين معادله را، در . ٢۵

( )x yz z+ − = −1 1  
  سال های دهم و يازدهم

  ثابت کنيد، اگر دو معادله ی با ضريب های درست. ٢۶
x p x q+ + =2

2 2 ๐ و x p x q+ + =2
1 1 ๐  

pقت دارای يک ريشه ی مشترک باشند و، اين ريشه ی مشترک، عدد درست نباشد، آن و p=1 q و 2 q=1 2.  
 روی دو يال ديگر کنج C و Bنقطه های .  روی يکی از يال های آن داده شده استAيک کنج سه وجهی و نقطه ی . ٢٧

  . را پيدا کنيدABCمثلث ) مرکز ثقل(مکان هندسی گرانيگاه . حرکت می کنند
  :ستاين معادله داده شده ا. ٢٨

n na x a x a x b+ + + =1 1 2 2  
فر ، با هم برابر صa1 ،a2 ،... ،na؛ در ضمن، همه ی عدد های ١ يا ๐ ها برابر است با ixکه در آن، هر يک از 

  ثابت کنيد، بيش از نصف انتخاب هايی که برای). ولی برخی از آن ها می توانند برابر صفر باشند(نيستند 
( , , , )nx x x1 2  

  .وجود دارد، نمی توانند در معادله صدق کنند
ثابت .  باشدα زاويه ی  را، پيوسته به يال می ناميم، وقتی که، اين يال، ضلعی ازαدر چندوجهی، زاويه ی مسطحه ی . ٢٩

  .، يالی وجود دارد که زاويه های پيوسته به آن، حاده هستند)هرم با قاعده ی مثلثی(کنيد، در هر چهاروجهی 
   دنباله ی بی پايان زير، که از عدد های طبيعی تشکيل شده اند،kثابت کنيد، برای . ٣٠
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x x x
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x x x

1 1 1
1 2 3
2 2 2
1 2 3
3 3 3
1 2 3

1 2 3

  

iپيدا کرد، به نحوی که، برای هر  را q و pمی توان شماره های  k≤ i:  داشته باشيم1≥ i
p qx x≥.  

 مربعِ  برابر را طوری روی صفحه رسم کرد که حتا يکی از آن ها، به درون ديگری رخنه 1๐ثابت کنيد، نمی توان . ٣١
  .ها، با همه ی ديگران، تماس داشته باشندنکرده باشد، ولی يکی از آن 

  دور نهايی
  : رقم بعد از مميز را در بيان دهدهی اين عدد پيدا کنيد١٩۶٣. ٣٢

( )+
1963

26 5  

  قوطی کبريت را، چگونه در فضا نگه داريم که تصوير قائم آن بر صفحه، حداکثر مساحت را داشته باشد؟. ٣٣
  .ثابت کنيد، سه تا از آن ها، در يک نقطه مشترک اند. صفحه، دو به دو متقاطع اندپنج دايره، روی يک . ٣۴
 را به صورت مجموعی از عدد a2ثابت کنيد، اگر عدد .  بخش پذير است٩، ...، ٣، ٢، ١، بر عدد های aعدد طبيعی . ٣۵

  .، بخش پذير باشدaی توان چند عدد پيدا کرد که مجموعشان بر  بنويسيم، آن وقت در بين آن ها م٩، ...، ٣، ٢، ١های 
ثابت کنيد، يک . چهار عدد مثبت داده شده است، در ضمن، مجموع هر سه تا از آن ها، از چهارمی بزرگتر است. ٣۶

  .وجود دارد، به نحوی که اين عدد ها، مساحت های وجه های آن باشند) هرمی با قاعده ی مثلثی(چهاروجهی 
  : اين معادله را در مجموعه ی عدد های درست حل کنيد.٣٧

x y z t− − − =4 4 4 42 4 8 ๐  

1ثابت کنيد، خط شکسته ی بسته ی پيرامون برابر واحد را، می توان با دايره ای به شعاع برابر . ٣٨
خط ( پوشاند 4

  ).شکسته، روی يک صفحه قرار دارد
  دارد که، طول ضلع ها، ارتفاع ها و نيمساز های آن، عدد های درستی باشند؟آيا مثلثی وجود . ٣٩
n، عدد nبه ازای چه مقدار . ۴٠ +2   ، برابر توانی از يک عدد طبيعی است؟1
ثابت کنيد، در هر حال، روی . از دو نقطه ی گرهی يک صفحه ی شطرنجی، دو خط راست موازی رسم کرده ايم. ۴١

  .نواری که به دست می آيد، بی نهايت نقطه ی گرهی وجود دارد
١٩۶۴  

  سال ششم
در نتيجه ی کار، .  هر کدام شش بار، به يک هدف تيراندازی کردند-» ووروبيف«، »بوريسوف«، »آنيلوف «-سه نفر . ١

در شليک اول » بوريسوف« و  امتياز۴٣در سه شليک اول، » آنيلوف«. معلوم شد، هر سه نفر، امتياز های برابر آورده اند
 دو بار، ۵ سه بار، امتياز 1๐ سه بار، امتياز 2๐ دو بار، امتياز ٢۵ يک بار، امتياز 5๐می دانيم، امتياز . سه امتياز آورد

هر يک از اين سه نفر، در هر شليک، چند امتياز .  يک بار به دست آمده است١  دو بار و امتياز٢ دو بار، امتياز ٣امتياز 
  به دست آورده اند؟

1ثابت کنيد، صفحه ی شطرنجی . ٢ 1๐ ๐× پوشاند٣ تکه ی به صورت شکل ٢۵ را نمی توان با ،.  
حوی که، هر عدد برابر است با واسطه ی در هر خانه ی صفحه ی شطرنج، عدد هايی طبيعی نوشته شده است، به ن. ٣

عدد واقع در خانه . ١۶مجموع عدد های واقع در خانه های چهار گوشه ی صفحه، برابر است با . حسابی دو عدد مجاورش
  . را پيدا کنيدe2ی 
1جدولی . ۴ 1๐๐ ๐๐×توان در خانه های اين جدول قرار داد، به نحوی که هيچ دو حداقل، چند حرف می .  در اختيار داريم

  خانه ای که در کنار هم قرار دارند، شامل حرف های يکسان نباشند؟
از هر رديف، بلندترين مرد را، و از بين اين بلند ترين ها، کوتاه . گروه سربازان را به شکل مستطيلی به صف کرده ايم. ۵

، از هر ستون کوتاه ترين مرد را، و از بين اين کوتاه ترين ها بلند ترين مرد را انتخاب سپس. ترين مرد را انتخاب کرديم
  کدام يک از اين دو نفر بلند تر اند؟. کرديم

  .حاصل ضرب سه عددی را پيدا کنيد که مجموع، مجموع مجذور ها و مجموع مکعب های آن ها، برابر  واحد باشد. ۶
  سال هفتم

 ضلعی، مجموع طول های قطر ها، از مجموع nثابت کنيد، در اين . ضلعی کوژ، منفرجه اندnهمه ی زاويه های يک . ٧
  .طول های ضلع ها بيشتر است



x را پيدا کنيد که، به ازای هر يک از آن ها، y و xهمه ی عدد های درست . ٨ y+4   .، عددی اول باشد44
 را ACFG، و ABKL ،BCMN اين مثلث، متوازی الاضلاع های روی ضلع های.  داده شده استABCمثلث . ٩

  .، می توان يک مثلث ساختGL و KN ،MFثابت کنيد، با پاره خط های راست . ساخته ايم
  .٢همان مساله ی . ١٠
 کوچکتر و هر دو تا از آن ها، نسبت به هم ۵٠حداکثر، چند عدد مختلف می توان پيدا کرد که، هر يک از آن ها از . ١١

  اول باشند؟
 و AC روی Mنقطه ی .  هستندABC از مثلث BC و AB به ترتيب، وسط ضلع های E و Dنقطه های . ١٢

ME EC> .ثابت کنيد:  

MD AD<  
  سال هشتم

   را پيدا کنيد، به شرطی کهr، و p ،qعدد های اول . ١٣
( )pqr p q r= + +5  

ab ثابت کنيد، به شرطی که .١۴ a
cbc

  :، داريم=

abb bb a
cbb bbc

=  

  . رقم استnهر عدد صورت و مخرج کسر سمت چپ برابری، دارای 
  .مثلث را با معلوم بودن محيط، ارتفاع و زاويه ی مجاور قاعده، رسم کنيد. ١۵
 مخالف صفر و هر کدام مجذور کامل اند، در ضمن برابر است با مجموع  عدد مختلفی کهnثابت کنيد، مجذور مجموع . ١۶

nمجذور کامل درست و مخالف صفر .  
 ABCثابت کنيد، اگر دايره های محاطی مثلث های .  را رسم کرده ايمBD و AC، قطر های ABCDدر چهارضلعی . ١٧
  . هم مماس بر يکديگر اندBCDو  BAD، بر هم مماس باشند، آن وقت دايره های محاط در مثلث های ADCو 
 را پيدا کرد، به نحوی که y و x نسبت به هم اول باشند، ثابت کنيد، می توان عدد های درست n و aاگر عدد های . ١٨

x n< ،y n< و x y−5 بخش پذير بر nباشد .  
  سال نهم

  .١۵ان مساله ی هم. ١٩
ثابت کنيد، در بين آن ها، سه نقطه پيدا می شود که در درون .  نقطه قرار دارد۵١در درون يک مربع به ضلع واحد، . ٢٠

1دايره ی به شعاع 
  . جا بگيرند7

  : داشته باشيمnثابت کنيد، اگر برای عدد طبيعی . ٢١
n n n n n n

n n
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + = + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
1 1 121 2 1 2 1  

  .، عددی اول استnن وقت آ
  .١۶همان مساله ی . ٢٢
  . وصل کرده ايمBC واقع بر ضلع D به نقطه ی A، از رأس ABCدر مثلث . ٢٣
  .، روی محيط يک دايره اندA و نقطه ی ABD ،ADC ،ABCثابت کنيد، مرکز های دايره های محيطی مثلث های ) ١
  . کمترين مقدار ممکن باشد را طوری پيدا کنيد که شعاع اين دايره،Dنقطه ی ) ٢
  .١٨همان مساله ی . ٢۴

  سال های دهم و يازدهم
 را پيدا P ضلعی n از C و A ،Bثابت کنيد، می توان سه رأس .  قرار داردP ضلعیِ  nدر درون مربع به ضلع واحد، . ٢۵

ABCS: کرد، به نحوی که داشته باشيم
n

≤ 2
1๐๐.  

) نقطه با مختصات درست Nم، دو دستگاه مختصات قائ. ٢۶ , )x y با شرط x y n+ <2 ، عددی درست n( وجود دارد 2
  :ثابت کنيد). است

( )N n≥ − 23 1  
 شعاع از هر دو نقطه ی مجاور، دايره ای به. دايره ای به شعاع واحد، و چهار نقطه روی محيط آن داده شده است. ٢٧

  .ثابت کنيد، چهار نقطه ی برخورد ديگر دايره های اخير، روی محيط يک دايره قرار دارند. واحد گذرانده ايم



   ظاهر شودnα، با نمای ٢، عامل اول nفرض کنيد، در تجزيه ی عدد . ٢٨

n nS α α α= + + +1 2  
  ثابت کنيد، در دنباله ی

, , , , nS S S S
−1 2 3 2 1  

  .تعداد عدد های زوج، با تعداد عدد های فرد، يک واحد اختلاف دارد
 طوری پيدا کنيد که L را روی خط راست Eنقطه ی .  روی يک صفحه اندL و خط راست B و Aدو نقطه ی . ٢٩

AE BE+ برابر عدد مفروض dباشد .  
٣٠ .Sی کوچکتر از عدد اول مفروض  را دسته ای از عدد های طبيعpدر اين دسته، اگر عدد های .  می گيريمa و b وجود 

، دست کم دو عدد Sثابت کنيد، اگر در .  هم وجود داردp بر b و ab ،aداشته باشد، باقی مانده ی حاصل از تقسيم عدد های 
  . بخش پذير استp، بر Sوجود داشته باشد، آن وقت مجموع عدد های دسته ی 

  نهايیدور 
رأس های يک مثلث با زاويه های حاده، روی دو ضلع رو به رو از يک مربع به ضلع واحد و رأس های مثلث دوم با . ٣١

ثابت کنيد، بخش مشترک مساحت های اين دو مثلث، . زاويه های حاده روی دو ضلع رو به روی ديگر اين مربع قرار دارند
  .مثلث تجاوز نمی کنداز چهار برابر عدد حاصل ضرب مساحت های دو 

.  مفروض اند که، در بين آن ها، ممکن است عدد های برابر هم وجود داشته باشدa1 ،a2 ،... ،naعدد های طبيعی . ٣٢

kfته عدد ها می ناميم که از  را تعداد عدد هايی، از اين دسkثابت کنيد.  کوچکتر نيستند:  

nf f f a a a+ + + = + + +1 2 3 1 2  
ثابت کنيد، .  شکل استq شکل را طوری پوشانده است که، هر نقطه ی آن، دست کم متعلق به nمربع به ضلع واحد، . ٣٣

qلااقل يک شکل وجود دارد که، مساحت آن، از 
n

  .ر نيست کمت

kثابت کنيد، برای هر . همه ی عدد های حقيقی را، به دو گروه بخش کرده ايم. ٣۴ > ๐ سه عدد ،a b c<  از يک >
  گروه پيدا می شود، به نحوی که داشته باشيم

c b k
b a
−

=
−

  

  .د، مثلثی با زاويه های معلوم محاط کنيد که حداکثر مساحت را داشته باشددر مثلث متساوی الاضلاع به ضلع واح. ٣۵
 *٣۶ .nبرخی از آن ها، تنها سکه های تقلبی درست می کنند و بقيه، فقط سکه های واقعی.  نفر به ضرب سکه مشغول اند .

 يک سکه ی واقعی در اختيار يک ترازو با گونه های مختلف وزنه و. وزن سکه ی تقلبی، با وزن سکه ی واقعی فرق دارد
چگونه می توان، با سه بار وزن . از هر کدام از ضرب کنندگان سکه، هر قدر سکه که مايل باشيم، می توانيم بگيريم. داريم

  کردن، همه ی کسانی را که به ساختن سکه ی تقلبی مشغول اند، شناخت؟
١٩۶۵  

  سال ششم
برای صحافی هر کتاب، يک برگ کاغذ . برگ کاغذ رنگی وجود دارد ١٣۵ برگ کاغذ سفيد و ٩٢در کارگاه صحافی، . ١

بعد از اين که چند کتاب صحافی شد، تعداد برگ های باقی مانده سفيد، نصف تعداد . سفيد يک برگ کاغذ رنگی لازم است
  چند کتاب صحافی شده است؟. برگ های رنگی بود

ثابت کنيد، آخرين رقم غير صفر سمت راست حاصل ضرب، .  را در هم ضرب کرده ايم١٩۶۵ تا ١عدد های طبيعی از . ٢
  .عددی زوج است

چه .  کيلومتر ساييده می شود15๐๐๐ کيلومتر و لاستيک های عقب بعد از 25๐๐๐لاستيک های جلو اتومبيل، بعد از  . ٣
   عوض کنيم تا با هم و در يک زمان ساييده شوند؟موقع بايد جای لاستيک های جلو و عقب را با هم

19مستطيل . ۴ را به وسيله ی خط های راست موازی ضلع ها، به مربع هايی به ضلع يک سانتی متر ) سانتی متری (×65
  اگر قطر اين مستطيل را رسم کنيم، روی هم به چند بخش تقسيم می شود؟. بخش کرده ايم

  :بخشياب و خارج قسمت را در اين تقسيم پيدا کنيدبخشی، . ۵



  
  : را، به اين ترتيب نوشته ايم۴٩ تا ١عدد های فرد از . ۶

٧  ٩  ۵  ١  ٣  
١  ١٧  ١٩۵  ١١  ١٣  
٢  ٢٧  ٢٩۵  ٢١  ٢٣  
٣  ٣٧  ٣٩۵  ٣١  ٣٣  
۴٩  ۴٧  ۴۵  ۴٣  ۴١  

. يا متعلق به يک ستون نباشنداز اين عدد ها، پنج عدد طوری انتخاب کنيد که هيچ دو تا از آن ها، متعلق به يک سطر 
  مجموع اين پنج عدد، چند است؟

  سال هفتم
  .ثابت کنيد، عددی که تعداد بخشياب های آن، عددی فرد باشد، مجذور کامل است. ٧
 با Oاگر اين دو ميانه، در نقطه ی .  را رسم کرده ايمBE و AK دارد، ميانه های S، که مساحتی برابر ABCدر مثلث . ٨

  . را پيدا کنيدCKOE کرده باشند، مساحت چهارضلعی هم برخورد
چه .  کيلومتر ساييده می شوند15๐๐๐ کيلومتر و لاستيک های عقب، بعد از 25๐๐๐لاستيک های جلو اتومبيل، بعد از . ٩

   بتواند بيشترين فاصله را، با همين لاستيک ها بپيمايد؟موقع، جای لاستيک های جلو و عقب را با هم عوض کنيم تا اتومبيل
24مستطيل . ١٠ 6๐×اگر قطر .  را با رسم خط های راست موازی ضلع ها، به مربع های به ضلع واحد بخش کرده ايم

  مستطيل را هم رسم کنيم، چند بخش جديد در مستطيل به وجود می آيد؟
  : تجاوز نمی کند، اين معادله را حل کنيدA بزرگترين عدد درستی باشد که از  به معنای[A]اگر . ١١

x x+ −⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
5 6 15 7

8 5  

ثابت کنيد، می توان دو نقطه ی هم رنگ پيدا کرد، به نحوی که فاصله ی بين . روی صفحه ی سفيدی رنگ پاشيده ايم. ١٢
  . متر باشد١٩۶۵آن ها، برابر 
  سال هشتم

24مستطيل . ١٣ 6๐×خط .  را، با رسم خط های راست موازی با ضلع ها، به مربع ها ی به ضلع واحد بخش کرده ايم
  .راست ديگری رسم کنيد که، پس از آن، تعداد بخش های مستطيل، حداکثر مقدار ممکن شود

 تاکيد کرد، B توضيح می دهد، که A. د مهندس انG و F. مهندسان هميشه راست و بازرگانان هميشه دروغ می گويند. ١۴
 D هم توضيح می دهد که C.  را نفی می کندG مهندس بودن F اصرار می کند که E می گويد، که D باور دارد، که Cکه 

   بازرگان باشد، روی هم در اين جا، چند بازرگان وجود دارد؟Aاگر . بازرگان است
او می تواند از طريق جاده، با .  ايستاده استO، روی جاده در نقطه ی جهان گرد. جاده ی مستقيمی از دشت می گذرد. ١۵

مطلوب است مکان هندسی .  کيلومتر در ساعت حرکت کند٣ کيلومتر در ساعت و از طريق دشت، با سرعت ۶سرعت 
  .نقطه هايی که، جهان گرد می تواند بعد از يک ساعت در آن جا ها باشد

  .١١همان مساله ی . ١۶
ری، هر دو شهر، به وسيله ی جاده به هم مربوط اند؛ ولی هر جاده، يک طرفه است، يعنی تنها در يک جهتِ  در کشو. ١٧

ثابت کنيد، شهری وجود دارد که، با خارج شدن از آن می توان، از همه ی شهر های کشور، و از . آن می توان حرکت کرد
  .هر کدام تنها يک بار، عبور کرد

، از چهار برابر حاصل ضرب آن ها تجاوز ٩٩٢يد، به نحوی که مجموع مجذور های آن ها با هشت عدد اول پيدا کن. ١٨
  .نکند

  سال نهم
با دو پاره خط راست به طول واحد، از يک زاويه ی مفروض، يک چهارضلعی جدا کنيد که حداکثر مساحت ممکن را . ١٩

  .داشته باشد
  .١۴همان مساله ی . ٢٠



ک خط های راست موازی ضلع های آن، به چند بخش تقسيم کرده ايم؛ در ضمن، يکی از متوازی الاضلاع را به کم. ٢١
با رسم يک خط راست ديگر، متوازی الاضلاع را، حداکثر به .  بخش تقسيم شده استn بخش و ديگری به mضلع ها به 

  چند بخش می توان تقسيم کرد؟
  : داريمABCبرای طول های ضلع های مثلث . ٢٢

. .AB BC AC ≤ 6๐  
C، به ترتيب، نقطه های AC، و AB ،BCروی ضلع های  A و ′ B و ′   :ثابت کنيد.  را انتخاب کرده ايم′

. . . . . . .AC C B BA A C CB B A AB BC AC′ ′ ′ ′ ′ ′ <  
٢٣ .A1 ،A2 ،... ،nA و ،B1 ،B2 ،... ،nB ٢، ١، دو تبديل مختلف از عدد های ،... ،nثابت کنيد، اگر .  هستندn 

  عددی زوج باشد، دست کم دو جمله از دنباله ی
, , , n nA B A B A B+ + +1 1 2 2  

  .، به يک باقی مانده می رسندnدر تقسيم بر 
 *٢۴ .n ثابت کنيد، می توان از بين آن ها، چند .  واحد مربع را اشغال کرده اند١ دايره در روی صفحه، مساحتی برابر

1دايره ی غير متقاطع انتخاب کرد که، مجموع مساحت های آن ها، بيشتر از 
  . واحد مربع باشد9

  سال های دهم و يازدهم
  :اين معادله را، در مجموعه ی عدد های درست حل کنيد. ٢۵

xy x y− + − =6 4 9 366 ๐  
  :اين مجموع را محاسبه کنيد. ٢۶

cos cos cos cos cos( ) cosn nα α α α α α
+ + +

−
1 1 1

2 2 3 1  

  .٢٣همان مساله ی . ٢٧
M ، نقطه دلخواهABC از مثلث ABروی ضلع . برای کلاس دهم. ٢٨  و به Aبه مرکز نقطه ی .  را انتخاب کرده ايم1

AMشعاع برابر  M، کمان 1 M1 M( رسم کرده ايم ABC را در درون مثلث 2 AC∈2 .( سپس، به مرکز نقطه یC 

CMو به شعاع برابر  M، کمان 2 M2 M( رسم کرده ايم ABC را در درون مثلث 3 BC∈3 .( سرانجام، به مرکز

BM و به شعاع برابر Bنقطه ی  M، کمان 3 M3 عمل را تا جايی ادامه . ره رسم کرده ايم و غيAB را تا برخورد با 4
طول اين منحنی بسته را پيدا کنيد، به شرطی که، طول ضلع های مثلث و اندازه ی زاويه های . می دهيم که کمان بسته شود

  .آن معلوم باشد
  :ثابت کنيد. ، عدد هايی غير منفی اندB و Aبرای کلاس يازدهم 

( ) ( )n n n nA B A B−+ ≤ +12  
12مکعب . ٢٩ 12 12× اگر با صفحه ی .  را به ياری صفحه های موازی با وجه ها به مکعب های واحد تقسيم کرده ايم×

  ديگری، مقطعی به صورت شش ضلعی منتظم در مکعب به وجود آوريم، مکعب روی هم، به چند بخش تقسيم می شود؟
 مرسوم از آن ها بر دايره ها، يکی با ديگری، زاويه نقطه ای بر صفحه پيدا کنيد که مماس های. سه دايره مفروض اند. ٣٠

  .های برابر بسازند
  دور نهايی

nدر خانه های يک جدول . ٣١*  n× در ضمن، اگر در خانه ای عدد صفر . درست غير منفی را قرار داده ايم، عدد های
.  نيستnن خانه در يک سطر يا يک ستون واقع اند، کمتر از قرار گرفته باشد، آن وقت مجموع همه ی عدد هايی که با اي

nثابت کنيد، مجموع همه ی عدد های جدول، کمتر از  21
  . نيست2

  : می دانيمz، و a ،b ،c ،x ،yدرباره ی عدد های مثبت . ٣٢
, ,

,
a b c a x y z c
abc xyz a b c x y z
< < < < < <
= + + = + +

  

,: ثابت کنيد ,c z b y a x= = =  
xبين همه ی چندجمله ای های به صورت . ٣٣ ax b+ ]، آن را پيدا کنيد که ماکزيمم قدرمطلق آن، در بازه ی 2+ , ]−11 ،

  .حداقل باشد
  .ثابت کنيد، مساحت مربعی که در درون يک مثلث واقع است، از نصف مساحت مثلث تجاوز نمی کند. ٣۴



ثابت کنيد، می توان اين شکل را روی صفحه طوری .  ی شطرنجی، شکلی به مساحت واحد داده شده استروی صفحه. ٣۵
  .جا به جا کرد که هيچ کدام از گره های شبکه در درون آن نباشد

  .مطلوب است مکان هندسی مرکز های مثلث های متساوی الاضلاعی که بر يک مثلث مفروض، محيط شده اند. ٣۶* 
١٩۶۶  

  سال ششم
  :کدام يک از اين دو عدد بزرگتر اند. ١

1 1
1 1
๐๐ ๐๐

๐๐ ๐๐
  ؛) صفر١٩۶۶ صفر و در مخرج ١٩۶۵در صورت کسر  ( 

1يا  1
1 1
๐๐ ๐๐

๐๐ ๐๐
  ). صفر١٩۶٧ صفر و در مخرج ١٩۶۶در صورت  (

يد، در هر لحظه، می توان دو تيم پيدا کرد که، تعداد بازی هايی ثابت کن.  تيم شرکت کرده اند3๐در مسابقه ی فوتبال، . ٢
  .که انجام داده اند، برابر باشد

هر بار، دو عدد دلخواه را پاک می کنيم و، به .  را نوشته ايم١٩۶۶ تا ١روی تخته ی سياه، همه ی عدد های درست از . ٣
و به هر نحوی اين عمل را تکرار کنيم، نمی توانيم به حالتی ثابت کنيد، هر چند بار . جای آن ها، تفاضلشان را می نويسيم

  . مانده باشد๐برسيم که، روی تخته ی سياه، تنها عدد 
ثابت کنيد، روی صفحه ی کاغذ، می توان سه نقطه ی هم رنگ پيدا کرد که . مرکب سياه را روی کاغذ سفيد پاشيده ايم. ۴

  .شند و، در ضمن، يکی از اين نقطه ها، درست وسط دو نقطه ی ديگر قرار گيردروی يک خط راست با
در يک مسابقه ی بازی شطرنج، بيش از سه شطرنج باز شرکت دارند و هر کس با هر کس ديگر، به يک تعداد مسابقه . ۵

 متوجه شد، تعداد امتياز های  دور، يکی از شرکت کنندگانِ  در مسابقه،١٣ دور بازی بود، بعد از ٢۶در مسابقه، . می دهد
در اين مسابقه، چند شطرنج باز . او عددی فرد، ولی تعداد امتياز های هر يک از ديگر شرکت کنندگان، عددی زوج است

  شرکت داشته اند؟
  سال هفتم

  .٣همان مساله ی . ۶

1 وتر کمان ثابت کنيد، طول شعاع دايره، برابر است با تفاضل طول های دو پاره خط راست که يکی. ٧
1๐ و ديگری وتر 

3کمان 
1๐دايره است .  

  ، عددnثابت کنيد، به ازای هر عدد طبيعی . ٨
( )( ) ( )n n n n+ + +2 1 3 1 1966 1  

  . بخش پذير است١٩۶۶بر عدد اول کوچکتر از 
 خط راست وجود دارد nروی صفحه، «: ها يک پاسخ داشته باشدقرار داد تا مساله زير تن* چه عددی می توان به جای . ٩

  .» را پيدا کنيدnمقدار . نقطه يکديگر را قطع کرده اند* که در 
  .۴همان مساله ی . ١٠
١١ .n ثابت .  دارد١ نقطه  روی صفحه طوری قرار گرفته اند که، هر مثلث به رأس های اين نقطه ها، مساحتی کمتر از

  . جا داد۴قطه ها را، می توان در مثلثی به مساحت کنيد، همه ی اين ن
  سال هشتم

  .٩همان مساله ی . ١٢
  .٨همان مساله ی . ١٣
  .١١همان مساله ی . ١۴
nثابت کنيد، مجموع همه ی بخشياب های . ١۵   .، عددی فرد است2
قطر چهارضلعی، قطر با طول بزرگتر، از رأس زاويه ی ثابت کنيد، از دو . سه زاويه از يک چهارضلعی، منفرجه اند. ١۶

  .حاده می گذرد
xعدد های . ١٧ 1 ،x 2 ،x   :، به اين ترتيب ساخته شده اند...، 3

; ; ,x xx x x
x x
+ +

= = =
4 4
1 2

1 2 3
1 2

1 12 5 5  

1ا هر جا ادامه دهيم، همه ی عدد های حاصل، کمتر از ثابت کنيد، ساختمان اين عدد ها را ت
  . نيستند٢ و بيشتر از 5

  سال نهم
  .از مستطيل مفروض، يک لوزی با حداکثر مساحت ممکن جدا کنيد. ١٨



  :اين معادله، در مجموعه ی عدد های درست، چند جواب دارد. ١٩
x y+ = 196๐  

 ١٩۶۶بت کنيد، می توان صفحه را با نه رنگ مختلف چنان رنگ کرد که، فاصله ی بين هر دو نقطه ی هم رنگ، با ثا. ٢٠
  .متر فرق داشته باشد

٢١ .p و qعدد هايی اول اند ، .q −3 p؛ p بر 1 p: ثابت کنيد.  بخش پذير استq بر 1− q q= + + 21.  
 ساخته ABC، وتر های مثلث های قائم الزاوه ی متساوی الساقينی هستند که در بيرون مثلث ABCضلع های مثلث . ٢٢

 بر هم عمودند و BF و DEثابت کنيد، پاره خط های راست .  می ناميمACF، و ABD ،BCEاين مثلث ها را . شده اند
  .طول هايی برابر دارند

 *٢٣ .kبا چند روش می توان ضلع های يک . يار داريم رنگ در اختn ضلعی منتظم را رنگ کرد، به نحوی که ضلع 
  ؟)چندضلعی را نمی توان چرخاند(های مجاور، رنگ های مختلفی داشته باشند 

  سال های دهم و يازدهم
  .١٨همان مساله ی . ٢۴
  .١٩همان مساله ی . ٢۵
  . رنگ١١ برای ٢٠همان مساله ی . ٢۶
  .٢٣اله ی همان مس. ٢٧
 پاره خط راست تقسيم کرد که طول هر يک از آن ها از n را به a2، می توان پاره خط راست به طول εبه ازای چه . ٢٨

a بيشتر نباشد، به نحوی که از آن ها نتوان پاره خط راستی ساخت که طول آن برابر a نباشد و از εکوچکتر باشد؟   
  :اين دستگاه را حل کنيد. ٢٩

n

n

n n n
n

x x x

x x x

x x x

+ + + =⎧
⎪

+ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + =⎩

1 2
2 2 2
1 2

1 2

1
1

1

  

  دور نهايی
٣٠ .m و n ،عدد هايی طبيعی اند؛ در ضمن mثابت کنيد، .  عددی فرد استn +2 m و 1 −2   . نسبت به هم اول اند1
 *٣١ .nT را بيشترين مساحتی می گيريم که يک n ضلعی محاط در يک k ضلعی کوژ می تواند داشته باشد 
)n k< nثابت کنيد، برای هر ). 3> k<داريم :  

n n nT T T− ++ ≤1 1 2  
  از دنباله ی عدد های. ٣٢

, , , , , , n1 2 3 4 5 2  

به تعداد 
n⎡ ⎤−

⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 3
ثابت کنيد، در بين عدد های باقی مانده، دو عدد پيدا می شود که يکی دو برابر .  عدد انتخاب کرده ايم3

  .ديگری است
بع و تعداد را، به تقسيم آن، به مستطيل هايی می گوييم که ضلع های آن ها موازی با ضلع های مر» تجزيه ی مربع« . ٣٣

يعنی دو يا چند مستطيل (تجزيه را ساده می گوييم، وقتی از تقسيم بخش های بزرگتر به دست نيامده باشد . آن ها محدود باشد
 مستطيل ممکن n، تجزيه ی ساده ی مربع به nبه ازای چه مقدار هايی از ). آن، نتوانند مستطيل بزرگتری تشکيل دهند

  است؟
 *٣۴ .n بعضی از آن ها را به وسيله ی پاره خط های راستی به هم وصل کرده ايم، به . داده شده است نقطه روی صفحه

nnثابت کنيد، برای اين منظور، تعداد . نحوی که، از هر نقطه به هر نقطه ی ديگر، بتوان تنها به يک طريق رسيد  روش 2−
  .برای وصل کردن نقطه ها به يکديگر وجود دارد

 در دايره ای محاط شده است؛ در ضمن، مرکز دايره در a1 ،a2 ،... ،na ضلعی با ضلع های به طول های nيک . ٣۵* 

,ا شعاع های  دايره ی بnثابت کنيد، اين دايره را می توان به وسيله ی . درون چندضلعی واقع است , , nna na na1 2

6 6 6 

  .پوشاند
١٩۶٧  

  سال ششم



:(گنجايش ظرف های مکعبی شکل به نسبت . ١ :1 8 :(و حجم مايع درون آن ها، به نسبت ) 27 :1 2 مقداری از . است) 3
ه ظرف سوم، تا جايی که سطح مايع در هر سه ظرف مايع ظرف اول در ظرف دوم ريخته ايم و، سپس، از ظرف دوم ب

4128سپس، از طرف اول، . يکسان شود  ليتر مايع به ظرف دوم، ريخته ايم و، بعد، از ظرف دوم به ظرف اول آن قدر 8

معلوم شد، در ظرف . ظرف دوم شودمايع برگردانديم تا ارتفاع ستون مايع در ظرف اول دو برابر ارتفاع ستون مايع در 
  در آغاز، در هر ظرف چقدر مايع بوده است؟.  ليتر کمتر از آنچه در آغاز در آن بوده، وجود دارد1๐๐اول 
  عقربه های ساعت شمار، دقيقه شمار و ثانيه شمارِ  يک ساعت، در شبانه روز چند بار بر هم منطبق می شوند؟. ٢
  . شهر لنين گراد، دو نفر پيدا می شود که، تعداد آشنايان لنين گرادی آن ها، يکی استثابت کنيد، در. ٣
ثابت کنيد، در بين تفاضل های دو به دو ی آن ها، دست کم .  کوچکتر است١۶هر يک از هشت عدد طبيعی مختلف، از . ۴

  .سه عدد برابر وجود دارد
 کيلومتر در 2๐در يک لحظه، دو دوچرخه سوار، اولی با سرعت .  کيلومتر است1๐๐، برابر B تا Aفاصله ی از . ۵

همراه با اولی، .  حرکت کردندA به طرف B کيلومتر در ساعت از 3๐؛ و دومی با سرعت B به طرف Aساعت از 
 رفت، و Bمگس تا برخورد با دوچرخه سوار دوم به طرف .  کيلومتر در ساعت به پرواز درآمد5๐مگسی هم، با سرعت 

 برگشت تا به دوچرخه سوار اول رسيد؛ دوباره، بعد از رسيدن به اولی برگشت و به طرف دوچرخه Aسپس، به طرف 
   پرواز کرده است؟B به سمت A کيلومتر از وقتی دو دوچرخه سوار به هم برسند، اين مگس، چند. سوار دوم آمد و غيره

  سال هفتم
  .ذوزنقه را با معلوم بودن چهار ضلع آن رسم کنيد. ۶
  :ثابت کنيد. ٧

( )( )x x x x x+ + + + + − ≥2 4 1 1 2 1 11 1 1 2๐๐ ๐ ๐๐ ๐  
٨ .M وسط ضلع AB و N وسط ضلع CD از چهارضلعی ،ABCDخط های راست .  استAD و ،BC خط راست ،

MN را به ترتيب، در P و Qثابت کنيد.  اند قطع کرده:  
BQMاگر  APM= آن وقت ،BC AD=  

  .۴همان مساله ی . ٩
، کمانی از دايره ای را گذرانده ايم که، مرکز آن، در درون مستطيل واقع ABCD در مستطيل C و Aاز رأس های . ١٠
 R را در نقطه ی AC و کمان Q را در نقطه ی P ،ADی  را در نقطه BC رسم کنيد که ABخط راستی موازی . است

  .، کمترين مقدار ممکن باشدCPR و AQRطوری قطع کند که مجموع مساحت های شکل های 
  .۵همان مساله ی . ١١

  سال هشتم
١٢ .x و y ريشه های معادله ی ،t ct c− − =2 ๐ثابت کنيد.  هستند :( )x y xy+ + ≥3 3 3 ๐.  
B( واقع بر محيط دايره ی درونی Bاز نقطه ی . ، مماس داخل اندAدو دايره، در نقطه ی . ١٣ A≠( مماسی بر آن رسم ،

  . استCAD نيمساز زاويه ی ABثابت کنيد، .  قطع کندD وCکرده ايم تا دايره ی بزرگتر را در نقطه های 
32+ثابت کنيد . ١۴ 1๐๐  1 بر 13 ๐بخش پذير است .  
  .١٠همان مساله ی . ١۵
ثابت کنيد، اين آدم ها را می توان به دو دسته چنان تقسيم . در گروهی از آدم ها، هر کس يک دشمن و يک دوست دارد. ١۶

  .کرد که در هر دسته، نه دشمن ها وجود داشته باشند و نه دوست ها
  : می دانيمa1 ،a2 ،... ،a1๐๐ی عددهای درباره . ١٧

a a a
a a a

a a a

− + ≤
− + ≤

− + ≤

1 2 3

2 3 4

98 99 1

2
2

2 ๐๐

๐

๐

๐

  

aدر ضمن  a= ≥1 1๐๐ ๐ .ثابت کنيد، همه ی اين عدد ها غير صفر اند.  
  سال نهم

pثابت کنيد، . ض اند مفروq و pعدد های فرد متوالی . ١٨ qp q+ بر p q+بخش پذير است .  
، C و Aاز رأس های .  مماس باشدAC، دايره ای رسم می کنيم که بر ضلع Bبه مرکز .  مفروض استABCمثلث . ١٩

 و خط راست E را در نقطه ی AB، خط راست MPخط راست .  را بر اين دايره رسم می کنيمCP و AMمماس های 
BC را در نقطه ی Hثابت کنيد، .  قطع می کندAH و CE ارتفاع های مثلث ،ABCهستند .  



تصميم می گيريم، به جای هر عدد، مجموع همه ی عدد های واقع در سمت .  عدد در اختيار داريمkدنباله ای شامل . ٢٠
 به تعداد کافی تکرار کنيم، آن وقت، دنباله ی دو بار پشت سر هم تکرار ثابت کنيد، اگر اين عمل را. راست آن را قرار دهيم

  .می شود
1از . ٢١ 6๐ نقطه که هيچ سه نقطه ای از آن ها بر يک خط راست نيستند، چهار نقطه رأس های يک مربع به ضلع واحد 

1ثابت کنيد، دست کم . ند در داخل اين مربع ارا تشکيل داده اند، و بقيه ی نقطه ها 7๐ مثلث وجود دارد که، رأس های آن 
  . تجاوز نمی کند1๐/๐ها، روی اين نقطه هاست و مساحتی دارند که از 

٢٢ .na a a≥ ≥ ≥ ≥1 2 ๐ و B بزرگترين عدد از عدد های ،b1 ،b b+1 2 ،... ،nb b b+ + +1 ثابت .  است2
  :کنيد

n nab a b a b Ba+ + + ≤1 1 2 2 1  
ثابت کنيد، اين مرد، . در جنگلی به وسعت يک کيلومتر مربع و به شکل چندضلعی کوژ، مردی راه را گم کرده است. ٢٣

25با پيمودن  7๐ تواند از جنگل خارج شود متر، می.  
  سال دهم

٢۴ .p و qثابت کنيد .  دو عدد فرد پشت سر هم اندq pp q+ بر p q+بخش پذير است .  
، BC بر ضلع های Mتصوير های قائم نقطه ی .  واقع استABC در درون مثلث متساوی الاضلاع Mنقطه ی . ٢۵

AC و ،ABبه ترتيب،  را ،A1 ،B1 و ،C1ثابت کنيد.  می ناميم:  
. . .

. . .

AB BC BC CA CA AB

AC BA BA CB CB AC

+ + =

+ +
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  .٢٠همان مساله ی . ٢۶
  ٢٢همان مساله ی . ٢٧
  ٢٨همان مساله ی . ٢٨
 از نقطه ها وجود دارد، که برای هر نقطه از اين دستگاه، دست کم ثابت کنيد، روی يک صفحه، چنان دستگاه محدودی. ٢٩

  .صد نقطه ی دستگاه پيدا شود که از اين نقطه، به يک فاصله باشند
  دور نهايی

، مماس هايی بر دو Aاز نقطه ی .  قطع کرده اندD و A، يکديگر را در نقطه های O2 و O1دو دايره به مرکز های . ٣٠
  :ثابت کنيد.  قطع کنندC و Bدايره رسم کرده ايم تا دايره های ديگر را در نقطه های 

: :AB AC BD CD=2 2  
يعنی، اگر اولی به ازای (دو چندجمله ای با ضريب های حقيقی، چنان اند که با هم برابر عددی درست می شوند . ٣١

ثابت کنيد، ). عدد درست باشد، دومی هم به ازای همان عدد، برابر با عددی درست خواهد شد و برعکسعددی، برابر يک 
  .يا مجموع و يا تفاضل آن ها، مقداری ثابت است

به اين ترتيب، چهار مثلث کوچک به دست . روی هر ضلع مثلث، نقطه ای انتخاب و آن ها را به هم وصل کرده ايم. ٣٢* 
  .ثابت کنيد، نقطه های انتخابی، در وسط ضلع ها واقع اند.  اين چهار مثلث، محيط هايی برابر دارندمی دانيم،. می آيد
ثابت کنيد، در بين آن ها، می توان چهار نفر جدا کرد که يا دو به دو يکديگر را .  نفر در جايی گرد هم آمده اند١٨. ٣٣

  .بشناسند و يا دو به دو با هم ناآشنا باشند
n جدول در يک. ٣۴*  n× عدد های غير منفی را چنان نوشته ايم که، مجموع عدد های هر سطر و، همچنين، مجموع ،

 عدد مثبت پيدا کرد که، هيچ دو تايی از آن ها، در يک nثابت کنيد، می توان . عدد های هر ستون، برابر واحد شده است
  .سطر يا يک ستون، قرار نگرفته باشند

  :اين دنباله داده شده است. ٣۵
a a a a a< < < < < <1 2 25 26๐๐  

nدر ضمن  n na a a− −= −2 4
1 >n و 12 ≤ 26๐ثابت کنيد ،:  

a −< 87 1๐ ๐×  
١٩۶٨  

  سال ششم

1اگر قيمت کيف . دانش آموزی، يک کيف، يک خودنويس و يک کتاب خريد. ١
1، قيمت خودکار 5

2 و قيمت کتاب 2
5 

1اگر کيف .  روبل می پرداخت٢قيمت فعلی آن بود، آن وقت، دانش آموز برای همه ی آن ها 
1، خودکار 2

1 و کتاب 4
3 



 روبل لازم بود مبلغ خريد دانش آموز، در واقع، چقدر بوده ٣قيمت کنونی خود را داشتند، آن وقت، برای خريد آن ها، 
  است؟

  از اين دو عدد، کدام و چقدر بزرگتر است؟. ٢
م  رق

م  رق

19

68
888 88 333 33×  

  يا
م  رق

م  رق

19

68
444 44 666 67×  

 کيلومتر، فاصله ی بين ١١۶، برابر C و B کيلومتر، فاصله ی بين دو شهر ١٩۴بر  براB و Aفاصله ی بين دو شهر . ٣
 Bفاصله ی بين دو شهر .  کيلومتر است١۴١، برابر A و D کيلومتر و فاصله ی بين دو شهر ۴۵١، برابر D و Cدو شهر 

   چقدر است؟Dو 
چگونه می توان، با پنج بار استفاده . تيار داريمدر اخ) بدون هيچ وزنه ای(چهار چيز، با وزن های مختلف و يک ترازو . ۴

  از ترازو، اين چيز ها را نسبت به وزن آن ها، رديف کرد؟
 ببرد B به شمار می آيد که يا از تيم B از تيم رنيرومند ت، به شرطی Aتيم . چند تيم، در مسابقه ی واليبال شرکت کردند. ۵

، تيم پيروز مسابقه باشد، آن Tثابت کنيد، اگر تيم .  ببردB از C و تيم Cاز A وجود داشته باشد که تيم Cو يا تيمی مثل 
  .وقت اين تيم از همه ی تيم های ديگر، نيرومند تر است

  کيف يا خودکار؟: ، معلوم کنيد، کدام گران تر است١در مساله ی . ۶
  سال هفتم

ثابت کنيد، مجموع طول های طول و عرض . محاط کرده ايم) که طول و عرض نابرابر دارد( در مربعی، يک مستطيل . ٧
  .يعنی نصف محيط مستطيل، برابر است با طول قطر مربع(آن 
  . باشد١٧، و ١۴، ١٢، 1๐، ٩، ٧، ۴ ،۵، ٢، ๐پنج عدد پيدا کنيد که مجموع دو به دو ی آن ها برابر عدد های . ٨
  .ثابت کنيد، اين عدد نمی تواند مجذور کامل باشد.  هستند۵ رقمی، همه ی رقم ها، به جز يکی، برابر 1๐๐๐در يک عدد . ٩
  .۵همان مساله ی . ١٠
 را DE، وسط ضلع M را CD، وسط ضلع L را BC، وسط ضلع K را AB، وسط ضلع ABCDEدر پنج ضلعی . ١١
N وسط پاره خط راست ،KM را P  و وسط پاره خط راستLN را Qثابت کنيد، پاره خط راست .  می ناميمPQ با پاره 

  . موازی است و طولی برابر يک چهارم طول آن داردAEخط راست 
مجموع طول های شعاع های اين دايره ها، برابر . ، چند دايره، به دلخواه، جا داده ايم٣در دايره ی به شعاع برابر . ١٢

  .طع می کند دايره ی داخلی را ق٩يد، خط راستی پيدا می شود که، دست کم، ثابت کن. ٢۵است با 
  سال هشتم

 چنان AC، روی قطر Mنقطه ی .  بزرگتر استBD از طول قطر AC، طول قطر ABCDدر متوازی الاضلاع . ١٣
ترک دايره ، مماس مشBDثابت کنيد، خط راست . ، می توان يک دايره گذراندBCDMاست که از رأس های چهارضلعی 

  . استADM و ABMهای محيطی دو مثلث 
١۴ .a عددی فرد است و x و yريشه های معادله ی ،  

t at+ − =2 1 ๐  
xثابت کنيد . هستند y+4 x و 4 y+5   .، دو عدد درستِ  نسبت به هم اول، هستند5
قرينه ی مثلث جديد را هم، نسبت به . ضلاعی را نسبت به يکی از ضلع های آن پيدا کرده ايمقرينه ی مثلث متساوی الا. ١۵

در پايان، معلوم شد، آخرين مثلث، بر . اين عمل را، چند بار تکرار کرده ايم. يکی از  ضلع های خودش، به دست آورده ايم
  .دا کردن قرينه، عدد زوج استثابت کنيد، تعداد عمل های مربوط به پي. مثلث اصلی منطبق شده است

  .١٢همان مساله ی . ١۶
همه ی عدد های دو رقمی را، که به صفر ختم نشده اند، طوری پشت سر هم نوشته ايم که هر عدد بعدی، با رقمی . ١٧

عدد از بين همه ی . ثابت کنيد، چنين روشی، برای نوشتن عدد ها، ممکن است. آغاز شود که عدد قبلی به آن ختم شده است
  .های چند رقمی که به اين ترتيب می توان به دست آورد، مجموع بزرگترين و کوچکترين عدد را پيدا کنيد

به دنبال هر .  نوشت، يکی زير ديگری می نويسيم٣، و ٢، ١ رقمی را که می توان با رقم های 1๐همه ی عدد های . ١٨* 
111 را می آوريم؛ در ضمن، به دنبال عدد ٣ يا ٢، ١ عدد، باز هم رقمی از رقم های 222، به دنبال ١، رقم 1  رقم 2

333 و به دنبال ٢ می دانيم، به هر دو عددی که در همه ی مرتبه های ده گانه اختلاف دارند، رقم .  آمده است٣ رقم 3
ثابت کنيد ستون رقم هايی که به اين ترتيب نوشته شده است، بر يکی از ستون های ده گانه . ختلفی اضافه شده استهای م

  .قبلی منطبق است
  سال نهم



  :اين معادله را حل کنيد. ١٩
( )x x= − − 2 21 1968 1 1968  

 بدانيم، اين سه ضلع چهارضلعی چهارضلعی را با معلوم بودن نقطه های وسط سه ضلع آن، رسم کنيد، به شرطی که. ٢٠
در ضمن، از بين سه نقطه ی مفروض، می دانيم کدام نقطه، . ، طولی برابر دارند)که نقطه های وسط آن ها داده شده است(

  .مربوط به ضلعی است که بين دو ضلع ديگر قرار دارد
نه يک رنگ دارد و، در ضمن، از هر خا.  رنگ مختلف رنگ کرده ايم٩صفحه ی کاغذ شطرنجی بی پايانی را، با . ٢١

دو رنگ را وقتی مجاور می ناميم که دو خانه با يک ضلع مشترک پيدا شود که با اين دو . همه ی رنگ ها استفاده شده است
  حداقل تعداد زوج رنگ های مجاور، چقدر می تواند باشد؟. رنگ، مشخص شده باشند

 و ACس بر هم رسم کرده ايم، به نحوی که يکی از آن ها بر دو ضلع در مثلثی با زاويه های حاده، دو دايره ی مما. ٢٢
BC و ديگری بر دو ضلع AB و BCثابت کنيد، مجموع طول های شعاع های اين دو دايره، از طول شعاع .  مماس است

  .دايره ی محاطی مثلث بيشتر است
  : داريمnثابت کنيد، برای هر عدد طبيعی . ٢٣

!( )! !( )! ( )! ! !n n n n− + − + + − ≤
21 1 2 2 1 1 3  

ثابت کنيد، نمی توان مثلث متساوی الاضلاع را به چند مثلث متساوی الاضلاع تقسيم کرد، به نحوی که، اين مثلث . ٢۴* 
  .ها، دو به دو با هم نا برابر باشند

  سال دهم
ABC ،Aمثلث های . ٢۵ B C1 1 A، و 1 B C2 2 S، و S ،S1 با مساحت های 2   :، چنان اند که داريم2

, ,AB A B A B BC B C B C AC AC A C= + = + = +1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2  

S: ثابت کنيد S S≥ 1 24  
  اين دستگاه معادله ها، چند جواب دارد؟. ٢۶
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٢٧ .ABC و A B C1 1 AA: می دانيم. متساوی الاضلاع و هم جهت اند، مثلث هايی 1 a=1 و BB b=1 . زاويه ی بين
  .CC1 مطلوب است محاسبه ی طول پاره خط راست. α، برابر است با BB1 و AA1خط های راست 

  . رنگ1๐، برای ٢١همان مساله ی . ٢٨
  .ثابت کنيد، چهاروجهی منتظم را، نمی توان به چند چهاروجهی منتظم دو به دو نابرابر تقسيم کرد. ٢٩* 
 *٣٠ .a1 ،a2 ،... ،na عدد های مثبت و kثابت کنيد.  عدد طبيعی است:  

( )( ) . . .k k k nk k
n na a a a a a− + + + ≤ + + +2

1 2 1 22 1 2 2 2  
  دور نهايی

بر وتر با طول بزرگتر ، عمودی BAC وسط کمان Mاز نقطه ی .  داده شده اندAC و ABدر دايره ای، دو وتر . ٣١
  . را نصف می کندBACثابت کنيد، پای عمود، خط شکسته ی . فرود آورده ايم

٣٢ .nمداد را از يک نقطه به نقطه : دو نفر، به اين ترتيب، با هم بازی می کنند. طه ی روی محيط دايره داده شده است نق
حرکت، به نوبت انجام می گيرد؛ در . می برند) روی پاره خط راستی که اين دو نقطه را به هم وصل می کند(ی ديگر 

ثابت . کسی اين بازی را باخته است که نتواند حرکت کند. ضمن، نمی توان روی يک پاره خط راست، دو بار حرکت کرد
  . برنده می شود- به شرط بازی درست -کنيد، کسی که بازی را آغاز کند 

ثابت کنيد، دست کم، .  نقطه داده شده است؛ در ضمن، همه ی آن ها، روی يک خط راست نيستندmروی يک صفحه، . ٣٣
  به تعداد

( )( )m m− −
1 1 22  

  .مثلث می توان رسم کرد که رأس های آن ها روی اين نقطه ها باشند
٣۴ .a1 ،a2 ،... ،na عدد هايی حقيقی اند؛ ،M بزرگترين و ،mثابت کنيد.  کوچکترينِ  اين عدد ها است:  



,
( )( ) ( )i j

i j

M mp M m a a p −
− − ≤ − ≤∑ 21 4  

  .ثابت کنيد، مجموع فاصله های يک نقطه ی درونی چهاروجهی تا رأس های آن، از محيط چهاروجهی کمتر است. ٣۵
 رقم ١٩۶٨، دست کم )1๐در عدد نويسی به مبنای  (n5 را طوری پيدا کنيد که، بين رقم های عدد nعدد درست . ٣۶* 
  .بر صفرِ  پشت سر هم وجود داشته باشدبرا
هر وجه را با يکی از چهار رنگی که . چندوجهی کوژی داده شده است که، در هر رأس آن، سه وجه به هم رسيده اند. ٣٧* 

ثابت کنيد، تعداد وجه . در اختيار داريم، رنگ کرده ايم؛ در ضمن، دو وجهی که يال مشترکی دارند، با دو رنگ مختلف اند
 با تعداد فرد ضلع ها که رنگ اول را دارند، و تعداد وجه های با تعداد فرد ضلع ها که رنگ دوم را دارند، يا هر دو های

  .زوج اند و يا هر دو فرد
  :دو عمل روی واژه ها می توان انجام داد.  را، يک واژه می ناميمB و Aهر دنباله ی با پايان از حرف های . ٣٨
   را بنويسيم،B را بگذاريم و در پايان واژه، Aدر هر جای واژه، : اول
  . را بگذاريمABدر هر جای واژه، : دوم

، با عمل اول به دست آورد، همان واژه هايی است که می توان از واژه ABثابت کنيد، واژه هايی که می توان از واژه ی 
  .، با استفاده از عمل دوم پيدا کردABی 

١٩۶٩  
  سال ششم

. انه های صفحه ی شطرنج طوری قرار داده ايم که هيچ دو تايی از آن ها، يکديگر را تهديد نمی کنندهشت رُخ را در خ. ١
  .ثابت کنيد، تعداد رُخ های خانه های سياه، عددی زوج است

3در جدول . ٢ معلوم شد، .  خط زده اندکوليا و پتيا، هر کدام چهار عدد را). ۴شکل (، عدد هايی طبيعی را گذاشته ايم ×3
کدام عدد، خط نخورده باقی . مجموع عدد هايی که پتيا خط زده است، دو برابر مجموع عدد هايی است که کوليا خط زده بود

  مانده است؟
١٢  ٨  ۴  
١۴  ٢۴  ١٣  
٢٣  ۵  ٧  

  ۴شکل 
ه ی حرکت آن ها، وانيا در همان لحظ.  حرکت کردندB به طرف شهر Aميشا و ساشا، نيمروز و با دوچرخه، از شهر . ٣

ساعت .  هر کدام، در طول راه ثابت بودسه نفر، سرعت های متفاوتی داشتند، ولی سرعت.  حرکت کردA به طرف Bاز 
ولی در ساعت يک و نيم پس از نيمروز، وانيا در . يک بعد از نيمروز، ساشا درست در نقطه ی وسط بين ميشا و وانيا بود

  ميشا در چه ساعتی، در نقطه ی وسط بين ساشا و وانيا خواهد بود؟. ا قرار داشتنقطه ی وسط بين ميشا و ساش
 توده، و به هر کدام يک گرده ٢٣تصميم گرفته می شود، در يک زمان، به .  توده ی گردو روی زمين چيده شده است٣۵. ۴

  .ده، برابر کرد تو٣۵ثابت کنيد، با تکرار اين عمل، می توان تعداد گردو ها را، در هر . اضافه شود
می دانيم، .  هستند٢ و ١ سطر، يک عدد شش رقمی نوشته ايم که، همه ی آن ها، تنها شامل رقم های ۶۴در هر سطر از . ۵

چگونه . همه ی اين عدد ها با هم فرق دارند و، در ضمن، هر دو عدد مجاور، تنها در يکی از مرتبه ها، با هم اختلاف دارند
  نوشت؟می توان اين عدد ها را 

آن ها به . به دو رياضی دان، دو عدد طبيعی دادند و به آن ها اطلاع دادند که اين دو عدد، يک واحد با هم اختلاف دارند. ۶
ثابت کنيد، دير يا زود، يکی از دو رياضی . »آيا از عدد من اطلاع داری؟« : نوبت، از يکديگر تنها يک چيز می پرسند

  .دان، پاسخ مثبت می دهد
  تمسال هف

  .١همان مساله ی . ٧
  : ادامه داده ايم و می دانيم۵ را، شبيه شکل ABCضلع های مثلث . ٨

, ,AA AB BB BC CC CA′ ′ ′= = =3 5 8  
A به مساحت مثلث ABCنسبت مساحت مثلث  B C′ ′    چقدر است؟′



  
  :درستی اين اتحاد را ثابت کنيد. ٩

( )( ) ( )( ) ( )( )x x x x x x x x x x
⎡ ⎤

+ + + + = + + +⎢ ⎥− − − − − + − + − +⎣ ⎦
2 2 2 2
2 4 6 2 1 1 1111 4 9 1 1 1 2 9 1 1

๐

๐๐ ๐ ๐
  

گرگ می تواند به هر سمتی برود، . مرکز يک زمين مربعی، گرگ؛ و در هر رأس مربع، يک سگ ايستاده انددر . ١٠* 
می دانيم، گرگ از عهده ی يک سگ بر می آيد، ولی در . ولی سگ ها، تنها روی ضلع های مربع می توانند حرکت کنند

ثابت کنيد، سگ ها می . ر سرعت گرگ استحداکثر سرعت سگ، يک و نيم برابر حداکث. برابر دو سگ مغلوب می شود
  .توانند مانع فرار گرگ از درون مربع به بيرون آن شوند

 کيلومتر واقع اند، يک شرکت تعاونی روستايی تشکيل داده 1๐چهار روستا که در چهار رأس مربعی به ضلع برابر . ١١
آيا شرکت تعاونی می تواند، جاده ها را طوری ايجاد کند .  کيلومتر راه بسازد٢٨شرکت تعاونی، اين امکان را دارد که . اند

  که، از طريق آن ها بتوان از هر روستايی به هر روستای ديگر رفت؟
  .۶همان مساله ی . ١٢

  سال هشتم
، و ABE ،BCE را طوری پيدا کنيم که مثلث های E، نقطه ی ABCD از ذوزنقه ی ADخواسته ايم روی قاعده ی . ١٣

CDEثابت کنيد . ، محيط هايی برابر داشته باشندBC AD=
1
2.  

روی قطر بزرگتر اين پنج ضلعی، نقطه ای پيدا کنيد که، . در يک پنج ضلعی کوژ، طول همه ی ضلع ها، يکی است. ١۴
  . درجه بيشتر نباشد9๐از آن جا، هر ضلع، به زاويه ای ديده می شود که از 

خط های هوايی کشور، طوری طرح ريزی شده است که از هر شهر، با بيش از سه طريق به شهر های ديگر نمی . ١۵
اين کشور، حداکثر چند . توان رفت، در ضمن، می توان با حداکثر يک توقف بين راه، از هر شهر به شهر ديگر پرواز کرد

  شهر می تواند داشته باشد؟
  .١٠ان مساله ی هم. ١۶۵
در ضمن می دانيم، مجموع اين سه عدد . سه عدد سه رقمی مختلف در اختيار داريم که رقم سمت چپ آن ها، يکی است. ١٧

  .اين عدد ها را پيدا کنيد. بر هر يک از عدد ها، بخش پذير است
  :دنباله ی با پايانی از صفر ها و واحد ها، با دو ويژگی داده شده است. ١٨
پنج رقمی با هم » عدد های «در دو جای مختلف، ولی دلخواه دنباله، در هر کدام، پنج رقم متوالی انتخاب کنيم، اين اگر ) ١

پنج رقمی را، می توان طوری انتخاب کرد که، بخشی از آن ها، روی هم قرار گرفته » عدد«اين دو (اختلاف داشته باشند 
  ).باشند
  .له اضافه کنيم، آن وقت ويژگی اول برقرار نباشداگر رقم دلخواهی به سمت راست دنبا) ٢

  .ثابت کنيد، چهار رقم نخست اين دنباله، بر چهار رقم پايانی آن، منطبق است
  سال نهم

١٩ .A و B دو نقطه از محيط دايره؛ ،C نقطه ی وسط کمان ،AB و P نقطه ای از درون دايره است و، در ضمن ،
AP BP< کنيد، ثابت :APC BPC>.  



می دانند، وقتی که مجموع سه رقم اول آن، با مجموع سه رقم آخر، برابر » خوش يوم«در لنين گراد، بليت تراموا را . ٢٠
می دانند که، در آن، مجموع رقم های رديف زوج، با مجموع رقم های رديف » خوش يوم«ولی در مسکو، بليتی را . باشد

بليت با شماره (باشد » خوش يوم«چند بليت وجود دارد که هم برای لنين گرادی ها و هم برای مسکويی ها، . ر باشدفرد براب
  ؟) را هم در نظر بگيريد๐๐๐๐๐๐ی 

٢١ .m و n عدد هايی طبيعی اند؛ در ضمن m
n
<   :ثابت کنيد. 2

m
n m

⎛ ⎞< −⎜ ⎟
⎝ ⎠2

12 1 4  

  .مکان هندسی مرکز های مستطيل هايی را پيدا کنيد که بر يک چهارضلعی کوژ مفروض محيط اند. ٢٢
٢٣ .k )دنباله ی . ، عددی طبيعی است1< )nxرا، به ترتيب، ساخته ايم :  

, , ( )n n nx x k x kx x n− −= = = − >1 2 1 21 2  
m( بخش پذير باشد nx بر mx وجود دارد، به نحوی که m، عدد طبيعی nعی ثابت کنيد، برای هر عدد طبي n>.(  

 *٢۴ .6๐ ذا حاضر می شونددر آنجا، هر روز چهار مرتبه سر ميز غ.  روز، وارد خانه ی استراحت شدند١۵ نفر برای .
مدير می خواهد با همه ی مهمانان . مدير استراحت گاه، هميشه در جای ثابت خود می نشيند.  جا دارد۶١ميز غذا خوری، 

برای اين منظور، تصميم می گيرد، هر بار مهمانان را به رديف . آشنا شود و، در ضمن، همه ی آن ها را با هم آشنا کند
، به نحوی که هيچ کس، دو بار در يک جا ننشيند و هر بار در سمت راست مدير و در سمت تازه ای پشت ميز قرار دهد

  چگونه اين تصميم را اجرا کند؟. راست هر مهمان، آدم جديدی نشسته باشد
  سال دهم

ثابت کنيد، مجموع . ، نقطه ی دلخواهی از فضا استO عمود است و CD بر يال AB، يال ABCDدر چهاروجهی . ٢۵
، برابر است با مجموع مجذور های فاصله های از BD و AC تا وسط يال های Oهای فاصله های از نقطه ی مجذور 
  .BC و AD تا وسط يال های Oنقطه ی 

  .٢٠همان مساله ی . ٢۶
  .٢۴همان مساله ی . ٢٧
٢٨ .k )دنباله ی . ، عددی طبيعی است1< )nx به اين ترتيب ساخته ايم را:  

, , ( )n n nx x k x kx x n− −= = = − >1 2 1 21 2  
m، عدد طبيعی nثابت کنيد، برای هر عدد طبيعی  n> وجود دارد، به نحوی که mx   .، نسبت به هم اول باشندnx و 1−

بسازيد که، از تفاضل بين جمله های آن، همه ی عدد های طبيعی و، در ضمن، هر کدام دنباله ای از عدد های طبيعی . ٢٩
  .تنها يک بار به دست آيد

 *٣٠ .AA ′ ،BB CC، و ′ ضلع های با  مثلثی است با زاويه های حاده و ABC.  هستندABC، ارتفاع های مثلث ′
A، به ترتيب، تصوير های نقطه ی A2 و c .A1 و a ،bطول های   تصوير B2 و B1؛ AC و AB روی ضلع های ′

Bهای نقطه ی  C و C1؛ BA و BC بر ضلع های ′ C، به ترتيب، تصوير های نقطه ی 2  CB و CA روی ضلع های ′
  :ثابت کنيد. هستند

. . .A A A B B B C C C
Sa S b S c S
R′ ′ ′+ + =

1 2 1 2 1 2

3
2 2 2

2  

  . ی محيطی آن است طول شعاع دايرهR و ABC مساحت مثلث Sکه در آن، 
  دور نهايی

1/دست کم، چند دايره ی به شعاع واحد لازم است تا بتوان، با آن ها، دايره ی به شعاع . ٣١    را به طور کامل پوشاند؟5
 در ضمن، هر آن ها با هم و در يک لحظه، به روی هم تيراندازی می کنند؛.  گانگستر، جايی دور هم جمع شده اند۵. ٣٢* 

  دست کم، چند نفر کُشته می شوند؟. کس به طرف نزديکترين فرد يا يکی از نزديکترين افراد به او
  :ثابت کنيد. ١، برابر است با a1 ،a2 ،... ،naمجموع عدد های مثبت . ٣٣

i j

i j i j

a a n
a a<

−
≤

+∑ 1
4  

ثابت کنيد، روی اين صفحه می توان مثلثی با مساحت واحد پيدا کرد که، . صفحه را با سه رنگ مختلف رنگ کرده ايم. ٣۴
  .همه ی رأس های آن، از يک رنگ باشند

 1๐ه ی آن جدا و بخش باقی مانده ی مربع را، به  را از گوش1๐/๐๐، مربعی به ضلع 1๐๐๐๐๐๐از مربع به ضلع . ٣۵* 
  . بزرگتر است٩ثابت کنيد، دست کم در يکی از اين مستطيل ها، نسبت طول های دو ضلع، از . مستطيل تقسيم کرده ايم



مکن، طوری بسازيد که يک چهارضلعی با محيط حداکثر م. مرکز های چهار دايره ی برابر، رأس های يک مربع اند. ٣۶
  .رأس های آن روی محيط اين دايره ها باشد

٣٧ .F1 ،F2 ،... ،nFثابت کنيد، می توان عدد درست . ، چندجمله ای هايی با ضريب های درست اندa را طوری پيدا 
)کرد که  )F a1 ،( )F a2 ،... ،( )nF aهمگی عدد هايی مرکب باشند ،.  

 *٣٨ .nx x x< < <1๐درستی اين نابرابری را ثابت کنيد. ، عدد هايی طبيعی اند:  

n n

n

x x x x
x x n

−− −
+ + < + + + +1 1

2
1

1 1 11 2 3
๐  

١٩٧٠  
  سال ششم

بعد از جا به جايی برخی رقم ها، . که، در آن، از همه ی رقم ها، به جز صفر، استفاده شده استعددی نه رقمی داريم . ١

1عدد حاصل، برابر 
  .همه ی اين گونه عدد ها را پيدا کنيد.  عدد اصلی شد8

ا کنيد، به شرطی که بدانيم، يکی طول ضلع های اين مثلث را پيد. طول ضلع های مثلثی، سه عدد درست پشت سر هم اند. ٢
  .از ميانه های آن، بر يکی از نيمساز های آن عمود است

آن ها، گاه به گاه، پول خود را با هم عوض می کنند، به اين ترتيب که يکی از .  نفر زندگی می کنند197๐در روستايی، . ٣
آيا ممکن است حالتی پيش .  ريالی می گيرد يا بر عکس1๐ ريالی به ديگری می دهد و دو سکه ی 2๐آن ها، يک سکه ی 

   سکه داده باشد؟1๐آيد که، ضمن چند هفته، هر يک از ساکنان روستا، برای اين تعويض، درست 
بعد دوباره از عدد حاصل، مجموع رقم های آن را کم کرده . ی آن را کم کرده ايماز يک عدد سه رقمی، مجموع رقم ها. ۴
  .ثابت کنيد، سرانجام، عدد صفر به دست می آيد.  بار انجام داده ايم1๐๐اين عمل را . ايم
ابت کنيد از هر شهر به شهر ديگر می ث. در يک کشور، هر دو شهر، يا از راه هوايی و يا از راه آبی به هم مربوط اند. ۵

  .توان يا تنها از راه آب و يا تنها از راه هوا، سفر کرد
 C و A ،Bثابت کنيد، سه تيم . هيچ تيمی صاحب هفت امتياز نشده است.  تيم واليبال شرکت دارند١٢در يک مسابقه، . ۶

  . برده استA از C و C از B ،B از Aوجود دارد، به نحوی که 
  تمسال هف

 و زاويه ی AB برابر نصف طول ضلع CH را پيدا کنيد، به شرطی که در آن، طول ارتفاع ABC از مثلث Bزاويه ی . ٧
A درجه باشد٧۵ برابر .  
  .۴همان مساله ی . ٨
  :ثابت کنيد.  درجه داده شده است2๐مثلث متساوی الساقين، با زاويه ی راس . ٩

  از دو برابر طول قاعده بيشتر است؛طول ساق ) الف
  .طول ساق از سه برابر طول قاعده کوچکتر است) ب
  .۵همان مساله ی . ١٠
  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ١١* 

x y
x y

⎧ = −⎪
⎨

+ =⎪⎩

2

4 4

2 1
2

  

می دانيم، هيچ . د تيم در يک مسابقه ی فوتبال شرکت کرده اند؛ در ضمن، هر دو تيم بايد يکبار با هم بازی کنن٣۶. ١٢
 تيمی تقسيم کرد، به نحوی که در هر ١٢ثابت کنيد، می توان تيم ها را به سه گروه .  بازی نکرده است٣۴تيمی، کمتر از 

  .گروه، همه ی بازی ها انجام شده باشد
  سال هشتم

 و ديگری در BA  بر ضلعA دو دايره محاط کرده ايم، به نحوی که يکی از آن ها در نقطه ی ABCدر زاويه ی . ١٣
، پاره خط هايی با طول برابر، جدا می ACثابت کنيد، اين دايره ها، روی خط راست .  مماس استBC بر ضلع Cنقطه ی 

  .کنند
  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ١۴

x xy y
x xz z
y yz z

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

2 2

2 2

2 2

7
21
28

  

، عدد های درست اند؛ در ضمن، طول دو بر دايره ای، يک پنج ضلعی محيط کرده ايم که طول همه ی ضلع های آن. ١۵
  ضلع دوم، در نقطه ی تماس خود با دايره، به چه پاره خط های راستی تقسيم می شود؟. ضلع اول و سوم، برابر واحد است



5در مربع . ١۶ 2، می توان در آن، يک مربع ثابت کنيد.  خانه را رنگ کرده ايم١۶، ×5  پيدا کرد که، دست کم سه ×2
  .خانه ی آن، رنگ شده باشد

ثابت کنيد، نسبت طول . در مثلثی، يک دايره و يک مربع محاط کرده ايم؛ رأس های مربع، روی ضلع های مثلث اند. ١٧
  . قرار دارد٢ و 2ضلع مربع به طول شعاع دايره، بين دو عدد 

برخی از نقطه ها را، با پاره . قطه روی يک صفحه چنان اند که، هيچ سه نقطه ای، روی يک خط راست نيستند ن٣۵. ١٨
ثابت کنيد، هر دو پاره خط راستی، يکديگر را قطع .  پاره خط راست1๐๐روی هم : خط های راست به هم وصل کرده ايم

  .می کنند
  سال نهم

، نقطه ی دلخواهی از محيط M.  مماس اندB و A، از درون و در نقطه های O، بر دايره ی O2 و O1دايره های . ١٩
ثابت .  استO2 و O1، به ترتيب، با دايره های BM و AM، نقطه های برخورد خط های راست D و C و Oدايره ی 

  .، با هم موازی اندCD و ABکنيد، خط های راست 
  .١۶همان مساله ی . ٢٠
اگر طول های دو . يک نه ضلعی، که طول همه ی ضلع های آن، عدد های درست اند، بر دايره ای محيط کرده ايم. ٢١

ماس خود با دايره، به چه پاره خط های راستی ضلع اول و سوم، برابر واحد باشد، پاره خط راست ضلع دوم در نقطه ی ت
  تقسيم می شود؟

   چنان اند کهd و a ،b ،cعدد های مثبت . ٢٢
a b c d+ = +3 3 3 a و 3 b c d+ = +2 2 2 2  

ab: ثابت کنيد cd=.  
  :ها، داشته باشيم را پيدا کنيد که، برای آن t و x ،y ،zهمه ی عدد های طبيعی . ٢٣

( ) ( )xyzt xy xt zt yzt y t+ + + + = + +31 1 4๐  
1مربع . ٢۴ 1๐๐ ๐๐×خانه و پهنای نوار ١٩، )سمت چپ(پهنای نوار اول .  را، به وسيله ی سه نوار قائم تقسيم کرده ايم 

يعنی از (در سطر دوم، اول .  نوشته ايم1๐๐ تا ١ در سطر اول، عدد های طبيعی را، به رديف، از.  خانه است7๐دوم، 
در سطر (، عدد های نوار سوم را، با همان رديف خود، سپس عدد های نوار دوم و سرانجام عدد های نوار اول )سمت چپ

ا نوشته ايم و غيره، تا آنجا با همين روش، به کمک سطر دوم، عدد های سطر سوم ر. را با همان رديف خود نوشته ايم) اول
  . برخورد می کنيم1๐๐ تا ١ثابت کنيد، هر ستون، به همه ی عدد های از . که همه ی خانه های مربع، پر شود

  سال دهم
همه ی اين رأس های مکعب، روی وجه های چهاروجهی . در چهاروجهی، يک کره و يک مکعب محاط کرده ايم. ٢۵
1+ و ١ثابت کنيد، نسبت طول ضلع مکعب به طول شعاع کره، بين عدد های . است   . قرار دارد2
  :درستی اين نابرابری را ثابت کنيد. ٢۶

sin cos (sin cos )+ + − ≥2 2 2 1 1 1  
ثابت کنيد، .  درجه کوچکتر اند12๐در يک پنج ضلعی، که ضلع هايی با طول های برابر دارد، همه ی زاويه ها، از . ٢٧

  .همه ی اين زاويه ها، منفرجه اند
  .٢٢همان مساله ی . ٢٨
)تابع . ٢٩ )f x را طوری پيدا کنيد که، برای هر مقدار حقيقی x به جز ،๐ داشته باشيم١ و ،:  

( )f f x x
x

⎛ ⎞ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
1 1  

nمربع . ٣٠ * n×نوار اول از سمت چپ، . را، به سه نوار قائم تقسيم کرده ايمk خانه و نوار سوم m خانه دارد؛ در 
nضمن  k− و n m−ا  ت١در سطر اول، از چپ به راست، عدد های طبيعی از .  نسبت به هم اول اندnرا نوشته ايم  .

در سطر دوم از چپ به راست، ابتدا عدد های نوار سوم را، بدون تغيير رديف آن ها، سپس عدد های نوار دوم و، سرانجام، 
به همين ترتيب، از سطر دوم، سطر سوم را به دست . عدد های نوار اول را، باز هم بدون تغيير رديف آنها، نوشته ايم

 n تا ١ثابت کنيد، در هر ستون، با همه ی عدد های از . جا که همه ی خانه های مربع پر شودآورده ايم و غيره، تا آن
  .برخورد می کنيم

  دور نهايی
kيد، شماره ی ثابت کن. ، مثبت و حاصل ضربی برابر واحد دارندt1 ،t2 ،... ،ntعدد های . ٣١ n< وجود دارد، به 

  :نحوی که داشته باشيم
( )k kt t + + ≥1 1 2  

)nt   ). می گيريمt1 را، برابر 1+



که (م، نمی توان چندضلعی ديگری ثابت کنيد، با اين سي. به کمک خم کردن سيم، يک چندضلعی مسطح کوژ ساخته ايم. ٣٢
  .درست کرد، به نحوی فاصله ی بين هر دو نقطه ی سيم، بزرگ تر نشده باشد) هم نهشت با اولی نباشد

na، داريم n، چنان اند که، برای هر ...، a1 ،a2عدد های طبيعی . ٣٣ n< a و، در ضمن 2 a< < <1 2๐ . ،ثابت کنيد
  .هر عدد طبيعی دلخواه، يا باربر يکی از جمله های اين دنباله و يا برابر تفاضل دو جمله از آن است

 *٣۴ .C و D و دو نقطه ی دلخواه از محيط دايره ای هستند که بر نقطه ی وسط پاره خط راست ABمماس است  .AD و 
BCرتيب، محيط دايره را در نقطه های ، به تX و Yقطع کرده اند   .CX و DY ،هم AB را، به ترتيب، در نقطه های M 

AM: ثابت کنيد.  قطع کرده اندNو  BN=.  
.  به پايان رسيده است٢٣۴۵، ٣۴۵، ۴۵، ۵ اغاز و با عدد های ٢٣۴۵، ٢٣۴، ٢٣، ٢، با عدد های ٢٣۴۵عدد . ٣۵* 
، n1 ،n2، به ترتيب، دارای a1 ،a2 ،... ،kaعدد های طبيعی . ن تعريف را، برای هر عدد طبيعی ديگری می پذيريمهمي
... ،knمی دانيم آغاز های هيچ کدام از اين عدد ها، با پايان های هيچ کدام ديگر، يکی نيست؛ هيچ آغازی به .  رقم هستند

  :ثابت کنيد. ، بخشی از عدد ديگر نيستiaجز خود عدد، با هيچ پايانی از آن، يکی نيست و هيچ کدام از عدد های 

k

k
n n n

n n n
+ + + <

1 2

1 2 11 1 1๐ ๐ ๐
  

iبه شرطی که بدانيم  jn n<   ).j و iبرای هر  (2
در خانه های يک صفحه ی شطرنجی بی پايان، عدد های حقيقی را طوری نوشته ايم که، مجموع عدد های واقع در . ٣۶* 

ثابت کنيد، مجموع . نکندکه ضلع های آن، روی خط های شبکه قرار دارد، از لحاظ قدرمطلق، از واحد تجاوز (هر مربعی 
 تجاوز تجاوز نمی 1๐๐๐๐، از )که ضلع های آن، روی خط های شبکه قرار دارد(عدد های واقع در خانه های هر مستطيل 

  .کند
ين ، همچنين می دانيم، مجموع عدد های واقع در خانه های يک مستطيل، از لحاظ قدرمطلق، بيشتر٣۶در مساله ی . ٣٧* 

  . تجاوز نمی کند۴ثابت کنيد، مجموع عدد ها، در هر مستطيل، از لحاظ قدر مطلق، از . مقدار است
١٩٧١  

  سال ششم
، و در همان لحظه ی حرکت آن ها، ايوانوسکی و B، به طرف شهر Aپترووا و ايوانووا با هم و با موتور، از شهر . ١

سرعت ايوانووا دو برابر سرعت پترووا و .  حرکت کردندA به طرف شهر Bپتروسکی، با هم و با موتور، از شهر 
ايوانووا، در همان لحظه ای به پتروسکی رسيد که پترووا به . سرعت ايوانوسکی سه برابر سرعت پتروسکی است

نقطه ی برخورد ايوانووا با ايوانووسکی يا لحظه ی برخورد :  نزديک تر استAکدام يک، به شهر . ايوانوسکی رسيده بود
  رووا با پتروسکی؟پت
 بين مثلث هايی که، در آن ها، مجموع طول ها ی ميانه ها، يکی است، در کدام يک، مجموع طول های ارتفاع ها بيشتر .٢

  است؟
، )اول، دوم يا سوم(کوليا، ژنيا و ناديا چند امتحان می دهند و؛ بسته به رتبه ای که در هر امتحان به دست می آورند . ٣

بعد از انجام همه ی امتحان . امتياز ها، عدد های درستی هستند و رتبه ی بالاتر، امتياز بيشتری می گيرد. دامتيازی می گيرن
.  امتياز، ژنيا، در امتحان جبر، رتبه ی اول را به دست آورده بود٩ امتياز گرفت، ولی ژنيا و ناديا، هر کدام ٢٢ها، کوليا 

   آورده است؟چه کسی در درس فيزيک، رتبه ی دوم را به دست
، تشکيل ۴ ،۴، ٣، ٢، ٢، ٢، ١، ๐، از رقم های 1๐عدد درستی را پيدا کنيد که توان ششم آن در عدد نويسی به مبنای . ۴

  .شده باشد
بازی می کنند، به نوبت، مکعب دو نفر که با هم .  نوشته شده است٢ يا ١روی وجه های يک مکعب کوچک، عدد های . ۵

هر کس که مکعب را می اندازد، می تواند، عددی .  را روی تخته سياه نوشته اند2๐๐در آغاز بازی، عدد . را می اندازند
برد که، برای کسی بازی را می . را که آمده است با عدد روی تخته سياه جمع يا از آن کم کند و يا بازی را واگذار کند

بازی مساوی تمام می شود، وقتی که روی تخته سياه، يک عدد . نخستين بار، يک عدد چهار رقمی روی تخته سياه بنويسد
ثابت کنيد، به شرط بازی درست و سنجيده، کسی که . دو رقمی ظاهر شود و يا، سه بار پشت سر هم، بازی واگذار شود

  ).يعنی، يا ببرد و يا مساوی کند(ت نداشته باشد بازی را آغاز کرده است، می تواند باخ
   مساوی وجود داشته باشد؟آيا می توان تمامی صفحه را، با مربع هايی پوشاند که، در بين آن ها، تنها دو مربع. ۶

  سال هفتم
  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ٧

x y xy x y xy x y
x y xy

⎧ + + + + + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩

2 2 2 2

2

3
1

๐

๐
  

موع طول های نيمساز ها يکی است، مثلثی را پيدا کنيد که مجموع طول های ارتفاع بين مثلث هايی که، در آن ها، مج. ٨
  .های آن، بيشترين مقدار ممکن باشد



، BK، به ترتيب، بر خط های راست D و A ،B ،Cاز رأس های .  انتخاب کنيدABCD را در درون مربع Kنقطه ی . ٩
CK ،DK ،AKای راست عمود، از يک نقطه می گذرند ثابت کنيد، اين خط ه. عمود هايی رسم کنيد.  
  .۵همان مساله ی . ١٠
را، می توان در مثلثی که از ادامه ی سه ضلع دلخواه ) به جز متوازی الاضلاع(ثابت کنيد، يک چندضلعی کوژ . ١١

  .چندضلعی به دست می آيد، جا داد
2مستطيلی را به قطعه هايی با اندازه های . ١٢ 1 و ×2  برای بازسازی مستطيل، يکی از قطعه های . تقسيم کرده ايم×4

2 1 را کنار گذاشته ايم و، به جای آن، يک قطعه ی ×2 ثابت کنيد، با اين جا به جايی، نمی توان .  را انتخاب کرديم×4
  .ی کردمستطيل را بازساز

  سال هشتم
ثابت .  با سرعت های برابر، و بدون تغيير سرعت، روی دو خط راست متقاطع حرکت می کنندB و Aدو نقطه ی . ١٣

  . به يک فاصله استB و Aکنيد، نقطه ای روی صفحه وجود دارد که، در هر لحظه، از دو نقطه ی 
  اگر آن ها را پشت سر هم بنويسيم، عدد حاصل، چند رقم دارد؟.  مفروض اند19712 و 19715عدد های . ١۴
به هر عددی  که از مجموع .  عدد درست نوشته ايم که، مجموع آن ها، برابر واحد است1๐๐روی محيط دايره ای، . ١۵

  چند حلقه ی مثبت وجود دارد؟. مچند عدد پشت سر هم به دست می آيد، يک حلقه می گويي
. دو نفر، به اين ترتيب با هم بازی می کنند.  عدد چوب کبريت وجود دارد1๐๐در دو توده ی چوب کبريت، روی هم . ١۶

بعد نفر . ی کنداولی، يکی از توده ها را کنار می زند و توده ی دوم را، به دو بخش، که لازم نيست برابر باشند، تقسيم م
کسی بازی را می بازد که نتواند، در نوبت خود، توده ی باقی مانده ی چوب . دوم، همين عمل را انجام می دهد و غيره

آيا کسی که بازی را آغاز می کند، می تواند طوری برنامه ريزی کند که، سرانجام، . کبريت ها را به دو بخش تقسيم کند
  برنده شود؟

nچنان است که  ،nعدد طبيعی . ١٧ از جمله ی  (nثابت کنيد، مجموع همه ی بخشياب های .  بخش پذير است٢۴ بر 1+
  . بخش پذير است٢۴بر ) واحد و خود عدد

١٨ .BD نيمساز داخلی مثلث ،ABCطول ضلع .  استAB و طول ضلع ١۵ برابر BC 1 برابر๐کنيد، طول ثابت .  است
  . تجاوز نمی کند١٢، از BDنيمساز 
  سال نهم

  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ١٩

( )
( )
( )

x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x

x x x
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  .١٣همان مساله ی . ٢٠
٢١ .abcثابت کنيد .  عددی اول استb ac−2   . نمی تواند مجذور کامل باشد4
، با اين پرسش اضافی که، تعداد چوب کبريت ها، در آغاز، چقدر باشد تا کسی که بازی را آغاز می ١۶مساله ی همان . ٢٢

  کند، نتواند برنده شود؟
٢٣ .CD نيمساز زاويه ی قائمه از مثلث های قائم الزاويه ی ABCاست  .DE و DK نيمساز های داخلی مثلث های ،

ADC و BDCثابت کنيد.  هستند :( )AD BD AE BK+ = +2 2 2.  
  آيا با مثلث های دو به دو مختلفی که طول ضلع های آن ها، عدد هايی گويا هستند، می توان صفحه را پوشاند؟. ٢۴

  سال دهم
  .١٧همان مساله ی . ٢۵
نقطه ثابت کنيد، همه ی ارتفاع ها، از يک . در يک چهاروجهی، يکی از ارتفاع ها، دو ارتفاع ديگر را قطع می کند. ٢۶

  .می گذرند
ثابت کنيد، نقطه ای در فضا وجود دارد که، . روی دو خط متقاطع، دو مگس با سرعت های برابر و ثابت می خزند. ٢٧

  .هميشه، از دو مگس به يک فاصله است
  :ثابت کنيد. ٢٨

. . .⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + <⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 199 1981 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2 2 2 1 9

๐๐

๐๐ ๐ ๐
  



  .را، پشت سر هم، بعد از مميز بنويسيم، يک عدد گنگ به دست می آيد... ، 82، 42، 22، 12ثابت کنيد، اگر عدد های . ٢٩
 را روی همه ی خط های Pنقطه ی .  خط راستِ  دو به دو نا موازی، روی صفحه داده شده اندn و Pنقطه ی . ٣٠* 

وض، تصوير می کنيم، بعد، تصوير های حاصل را دوباره روی همه ی خط های راست تصوير می کنيم و راست مفر
  .ثابت کنيد، همه ی نقطه هايی که به اين ترتيب به دست می آيند، سطح يک دايره را می پوشانند. غيره

  دور نهايی
٣١ .a1 ،a2 ،...، naعدد هايی حقيقی و مثبت اند، ثابت کنيد، معادله ی ،  

n n n
nx a x a x a− −+ − − − =1 2

1 2 ๐  
  .بيش از يک ريشه ی مثبت ندارد

kای بر.  مفروض اندa1 ،a2 ،... ،naعدد های حقيقی . ٣٢ n≤بزرگترين عدد از بين عدد های ،  

, , ,k k k
k

a a a a aa
k

− + + + +1 1 2

2  

  ثابت کنيد، کوچکترين عدد در بين عدد های.  می ناميمkAرا 
, , , nA A A1 2  

  .، بزرگتر نيستa1 ،a2 ،... ،naاز ميانگين حسابی عدد های 
 روی اين C و B، تصوير های نقطه های C1 و B1، خط راست دلخواهی رسم کرده ايم؛ ABC در مثلث Aاز رأس . ٣٣

C و AC روی B1صوير  تB2خط راست؛  ثابت کنيد، نقطه ی برخورد خط های راست .  استAB روی C1 تصوير 2
B B1 C و 2 C1   . آن واقع است يا روی امتدادABC، روی يکی از ارتفاع های مثلث 2

k برابر است با واحد، برای b1 ،b2 ،... ،nbمجموع عدد های درست . ٣۴*  n≤تعداد عددهای مثبت را در دنباله ی ،  
, , , ,k k k k k k k k n kb b b b b b b b b b b+ + + + −+ + + + + + + + +1 1 2 1 1 1  

  . مختلف اندkNثابت کنيد، همه ی عدد های .  نشان می دهيمkNبا 
nمربع به ضلع . ٣۵ a و مستطيل با ضلع های 1− b و 1−  ايم؛ در ضمن  را به مربع های به ضلع واحد تقسيم کرده1−

ab n= nبه هر يک از . 2  گره مربع، يکی از گره های مستطيل را متناظر کرده ايم؛ در ضمن، گره های متفاوت مربع، 2
2می دانيم، هر يک از چهار رأس و مرکز هر مربع . متناظر با گره های متفاوت مستطيل اند ، متناظر با چهار رأس و ×2

a: مرکز متوازی الاضلاعی است که رأس ها و مرکز آن، در گره های شبکه مستطيل اند ثابت کنيد b=.  
nيال های يک گراف کامل را، که . ٣۶*  +2 بت کنيد، می توان يکی ثا.  راس دارد، با سه رنگ مختلف، رنگی کرده ايم1

nاز رنگ ها و   رأس را طوری انتخاب کرد که، از هر يک از اين رأس ها به هر رأس ديگر از آن ها، بتوان از 1+
  .طريق يال هايی حرکت کرد که دارای رنگ انتخابی ما باشند

xثابت کنيد، معادله ی . ٣٧ y z+ + =3 3 3   .جموعه ی عدد های درست، بی نهايت جواب دارد، در م2
  ١٩٧٢سال 

  سال ششم
  :مسير اولی چنين بود.  پرواز کردندAدو هواپيما، هم زمان، از شهر . ١

A-B-D-C-A-D-B-C-A  
  و مسير دومی

A-B-C-D-A-B-C-D-A-B-C-D-A  
  ان باشد؟کدام هواپيما، زودتر پرواز خود را تمام می کند، به شرطی که سرعت های آن ها يکس

در راه پيمايی ). برخی از آن ها، در هر دو راه پيمايی بودند(دو گروه جهان گرد، در دو راه پيمايی شرکت کردند . ٢
). هم آيی دو گروهيعنی با گرد (ثابت کنيد، در مجموع .  راه پيمايان مرد بودند75% و در راه پيمايی دوم 6๐%نخستين، 

  .تعداد مردان کمتر از تعداد زنان نيست
شش نقطه را روی صفحه طوری در نظر بگيريد که، هر سه نقطه از آن ها، راس های يک مثلث متساوی الساقين . ٣

  .باشند
در عددی که .  را حذف کرده ايم به دست می آيد، همه ی صفر ها1๐๐ تا ١در عددی که از حاصل ضرب عدد های از . ۴

  می ماند، آخرين رقم سمت راست، عددی زوج است يا فرد؟
. دانش آموزان، هفت امتحان دادند و همه برای نمره های چهار و پنج؛ در ضمن، کسی بيش از دو نمره ی چهار نگرفت. ۵

ثابت . بيشتر يا مساوی دومی آورده استمی دانيم، دو دانش آموز وجود ندارد که، يکی از آن ها، در هر درس، نمره ای 
  . نفر نيست٢١کنيد، تعداد دانش آموزان بيشتر از 



 را روی يال های يک مکعب طوری قرار داد که، اگر مجموع عدد های هر سه يالی ١٢ تا ١آيا می توان عدد های از . ۶
قت، عدد های واقع در همه ی رأس ها، را که در يک رأس به هم می رسند، عدد متعلق به آن رأس در نظر بگيريم، آن و

  يکی باشد؟
  سال هفتم

آيا می توان با دو خط راست که از دو رأس مثلث می گذرند، مثلث را به چهار بخش چنان تقسيم کرد که، سه بخش از آن . ٧
  باشند؟) يعنی با مساحت های برابر(ها مثلث هايی هم ارز 

  .٢همان مساله ی . ٨
٩ .ABCD يک ذوزنقه است )BC||AD .( لحظه ی برخورد نيمساز های دو زاويه یA و B را M و نقطه ی برخورد ،

 را پيدا MNبا معلوم بودن طول ضلع های ذوزنقه، طول پاره خط راست .  می ناميمN را D و Cنيمساز های دو زاويه ی 
  .کنيد
ثابت کنيد، سه برگه ی هم . شته ايم ضلعی منتظم، برگه های کوچکی به رنگ سياه يا سفيد گذا١٢در رأس های يک . ١٠

  .أس های يک مثلث متساوی الساقين را تشکيل دهندرنگ پيدا می شود که، ر
  .۵همان مساله ی . ١١
ثابت کنيد، اگر يک عدد زوج را بتوان به صورت مجموع دو مجذور کامل نوشت، آن وقت، نصف اين عدد را هم، می . ١٢

  .وشتتوان به صورت مجموع دو مجذور کامل ن
  سال هشتم

١٣ .K و Mاز نقطه ی . ، نقطه های برخورد دو دايره اندK دو نيم خط راست رسم کرده ايم؛ يکی از نيم خط ها، دايره ی ،
 و دايره ی دوم را در نقطه ی C و نيم خط ديگر، دايره ی اول را در نقطه ی B و دايره ی دوم را در نقطه ی Aاول را در 

Dيد، دو زاويه ی ثابت کن.  قطع کرده استMAB و ،MCDبرابر اند .  
   باشد؟١٩٧٢آيا عددی طبيعی وجود دارد که مجموع رقم های مجذور آن، برابر . ١۴
ثابت کنيد، اگر قطر های يک چهارضلعی، آن را به چهار مثلث با محيط های برابر تقسيم کنند، اين چهارضلعی، يک . ١۵

  .لوزی است
وچک رسم و، برخی از آن ها را، به وسيله ی پاره خط های راستی به هم وصل کرده روی صفحه ای، چند دايره ی ک. ١۶
ثابت کنيد، در اين دايره ها می توان عدد های درست را طوری قرار داد که، دو دايره وقتی، و تنها وقتی، به هم وصل . ايم

  .شده باشند که، در آن ها، دو عدد نسبت به هم اول، وجود داشته باشد
از گوشه ی آن، مثلث متساوی الاضلاعی به .  داده شده است٣٢ثلث متساوی الاضلاعی با ضلع به طول برابر م. ١٧* 

 ١۵ثابت کنيد، تعداد آن ها، از . شکل باقی مانده را به مثلث های متساوی الاضلاع تقسيم کرده ايم. ضلع واحد جدا کرده ايم
  .کمتر نيست

   چنان اند کهl، و m ،n ،a ،b ،kعدد های طبيعی . ١٨

,m a k ml kn
n b l
< < − =1  

b: ثابت کنيد n l≥ +.  
  سال نهم

  .١۴همان مساله ی . ١٩
 بر دايره C و Aثابت کنيد، اگر نقطه های برخورد دو مماسی که از .  در دايره ای محاط استABCDچهارضلعی . ٢٠

   باشد، آن وقتBDرسم می شوند، روی خط راست 
. .AB CD BC AD=  

  .١٨همان مساله ی . ٢١
٢٢ .AC بزرگترين ضلع مثلث ABCروی آن.  است  

CA CB=1 و AC AB=1  
  ، پاره خط های راستCB و ABهمچنين، روی ضلع های . را جدا کرده ايم

CC CC=2 AA و 1 AA=2 1  
C و A1 ،A2 ،C1ثابت کنيد، نقطه های . را جدا کرده ايم   .، روی محيط يک دايره اند2

  :ثابت کنيد.  مفروض اندn و mعدد های طبيعی . ٢٣

m nn m
+ ≥

+ +
1 1 1

1 1
  

زير هر يک از جمله های اين دنباله، عددی را که معرف تعداد . دنباله ی پايانی از عدد های درست داده شده است. ٢۴
. به همين ترتيب، زيردنباله ی دوم، دنباله ی سوم را می نويسيم و غيره. تکرار های آن جمله در دنباله است، می نويسيم

  . دنباله ی يکسان پشت سر هم می رسيمثابت کنيد، در مرحله ای از کار، به دو



  سال دهم
  :ثابت کنيد.  قرار دارند١ و ๐، بين c، و a ،bعدد های . ٢۵

a b c abc ab bc ac abc+ + − ≥ + + −2 2  
 دو خط شکسته ی بسته ی فضايی را منتظم می ناميم، وقتی که هم طول ضلع های آن و هم اندازه ی زاويه هايی که هر. ٢۶

nثابت کنيد، برای هر . ضلع مجاور تشکيل می دهند، با هم برابر باشند >  ضلعی منتظمی وجود دارد که n، خط شکسته 5
  .بر يک صفحه واقع نيست

pثابت کنيد، عدد .  برابر نيست٣، با عدد pعدد اول . ٢٧ +24 ع مجذور های سه عدد  را می توان به صورت مجمو1
  .طبيعی نوشت

  .٢٢همان مساله ی . ٢٨
1/مثلث متساوی الاضلاعِ  به مساحت واحد، در درون هفت ضلعی کوژ با مساحت برابر . ٢٩*  1๐๐๐๐๐๐قرار دارد  .

  . درجه بيشتر است١٣٩ثابت کنيد، دست کم يکی از زاويه های هفت ضلعی از 
ثابت .  باخت داشته است1๐ برد و 1๐ در يک مسابقه شرکت کردند که، بعد از آن، معلوم شد، هر تيم چند تيم واليبال. ٣٠

  .کنيد، می توان چند مسابقه را طوری انتخاب کرد که، در آن ها، هر تيم درست يکبار برد و يکبار باخت داشته باشد
  دور نهايی

، حداکثر نسبت kبرای عدد طبيعی . ٣١
/ k

k 2

1 1๐اين حداکثر، به ازای چه مقدار هايی از .  را پيدا کنيدkبه دست می آيد؟   

تقسيم می کند، محيط آن را به ) يعنی با مساحت های برابر(ثابت کنيد، خط راستی که مثلث را به دو بخش هم ارز . ٣٢
3: از نسبت نسبتی تقسيم می کند که   . برزگتر نيست1

 رقم در سمت راست آن طوری نوشت که، عدد 1๐๐ثابت کنيد، می توان .  را پشت سر هم نوشته ايم٩ رقم برابر ٩٩. ٣٣
  .حاصل، مجذور يک عدد درست باشد

ثابت کنيد، بين دايره های محاطی مثلث . نتخاب کرده ايم اABCD از چهارضلعی کوژ BC را روی ضلع Mنقطه ی . ٣۴
  .، دو دايره با شعاع های نا برابر پيدا می شودAMD و ABD ،ACDهای 
دنباله ای از عدد های طبيعی داريم که هر جمله ی آن، از جمله ی قبل بزرگتر و، از جمله ی سوم به بعد، هر جمله . ٣۵

  .ثابت کنيد، در اين دنباله، بی نهايت عدد مرکب وجود دارد. ه های قبلیبرابر است با مجموع دو جمله از جمل
با رسم خط های راستی موازی با ضلع .  بخش برابر تقسيم کرده ايم3๐هر ضلع يک مثلث متساوی الاضلاع را، به . ٣۶

حداکثر چند رأس تقسيم .  مثلث کوچک تقسيم کرده ايم9๐๐های مثلث و از نقطه های تقسيم ضلع ها، مثلث اصلی را به 
  وجود دارد که هيچ دو تايی از آن ها، روی ضلع يا روی خط راست رسم شده نباشند؟

 ٩می دانيم اگر . هر خط مترو، تنها دو ايستگاه را به هم مربوط می کند.  ايستگاه مترو وجود دارد١٩٧٢در شهری، . ٣٧* 
 به Aهمچنين می دانيم، برای رفتن از ايستگاه . اه دلخواه بسته شود، سيستم مترو، ارتباط شهری را تامين می کندايستگ

 گروه طوری 1๐๐๐ثابت کنيد، همه ی ايستگاه های مترو را می توان به .  بار جا عوض کرد٩٩، بايد دست کم Bايستگاه 
  .، هيچ دو ايستگاهی به وسيله ی خط مترو به هم مربوط نباشندتقسيم کرد که، در هر گروه

1شهری به شکل يک مربع شطرنجی . ٣٨*  1๐๐ ๐๐×5ضلعی به طول ، ن است که هر خانه ی شطرنجی آ๐๐متر دارد  .
می دانيم، با رعايت قانون حرکت، نمی توان . در ازای هر ضلع يک مربع کوچک، تنها در يک جهت می توان حرکت کرد

 چهارراه در شهر پيدا می شود که، با رعايت قانون 13๐๐ثابت کنيد، دست کم . بيش از يک کيلومتر در شهر جلو رفت
  ).آوريدهر يک از چهار رأس مربع بزرگ را هم، يک چهار راه به حساب (حرکت، نمی توان از آن ها خارج شد 

١٩٧٣  
  سال ششم

1 کتاب درسی وجود دارد؛ در سه روز نخست، مغازه ی اول، به ترتيب، ١٩٧٣در سه مغازه، روی هم . ١
47 ،1

1 و 7
2 

1کتاب های خود؛ مغازه ی دوم، به ترتيب، 
41 ،1

1، و 5
1 کتاب های خود؛ و مغازه ی سوم، به ترتيب، 3

25 ،1
2๐ 1 و

1๐ 

  در هر مغازه، چند کتاب درسی بوده است؟. کتاب های خود را فروخت
دست . قه ی شکلات، دو شيار در طول و سه شيار در عرض دارد که، به ياری آن ها، می توان شکلات را تقسيم کردور. ٢

کم چند بار بايد شکلات را شکست تا در هيچ کدام از تکه های آن شياری وجود نداشته باشد؛ در ضمن، می توان چند تکه 
  .ترا، با روی هم قرار دادن شيار های آن ها، با هم شکس

  . و تعدادی صفر نوشته شده باشد، نمی تواند مجذور يک عدد درست باشد۶ثابت کنيد، عددی که با ششصد رقم برابر . ٣
  . مربع بريد١٩٧٣ثابت کنيد، هر مربع را می توان به صورت . ۴
در ستون . روی تخته سياه، سه ستون عدد نوشته شده است؛ در ضمن، هيچ عددی، در يک ستون دو بار نيامده است. ۵

همه ی عدد هايی را می نويسيم که درست يک بار در دو ستون اول آمده اند؛ در ستون پنجم، عدد هايی را می چهارم، 



نويسيم که در ستون های سوم و چهارم، درست يکبار آمده اند؛ در ستون ششم، عدد هايی که در ستون های دوم و سوم، 
ثابت کنيد، .  هايی که در ستون های اول و ششم، يکبار با آن ها برخورد می کنيمدرست يکبار آمده اند؛ در ستون هفتم، عدد

  .تعداد عدد ها، در ستون های پنجم و هفتم، يکی است
1مثلث متساوی الساقينی داده شده که يکی از زاويه های آن برابر . ۶ 8๐ثابت کنيد، می توان آن را به مثلث .  درجه است
  .ايی با زاويه های حاده تقسيم کرده

  سال هفتم
  .٢همان مساله ی . ٧
  .٣همان مساله ی . ٨
٩ .Eو K به ترتيب، وسط ضلع های ،AD و BC از مستطيل ABCD ،H نقطه ی دلخواهی از پاره خط راست EK ،M 

، خط Mطه ی از نق.  استCD و BH نقطه ی برخورد خط های راست P و BC و AHنقطه ی برخورد خط های راست 
ثابت کنيد، نقطه ی برخورد خط های راستی .  رسم کرده ايمAD، خط راستی موازی P و از نقطه ی CDراستی موازی 

  . قرار داردDHکه رسم کرده ايم، روی خط راست 
1+ثابت کنيد . ١٠ 122 5๐عددی مرکب است ،.  
انتخاب کرده ايم که، با وصل آن ها به يکديگر، يک چهارضلعی به روی هر ضلع متوازی الاضلاع، يک نقطه طوری . ١١

ثابت کنيد، يکی از قطر های چهارضلعی، با يکی . دست آمده است که مساحتی برابر نصف مساحت متوازی الاضلاع دارد
  .از ضلع های متوازی الاضلاع، موازی است

١٢ .a ،b و ،cطول های ضلع های يک مثلث اند و می دانيم ،:  
( ) ( )a b c a b c+ + = + +8 8 8 4 4 4 22  

  .ثابت کنيد، اين مثلث، قائم الزاويه است
  سال هشتم

١٣ .AD و BE نيمساز های مثلث ABCثابت کنيد، اگر .  هستندAC BC> آن وقت ،AE DE BD> >.  
   مجذور اين عدد، چه عددی می تواند باشد؟مجموع رقم های. مجموع رقم های يک عدد ده رقمی برابر چهار است. ١۴
A* از صفحه، B و Aبرای هر دو نقطه ی . ١۵ B را به معنای قرينه ی نقطه ی A نسبت به نقطه ی Bسه .  می گيريم

  د؟، رأس چهارم مربع را به دست آور*آيا می توان، تنها با استفاده از عمل . رأس يک مربع داده شده است
ثابت کنيد، در بين اين چندضلعی ها، يا مثلث وجود دارد و يا دو . مثلث را به تعدادی چندضلعی کوژ بريده ايم. ١۶

  .چندضلعی پيدا می شود که، تعداد ضلع های آن ها، يکی است
ن ها را سپس، بين هر دو عدد مجاور، بزرگترين بخشياب مشترک آ. چند عدد طبيعی، روی محيط دايره نوشته ايم. ١٧

بعد، روی عدد های باقی مانده، همان عمل قبلی را انجام . قرار داده ايم و، در پايان کار، عدد های نخستين را پاک کرده ايم
  .ثابت کنيد، بعد از چند گام، همه ی عدد های روی محيط دايره، با هم برابر می شوند. داده ايم وغيره

 ها، به وسيله ی پاره خط های راستی به هم وصل شده اند؛ در ضمن، اين پاره چند نقطه داده شده است که بعضی از آن. ١٨
آيا هميشه می . خط های راست به گونه ای رسم شده اند که از هر نقطه به هر نقطه ی ديگر، می توان از طريق آن ها رفت

شت، به نحوی که باز هم نقطه های توان، يکی از نقطه ها را، همراه با پاره خط های راستی که از آن خارج شده اند بردا
  باقی مانده، از طريق پاره خط های راست به هم مربوط باشند؟

  سال نهم
  :، داريمABCDمی دانيم، برای چهارضلعی محاطی . ١٩

: :AB BC AD DC=  
M می گذرد، دايره ی محيطی را در نقطه ی AC و نقطه ی وسط قطر Bخط راستی که از رأس  B≠قطع می کند  .

  :ثابت کنيد
AM CD=  

  مجموع رقم های مکعب اين عدد، چه عددی می تواند باشد؟.  شده است٣ رقمی، برابر ٩مجموع رقم های يک عدد . ٢٠
ساحت  را طوری پيدا کنيد که مM و K، نقطه های ABCD از متوازی الاضلاع CD و ABروی ضلع های . ٢١

  . به دست می آيد، حداکثر مقدار ممکن باشدCDK و AMBچهارضلعی که از برخورد مثلث های 
  .١٧همان مساله ی . ٢٢
  .١۶همان مساله ی . ٢٣
٢۴ .1๐ 2 تکه ی کوچک کاغذ سفيد و๐جای هر دو تکه ی . اده ايم تکه ی کوچک کاغذ سياه را، روی محيط دايره قرار د

دو تبديل کاغذ ها را . کاغذ را، به شرطی که بين آن ها سه تکه کاغذ ديگر وجود داشته باشد، می توانيم با هم عوض کنيم
چند . به ديگری کردهم ارز می ناميم، وقتی که يکی از آن ها را بتوان، با چند تبديل از اين گونه، منجر )  نقطه3๐در اين (

  تبديل نا هم ارز وجود دارد؟
  سال دهم



  .١٣همان مساله ی . ٢۵
aاز يک تصاعد حسابی بی پايان، با جمله ی اول . ٢۶ ≠ ๐ و قدر نسبت d توانسته ايم، يک تصاعد هندسی بی پايان جدا ،

aثابت کنيد، . کنيم
d

  .يا است، عددی گو

  :ثابت کنيد. ٢٧

cos cos cos cos

cos cos

π π π π

π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 14 4 8 8
1256 11 24 1 24 2๐ ๐

  

  .ثابت کنيد، در هر چندوجهی کوژ، دو وجه وجود دارد که، تعداد ضلع های آن ها، يکی است. ٢٨
می دانيم، به هر صورتی که .  داده شده استα در درون اين چندضلعی و زاويه ی O ضلعی کوژ، نقطه ی ١٩٧٣يک . ٢٩

ثابت کنيد، اين چندضلعی .  بسازيم، مساحت بخش مشترک چندضلعی و زاويه، ثابت می ماندOس  را به رأα زاويه ی
  .منتظم است

  .٢۴همان مساله ی . ٣٠
  دور نهايی

کمترين مقدار مجموع . می دانيم، مجموع قدر مطلق های تفاضل های دو به دو ی پنج عدد غير منفی، برابر واحد است. ٣١
   باشد؟اين عدد ها، چقدر می تواند

٣٢ .k +2 ثابت کنيد، می .  نقطه روی صفحه ای داده شده اند، به نحوی هيچ چهار نقطه ای روی محيط يک دايره نيستند3
  . نقطه در درون آن قرار می گيردkتوان سه نقطه پيدا کرد که، اگر دايره ای از آن ها بگذرانيم، درست 

  :ب های درست، داده شده استاين چندجمله ای، با ضري. ٣٣
( ) n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +1

1 1๐  
  در ضمن می دانيم معادله های

( ) , ( ) , ( )P x P x P x= = =1 2 3  
)ثابت کنيد، معادله ی . دارای ريشه های درست هستند )P x =   .، نمی تواند دو يا بيشتر ريشه ی درست داشته باشد5

 پيدا می شود که از C برده باشد، تيمی مثل B از تيم Aمی دانيم، اگر تيم . ابقه ای شرکت کردندچند تيم واليبال در مس. ٣۴
A می بازد، ولی از Bحداقل، چند تيم در اين مسابقه شرکت کرده اند؟.  می برد  
اط کرده در اين چهارضلعی، مربعی مح. يک چهارضلعی در آن محاط کرده ايم. مربعی، به ضلع واحد داده شده است. ٣۵

1ثابت کنيد، اگر طول ضلع مربع اخير برابر . ايم که، ضلع های آن، با ضلع های مربع بزرگ موازی است
 باشد، رأس 2

  .های آن در نقطه های وسط ضلع های چهارضلعی محاطی واقع است
 خط راست موازی، که دو به دو به فاصله ی واحد از يکديگر 1๐.  مفروض است٩چندضلعی کوژی با مساحت برابر . ٣۶

ثابت کنيد، مجموع طول های پاره خط های راست روی اين خط های راست موازی، که به . اند، اين چند ضلعی را بريده اند
  . تجاوز نمی کند1๐وسيله ی چندضلعی پديد آمده اند، از 

در مرتبه :  دومی از او می پرسد.اولی پيش خود، يک عدد ده رقمی در نظر می گيرد. نفر با هم بازی می کننددو . ٣٧* 
های مشخصی از عدد، چه رقم هايی وجود دارد؟ اولی به او پاسخ می دهد؛ ولی تنها رقم ها را نام می برد، بدون اين که 

  ين گونه، می توان عدد را پيدا کرد؟حداقل، با چند پرسش از ا. مرتبه ی آن ها را معين کند
ثابت کنيد، اين مکعب نمی تواند بيش از .  را، روی يک صفحه ی شطرنجی انداخته ايمaمعکبی با ضلع به طول . ٣٨* 

( )a +   . رأس از خانه های شطرنجی را بپوشاند21
موقعيت . هت و با يک سرعت حرکت می کنندروی محيط يک چندضلعی کوژ، دو حشره و دو مگس، در يک ج. ٣٩* 

نخستينِ  حشره ها چگونه باشد تا، به فرض موقعيت دلخواه اوليه برای مگس ها، حداقل فاصله ی بين مگس ها، بيشتر از 
4.با مساله ی (حداقل فاصله ی بين حشره ها نباشد  8๐ ๐مقايسه کنيد .(  

ثابت .  بيشتر است١٩٧٢ شکل رسم کرده ايم که، مجموع مساحت های آن ها، از ١٩٧٣در مربعی به ضلع واحد، . ۴٠
  .کنيد، همه ی اين شکل ها، نقطه ی مشترکی دارند

١٩٧۴  
  سال ششم

   را پيدا کنيد که، برای آن ها، داشته باشيمabcهمه ی عدد های . ١
( )abc ab bc ac= + +2  

   قطر داشته باشد؟١٩٧۴لعی کوژی وجود دارد که درست آيا چندض. ٢



سپس، .  را نوشته اند٣، و ٢، ١در سه رأس هر مثلث، عدد های . با مقوا، چند مثلث متساوی الاضلاع درست کرده اند. ٣
ن، آيا ممکن است، وضعی پيش آيد که مجموع عدد ها در طول هر يال ستو. آن ها را به شکل يک ستون روی هم چيده اند

   شود؟۵۵برابر 
   شود؟5๐، آيا ممکن است مجموع عدد ها در هر يال برابر ٣در مساله ی . ۴
۵ .A ،B و Cدر لحظه ی حرکت، . ، پشت خط حرکت آماده ی مسابقه دو هستندC اندکی تاخير داشت، ولی بعد، در طول 

در جريان .  تاخير داشتA، در آغاز حرکت، نسبت به B. جلو افتادندحرکت، يا جلو می افتاد و يا درست شش بار از او 
در مسابقه، اين سه نفر، .  به پايان خط رسيدA پيش از B.  جلو می افتاد و يا درست پنج بار از او جلو افتادندAحرکت، يا 

  چه رديف هايی را به دست آوردند؟
1ديگر، از پای تخت، به شهر های .  شهر است١٩٧۴کشور دارای . ۶ 1๐ خط هوايی وجود دارد، ولی از شهر A )  که

 خط 2๐برای شهر های ديگر، هر شهر با . ، تنها يک خط هوايی خارج می شود)دورترين شهر نسبت به پای تخت است
  . پرواز کردAان، با عوض کردن هواپيما، به شهر ثابت کنيد، از پای تخت می تو. هوايی به شهر های ديگر مربوط است

  سال هفتم
  می دانيم. ٧

a b b c c a
+ + =

+ + +
1 1 1 7

1๐ و a b c+ + = 7  

  مطلوب است محاسبه ی مقدار
a b c

b c c a a b
+ +

+ + +
  

٨ .O را مرکز مثلث متساوی الاضلاع ABCمجموعه ی نقطه های .  می گيريمXکنيد که، هر خط راستی  را طوری پيدا 
  . را قطع کندOC و يا پاره خط راست AB می گذرد، يا پاره خط راست Xکه از 

  : را پيدا کنيد که، برای هر يک از آن ها، داشته باشيمabcdهمه ی عدد های . ٩
.abcd ad ada=  

 وسط E و BC، روی پاره خط راست ABC وسط خط شکسته ی D.  اند روی محيط دايره واقعC و A ،Bنقطه های . ١٠
  . عمود استBC بر خط راست EDثابت کنيد خط راست .  استABCکمان 
  .۶همان مساله ی . ١١
طول نيمساز زاويه ی . در مثلث متساوی الساقين، نيمساز های زاويه ی منفرجه و زاويه ی حاده را رسم کرده ايم. ١٢

  .مقدار زاويه های مثلث را پيدا کنيد. ساز زاويه ی مجاور قاعده شده استراس، نصف طول نيم
  سال هشتم

آيا نقطه ای در بيرون اين دو دايره وجود دارد، به نحوی که . روی صفحه، دو دايره، در بيرون يکديگر داده شده اند. ١٣
  ؟هر خط راستی که از اين نقطه می گذرد، دست کم يکی از دايره ها را قطع کند

  :اين معادله را در مجموعه ی عدد های طبيعی حل کنيد. ١۴
( )

xx yx x xx y y= − −19 74  
8از يک مقوای شطرنجی . ١۵ يعنی ( مثلث هم ارز ١٧آيا بقيه ی مقوا را می توانيم به . ، خانه ی گوشه ای را بريده ايم×8

  تقسيم کنيم؟) با مساحت های برابر
8 از صفحه ی شطرنجی a1خانه ی در . ١۶ پياده ی سفيد . ، پياده ی سياه قرار دارندh8، پياده سفيد و در خانه ی ×8

پياده نمی تواند به . رکت کندمی تواند تنها به طرف بالا يا به سمت راست و پياده ی سياه، تنها به پايين يا به سمت چپ ح
می دانيم، بعد از مدتی، جای دو . خانه ای وارد شود که ديگری اشغال کرده است، ولی می تواند هر چند مرتبه، حرکت کند

ثابت کنيد، در جريان حرکت های دو پياده، لحظه ای وجود دارد که، خط راست گذرنده از مرکز . پياده عوض شده است
 عمود h8 و a1 به وسيله ی دو پياده اشغال شده است، بر خط راست گذرنده از مرکز های خانه های های خانه هايی که

  .است
n( نقطه nثابت کنيد، نمی توان مجموعه ی با پايانی از . ١٧ > طه ای روی يک خط پيدا کرد، به نحوی که هيچ سه نق) 4

راست نباشند و، در ضمن، برای هر سه نقطه ی اين مجموعه، بتوان نقطه ی چهارمی از همين مجموعه پيدا کرد که با سه 
  .نقطه ی انتخابی، راس های يک متوازی الاضلاع باشند

 1๐๐๐.  شود و غيرهيکی از نيمه ها، دوباره نصف می. باکتری وجود دارد که، در طول زمان معينی، نصف می شود. ١٨
  . بيشتر نيست۶۶٧ کمتر و از ٣٣۴ثابت کنيد، باکتری وجود دارد که، نتيجه ی تکثير آن، از . باکتری ايجاد می شود

  سال نهم
  .١۵همان مساله ی . ١٩
  .١۴همان مساله ی . ٢٠
9، برای صفحه ی شطرنجی ١۶همان مساله ی . ٢١ 9×.  



 و شعاع دايره ی مفروض Rشعاع دايره ی محيطی مثلث برابر . ، روی صفحه داده شده اندS و دايره ی ABCمثلث . ٢٢

 S، محيط دايره ی TC، و TA ،TB وجود دارد به نحوی که پاره خط های راست Tثابت کنيد، نقطه ی .  استR12برابر 

  .را نصف می کنند
 می گذرد، طوری انتخاب می X را روی قطری که از Yنقطه ی .  قرار داردO درونِ  دايره ی به مرکز Xنقطه ی . ٢٣

 را چنان بگذرانيم که زاويه ی AB، وتر Yمی خواهيم از نقطه ی .  باشدY و X وسط دو نقطه ی Oکنيم که نقطه ی 
AXBحداقل ممکن باشد ،.  

ثابت کنيد، کلمه .  منطبق است CC بر کلمه ی AABB چنان اند که کلمه ی C و A ،Bدر يک زبان، سه کلمه ی . ٢۴* 
  . به دست می آيندD، با چند بار نوشتن کلمه ی C و A ،B وجود دارد که، هر کدام از کلمه های Dای مثل 
  سال دهم

ی شود، وجود دارد که مجذور يک عدد درست  رقم برابر واحد آغاز م١١ رقمی که از سمت چپ با 2๐آيا عددی . ٢۵
  باشد؟
OS1 ،OSنيم خط های راست . ٢۶ 2 ،OS  آغاز شده اند، سه صفحه ی موازی را، به ترتيب، در نقطه O، که از نقطه ی 3

A2 ،B2 ،C؛ A1 ،B1 ،C1های  A3 ،B؛ 2 3 ،C OAهرم .  قطع کرده اند3 B C1 2 حجم هرم .  داردV حجمی برابر 3
OAهای  B C1 1 1 ،OA B C2 2 2 ،OA B C3 3 V را به ترتيب، 3 1 ،V 2 ،V   :ثابت کنيد.  می ناميم3

( )V V V V≤ + +1 2 3
1
3  

  :به شرط اين که بدانيم. ٢٧
, , ,x x x x≤ ≤ ≤ ≤1 2 3 41 1 1 1  

  :مقدار ماکزيمم اين عبارت را پيدا کنيد
x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x
+ + + − − − − − −

+ + + + −
1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 1 2 3 4
  

n( نقطه پيدا کرد nثابت کنيد، نمی توان در فضا، مجموعه ی محدودی از . ٢٨ > ای هر سه نقطه ی ، به نحوی که بر)4
  .آن، نقطه ی چهارمی از مجموعه وجود داشته باشد که، با هم، يک متوازی الاضلاع تشکيل دهند

 نيم خط راست، در يک صفحه رسم شده است و می دانيم، هر دو نيم خط مجاور، زاويه ای ١٢، Oاز نقطه ی . ٢٩

πکوچکتر از 
از .  انتخاب کرده ايمO از ٧٢٩ را به فاصله ی A1، نقطه ی S1يم خط راست روی ن.  تشکيل می دهند4

S کشيده ايم تا S12، خط راستی موازی با نيم خط راست A1نقطه ی  ، خط A2از نقطه ی .  قطع کندA2در نقطه ی  را 2
S رسم کرده ايم تا S1راستی موازی با  .  به دست می آيدS1 روی A13سرانجام، نقطه ی .  قطع کند و غيرهA3 را در 3

OA: ثابت کنيد ≤13 1.  

زير آن دو عدد طبيعی را، در يک رديف، قرار داده ايم، به نحوی که مجموع آن .  را روی تخته سياه نوشته ايمn2عدد . ٣٠
اين عمل . زير هر کدام از عدد های جديد، دوباره، دو عدد طبيعی به مجموع عدد بالای خود نوشته ايم.  باشدn2ها برابر 

ثابت کنيد، مجموع همه ی عدد هايی که روی تخته سياه نوشته ايم، از . را تا آنجا ادامه داده ايم که به عدد واحد برسيم
nn   .تر نيست کم×2

  دور نهايی
. ، پرواز می کنند)که هر کدام را يک نقطه به حساب می آوريم(  ماهواره ٣٧فراز سياره ای که به شکل کره است، . ٣١

  . ماهواره ديده نمی شود١٧ثابت کنيد، در هر لحظه، می توان نقطه ای روی سياره پيدا کرد که، از آن جا، بيش از 
هر دو نفر از اين گروه، به يک اندازه آشنا در آنجا دارند، ولی آشنای . رد هم آمده اندگروهی از مردم در جايی گ. ٣٢

  .ثابت کنيد، در اين گروه، يا هيچ کس با ديگری آشنا نيست و يا کسی، درست يک آشنا دارد. مشترکی ندارند
رد که با هيچ يک از ضلع های ثابت کنيد، در چندضلعی کوژ، که تعداد ضلع های آن عددی زوج است، قطری وجود دا. ٣٣

  .آن موازی نيست
می توانيم، در هر مرحله، عدد های يک ستون . در خانه های يک جدول مستطيلی، عدد های طبيعی نوشته شده است. ٣۴

ثابت کنيد، به کمک اين عمل ها، می توان جدولی به دست آورد . را دو برابر و يا از عدد های يک سطر، يک واحد کم کنيم
  .تنها شامل صفر ها باشدکه 



 Aبرای هر نقطه ی دلخواه .  شماره گذاری کرده ايم۴، و ٣، ٢، ١ضلع های يک مربع را، پشت سر هم، با عدد های . ٣۵
ر  را طوری پيدا کنيد که هAهمه ی نقطه های .  می ناميمkA را k نسبت به خط راست A، قرينه ی kو ضلع با شماره ی 

  .در درون مربع قرار گيرند... ، A1 ،A12 ،A123 ،A1234 ،A12341يک از نقطه های 
ثابت کنيد، از بين آن ها، می توان چند عدد انتخاب کرد . 2๐๐بر است با ، برا1๐๐مجموع صد عدد طبيعی کوچکتر از . ٣۶

  . داشته باشند1๐๐که مجموعی برابر 
 ضلعی وجود نداشته باشد که خط راستی که kيک :  را پيدا کنيد که دارای اين ويژگی باشندkهمه ی عدد های طبيعی . ٣٧
تنها چندضلعی هايی را در نظر بگيريد .  ضلعی قرار گيردkز ادامه ی هر ضلع آن به دست می آيد، روی ضلع ديگر اين ا

  .که ضلع های مجاورِ  موازی نداشته باشند
pثابت کنيد، از بين .  داده شده استpعدد اول . ٣٨*  ند، می توان دو عدد  عدد طبيعی، که دو به دو با هم فرق دار1+

pطوری انتخاب کرد که نسبت عدد بزرگتر بر بزرگترين بخشياب مشترک آن ها، از    . کوچکتر نباشد1+
١٩٧۵  

  سال ششم
برای اين منظور، واسيا عددهای دو رقمی را روی . کوليا يک عدد دو رقمی انديشيد و واسيا تلاش کرد آن را پيدا کند. ١
و اگر تنها در يک رقم با عدد مورد + ه می نويسد؛ اگر اين عدد، همان عدد مورد نظر باشد، کوليا در کنار آن علامت تخت

 عدد روی تخته بنويسد تا عدد مورد نظر را کشف 1๐ثابت کنيد، کافی است واسيا .  را می گذارد-نظر تطبيق کند، علامت 
  .کند
ثابت کنيد، در بين . سپس، هر يک از دو سنگ باقی مانده را نصف کرده اند. ومينو به رديف چيده شده است سنگ د٢۶. ٢

  .چهار نيمه ای که به دست می آيد، دو سنگ يکسان وجود دارد
  :ثابت کنيد. ٣

⎛ ⎞− + − + + − = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3 5 7 97 99 1 1 1 1
2 4 6 8 98 1 2 26 27 5๐๐ ๐

  

 که دايره را قطع کرده اند و، همچنين، e، و a ،b ،c ،d سانتی متر، خط های راست ١در صفحه، دايره ای به شعاع . ۴
 را، پشت سر هم نسبت به پنج Xقرينه ی نقطه ی .  سانتی متر از مرکز دايره، داده شده است١١ به فاصله ی Xنقطه ی 

  . نمی تواند در درون دايره قرار گيردEثابت کنيد، نقطه ی .  به دست آمده استEخط راست پيدا کرده ايم؛ نقطه ی 
را ) از سمت چپ(رقم اول .  رقمی می نويسند2๐، يک عدد ۵، و ۴، ٣، ٢، ١ليا و واسيا، تنها به کمک رقم های کو. ۵

کوليا آيا .  بخش پذير باشد٩ رقمی بر 2๐واسيا می خواهد ترتيبی بدهد که عدد . کوليا، رقم دوم را واسيا می نويسد و غيره
  می تواند مانع او بشود؟

هر يک از عدد ها با يکی از شماره . ، همه ی عدد های چهار رقمی را که ممکن است، نوشته ايم٣، و ٢، ١با رقم های . ۶
شماره ها را طوری به عدد ها داده ايم که، اگر عدد عدد در همه ی مرتبه ها با هم .  مشخص شده است٣، يا ٢، ١های 

، با شماره هايی ١٢٢٢ و ٣٣٣٣، ٢٢٢٢، ١١١١معلوم شد، عدد های . دو شماره ی متفاوت داشته باشنداختلاف دارند، 
ثابت کنيد، شماره ی بقيه ی عدد ها هم، همان رقم اول سمت چپ . مشخص شده اند که همان رقم اول سمت چپ آن ها است

  .آن ها است
  سال هفتم

کوليا آغاز می کند و واسيا می .  رقمی می نويسند3๐، يک عدد ۵، و ۴، ٣ ،٢، ١کوليا و واسيا، به نوبت و با رقم های . ٧
  آيا کوليا می تواند مانع او بشود؟.  بخش پذير باشد٩خواهد، عدد حاصل، بر 

٨ .p و pp + +1   . را پيدا کنيدp.  عدد های اول اند2
حداکثر . اين عدد را در مجموع عکس رقم های آن ضرب  کرده ايم. قمی، صفر وجود نداردبين رقم های يک عدد سه ر. ٩

  مقدار اين حاصل ضرب چقدر می تواند باشد؟
M.  داده شده استABCDEFشش ضلعی کوژ . ١٠ AB ،M وسط 1 CD ،M وسط 2 Mط  وس3 M1 2 ،M  وسط 4
EF ،M AF ،M وسط 5 DE ،M وسط 6 M وسط 7 M5 M و 6  خط های راست ثابت کنيد، پاره.  استBC وسط 8

M M3 M و 4 M7   .، به ناچار يکديگر را قطع می کنند8
به هر کدام از اين عدد .  ساخته شده اند٣ و ٢ و ١که با رقم های . همه ی عدد های هفت رقمی را در نظر می گيريم. ١١

نحوی که، اگر دو عدد در همه ی مرتبه ها با هم اختلاف دارند، در رقم ها، يکی از همين رقم ها را اضافه می کنيم، به 
؛ به ٢ رقم ٢٢٢٢٢٢٢؛ به عدد ١، رقم ١١١١١١١همچنين می دانيم به عدد . اضافه شده هم، با يکديگر فرق داشته باشند

، رقمی که اضافه ثابت کنيد، برای همه ی عدد ها.  اضافه شده است١، رقم ١٢٢٢٢٢٢ و به عدد ٣، رقم ٣٣٣٣٣٣٣عدد 
  .کرده ايم، همان رقم اول عدد هفت رقمی است

وتری از دايره را طوری رسم کنيد که، اگر آن را ضلع يک مربع بگيريم، فاصله .  مفروض است١دايره ای به شعاع . ١٢
  .ی مرکز دايره تا يکی از رأس های اين مربع، حداکثر مقدار ممکن باشد



  سال هشتم
نسبت ضلع های مثلث را . تفاع های مثلث متساوی الساقين، روی محيط دايره ی محاطی مثلث استنقطه ی برخورد ار. ١٣

  .پيدا کنيد
ثابت کنيد، عددی طبيعی وجود . پنج تصاعد هندسی بی پايان داريم که، همه ی جمله های آن ها، عددهايی درست اند. ١۴

  .دارد که در هيچ کدام از تصاعد ها، پيدا نمی شود
١۵ .Fطه ی برخورد نيمساز های  نقAD و CE از مثلث ABCمی دانيم نقطه های .  استB ،D ،E و F روی محيط يک 

  .ثابت کنيد، شعاع اين دايره، از شعاع دايره ی محاطی مثلث، کوچکتر نيست. دايره اند
  ثابت کنيد، نقطه های برخورد سهمی های. ١۶

x y y= + −2 4๐ و y x x= + −2 41  
  .روی محيط يک دايره اند

Nچند عدد طبيعی . ١٧ < 61๐ وجود دارد، به نحوی که N بر N⎡ ⎤
⎣   . بخش پذير باشد⎦

ر حرکت، می توانيم يکی در ه.  ضلعی منتظم، تکه کاغذ هايی از هفت رقم گذاشته ايم1๐๐در هفت رأس متوالی يک . ١٨
.  رأس، روی رأس يازدهم، به شرطی که آزاد باشد، بگذاريم1๐از کاغذ ها را، در جهت حرکت عقربه های ساعت، بعد از 

که چند وضع مختلف، برای اين ت. می خواهيم کاغذ ها را در هفت رأسی که بعد از هفت رأس نخستين واقع اند، قرار دهيم
  کاغذ ها، ممکن است در اين هفت رأس پيش آيد؟

  سال نهم
 را انتخاب کرده ايم؛ X، نقطه ی BDروی کمان .  را، عمود بر هم، در دايره ای رسم کرده ايمCD و ABقطر های . ١٩

ثابت کنيد، اگر نسبت .  برخورده اندF و E، به ترتيب، در نقطه های AB و CD، با CX و AXدر ضمن، 
CE
ED

 عددی 

گويا باشد، آن وقت نسبت 
AF
FB

  . هم عددی گويا است

  .١۶همان مساله ی . ٢٠
  بين مثلث هايی که در يک مثلث مفروض قرار دارند، نسبت مساحت به محيط کدام يک، بيشترين مقدار است؟. ٢١
  .١٨همان مساله ی . ٢٢
حداکثر چند زاويه ی منفرجه تشکيل . از يک نقطه آغاز شده اند، روی صفحه ای رسم کرده ايمپنج نيم خط راست، که . ٢٣

  می دهند؟
1در يک جدول مربعی . ٢۴ 1๐๐ ๐๐×هر خانه ی رنگی، يا تنها خانه ی . ، بعضی از خانه ها را رنگ آميزی کرده ايم

  حداکثر، چند خانه می تواند رنگی باشد؟. ر خود استرنگی در ستون خود و يا تنها خانه ی رنگی در سط
  سال دهم

ثابت کنيد که آن ها نمی توانند شامل .  تصاعد هندسی داريم که، همه ی جمله های آن ها، عدد هايی درست اند١٩٧۵. ٢۵
  .همه ی عدد های طبيعی باشند

  .٢١همان مساله ی . ٢۶
xمعادله ی . ٢٧ x+ = +2 32 4   .ل کنيد را ح1
  .ثابت کنيد، هيچ سه تايی از آن ها، چهارمی را نمی پوشاند. چهار کره با شعاع های برابر در فضا داده شده است. ٢٨
  .٢۴همان مساله ی . ٢٩
1 ضلعی کوژ، در مربع nيک . ٣٠ احت  ضلعی وجود دارد که مسnثابت کنيد، سه رأس متوالی از اين .  قرار دارد×1

مثلثی که تشکيل می دهند، از 
n 2
  . بيشتر نيست8

  )سال هشتم(دور نهايی 
  : می دانيمd، و a ،b ،cدرباره ی عددهای . ٣١

ac bd+ = ๐ و a b c d+ = + =2 2 2 2 1  
  :کدام بزرگتر اند. ٣٢

2222 )1๐๐ يا ) ٢ با
  )٣ بار ٩٩ (3333

ba را پيدا کنيد، به شرطی که بدانيم، عدد های c، و a ،bعدد های طبيعی . ٣٣ c+ ،cb a+ و ،ac b+ عدد هايی اول ،
  .اند
می توانيم، قرينه ی هر نقطه را، نسبت به خط راستی . نقطه های واقع بر صفحه را در اختيار داريممجموعه ای از . ٣۴

اگر از سه نقطه ای آغاز . پيدا کنيم که عمود منصف پاره خط راستی باشد که دو انتهای آن، دو نقطه از اين مجموعه است



ی توان به مجموعه ای رسيد که در آن، دو نقطه با فاصله ای کنيم که فاصله ی دو به دو ی آن ها، کمتر از واحد است، آيا م
  بزرگتر از واحد وجود داشته باشد؟

، دست کم k.  نفر از اين گروه آشنا استkهر نفر درست با کار های علمی .  نفر جمع شده اند3๐در يک گرد هم آيی . ٣۵
  ا دو نفر پيدا می شوند که با کار های علمی يکديگر آشنا هستند؟چقدر بايد باشد تا بتوانيم بگوييم، حتم

 ضلعی منتظم را انتخاب کرده ايم ثابت کنيد، چهار رأس از اين هشت راس، يا يک ٣۵هشت رأس از راس های يک . ٣۶
  .ذوزنقه و يا يک مستطيل تشکيل می دهند

می .  کيلومتر بيشتر نيست5๐๐طول هر جاده، از . نددر کشوری، برخی شهر ها، به وسيله ی جاده به هم مربوط ا. ٣٧* 
يکی از جاده ها .  کيلومتر بيشتر نيست، رسيد5๐๐دانيم، از هر شهر به هر شهر ديگر، می توان با پيمودن مسيری که از 

ثابت کنيد، بعد از بسته شدن . ز هر شهری به هر شهر ديگر رفترا، به دليلی، بسته اند؛ ولی هنوز می توان، مثل سابق، ا
  . کيلومتر نيست15๐๐يکی از جاده ها، برای سفر از هر شهر به هر شهر ديگر، نيازی به پيمودن بيش از 

 را با سيزده خط آيا می توان صفحه ی شطرنج.  خانه ی صفحه ی شطرنج را علامت گذاشته ايم۶۴مرکز های . ٣٨* 
  وجود نداشته باشد؟) مرکز خانه(راست، چنان به بخش هايی تقسيم کرد که، در هر بخش، بيش از يک نقطه ی نشان دار 

  )سال های نهم و دهم(دور نهايی 
  .٣١همان مساله ی . ٣٩
طوری در نظر گرفت که،  در بيرون آن ها را، Aآيا می توان در فضا، چهار کره ی دو به دو غير متقاطع و نقطه ی . ۴٠

   آغاز می شود، دست کم يکی از کره ها را قطع کند؟Aهر نيم خط راستی که از نقطه ی 
  .٣٧همان مساله ی . ۴١
f:آيا تابع . ۴٢   : داشته باشيمx وجود دارد، به نحوی که برای هر →

( ) ( )f x f x x−+ = −1  
  .٣٨همان مساله ی . ۴٣
xبرای دنباله ی عدد های درست . ۴۴*  ๐ ،x 1 ،x   :می دانيم... ، 2

, ( )n nx x x n−= = + ∈1 1๐ ๐  

xحداقل مقداری که عبارت  x x+ + +1 2    چقدر است؟ می تواند داشته باشد،1975
 طوری انتخاب کرده ايم که پاره خط ABC از مثلث AB و BC ،AC را روی ضلع های C1 و A1 ،B1نقطه های . ۴۵

AC1پاره خط های راست .  به هم رسيده اندD در نقطه ی CC1 و AA1 ،BB1های راست   E، در نقطه ی BB1 و 1
BDثابت کنيد، اگر . يکديگر را قطع کرده اند B D= BE، آن وقت 12 B E= 1.  

xز عدد های هر يک ا. ۴۶*  ๐ ،x 1 ،... ،nx يا برابر ๐ ثابت کنيد. ١ است و يا برابر:  

( ) ( )
( )n n

n n

x x xx xx x+ + + + ≤ + + + +1 2 1
2 1 2 2 22 2 2

๐ ๐  

١٩٧۶  
  سال ششم

١ .3๐๐او در جهت . حشره ای در يکی از اين نقطه ها نشسته است. ره ای نشان گذاشته شده است نقطه روی محيط داي
اول روی نقطه ی مجاور، : عکس حرکت عقربه های ساعت، مرتب از نقطه ای به نقطه ی ديگر می جهد، به اين ترتيب

ی جهد، بعد از روی سه نقطه و از روی دو نقطه مبعد از روی يک نقطه می جهد و در نقطه ی بعد از آن می نشيند، سپس 
  .ثابت کنيد، می توان نقطه ای پيدا کرد که حشره، هرگز روی آن قرار نمی گيرد. غيره
سپس، عدد های هر گروه را در هم ضرب کرده .  عدد٣در هر گروه :  را به سه گروه تقسيم کرده ايم٩ تا ١عدد های از . ٢

   چقدر است؟aکمترين مقدار ممکن برای .  می ناميمaا ايم؛ بزرگترين عدد از بين اين سه حاصل ضرب ر
 دانش آموز؛ در A ،1๐๐در روستای . ، در راس های يک مثلث متساوی الاضلاع قرار دارندC، و A ،Bروستا های . ٣

مدرسه را در کجا بسازيم که مجموع .  دانش آموز زندگی می کنندC ،3๐๐ دانش آموز و در روستای B ،2๐๐روستای 
  مسافت هايی که همه ی دانش آموزان می پيمايند، کمترين مقدار ممکن باشد؟

 بازی می دو نفر. در دو خانه ی مرزی، دو مهره گذاشته شده است.  خانه، در يک رديف، تقسيم شده است3๐نواری به . ۴
از روی مهره ی . کنند و، هر کدام، در نوبت خود می تواند مهره ی خود را يک يا دو خانه، به هر سمتی جا به جا کند

کسی که بازی را آغاز کرده است، . کسی که، در نوبت خود نتواند حرکت کند، بازی را باخته است. رقيب، نمی توان پريد
  چگونه بازی کند که برنده شود؟

11ی کاغذ شطرنجی، مربعی شامل رو. ۵ می خواهيم مرکز های برخی از خانه ها را طوری .  خانه رسم کرده ايم×11
نشان گذاری کنيم که، مرکز های هر دو خانه ی دلخواه، روی پاره خط راستی باشد که دو نقطه ی نشان دار را، به صورت 

  حداقل، چند خانه را بايد نشان گذاشت؟. ده استقائم يا به صورت افقی به هم وصل کر



. قطعه زمين مربع شکل را که حصاری به دور خود دارد، با حصار های ديگری، به چند مربع کوچکتر تقسيم کرده ايم. ۶
ثابت کنيد، مجموع طول های همه ). بر حسب متر(طول ضلع هر يک از مربع های کوچکتر با عدد درستی بيان می شود 

  . بخش پذير است۴ ها، بر حسب متر، بر ی حصار
  سال هفتم

1، برای ١همان مساله ی . ٧ 1๐نقطه .  
  .٢همان مساله ی . ٨
 سانتی ٢ سانتی متر، در جست دوم ١در جست اول : جيرجيرک روی صفحه با جست به اين طرف و آن طرف می رو. ٩

بعد از مدتی، .  درجه تغيير جهت می دهد9๐و بعد از هر جست، به اندازه ی  سانتی متر و غيره، ا٣متر، در جست سوم 
  آيا موفق می شود؟. تصميم می گيرد، به جای نخست خود برگردد

١٠ .Fمحيط پنج ضلعی .  يک پنج ضلعی کوژ استF محيط پنج ضلعی ستاره ای که رأس هايش روی رأس های پنج ،
  . کمتر نيست2๐ثابت کنيد، مجموع اين سه محيط، از .  و محيط پنج ضلعی درونی، عدد هايی اول اند هستندFضلعی 

  .۵همان مساله ی . ١١
  .۶همان مساله ی . ١٢

  سال هشتم
١٣ .x 1 ،x 2 ،... ،x y عدد های درست و 25 1 ،y 2 ،... ،y   ثابت کنيد. ، همان عدد ها، ولی به رديف ديگری هستند25

( )( ) ( )x y x y x y− − −1 1 2 2 25 25  
  .عددی زوج است

١۴ .A و Bاگر . ، عدد های سه رقمی اندBت  را يکبار در سمت راسA و بار ديگر در سمت چپ آن بنويسيم، دو عدد 
 بخش پذير ١٩٧۶ با هم برابر نباشند، تفاضل اين دو عدد شش رقمی، بر B و Aثابت کنيد، اگر . شش رقمی به دست می آيد

  .نيست
 در جاده ی کمربندی دايره ای شکل، يک دونده، دو دوچرخه سوار و يک موتورسيکلت سوار، هر کدام با سرعتی. ١۵

دونده و يکی از دوچرخه سوار ها در يک جهت و موتورسيکلت سوار و دوچرخه سوار دوم، در : ثابت، حرکت می کنند
 دقيقه يکبار به 2๐ دقيقه يکبار، با دوچرخه سوار دوم برخورد می کند؛ دوچرخه سوار اول، هر ١٢دونده، هر . جهت ديگر

موتور سوار و دوچرخه سوار اول، هر .  دقيقه يکبار به دوچرخه سوار دوم می رسد۵ار هر دونده می رسد و موتورسو
  چند دقيقه يکبار، يکديگر را ملاقات می کنند؟

 را مجموع بردار هايی می گيريم AX.  ضلعی منتظم قرار دارند١٩٧۶ در بيرون B در درون و نقطه ی Aنقطه ی . ١۶

 ١٩٧۶ تا رأس های B را مجموع بردار های از نقطه ی BX ضلعی رسم شده اند و ١٩٧۶ به رأس های Aقطه ی که از ن

   بيشتر باشد؟BX از طول بردار AX آيا ممکن است طول بردار .ضلعی
 و خط راستی AD، نقطه ی برخورد خط راست K. ، بزرگترين زاويه استABCD، در چهارضلعی Cزاويه ی . ١٧

 رسم شود؛ ADموازی C و خط راستی که از AB، نقطه ی برخورد خط راست M رسم شود؛ AB موازی Cاست که از 
P نقطه ی برخورد خط های راست BK و MDثابت کنيد، مساحت های چهارضلعی های .  استAMPK و BCDP با هم 

  .ندبرابر
ثابت کنيد، می توان دو عدد . از مجموعه ی عدد های طبيعی، سه زيرمجموعه ی دو به دو جدا از هم، انتخاب کرده ايم. ١٨

x و y را از دو تا از اين زيرمجموعه ها طوری انتخاب کرد که مجموع آن ها x y+در زيرمجموعه ی سوم نباشد ،.  
  سال نهم

  : می دانيمABC در مثلث. ١٩

( )AC AB BC= +
1
2  

  .ثابت کنيد، طول شعاع دايره ی محاطی مثلث، يک سوم طول يکی از ارتفاع های آن است
m، کوچکترين عدد از بين دو عدد n و mثابت کنيد، برای هر دو عدد طبيعی . ٢٠ n و n m 3، از   . کوچکتر است3
  .١۴همان مساله ی . ٢١
nثابت کنيد، برای هر عدد طبيعی . ٢٢ ≥  ضلعی کوژ وجود دارد، به نحوی که طول ضلع های آن متفاوت باشد n، يک 5

، به جای اين نقطه )د ضلع هاو يا امتدا(  ضلعی تا ضلع های آن nو، در ضمن، مجموع فاصله ی هر نقطه ی درونی 
  .بستگی نداشته باشد

 مشاور دارد و از آن ها گروه هايی به اين ترتيب تشکيل داده است که، هر دو گروه، يک عضو مشترک ١٢حاکم، . ٢٣
د، هنوز می تواند يک گروه ثابت کني.  گروه تشکيل دهد1๐๐๐حاکم توانست . داشته باشند، ولی ترکيب آن ها با هم فرق کند

  .ديگر، با توجه به شرط مساله، درست کند



 و نيمساز خارجی B، نقطه ی برخورد نيمساز داخلی زاويه ی K.  و دايره ی محيطی آن مفروض اندABCمثلث . ٢۴* 
اره خط ، وسط پM و نقطه ی B و نيمساز خارجی زاويه ی C، نقطه ی برخورد نيمساز داخلی زاويه ی C ،Lزاويه ی 

  . از دايره ی محيطی مثلث استCAB، نقطه ی وسط کمان Mثابت کنيد، .  استKLراست 
  سال دهم

ثابت . خط شکسته ی بسته ای که شامل چهار ضلع است و همه ی ضلع های آن، طول هايی برابر دارند، داده شده است. ٢۵
ع فاصله های اين نقطه تا سه رأس ديگر آن، کنيد، فاصله ی هر نقطه ی دلخواه فضا تا هر رأس خط شکسته، از مجمو

  .کوچکتر است
  : داشته باشيمy و x را، که در مجموعه ی عدد های حقيقی معين است، طوری پيدا کنيد که برای هر fتابع . ٢۶

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +2 2 2 
  :داگر بدانيم اين معادله دارای جواب است، همه ی جواب های حقيقی آن را پيدا کني. ٢٧

a bx b cx c ax

b ax c bx a cx

+ + + + + =

− + − + −
  

  :ثابت کنيد.  استc و a ،bطول ضلع های مثلثی، برابر . ٢٨
a b b c c a a b c

c a b abc
+ + + + +

< + + + <
3 3 3

2 3  

5جدول . ٢٩ می دانيم در گوشه ی چپ بالا و در گوشه ی راستِ  .  به وسيله ی صفر ها و واحد ها، پر شده است×5
2ثابت کنيد، می توان دو مربع مختلف . و گوشه ی ديگر، عدد صفر گذاشته شده استپايين، واحد، و در د  در جدول ×2

  .که تعداد صفر ها و تعداد واحد ها، در آن ها يکی است) مکن است متقاطع باشند(پيدا کرد 
  دور نهايی

 برابر نصف زاويه ی ACEاگر بدانيم زاويه ی . د، همه ی ضلع ها طولی برابر دارنABCDEدر پنج ضلعی کوژ . ٣١
BCD است، مقدار زاويه ی ACEرا پيدا کنيد .  
ثابت کنيد، خط راستی وجود دارد که، دست کم، سه تا از آن . فضا را به پنج زيرمجموعه ی غير تهی تقسيم کرده ايم. ٣٢

  .ها را قطع می کند
  .ددستگاه را در مجموعه ی عدد های حقيقی حل کن. ٣٣

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

⎧ + =
⎪

+ =⎪
⎪ + =⎨
⎪ + =⎪
⎪ + =⎩

2
1 2 3

2
2 3 4

2
3 4 5

2
4 5 1

2
5 1 2

  

در يک بازی، به تعداد محدودی موقعيت وجود دارد؛ در ضمن، برای هر موقعيت، تعداد موقيت هايی که می توان از . ٣۴
کسی می بازد که نتواند . آن ها به سمت آن رفت، برابر است با تعداد موقعيت هايی که می توان از آن به سمت آن ها رفت

ثابت کنيد، تعداد موقعيت هايی که آغاز کننده ی بازی را، به شرط بازی درست نفر دوم، دچار . ود بيرون روداز موقعيت خ
  .باخت می کند، بيشتر از نصف تعداد همه ی موقعيت ها نيست

1جدولی . ٣۵ 1๐๐ ๐๐×2م هر مربع می تواني.  داريم که همه ی خانه های آن با سه رنگ مختلف، رنگ شده اند  را به ×2
2رنگی در آوريم که، در آن، نسبت به دو رنگ ديگر برتری دارد؛ و اگر رنگ برتر در اين مربع   وجود نداشته باشد، ×2

بع بزرگ را به يک رنگ در ثابت کنيد، به اين ترتيب، می توان تمامی مر. به رنگی در می آوريم که در آن وجود ندارد
  .آورد
همه ی مثلث را با چهار رنگ چنان رنگ کرده ). ۶شکل . (صفحه را به مثلث های متساوی الاضلاع تقسيم کرده ايم. ٣۶

 لوزی غير متقاطع بريد، به ٣٣ثابت کنيد، از اين شکل می توان دست کم . ايم که يک شکل به هم پيوسته را تشکيل دهند
  . شامل دو مثلث باشدنحوی که هر لوزی

 باشد، دست کم ٧ واحد و يک رقم برابر ١٩٧۵ رقمی که هر کدام از آن ها، شامل ١٩٧۶ثابت کنيد، از بين عدد های . ٣٧
  . عدد مرکب پيدا کرد۶۵٨می توان 

١٩٧٧  
  سال ششم

ابر از رأس های مثلث  مثلث طوری تقسيم کرد که روی ضلع های مربع، به تعداد بر١٩٧٧آيا می توان يک مربع را به . ١
  .ها قرار گيرد و، در ضمن، راس هيچ مثلثی در درون ضلع مثلث ديگر نباشد



٢ .2๐رخ را طوری روی خانه های صفحه ی شطرنج گذاشته ايم که هر رخ مورد تهديد دست کم يک رخ قرار دارد  .
  . رخ باقی مانده، همان ويژگی را داشته باشند رخ را طوری برداشت که هشت١٢ثابت کنيد، می توان 

ثابت کنيد، اين . يک هشت ضلعی منتظم را به کمک دو خط راست، به چهار بخش با مساحت های برابر تقسيم کرده ايم. ٣
  .دو خط راست بر هم عمودند

111عدد . ۴   : صورت نوشته ايمرا به اين)  رقم1๐๐شامل  (1
a a a a+ + + +1 2 99

1 2 991 1 1๐ ๐ ๐ ๐× × ×  
ثابت کنيد، همه ی .  تجاوز نمی کند1๐๐ عدد های غير منفی و درست اند و مجموع آن ها از a๐ ،a1 ،... ،a99که در آن 
  .د ها برابر واحد انداين عد

3 و از آن به بعد، هر جمله برابر است با ٢دنباله ای از عدد های درست را طوری نوشته ايم که جمله ی اول آن برابر . ۵
2 

3جمله ی قبل، به شرطی که عدد درستی به دست آيد؛ در حالتی که 
راه با کسری از عدد درست باشد، از  جمله ی قبل هم2

  :اين مقدار کسری صرف نظر می کنيم
, , , , , , , , , , ,2 3 4 6 9 13 19 28 42 63 94  

  .ثابت کنيد، در اين دنباله عدد شش رقمی وجود دارد
 ๐از رقم های .  خانه پر شود١٢ خانه ای يک رقم می نويسند تا ١٢دو نفر به نوبت روی يکی از خانه های نوار افقی . ۶
  . بخش پذير باشد٧٧ رقمی حاصل بر ١٢ثابت کنيد، نفر دوم می تواند ترتيبی بدهد که عدد .  نبايد استفاده کنند٩و 

  سال هفتم
  .١ همان مساله ی .٧
  : را به اين صورت نوشته ايم١٩٧٧١٩٧٧١٩٧٧عدد . ٨

a a a a+ + + +2 11
1 2 111 1 1๐ ๐ ๐ ๐× × ×  

 تجاوز نمی کند، اين عدد ٧٢ غير منفی و درست اند و، در ضمن، مجموع آن ها، از a๐ ،a1 ،... ،a11که در آن، عدد های 
  .ها را پيدا کنيد

. رده ايم انتخاب کABCD از مربع DA و AB ،BC ،CD را، به ترتيب، روی ضلع های N و K ،L ،Mنقطه های . ٩
  :ثابت کنيد

KL LM MN NK AC+ + + ≥ 2  
  .۶همان مساله ی . ١٠
  .۵همان مساله ی . ١١
 را به دو P بگذرد، چندضلعی O واقع است و می دانيم، هر خط راستی که از P در درون چندضلعی کوژ Oنقطه ی . ١٢

  . استP مرکز تقارن چندضلعی ،Oثابت کنيد، نقطه ی . تقسيم می کند) با مساحت های برابر(بخش هم ارز 
  سال هشتم

، نقطه ای از ضلع K و AC، نقطه ی دلخواهی از ضلع E.  قرار داردABC از مثلث BC روی ضلع Dنقطه ی . ١٣
ABخط های راست .  استAD و BE در نقطه ی M خط های راست ،BE و CK در نقطه ی P و خط های راست CK 

   کنيد، اگرثابت.  برخورد دارندT در نقطه ی ADو 
AT MD= و BM PE=  

CPآن گاه  TK>.  
١۴ .a1 ،a2 ،... ،naبيعی ثابت کنيد، عدد های ط. ، زيرمجموعه ای از عدد های طبيعی استx و y وجود دارد، به نحوی 

  .ندت عضو زيرمجموعه اند و يا هيچ يک از آن ها عضو زيرمجموعه نيسy و xکه يا هر دو عدد 
هر رأس آن، عدد هايی درست باشند، ولی هر نقطه يک چندضلعی کوژ، چند ضلع می تواند داشته باشد تا مختصات . ١۵

قرار دارد، دست کم يک مختص داشته باشد، که عددی ) ز رأس هابه ج(ای که در درون چندضلعی يا روی ضلع آن 
  درست نباشد؟

1در صفحه ی کاغذ شطرنجی . ١۶  1๐๐ ๐๐×ای که ضلع های خانه های صفحه ی شطرنجی، ٩، همه ی خط های شکسته 
 مسير به هم وصل می کنند، در نظر ضلع های آن را تشکيل می دهند و، در ضمن، دو رأس متقابل مربع را با کوتاه ترين

  حداقل، چند مسير از اين گونه را بايد در نظر گرفت تا، اجتماع آن ها، همه ی رأس های خانه ها را در بر گيرد؟. می گيريم
می دانيم، هر پاره خط .  روی يک خط راست واقع اندa1 ،a2 ،... ،a1977 ،b1 ،b2 ،... ،b1977پاره خط های راست . ١٧

kb، با هر يک از پاره خط های راست kaراست  kb و 1− ، و، همچنين، b1 و a1977به جز اين، . ، نقطه ی مشترکی دارد1+



a1 و b1977ثابت کنيد، به ازای هر .  هم دارای نقطه ی مشترک اندk پاره خط های راست ،ka و kb دارای نقطه ی 
  .مشترک اند

١٨ .a1 ،a2 ،... ،naمی دانيم، برای هر . ، بردار هايی از صفحه اند و هيچ دو تايی از آن ها، هم راستا نيستندi و j 

)i j≠( بين بردار های مفروض، بردار به صورت ،i jx a y a+ ،وجود دارد که، در آن x و yعدد هايی منفی اند  .
  .، عددی فرد استnثابت کنيد، 
  سال نهم

  .١٣همان مساله ی . ١٩
  .١۶همان مساله ی . ٢٠
  .١٧همان مساله ی . ٢١
  .١٨همان مساله ی . ٢٢
] در بازه ی fتابع . ٢٣ , [1๐با رابطه ی زير تعريف شده است :  

, ,

( )

, ,

x x

f x

x x

⎧ ⎡ ⎡−
+ ∈⎪ ⎢ ⎢

⎪ ⎣ ⎣= ⎨
⎡ ⎡⎪ − ∈ ⎢ ⎢⎪
⎣ ⎣⎩

2 2 2
2 2
2 2 12 2

๐

  

[ثابت کنيد، برای هر بازه ی  , [ [ , [a b ⊂ 1๐ نقطه ی ،x از اين بازه، و عدد طبيعی nوجود دارد، به نحوی که، نقطه ی   
)nبار  (( ( ( ( ) )f f f f x  

[وی بازه ی ر , [a bواقع است .  
چند نقطه داده شده است؛ بعضی از اين نقطه ها به وسيله ی کمان هايی به هم وصل شده اند، به نحوی که می توان . ٢۴* 

يگری به روی هر کمان، دو پيکان، يکی به رنگ آبی و د. از هر نقطه به هر نقطه ی ديگر، به وسيله ی اين کمان ها رسيد
ثابت کنيد، از هر نقطه به هر نقطه ی ديگر، می توان از مسيری حرکت . رنگ قرمز، در دو جهت مختلف رسم کرده ايم

کرد که رنگ پيکان بيش از يکبار عوض نشود، در ضمن، حرکت را تنها در جهتی می توان انجام داد که پيکان مشخص 
  .می کند
  سال دهم

xثابت کنيد، به شرط . ٢۵ π
< < 2๐داريم :  

sin . tgx x x> 2  
چندضلعی کوژ چند رأس می تواند داشته باشد تا مختصات همه ی رأس های آن، عدد هايی درست باشند، ولی دست . ٢۶* 

  کم يکی از دو مختص ساير نقطه های محيط و نقطه های درونی چندضلعی، عددی درست نباشد؟
٢٧ .p ،n و kهايی طبيعی اند و  عدد p   ثابت کنيد، دست کم يکی از عدد های. 1<

, , ,
n n n k
k k k

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
  

  . بخش ناپذير استpبر 
  . درجه بيشتر است36๐ثابت کنيد، مجموع همه ی زاويه های دو وجهی يک چهاروجهی، از . ٢٨
   چنان اند کهa1 ،a2 ،... ،a1977عدد های حقيقی . ٢٩

a a a≥ ≥ ≥1 2 1977  
  :ثابت کنيد

( ) ( ( ) )a a a a a a− + + − ≥ − + + −2 2 1976 2 1976 2
1 2 1977 1 2 19761 1  

  .٢٣همان مساله ی . ٣٠
١٩٧٨  

  سال ششم
آيا می توان از اين گونه مثلث ها، طوری .  گذاشته ايم را در رأس های يک مثلث متساوی الاضلاع٣ و ٢، ١عدد های . ١

   باشد؟۵۵روی هم و به صورت ستونی چيد که مجموع عدد ها در هر يال ستون برابر 



يک چندضلعی را به ياری قطر های آن به مثلث هايی تقسيم و، سپس، مثلث ها را به رنگ های سياه و سفيد طوری در . ٢
ثابت کنيد، تعداد مثلث های سياه، از سه برابر .  ضلع مشترکی دارند، به دو رنگ مختلف باشندآورده ايم که هر دو مثلثی که

  .تعداد مثلث های سفيد تجاوز نمی کند
  ، عددی اول است؟۵٧۵٩٩آيا . ٣
8حداقل چند مهره ی شاه شطرنج بايد انتخاب کرد تا پس از اين که به دلخواه روی صفحه ی . ۴  قرار دهيم، به ناچار ×8

  دو شاه پيدا شود که يک خانه را بزنند؟
 را طوری در کنار هم، روی يک سطر قرار داد که، هر دو عدد مجاور و، ١٩٧٨ تا ١آيا می توان عدد های طبيعی از . ۵

  .همچنين، هر دو عددی که يک عدد بين خود دارند، نسبت به هم اول باشند
  :ثابت کنيد.  درجه است2๐تساوی الساقين، برابر ، راس مثلث مBزاويه ی . ۶

AC AB<2 و AC AB>3  
  سال هفتم

   عدد پشت سر هم باشند؟1๐آيا ممکن است، اين ها، .  عدد می دهند1๐پنج عدد درست، در مجموعِ  دو به دو، . ٧
٨ .aآن را بر همه ی عدد های طبيعی کوچکتر از خودش تقسيم و، سپس، همه ی باقی مانده ها را با . ، عددی طبيعی است

  . را پيدا کنيدaعدد .  شده استAنتيجه ی جمع، خود عدد . هم جمع کرده ايم
  .۴همان مساله ی . ٩
سپس، از هر رأس  مربع، .  انتخاب و آن را به همه ی رأس های مربع وصل کرده ايمنقطه ی دلخواهی در درون مربع. ١٠

ثابت . عمودی بر پاره خط راستی رسم کرده ايم که از رأس مجاور آن، در جهت حرکت عقربه های ساعت، گذشته است
  .کنيد، اين چهار خط راست عمود، از يک نقطه می گذرند

ثابت کنيد، قطری از دايره .  عدد سه رقمی گذاشته ايم1๐๐يک صدضلعی منتظم، روی محيط دايره و در رأس های . ١١
 9๐๐وجود دارد که اگر مجموع عدد های واقع در هر طرف آن را به دست آوريم، تفاضل آن ها از لحاظ قدرمطلق، از 

  .تجاوز نمی کند
١٢ .n شده است  ضلعی کوژی داده)n ≥  ضلعی را طوری انتخاب کرد که، با ادامه ی nثابت کنيد، می توان سه ضلع ). 5

  . ضلعی را در بر بگيردnآن ها، مثلثی به دست آيد که تمامی 
  سال هشتم

 اين چهارضلعی، يک ثابت کنيد،. قطر های چهارضلعی، آن را به چهار مثلث با محيط های برابر تقسيم کرده است. ١٣
  .لوزی است

ثابت کنيد، هر عدد پنج رقمی ديگری هم که از تبديل دوری رقم های اين عدد .  بخش پذير است۴١عددی پنج رقمی بر . ١۴
  . بخش پذير است۴١به دست آيد، بر 

 درجه است و 12๐ميدان بزرگ مسابقه های دو، به شکل يک شش ضلعی است که هر يک از زاويه های آن برابر . ١۵
 هر مرحله از مسابقه، در طول يکی از ضلع ها انجام .طول هر ضلع آن، بر حسب کيلومتر، با عددی درست بيان می شود

بعد . می شود؛ در ضمن، مر حله های اول، سوم و پنجم به خانم ها و مرحله های دوم، چهارم و ششم به آقايان مربوط است
 کيلومتر از مجموع طول های ٣ابقه ها، خانم ها ادعا کردند که، مجموع طول های قطعه های مربوط به آن ها، از پايان مس

قطعه های مربوط به مردان بيشتر بوده است؛ ولی مردان ادعا داشتند که مجموع طول قطعه راه های مربوط به آن ها، از 
کدام يک از دو طرف به روشنی دروغ می . تر بوده است کيلومتر بيش۵مجموع طول قطعه راه های مربوط به زنان، 

  گويند؟
آيا می توان عدد های درست را در خانه های يک صفحه ی شطرنجی بی پايان طوری قرار داد که مجموع عدد ها، . ١۶

1918در هر مستطيل     باشد؟6๐، برابر ×1978
فحه رسم شده است؛ در ضمن، دايره ی اول بر دايره ی ششم و دوم مماس است، دايره ی دوم بر شش دايره روی ص. ١٧

ثابت کنيد، دايره ی تازه ای وجود دارد که . دايره ی اول و سوم، دايره ی سوم بر دايره ی دوم و چهارم مماس است و غيره
  .هر شش دايره ی مفروض را قطع می کند

  سال نهم
  .١۴همان مساله ی . ١٨
چندجمله ای با ضريب بزرگترين درجه ی مثبت، تنها به ازای مقدار های طبيعی و اول متغير، برابر عدد های اول می . ١٩
  .ثابت کنيد، اين چندجمله ای به ازای همه ی عدد های اول، برابر عدد هايی اول است. شود
  : می دانيمb1 ،b2 ،b3 و a1 ،a2 ،a3برای عدد های مثبت . ٢٠

,i j i j
i j i j

a a b b
≤ ≤

≤ ≤∑ ∑1 1  

  :ثابت کنيد
( )( )i i j j

i j
a b a b

≤

− − ≤∑ 1  



  .١۶همان مساله ی . ٢١
  آيا همين حکم، برای هشت دايره درست است؟.  را ببينيد١٧مساله ی . ٢٢

  سال دهم
  .١٩همان مساله ی . ٢٣
  از برخورد شش خط راست، حداکثر چند مثلث متساوی الاضلاع ممکن است به وجود آيد؟. ٢۴
  .١۴همان مساله ی . ٢۵
  .٢٠همان مساله ی . ٢۶
 را به دو بخش با مساحت های برابر يک شش ضلعی کوژ داده شده است و می دانيم، هر قطر بزرگ آن، شش ضلعی. ٢٧

  .ثابت کنيد، اين قطرها، در يک نقطه يکديگر را قطع می کنند. تقسيم می کند
  دور نهايی

1خانه های يک جدول . ٢٨ 1๐๐ ๐๐× را با چند رنگ مختلف، رنگ کرده ايم؛ در ضمن، دو خانه ی هم رنگ، رأس 
  .ه های چهار گوشه ی جدول، رنگ های مختلفی دارندثابت کنيد، خان. مشترکی ندارند

٢٩ .A و B فرض می کنيم. در صفحه اند) محدود( دو مجموعه ی با پايان:  
( , ) max( , )Hd A B d d= 1 2  

d، و B تا مجموعه ی A برابر است با بزرگترين فاصله ی از نقطه های مجموعه ی d1که در آن،  ، بزرگترين فاصله ی 2
، نابرابری مثلثی را ثابت کنيد، يعنی ثابت کنيد، برای هر سه Hdبرای .  استA تا مجموعه ی Bاز نقطه های مجموعه ی 

  : در روی صفحه، اين نابرابری برقرار استZ و X ،Yمجموعه ی با پايان 
( , ) ( , ) ( , )H H Hd X Y d Y Z d Y Z+ ≥  

هر . جهت را، حرکت عقربه های ساعت می گيريم.  ضلعی منتظم، عدد های درستی گذاشته ايم1๐๐در رأس های يک . ٣٠
ثابت کنيد، بعد از پنج . دقيقه، هر يک از عدد ها، تغيير می کند و به تفاضل اين عدد با عدد بعد از خودش تبديل می شود

  . بخش پذير است۵ ضلعی، بر 1๐๐دد های رأس های دقيقه، مجموع ع
 پاره خط راست داده شده است که، هيچ دو پاره خط راستی، در يکی از دو انتهای خود ١٩٧٨ روی خط راستی، .٣١

، ١٩٧٨ تا ١ از kر ثابت کنيد، اين پاره خط های راست را نمی توان طوری شماره گذاری کرد که، برای ه. مشترک نيستند
k امين پاره خط راست، درست شامل kانتها از ديگر پاره خط های راست باشد .  
)دنباله ی . ٣٢*  )na که همه ی جمله های آن برابر ،๐ می باشد، چنان است که، اگر ١ يا nk <  برابر ka، آن وقت 2

nk
a

  .ثابت کنيد، اين دنباله، متناوب نيست. 2+

٣٣ .M چندضلعی کوژ و ،H تجانس با ضريب ،−
1
 وجود دارد که چندضلعی Tثابت کنيد، انتقال موازی .  است2

( ( ))T H Mعی  در درون چندضلMقرار می گيرد .  
در هر ثانيه، هر نقطه تغيير رنگ می دهد و به . راس های يک گراف محدود، با دو رنگ مختلف، رنگ شده اند. ٣۴* 

ثابت کنيد، برای هر نقطه لحظه ای فرا می رسد که، بعد از آن، يا تغيير . رنگی در می آيد که در همسايگی آن بيشتر است
  .نيه، تغيير رنگ می دهدرنگ نمی دهد و يا در هر ثا

مربع . ، که طول همه ی ضلع ها و قطر های آن با عدد های درست بيان شده است، مفروض استMچندضلعی کوژ . ٣۵* 
Kثابت کنيد، می توان تعداد محدودی چندضلعیِ  هم نهشت .  هم داده شده استM ،انتخاب کرد، به نحوی که اجتماع آن ها 
Kن، هر نقطه از مربع، که روی ضلع يکی از چندضلعی ها نيست، به وسيله ی تعدادی از  را در بر بگيرد و، در ضم

  .پوشانده شده باشد) که برای همه ی اين گونه نقطه ها تعداد ثابتی است(چندضلعی ها 
١٩٧٩  

  سال پنجم
13روی صفحه ی کاغذ شطرنجی، مستطيل . ١ 3 مستطيل ١۵از آن، .  را رسم کرده ايم×7   . جدا کنيد×2
  ، سن شخصی برابر است با مجموع رقم های سال تولد او، اين شخص کی به دنيا آمده است؟)١٩٧٩يعنی سال (امسال . ٢
6در مستطيل . ٣ 2ثابت کنيد، می توان، در آن، يک مربع .  خانه را رنگ کرده ايم٢۵، ×7  پيدا کرد که، دست کم سه ×2

  .خانه ی آن رنگی باشد
نوشته شده است، در ) و روی هر کارت يک عدد ( ٩، ...، ٣، ٢، ١، ๐ کارت که روی آن ها عدد های 1๐در کيسه ای . ۴

  :اختيار داريم
يک رقمی، دو رقمی يا سه (ثابت کنيد، با اين سه کارت، می توان عددی . دف، بيرون می آوريمسه کارت، به تصا) الف
  . بخش پذير باشد٣درست کرد که بر ) رقمی
   درست کرد؟٩چند کارت بايد از کيسه بيرون آورد، تا، به کمک آنها، بتوان عددی بخش پذير بر ) ب
.  پيش آهنگ وجود دارد٣١ نيمکت و ١٩در کلاس . و پسر دوست استدر کلاسی، هر پسر با سه دختر و هر دختر با د. ۵

  اين کلاس، چند دانش آموز دارد؟



  سال ششم
۶ .a ،b و ،c عدد هايی اول اند؛ در ضمن a b+ و ab بر cثابت کنيد .  بخش پذير اندa b−3   .ش پذير است بخc بر 3
. از نقطه ی وسط وتر، عمودی بر وتر اخراج کرده ايم.  درجه است3๐يکی از زاويه های مثلث قائم الزاويه ای برابر . ٧

ثابت کنيد، طول پاره خط راستی از اين عمود که در درون مثلث قرار دارد، يک سوم طول ضلع بزرگتر مجاور به زاويه 
  .ه استی قائم

   دقيقه را اندازه گرفت؟٩ دقيقه را اندازه بگيرند، ٧ دقيقه و ۵چگونه می توان با دو ساعت شنی که، به ترتيب، می توانند . ٨
اجازه داريم همه ی عدد های يک سطر را دو برابر يا . در خانه های يک جدول مستطيلی، عدد های طبيعی را نوشته ايم. ٩

ثابت کنيد، می توان به آنجا رسيد که همه ی عددهای جدول، برابر صفر .  يک واحد کم کنيماز همه ی عدد های يک ستون،
  .باشند
   می توان انتخاب کرد که، هر دو تا از آن ها، نسبت به هم اول باشند؟5๐حداکثر چند عدد طبيعی کوچکتر از . ١٠
  .مجموع رقم های مکعب اين عدد را پيدا کنيد. م برابر صفر استعددی شامل سه رقم برابر واحد و چند رق. ١١

  سال هفتم
  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ١٢

a b ab
a c ac
b c bc

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

1
2
5

  

١٣ .AA1 ،BB1 و CC1 ارتفاع ها و AA๐ ،BB๐ و CC๐ ميانه های مثلث ABCثابت کنيد، طول محيط .  هستند
A، برابر است با طول خط شکسته ی ABCمثلث  B C A B C A1 1 1๐ ๐ ๐ ๐.  
1مستطيل . ١۴ 1979๐๐๐×ن را رسم کنيم، تمام مستطيل، به چند قسمت تقسيم اگر قطر آ. ، به خانه هايی تقسيم شده است

  می شود؟
  . را پيدا کنيدa.  تشکيل شده است۴ ،۴، ٣، ٢، ٢، ٢، ١، ๐ عددی است هشت رقمی که از رقم های a6می دانيم . ١۵
ضلع .  استAB وسط کمان C1 و AC وسط کمان BC ،B1 وسط کمان A1.  در دايره ای محاط استABCمثلث . ١۶

A، روی پاره خط های راست ABCهای مثلث  B1 1 ،B C1 AC1 و 1 ت کوچکتری را جدا می کنند که ، پاره خط های راس1
Mوسط آن ها را، به ترتيب،  1 ،M M و 2 M و نقطه های C1 و B1ثابت کنيد، نقطه های .  می ناميم3 M و 1  روی 3

  .محيط يک دايره اند
ثابت کنيد، بی نهايت عدد طبيعی وجود دارد که نمی توان آن ها را به صورت مجموع يک مجذور کامل و يک عدد . ١٧

  .اول نوشت
  سال هشتم

kثابت کنيد، برای هر عدد طبيعی . ١٨ k، عددی با 1< 1 رقم برابر صفر به صورت k رقم واحد و 1+ 1 1 1๐ ๐ ๐ ๐ ،
  .يک عدد مرکب است

١٩ .a ،b و ،cثابت کنيد. ، طول ضلع های يک مثلث اند:  
a b c a c b
b c a c b a
+ + − − − <1  

 CE و AKپاره خط های راست .  نيمساز های مثلث اندCEو  AK درجه و 6๐ برابر ABC از مثلث Bزاويه ی . ٢٠
OK: ثابت کنيد.  قطع کرده اندOيکديگر را در  OE=.  

٢١ .n2 برداری را در نظر می گيريم که مبداء آن ها، مرکز يک n2،رأس های اين  ضلعی منتظم و انتهای آن ها n2 
   بردار، بايد انتخاب کرد که، مجموع آن ها، دارای حداکثر طول ممکن باشد؟n2چند بردار، از اين . ضلعی است

٢٢ .n  ِعدد طبيعی دو به دو نسبت به هم اول a1 ،a2 ،... ،na داده شده است؛ در ضمن ( )ia n< < − 21 2 ثابت کنيد، . 1
  .بين آن ها، دست کم يک عدد اول وجود دارد

nدر هر يک از خانه های جدول . ٢٣ m× 2می توانيم هر مربع .  گذاشته شده است١، عدد  را در نظر بگريم و ×2
آيا می توانيم به کمک اين عمل ها، به جدولی برسيم که علامت های عدد های . علامت همه ی عدد های آن را عوض کنيم

علامت های مثبت، در خانه های سياه و علامت های منفی در خانه های (آن، به صورت جدول صفحه ی شطرنج باشند 
  . داشته باشدn و m بايد بستگی به مقدار های ؟ پاسخ)سفيد يا برعکس

  سال نهم
k( رقمی kثابت کنيد، اگر عدد . ٢۴ ≥ اول باشد، آن وقت، يا همه ی عدد هايی که از تبديل دوری عدد به دست می ) 2

  . رقمی تنها با رقم های واحد نوشته شده استkآيند، مختلف اند و يا عدد 



ايی را در نظر می گيريم که دو به دو نا برابر و رأس های آن ها در نقطه هايی از محيط دايره باشند که آن را مثلث ه. ٢۵
n( کمان برابر تقسيم کرده اند nبه  >   ، درست نيمی از اين مثلث ها، متساوی الساقين اند؟nبه ازای چه مقداری از ). 2
a1 ،a2 ،... ،na) nعدد های طبيعی . ٢۶ n بزرگتر و از ١، همگی از )12≤  کوچکتر و، در ضمن، دو به دو نسبت 29

  .دثابت کنيد، در بين آن ها، عدد اول وجود دار. به هم اول اند
5در مرکز کف جعبه ای که به شکل مربع . ٢٧ 1 است، يک سوراخ مربعی ×5 کدام شکل کوژ را می .  وجود دارد×1

  توان انتخاب کرد که کمترين مساحت را داشته باشد و به هر طريقی که آن را در کف جعبه قرار دهيم، سوراخ را بپوشاند؟
 را طوری در نظر H و K، نقطه های )AC(در نيم صفحه های به مرز .  استC و A بين دو نقطه ی Bنقطه ی . ٢٨

  گرفته ايم که
, , ,AK KB BH HC AKB BHCα π α= = = = −  

  . باشدAC وسط پاره خط راست M را پيدا کنيد، به شرطی که KHMزاويه های مثلث 
  :اين دستگاه معادله ها را حل کنيد. ٢٩

x yx
x y

x yy
x y

+⎧ + =⎪ +⎪
⎨ −⎪ + =
⎪ +⎩

2 2

2 2

2 2

2
๐

  

  سال دهم
  .٢۴همان مساله ی . ٣٠
  .٢٧همان مساله ی . ٣١
yy، عدد yبه ازای کدام عدد طبيعی . ٣٢ +2   ، مجذور کامل است؟3

n قطاع را طوری رنگ کرده ايم که، زاويه ی هر قطاع از nدر دايره ای، . ٣٣
n n− +2 ابت کنيد، دايره را ث.  کمتر باشد1

  .می توان به نحوی چرخاند که، همه ی قطاع های رنگی، به بخش رنگ نشده ی دايره منتقل شوند
يک چندوجهی کوژ داده شده است که، همه ی وجه های آن، به جز يکی، چندضلعی هايی را تشکيل می دهند که تقارن . ٣۴

  .ارن مرکزی استثابت کنيد، اين وجه اخير هم، دارای تق. مرکزی دارند
 واقع بر محيط دايره، F و Eثابت کنيد، برای هر دو نقطه ی دلخواه .  در دايره ای رسم شده اندCD و ABدو قطر . ٣۵* 

، در يک امتداد BF و CE، مرکز دايره و نقطه ی برخورد خط های راست DF و AEنقطه ی برخورد خط های راست 
  .اند
ث، سه عدد درست متوالی اند؛ در ضمن يکی از نيمساز های مثلث، بر يکی از ، طول ضلع های مثلABCدر مثلث . ٣۶

2.مساله ی . (طول ضلع های مثلث را پيدا کنيد. ميانه های آن عمود است 7๐را هم ببينيد .(  
١٩٨٠  

  سال پنجم
5در يک جدول  را 3๐ تا ١آيا می توان عدد های طبيعی از . ١  طوری نوشت که، مجموع عدد های واقع در ستون ×6

  .ها، با هم برابر باشند
 سال ٢۵٣ نفر اند و روی هم ٢٣آن ها .  سال جمع شده اند١٣، و ١٢، ١١، 1๐در اردوی پيشاهنگی نوجوانانی به سن . ٢

 ساله ها ١٣ ساله وجود دارد، به شرطی که بدانيم تعداد آن ها يک برابر و نيم تعداد ١٢ نوجوان در اين اردو، چند. دارند
  است؟

٣ .2๐๐ نقطه روی پاره خط راست AB1. ، به صورتی متقارن نسبت به نقطه ی وسط پاره خط قرار دارند๐๐๐ تا از اين 
ثابت کنيد، مجموع فاصله های از نقطه های قرمز تا نقطه ی . ه رنگ قرمز و بقيه را به رنگ آبی درآورده ايمنقطه ها را ب

A برابر است با مجموع فاصله های از نقطه های آبی تا نقطه ی ،B.  
از وزنه، سکه های با چهار بار استفاده از ترازوی دو کفه ای، و بدون استفاده .  سکه، دو سکه ی تقلبی وجود دارد٩بين . ۴

تقلبی را پيدا کنيد، به شرطی که بدانيم، دو سکه تقلبی هم وزن اند و وزن هر کدام، اندکی بيشتر از وزن يک سکه ی واقعی 
  .است
  .مربع را به پنج ضلعی های کوژ تقسيم کنيد. ۵
روی برخی از قطر های . در رأس ها و محل برخورد قطر های يک چندضلعی، ايستگاه های تراموا به هم نمی رسند. ۶

ثابت کنيد، از هر . چندضلعی، خط حرکت تراموا وجود دارد، به نحوی که از کنار هر ايستگاه، دست کم يک خط می گذرد
  .ايستگاه به هر ايستگاه ديگر می توان با حداکثر دو بار عوض کردن تراموا رسيد

  سال ششم
  .١همان مساله ی . ٧



  .٣همان مساله ی . ٨
 را طوری در يک رديف نوشت که، مجموع هر دو عددی که يک عدد ديگر 198๐ تا ١ توان عدد های طبيعی از آيا می. ٩

   بخش پذير  باشد؟٣در بين آن ها است، بر 
  .۴همان مساله ی . ١٠
ختربچه و پسربچه ای به نوبت، و هر بار يک د.  قوطی گذاشته شده استn شکلات، به صورتی در n2تعداد . ١١

ثابت کنيد، پسربچه می تواند طوری شکلات انتخاب . نخستين شکلات را دختربچه انتخاب می کند. شکلات، بر می دارند
  .کند که دو شکلات آخر، متعلق به يک قوطی باشند

aشکل (ول صفحه ی کاغذ شطرنجی را طوری با پنج رنگ، رنگ کنيد که هر شکل نوع ا. ١٢ − هر پنج رنگ را ) 7
bشکل ( داشته باشد، ولی در هر شکل نوع دوم  −   .، هر پنج رنگ وجود نداشته باشد)7

  سال هفتم
  : را پيدا کنيد که، برای آن ها، داشته باشيمc و a ،bهمه ی گروه عدد های درست . ١٣

,a b c b c a− − = + − =2 2 2 1 3  
  .٩همان مساله ی . ١۴
از نقطه ی دلخواهی واقع در درون دايره، به همه ی رأس ها و نقطه های .  ضلعی بر دايره ای محيط شده استnيک . ١۵

 ضرب ثابت کنيد، حاصل.  شماره گذاری کرده ايمn2 تا ١مثلث های حاصل را، پشت سر هم، از . تماس وصل کرده ايم
  .مساحت های مثلث های رديف زوج، برابر است با حاصل ضرب مساحت های مثلث های رديف فرد

9 با بعد های ABCDمربع . ١۶ 1 را به مربع های ×9 راس های اين مربع ها را به چهار رنگ در .  تقسيم کرده ايم×1
 نقطه ای با رنگ اول است؛ همه M را، که MAهمه ی بردار های به صورت . را به يک رنگ رأس ٢۵هر : آورده ايم

 M را که MC نقطه ای از رنگ دوم است؛ همه ی بردار های به صورت M را که MBی بردار های به صورت 
 نقطه ای از رنگ چهارم است، در M را که MDگ سوم است و، سرانجام، همه ی بردار های به صورت نقطه ای از رن
  .ثابت کنيد، مجموع همه ی اين بردار ها، برابر بردار صفر است. نظر می گيريم

  :ثابت کنيد، عدد زير، عددی مرکب است. ١٧
+53 83 1 9 4 66 96๐ ๐× × × ×  

  .١١ان مساله ی هم. ١٨
  .١٢همان مساله ی . ١٩
  :ثابت کنيد.  برابر واحد استd، و a ،b ،cمجموع چهار عدد مثبت . ٢٠

a b c d+ + + + + + + <4 1 4 1 4 1 4 1 6  
، BC و AC را، به ترتيب، روی ضلع های K و Mنقطه های .  استABC، مرکز دايره ی محاطی مثلث Oنقطه ی . ٢١

  :اشيمطوری انتخاب کرده ايم که داشته ب
. , .BK AB BC AM AB AO= =2 2  

  .، روی يک خط راست اندK و M ،Oثابت کنيد، نقطه های 
در هر دور بازی، کسی که بازی را ببازد، کنار می رود و کسی که در . سه نفر به بازی تنيس روی ميز مشغول اند. ٢٢

 دور بازی ٢١ دور و نفر دوم 1๐، نفر اول در پايان بازی ها، معلوم شد. بازی شرکت نداشته است، جای او را می گيرد
  نفر سوم چند دور بازی کرده است؟. کرده است

 را در خانه های صفحه ی شطرنج طوری قرار داد که، مجموع عدد ها در هر چهار ۶۴ تا ١آيا می توان عدد های از . ٢٣
  شد؟ بخش پذير با۵بر .  است٨خانه ای که به صورت شکل 

مجموع مجذور های مساحت های دو . چهار ضلعی کوژ، به وسيله ی قطر های خود، به چهار مثلث تقسيم شده است. ٢۴
ثابت کنيد، دست کم يکی از . مثلث رو به رو، برابر است با مجموع مجذور های مساحت های دو مثلث رو به رو ی ديگر

  . شودقطر ها، در نقطه ی برخورد خود با قطر ديگر، نصف می

m چقدر است، به شرطی که در نماد دهدهی کسر nکمترين مقدار عدد طبيعی . ٢۵
n

، بعد از مميز، با گروه رقم های 

5 1๐برخورد کنيم؟   
چگونه می توان به کمک .  گرم وزن دارد١١ تقلبی  گرم و سکه ی1๐سکه ی واقعی .  سکه، تقلبی است٩دو سکه از . ٢۶

  ترازوی يک کفه ای با پنج بار وزن کردن، سکه های تقلبی را کشف کرد؟
  سال نهم

  :ثابت کنيد.  استB  دو برابر زاويه ی A، زاويه ی ABCدر مثلث . ٢٧
( ).BC AC AB AC= +2  



ز هر دور بازی، آن که باخته، جای خود را به کسی واگذار می کند بعد ا. سه نفر به بازی تنيس روی ميز مشغول اند. ٢٨
در .  دور بازی کرده است١٧ و سومی ١۵ دور، دومی 1๐در پايان بازی معلوم شد، اولی . که در بازی شرکت نداشته است

  دور دوم بازی، چه کسی باخته است؟
ه، ميانگين عددی و ميانگين هندسی آن ها، عدد هايی دو رقمی اند و يکی از ديگری دو عدد طبيعی مختلف پيدا کنيد ک. ٢٩

  .با جا به جا شدن رقم ها به دست می آيد
] واقع در بازه ی xثابت کنيد، اگر، برای هر مقدار . ٣٠ , ]1๐داشته باشيم :  

ax bx c+ + ≤2 1  

aآن وقت  b c+ + ≤1  
پاره خط راستی را که وسط دو ضلع رو به رو در چهارضلعی کوژ را را به هم وصل کند، خط ميانه ی چهارضلعی . ٣١

ثابت کنيد، اگر مجموع طول های دو خط ميانه ی چهارضلعی، برابر نصف محيط چهارضلعی باشد، آن وقت اين . می ناميم
  .چهارضلعی يک متوازی الاضلاع است

  .٢۵ن مساله ی هما. ٣٢
می توانيم به جای هر دو عدد دلخواه، در هر دو خانه، . در خانه های صفحه ی شطرنج، عدد های حقيقی نوشته ايم. ٣٣

ثابت کنيد، با تکرار اين عمل، می توان به جايی رسيد که همه ی عدد های واقع بر صفحه . ميانگين حسابی آن ها را بنويسيم
  .دی شطرنج، با هم برابر باشن

  سال دهم
بعد از هر دور، آن که ببازد، جای خود را به کسی می دهد که در . در بازی تنيس روی ميز، سه نفر شرکت دارند. ٣۴

 ١۴ دور و سومی ١٢ دور بازی را برده است، دومی 1๐در پايان بازی ها، معلوم شد، اولی . بازی شرکت نداشته است
  ز اين سه نفر، چند دور بازی کرده است؟دور، هر کدام ا

  :در دنباله ی زير، با چند عدد مختلف برخورد می کنيم. ٣۵

, , ,
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 2 21 2 198
198 198 198

๐

๐ ๐ ๐
  

٣۶ .( )f x ax b= ] از بازه ی x وجود دارند، به نحوی که به ازای هر b و aآيا عدد های .  مفروض است+ , ]π2๐ 
  :شته باشيمدا

( ) ( ) cos sinf x f x x x+ <2 1
4  

  .٣١همان مساله ی . ٣٧
nدر جدول مربعی . ٣٨ n×می توانيم به جای هر دو عدد دلخواه، ميانگين حسابی آن ها . ، عدد های حقيقی را نوشته ايم

رای هر گونه عدد های نخستين، بتوان با تکرار  را پيدا کنيد که، بnهمه ی عدد های طبيعی . را در هر دو خانه بنويسيم
  .عمل بالا، به جدولی رسيد که همه ی عدد های واقع در خانه های آن، با هم برابر باشند

  


