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  پيشگفتار
  

امروزه نظريه احتمال بعنوان يك ابزار بسيار قوي براي دانشمندان، مهندسان، پزشكان            
 پيشرفت ايـن نظريـه چنـان بـوده اسـت كـه در بـسياري از                  .و حتي قضات به حساب مي آيد      

  .  مسائل روزمره زندگي نيز از احتمالات سخن گفته مي شودفعاليتهاي اجتماعي و حتي
يكي از كتابها و منابع اصلي كـه در زمينـه نظريـه احتمـال معرفـي شـده اسـت كتـاب                       

 ،بـدليل سـطح بـالاي ايـن كتـاب         . مي باشـد   رياضيدان معروف شلدون راس      "احتمال مباني"
اين مساله مـا را بـر آن   . ند مشكل برخورد مي كنهدانشجويان معمولا در حل مساله هاي آن ب  

 آموخته هاي خود را با دانشجويان عزيز و تمامي          ، حل مساله هاي اين كتاب      ارائه داشت تا با  
  .علاقه مندان به اين موضوع به اشتراك بگذاريم

مـسائل ويـرايش شـشم      كتابي كه هم اكنون در اختيار شماست شـامل حـل كـاملي از               
كتاب سعي شده كه علاوه بر حـل مـسأله هـا، توضـيح          در اين   . كتاب مباني احتمال مي باشد    

  . بدست آورند به مسائل نسبت مناسبيدرك  ل ارائه گردد تا دانشجوياناكاملي براي هر سو
بر خود لازم مي دانيم كه از استاد عزيز جنـاب آقـاي دكتـر تيمـوري كـه مبـاني ايـن                       

  . به ما آموختند قدر داني نماييم نحودرس را به بهترين
لازم است تا از كليه عزيزاني كـه مـا را در راسـتاي تهيـه ايـن كتـاب يـاري                در خاتمه   

دانـشجويان   واز آقاي مهنـدس ابوالفـضل تقـي زاده واقفـي       . نمودند تشكر و قدرداني نماييم    
  بهناز قهستاني و آقايان رضـا رمـضانيان و محـسن عـسگري              و گرامي خانمها زهره مهر افروز    

 مهمچنين از آقاي فـرزا    . اري مي نماييم  زسپاسگنيز  ا ياري نمودند    كه در ويرايش كتاب ما ر     
  . تشكر و قدرداني مي نماييمبرعهده داشتندطرح روي جلد كتاب را  زحمت تهم كه

  
  1385  بهار                          
   eyvazian@iust.ac.ir -ايوزيانمجيد           

shakeri@iust.ac.ir -آرنوش شاكري 
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  مادر، پدر  تقديم به

   و همسر عزيزم

    بخاطر شكيبايي و زحماتشان  

  مجيد ايوزيان        

  

  

  م مادروتقديم به پدر 

    بخاطر زحماتشان  

  آرنوش شاكري        
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  فهرست

  صفحه                  عنوان
  

  1                آناليز تركيبي: فصل اول

 13              اصول احتمال: فصل دوم

  35           احتمال شرطي و استقلال: فصل سوم

 83             متغيرهاي تصادفي: رمفصل چها

  123           متغيرهاي تصادفي پيوسته:فصل پنجم

 143          متغيرهاي تصادفي با توزيع توأم:ششمفصل 

 179             خواص اميد رياضي:هفتمفصل 
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  دكتر مجيد ايوزيان  انتشارات ترمه
  آناليز تركيبي: فصل اول
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

1

  
  
  

  1فصل 
  آناليز تركيبي

  
  
  
وقتي كه دو رقم اول آن از حروف لاتين  ،رقمي اتومبيل را مي توان تهيه نمود 7چند پلاك نمره  )الف -1

  .رقم باقيمانده از اعداد باشد 5و 
  .را با فرض اينكه هيچ دو حرف يا دو عددي نبايد در يك نمره تكرار شود، پاسخ دهيد )الف(قسمت  )ب

تعـداد حـالات    ،9تـا   0عدد بين  10حرف الفباي انگليسي و  26اصل ضرب و وجود توجه به  با )الف: حل
 :برابر است با

67600000102610101010102626 52   
با فرض عدم تكرار، حرف و عددي را كه يك بار استفاده شده است، ديگر نمي توان بكار برد، لذا در  )ب

  :پس داريم. ه مي شودهاي مجاز ما كاست هر مرتبه، يكي از تعداد انتخاب
196560006789102526   

  
چند دنباله از نتايج ممكن حاصل مـي شـود؟ بـراي مثـال      ،ر مرتبه پرتاب مي كنيماوقتي كه تاسي را چه -2

اب ت ـو پر 3، سـومين پرتـاب   4، دومين پرتـاب  3حاصل شده است هرگاه نتيجه اولين پرتاب  3،4،3،1نتيجه 
  .باشد 1چهارم برابر با 

  :پس مطابق اصل ضرب تعداد دنباله ها برابر است با ،حالت وجود دارد 6در هر آزمايش : حل
12966666   

  
اگر به هر كارگر يك شـغل را بتـوان اختصـاص    . شغل مختلف در نظر گرفته ايم 20كارگر را براي  20 -3

  داد به چند حالت اختصاص شغلها به كارگران امكان پذير است؟
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  وزيانايدكتر مجيد   انتشارات ترمه
  مسائل مباني احتمال تشريح
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

2

حالت بـراي   19 ،حالت ممكن وجود دارد كه به ازاي هر يك از حالت هاي آن 20ي كارگر اول برا: حل
  .به همين ترتيب الي آخر كارگر دوم وجود دارد و

! 2012181920    
  
اگر هر كـدام  . وسيله موسيقي را تشكيل داده اند 4يك گروه موسيقي مركب از A،B،C، D چهار فرد -4

 4بتواننـد هـر    Bو فـرد  Aله را بنوازند، چند ترتيب متفاوت وجود دارد؟ در صورتيكه فـرد وسي 4بتوانند هر 
هر كدام بتوانند پيانو و طبل بنوازند آنگاه چند ترتيـب متفـاوت وجـود     Dو فرد Cوسيله را بنوازند ولي فرد

  دارد؟
. اختصـاص مـي يابـد   از آنجا كه چهار فرد و چهار وسيله موسيقي داريم، پس به هر فرد، يكـي   )الف: حل

فرد دوم سه وسيله  ، به ازاي هر حالت ممكن براي انتخاب اووسيله را انتخاب كند،  4وقتي فرد اول يكي از 
  :مطابق اصل ضرب داريملذا . را براي انتخاب خواهد داشت و تا آخر

244! 1234   
كـي از آنهـا، يكـي از دو وسـيله را انتخـاب      تنها مي توانند پيانو و طبل بنوازند، پـس ابتـدا ي   C،D چون )ب
  لذا. انتخاب اوليه دارند 2هم  A،Bكند و دومي هم وسيله ديگر را، سپس  مي

  41212
   


B A,D C,

 

  
كد بين شهري تلفن در آمريكا و كانادا از سه عـدد تشـكيل شـده اسـت كـه عـدد اول آن       سالهاست كه  -5

چند كد بين شهري تلفـن مـي توانـد    . است 9و 1آن هر عددي بينو عدد سوم  1يا  0، عدد دوم آن9و 2بين
  شروع شده اند؟ 4وجود داشته باشد؟ چند تا از كدها با عدد 

، براي )9تا 2اعداد بين(انتخاب  8بر طبق اصل اساسي شمارش و با توجه به اينكه براي عدد اول  )الف: حل
تعداد حالات برابـر اسـت    داريم، لذا) 9 تا 1د بيناعدا(انتخاب 9 و براي عدد سوم) 1يا0(انتخاب  2عدد دوم

  :با
144928   

  :است، لذا تعداد حالات برابر است با مشخصو  4چون عدد اول،  )ب
18921   

  
  :يك سرود معروف كودكستان داراي اشعار زير است -6

  همين طور كه در حال رفتن به كودكستان بودم،
  با هفت فرزند ملاقات كردم،مردي را 
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

3

  ساك دستي داشت، 7هر فرزند 
  گربه بود، 7در هر ساك 

  بچه گربه داشت، 7هر گربه 
  چند بچه گربه توسط كودك ديده شده است؟

  :براساس اصل اساسي شمارش، جواب برابر است با: حل
240177777 4   

  
  د در يك رديف بنشينند؟دختربچه مي توانن 3پسربچه و 3به چند طريق  )الف -7
دختربچه مي توانند در يك رديف بنشينند اگر لازم باشد پسربچه ها پهلوي  3پسربچه و 3به چند طريق  )ب

  هم و دختربچه ها نيز پهلوي هم باشند؟
  چيست؟ ،وقتي كه فقط لازم باشد پسربچه ها پهلوي هم بنشينند) الف(پاسخ قسمت )ج
  چيست؟ ،باشد افراد همجنس پهلوي هم ننشينندوقتي كه بنا ) الف(پاسخ قسمت )د

6!720            :تعداد حالات برابر است با فرد 6براي جايگشت  )الف: حل   
  :لذا .نيز مهم است بنشينند يا دخترها همچنين اينكه اول پسرها .دخترها با هم جايگشت پسرها با هم و) ب

723! 3! 2!   
و بـا  حالـت جابجـا شـوند     !4كه مي تواننـد بـه   در نظر گرفته دسته مختلف 4و دسته دخترها را سه پسر  )ج

  :توجه به جايگشت دختر ها داريم
1443! 4!   

  :تعداد حالات برابر است بااولين نفر دختر باشد يا پسر، بايد يك در ميان بنشينند و با توجه به اينكه  )د
    723! 3! 21122332   

  
  چند ترتيب متفاوت از حروف كلمه هاي زير مي توان تهيه نمود؟ -8

  ARRANGE)د    MISSISSIPPI)ج  PROPOSE)ب    FLUKE)الف
5!120  :شيء متمايز برابر است با 5جايگشت  )الف: حل   

 !2 !2 !1 !1!12601  پس.بار تكرار شده اند 2هر كدام  OوP حروف  )ب
7!

  

 !4 !4 !2!346501  )ج
11!

  

 !2 !2 !1 !1!12601  )د
7!
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

4

تا قرمز، يكـي سـفيد و يكـي آبـي اسـت اگـر او بخواهـد         4تاي آنها سياه، 6مكعب دارد كه 12كودكي  -9
  چند ترتيب متفاوت امكان پذير است؟ ،مكعب ها را در يك رديف قرار دهد

 !6 !14  !1 !27720  :ن مكعب هاي سياه و قرمز، داريمبود و يكسان با توجه به تكراري: حل
12!

  
  

  نفر مي توانند در يك رديف بنشينند اگر، 8به چند طريق  -10
  .هيچ محدوديتي در نشستن آنها وجود نداشته باشد )الف
  .بايد پهلوي هم بنشينند Bو فرد Aفرد )ب
  .هلوي هم بنشينندزن باشند و هيچ دو مرد و يا دو زني نتوانند پ 4مرد و  4)ج
  .مرد باشند و بايد پهلوي هم بنشينند  5)د
  .زوج باشند و بايد هر زوج پهلوي هم بنشينند 4 )ه

8!  )الف: حل  
 !7!2 .7سوال))ج((همانند قسمت )ب  
 !4 !4!2 .7مساله))د((همانند قسمت )ج  
 !5!4 .7سوال))ج((سمتهمانند ق )د  
  .دارند در دسته خود جايگشت  2!داريم كه هر كدام به ) زوجها(گروه متفاوت 4 )ه

 2!2! 2! 2! 4!   
  

كتاب رياضي و يك كتاب شيمي را در يك قفسه كتـاب بـه    2كتاب داستان، 3به چند طريق مي توان  -11
  ريكه،ترتيب پهلوي هم قرار داد بطو

  .كتابها بدون هيچ محدوديتي چيده شوند )الف
  .هلوي هم و كتابهاي داستان نيز پهلوي هم باشندپكتابهاي رياضي  )ب
  .كتابهاي داستان پهلوي هم باشند و ساير كتب محدوديتي نداشته باشند )ج

)ب      6 !)الف: حل 2!3! 3!       4!3)ج!    
  

نفـري اهـداء    30به گروهي منتخب از دانشجويان يك كلاس ...) بورس تحصيلي و(جايزه جداگانه  5 -12
  اين كار به چند طريق امكان پذير است اگر،. مي شود

  يك دانشجو بتواند به هر تعداد جايزه بگيرد؟ )الف
  يك دانشجو بتواند حداكثر يك جايزه بگيرد؟ )ب
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

5

  :پس داريم. بدون داشتن محدوديت مي باشدظرف متفاوت  30شيء متفاوت به  5م تقسي مسأله )الف: حل
24300000305   

  .تا آخر تا و 29حالت داريم، براي دوم  30براي جايزه اول  )ب

171007205! 5
30

2627282930 









  

  
بـه چنـد طريـق    اگر هر فرد بخواهد با افراد ديگـر دسـت بدهـد    . نفري را در نظر بگيريد 20يك گروه  -13

  دست دادن امكان پذير است؟
براي هر بار دست دادن بايد دو نفر انتخاب شوند، پس تعداد حالات دست دادن معادل است : اولراه : حل

  :نفري 20از يك گروه  با تعداد حالات انتخاب دو نفر

1902
20











 

  19+18+...+1=190لذا . نفر و الي آخر 18نفر دوم با . نفر دست بدهد 19نفر اول بايد با  :راه دوم
  

14- *  
 5اگر . دانشجوي سال دوم شركت مي كنند 12دانشجوي سال اول و  10نفره،  22در يك تيم ورزشي  -15

نفـره كـه هـر گـروه شـامل يـك        2دانشجوي سال دوم را براي تشكيل گـروه هـاي    5دانشجوي سال اول و 
باشد انتخاب كنيم، به چند حالت ايـن انتخـاب امكـان پـذير     دانشجوي سال اول و يك دانشجوي سال دوم 

  است؟

: حل







5
10

 ،حالت براي انتخاب دانشـجويان سـال اول   







5

12
حالـت بـراي انتخـاب دانشـجويان سـال دوم       

وي سـال دوم  حال براي تشكيل گروه هاي دو نفره كه شامل يك دانشجوي سال اول و يك دانشـج . داريم
  .حالت داريم 5!باشند 

! 5 5
12

5
10





















 

كتـاب   7كتـاب رياضـي،    6كتـاب از مجموعـه كتابهـاي خـود را كـه شـامل        2دانشجويي مي خواهد  -16
  او چند انتخاب ممكن دارد اگر. بفروشد ،كتاب اقتصاد است 4فيزيك و 

  .هر دو كتاب از يك موضوع انتخاب شوند )الف
  .موضوع هاي متفاوتي باشندكتابها از  )ب
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6

2   )الف: حل
4
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اگر هيچ دانش آمـوزي بـيش از يـك جـايزه     . دانش آموز تقسيم نماييم 10جايزه را مي خواهيم بين  7 -17

  نگيرد، به چند طريق اين كار امكان پذير است؟

77 !          ):فرض مسأله همين بوده است(د اگر جايزه ها متفاوت باشن
10

45678910 









  

7    :اگر جايزه ها يكسان باشند
10









  

  
و از يـك   ،نفر مسـتقل هسـتند   3نفر دموكرات و 2نفر آنها جمهوريخواه، 2نفركه 7، شورايي متشكل از -18

اين عمـل بـه چنـد طريـق امكـان      . مي كنيم مستقل انتخاب 4دموكرات و 6جمهوريخواه، 5گروه متشكل از
  پذير است؟

6003  :حل
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2
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ايـن كـار بـه    . مرد بايستي تشكيل شـود  3زن و 3 مرد شورايي مركب از 6زن و 8 از گروهي متشكل از -19

  :چند طريق امكان پذير است هرگاه
  نفر از مردها نخواهند با هم انتخاب شوند؟ 2)الف
  نها نخواهند با هم انتخاب شوند؟نفر از ز 2 )ب
  يكي از مردها و يكي از زنها نخواهند با هم انتخاب شوند؟ )ج

زنها را به  )الف: حل







3
8

براي  انتخاب مردها، چون دو نفر از آنهـا  . حالت مختلف مي توان انتخاب كرد 

  :لذا. مرد انتخاب مي شوند و يا هيچ كدام از آنهانمي خواهند با هم انتخاب شوند بنابراين يا يكي از اين دو

8962
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3
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  :انتخاب شوندتعداد كل حالات، منهاي تعداد حالاتي كه هر دو مرد: راه دوم
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
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10001  )ب
6

2
2

3
8

3
6



















































 

10002  يا
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9102  )ج
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  .چند انتخاب وجود دارد. نفر آنها را به يك مهماني دعوت كند 5 دوست دارد كه مي خواهد 8 يفرد -20
  اگر دو نفر از دوستان وي با هم اختلاف داشته باشند و نخواهند با هم شركت كنند؟ )الف
  اگر دو نفر از دوستان وي در صورتيكه با هم دعوت شوند در مهماني شركت كنند؟ )ب

363  )الف: حل
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364  يا
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265  .يعني يا هر دو با هم يا هيچكدام )ب
6

0
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شـروع كـرده و در     Aفرض كنيد از نقطه. مجموعه اي از نقاط را به صورت شكل زير در نظر بگيريد -21

 اگر اين حركت ادامه يابد تا به نقطه. دهر حركت مي توانيد به طرف بالا يا به طرف راست يك قدم برداري
B برسيد در اين صورت چند مسير ازA  به B امكان پذير است؟  

قـدم   3 قـدم بطـرف راسـت و    4 بايستي B و رسيدن به نقطه A توجه كنيد كه براي رفتن از نقطه: راهنمايي
  .بطرف بالا برداشته شود
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

8

B 

A  

از حـالات سـاختن يـك كلمـه بـا حـروف       ، معـادل يـك حالـت     Bه ب ـ Aهر مسير رسـيدن از نقطـه   : حل
UUURRRR مثلاً كلمه  مي باشدUURRRRU    يعني دوبار بالا و سپس سه بار به سـمت راسـت و در

  :الات برابر است باح، لذا تعداد به سمت بالا برديم پس تعداد حالات اين دو مسأله برابر استنهايت دوبار 

! 4! 3 
! 7  

 
قطـه مشـخص شـده در شـكل     ندرصـورتيكه مسـير از    ،وجـود دارد  Bبـه  A چند مسير از 20در مساله  -22

  بگذرد؟
  
  
  
  

مي رويم  Bبه  Cسپس از  Cبه  Aعبور كند ابتدا از  Cبناميم، براي اينكه از نقطه  Cاگر اين نقطه را  :حل
  :داريم ستفاده از اصل ضرببا ا پس. تقسيم مي شود به دو بخش بنابراين مسير

181!2! 
3!

2!2! 
4!









  

  
 اگـر . تشكيل شده اسـت  ،تخت وجود دارد  2قسمت كه در هر قسمت 3 يك آزمايشگاه روانسنجي از -23
بطوريكـه هـر جفـت دو قلـو در يـك قسـمت روي        ،اين مركز بستري كنـيم  جفت دو قلو را بخواهيم در 3

  به چند طريق امكان پذير است؟اين عمل . هاي متفاوت بستري شوند تخت
تعـداد   لـذا . بايد در نظر گرفتجايگشت سه جفت در سه بخش و جايگشت دو قلوها در هر بخش را : حل

  :حالات برابر است با
  482!2! 2! 3!   

23 5عبارت -24 y)x(  را بسط دهيد.  
  :حل
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
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25- *  
 4عبارت -26

321 32 )xx(x  را بسط دهيد.  
  :حل

...000 134
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C)B(A)xx(x

 

152  :تعداد جملات اين بسط برابر است با
6

13
134




















 

 
  تقسيم نمود؟ 5و 4،  3به ترتيب  نفر را در سه شوراي متفاوت با تعداد اعضاي 12به چه طريق مي توان -27

 !3 !4!277205  :عضو مشخصنفر متفاوت به سه گروه مجزا با تعداد  12: حل
12!

3,4,5
12











 

  
مدرسه تقسيم كنيد، به چنـد طريـق مختلـف ايـن كـار امكـان پـذير         4معلم جديد را بين 8اگر بخواهيم -28

است؟ چنانچه به هر مدرسه لازم باشد دو معلم اختصاص داده شود آنگاه به چند طريق اين كار امكان پذير 
  است؟
6553648  :داريم ه متفاوتمدرس 4معلم متفاوت و 8) الف: حل   
 !2 !2 !2!25202  )ب

8!
2,2,2,2

8
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

10

نفـر   1نفـر چينـي و   2نفر روسـي،  4نفرآنها آمريكايي، 3وزنه بردار در يك مسابقه شركت دارند كه 10 -29
از چنـد نتيجـه ممكـن از نظـر امتي ـ     ،اگر امتياز كسب شده به نام كشور وزنه بردار ثبت شود. كانادايي هستند

وزنـه بـردار در سـه نفـر آخـر       2وزنه بـردار در سـه نفـر اول و    1تواند وجود داشته باشد؟ چنانچه آمريكا  مي
  داشته باشد آنگاه نتايج ممكن به چند صورت خواهد بود؟

!1!2!3 !126004  )الف: حل
10!

  

!1!2!9454  )ب
7!

2
3

1
3




















  

  
چنانچه . انگليس و آمريكا بايد در يك رديف قرار گيرندكشور از جمله روسيه، فرانسه،  10نمايندگان -30

نمايندگان فرانسه و انگليس بخواهند پهلوي هم باشند و نمايندگان روسـيه و آمريكـا بخواهنـد پهلـوي هـم      
  نباشند، به چند طريق اين كار امكان پذير است؟

ي تعـداد حـالاتي از آن، كـه    تعداد كل حالاتي كه نمايندگان فرانسه و انگليس كنار هم باشـند، منهـا  : حل
  .قرار دارندنمايندگان روسيه وآمريكا هم كنار هم 

    5644802!2! 8! ! 2!  9   
  

مدرسه تقسيم كنيم، به چند طريق اين كار امكان پذير است؟  4تخته سياه يكسان را بين 8 اگر بخواهيم -31
ه چند طريق اين كـار امكـان پـذير    چنانچه به هر مدرسه لازم باشد يك تخته سياه داده شود دراين صورت ب

  است؟
  :0ixگروه متفاوت با فرض 4 شيء يكسان به 8 تقسيم )الف: حل

1653
11

14
148

























 

گروه متفاوت بـا   4شيء يكسان به  8تقسيم  .برسدتخته سياه به هر مدرسه  1حداقل اين است كه منظور )ب
  :1ixفرض 
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

11

حركت كرده و تا طبقه ششم همه ) بدون مسئول آسانسور(مسافر 8 يك آسانسور از طبقه همكف با -32
توانـد   اگر مسافران از نظر مسئول آسانسور يكسان باشند بـه چنـد طريـق مختلـف او مـي     . كند را پياده مي

نفر زن باشند و مسئول آسانسور بتواند مرد  3 د ونفر از مسافران مر 5 شاهد پياده شدن مسافران باشد؟ اگر
  آنگاه به چند طريق ممكن شاهد پياده شدن مسافران خواهد بود؟ ،و زن را تشخيص دهد

سئول آسانسور تنها تعداد ماز نظر ( 0ix طبقه مختلف با شرط 6 مسافر يكسان به 8 تقسيم )الف: حل
  :تعداد حالات برابر است بالذا  ،)ه مي شوند مهم استافرادي كه در هر طبقه پياد

12875
13

16
168




















  

حالات آنها در در نتيجه دو آزمايش مجزا داريم، پس مطابق اصل شمارش دو گروه مجزا داريم كه  )ب
  :هم ضرب مي شود

141125
8

5
10

16
163

16
165














































 

  
هـر سـرمايه گـذاري    . سـرمايه گـذاري كنـيم    فعاليت اقتصـادي  4ميليون ريال پول را در 20مي خواهيم -33

بايستي مضربي از يك ميليون ريال بوده و چنانچه بخواهيم در ايـن فعاليـت هـا سـرمايه گـذاري كنـيم لازم       
به چند طريق اين كـار امكـان    ميليون ريال در هر فعاليت انجام گيرد، 4و2،2،3سرمايه گذاري است حداقل 

  پذير است اگر،
  فعاليت ها سرمايه گذاري كنيم؟ بخواهيم در همه )الف
  فعاليت سرمايه گذاري كنيم؟ 3بخواهيم در حداقل )ب

پس از سرمايه گذاري هاي اجباري، )الف: حل  9223420       ميليون ريال بـاقي مـي مانـد كـه
  :پس داريم. سرمايه گذاري شود 0ixزمينه متفاوت با فرض 4بايد در

2203
12

14
149

























 

فعاليت، از آنجاييكه ميزان حداقل سرمايه گـذاري   3در مورد سرمايه گذاري در  .فعاليت 4يا 3يعني در )ب
در هر فعاليت فرق مي كند، تعداد حالات ممكن بستگي به اين دارد كه در كـدام فعاليـت سـرمايه گـذاري     

 :، پس مجموع تعداد حالات برابر است بانشود

5723
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است

  
لطفا از قرار دادن اين فايل در سايل فايلها با حذف توضيحات 

  .انتشارات، آدرس سايتها و نام مولف خودداري فرماييد
اين كتاب به دليل چاپ شدن، شامل قوانين كپي رايت است و با 
اجازه مولف تنها در باشگاه مهندسان صنايع ايران انتشار داده 

  .شده است
  انتشارات ترمه

  
eyvazian.ir  

ieclub.ir  
 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
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  دكتر مجيد ايوزيان  انتشارات ترمه
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 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
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  2فصل 
   اصول احتمال

  
  
  
آزمايشي را در نظر بگيريد كـه از ايـن جعبـه يـك مهـره      . مهره قرمز، سبز و آبي است 3جعبه اي شامل  -1

انتخاب كرده و سپس آن را به جعبه بازگردانده و مهره دوم را انتخاب مي كنيم، فضـاي نمونـه آزمـايش را    
  .ه بدون جايگذاري اولين مهره انجام مي گيرد تكرار كنيدمسأله را وقتي كه انتخاب دومين مهر. تعيين كنيد

  آبي: قرمز، آ: سبز، ق: س )الف :حل
  1S=})س،س(و)س،ق(و)سآ ،(و)ق،س(و)ق،ق(و)قآ ،(و)، آس(و)، آق(و)آ ، آ({

 2S=})س،ق(و)سآ ،(و)ق،س(و)ق،آ(و)، آس(و)، آق({  )ب
  
. ظاهر شود كه در اين صـورت آزمـايش متوقـف مـي گـردد      6پرتاب مي كنيم تا عدد  قدر تاسي را آن -2

پرتـاب داشـته باشـد تـا      nنشان دهنده پيشامدي باشد كه نياز به  nEفضاي نمونه اين آزمايش چيست؟ اگر

دارند؟ احتمالقرار  nE، چه نقاطي از فضاي نمونه درآزمايش كامل شود


1n
nEچيست؟  

 S=})6(و)1،6(و)2،6(و...و)5،6(و)1،1،6(و)1،2،6(و...و)5،5،6(و...{  )الف :حل
}{  )ب }5,4,3,2,1{,,,6 ,,,, 121121  -n-n xxx|)xx(xnE  

 1  )ج
1













 



P(S)P
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14

پيشامد اينكه حداقل  Fفرد باشد،  پيشامد اينكه مجموع دو تاس عدد Eاگر . دو تاس را پرتاب مي كنيم -3
Fباشـد پيشـامدهاي    5پيشامد اينكه مجموع دو تاس  Gظاهر شود و  1در يك تاس عدد   E،EF ،FG 

،cF  EوEFG را بيان كنيد.  
  :حل
  FE=})1,1(و)2,1(و)3,1(و)4,1(و)5,1(و)6,1(و)1,2(و)1,3(و)1,4(و)1,5(و)1,6(و)3,2(و)5,2(و)2,3(و

  )4,3(و)6,3(و)3,4(و)5,4(و)2,5(و)4,5(و)6,5(و)3,6(و)5,6({
  =EF})2,1(و)4,1(و)6,1(و)1,2(و)1,4(و)1,6({

  =FG})4,1(و)1,4({
  cEF})3,2(و)5,2(و)2,3(و)4,3(و)6,3(و)3,4(و)5,4(و)2,5(و)4,5(و)6,5(و)3,6(و)5,6({

  EFG=})4,1(و)1,4({
  
فضـاي  . به نوبت سكه اي را پرتاب مي كنند و اولين نفري كه شير بيـاورد برنـده اسـت    Cو A  ،Bافراد -4

  :نمونه اين آزمايش را مي توان بصورت زير تعريف نمود
  S=}1و01و001و0001و...و0000...1{

  .كنيد فسيرفضاي نمونه را ت )الف
  :دتعريف كني Sضاي پيشامدهاي زير را با استفاده از اع )ب
i (A برنده شود=A  

ii (B برنده شود=B 

 iii(cB)(A  
  ...و Cو سپس  Bابتدا سكه را پرتاب مي كند آنگاه  Aفرض كنيد كه 

  )الف :حل
1:A  در اولين پرتاب خود شير بياورد.  

01:A   در اولين پرتاب خود شير نياورد وليB ورددر اولين پرتاب خود شير بيا.  
001:A   وB  در اولين پرتاب خود شير نياورد وليC در اولين پرتاب خود شير بياورد.  

0001:A   وB  وC  در اولين پرتاب خود شير نياورد وليA در دومين پرتاب خود شير بياورد.  
  )i )ب

  A=}1و0001و0000001و...{
  B=}01و00001و00000001و...{
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C=}001و000001و000000001و...{ cB)(A  
  
آزمايشي را در نظر بگيريد كـه  . جزء تشكيل شده است كه اجزاء آن فعال يا خراب هستند 5سيستمي از  -5

xxxx(x(وضعيت هر جزء را مشـاهده و نتيجـه آزمـايش را بصـورت بـردار      54321 نشـان مـي دهـد     ,,,,
  .ام خراب باشد iبرابر صفر است اگر جزءام فعال و  iاست اگر جزء 1برابر  ixكه
  چه تعداد نتيجه در فضاي نمونه اين آزمايش وجود دارد؟)الف
هر دو فعال و يا  4و  3هر دو فعال، يا اجزاء  2و  1فرض كنيد كه سيستم زماني كار مي كند كه يا اجزاء )ب

را  Wاعضـاء پيشـامد  . باشـد  نشان دهنده پيشامد كاركردن سيسـتم  Wاگر . همگي فعال باشند 5و1،3اجزاء 
  .مشخص نماييد

  وجود دارد؟A باشد، چه تعداد عضو در پيشامد  5و  4پيشامد خراب بودن اجزاء  Aفرض كنيد  )ج
  .بنويسيدرا  AWهمه اعضاي پيشامد  )د

كـل  عضـو بـراي    52پس مطابق اصل ضـرب   ،داراي دو حالت ممكن مي باشندء هريك اجزا) الف :حل
  .حالات وجود دارد

  )ب

1)}010(11),111(01),110(11),110(00),111(00),110(10),110(01),111(1,
1)101(11),011(10),111(11),001(10),101(10),011(10),001{(1


AW
 

عضـو بـراي    32داراي دو حالت ممكن مي باشند پس مطابق اصـل ضـرب    3و2و1هريك از سه جزء  )ج
  .وجود دارد Aپيشامد 

1)}001,(10)011{(0  )د AW
  
)  0 و اگر بيمه نباشـد كـد   1ار بيمه باشد كد اگر بيم(دريك بيمارستان بيماران را بر اساس وضعيت بيمه  -6

آزمايشي را در نظـر بگيريـد كـه    . پذيرش مي نمايند) s( و وخيم) f( ، متوسط)g( خوب و وضعيت جسمي
  .عبارتست از پذيرش يك بيمار

  .فضاي نمونه آزمايش را بنويسيد )الف
  .را تعيين كنيد Aبيان كننده بيمه بودن وضعيت بيمار باشد، عضوهاي  A اگر پيشامد )ب
  .را تعيين كنيد Bبيان كننده بيمه نبودن بيمار باشد، عضوهاي  Bاگر پيشامد  )ج
ABcهمه عضوهاي پيشامد )د را بنويسيد.  

 g,1({=S (و)f,1 (و)s,1 (و)g,0 (و )f,0 (و)s,0 ({  )الف :حل
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 g,1({=A (و)f,1 (و)s,1 ({  )ب
 g,0({=B (و)f,0 (و)s,0 ({  )ج
 g,1({=A=B-A=cBA (و)f,1 (و)s,1 ({  )د
  
و وابسـتگي  ) آبـي يـا سـفيد   (آزمايشي را در نظر بگيريد كه بازيكنان يك تيم را بر اساس رنـگ لبـاس    -7

بازيكن باشـد چـه    15اگر تيم داراي . تقسيم بندي مي نمايند) جمهوريخواه، دمكرات و مستقل(حزبي آنها 
  در هر يك از موارد زير وجود دارد؟ تعداد نتيجه

  .فضاي نمونه آزمايش )الف
  .پيشامد اينكه حداقل يكي از اعضاي تيم آبي پوش باشد )ب
  .پيشامد اينكه هيچ يك از اعضاي تيم خودش را مستقل به حساب نياورد )ج

632با توجه به تعداد حالات رنگ لباس و وابستگي حزبي،    مكـن بـراي هـر بـازيكن وجـود      نتيجـه م
  :تعداد نتايج هر يك از موارد خواسته شده عبارت است از. بازيكن داشته باشد 15بنابراين اگر تيمي . دارد
156666  .فضاي نمونه آزمايش )الف :حل    
 تعداد حالاتي كه حداقل يكي ازاعضاي تيم آبي پوش باشد=  )ب

 كل حالات-باشدحالاتيكه هيچ كس آبي پوش ن
1515 36  

 )نتيجه ممكن براي او وجود دارد3اگر شخص آبي پوش نباشد(
نتيجه ممكن براي او وجود دارد بنابراين كل حالات پيشـامد خواسـته شـده     4اگر شخص مستقل نباشد  )ج

  154:عبارت است از
  
0/30/5گارند وناساز Bو  Aفرض كنيد پيشامدهاي  -8  P(A) وP(B) احتمال پيشـامدهاي  . است

  :زير را بدست آوريد
  .اتفاق افتند Bيا  A)الف
  .اتفاق نيفتد Bاتفاق افتد اما  A )ب
  .هردو اتفاق افتند Bو  A)ج
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  )الف:حل
  
  

  
8/005/03/0  B)P(A-P(B)P(A)B)P(A   

BP(A(3/0P(A)  )ب c 
 P(A(0B  )ج
  
 درصد از مشتريان كارت نوع 24 .را مي پذيرد Bو  Aك مغازه خرده فروشي دو نوع كارت اعتباريي -9

A، 61 درصد كارت نوعB  چند درصد از مشتريان كـارتي  . درصد هر دو نوع كارت را با خود دارند 11و
  دارندكه مورد قبول فروشگاه است؟

  :دارند مورد نظر است را Bيا  Aدرصد مشترياني كه حداقل يكي از كارتهاي  :حل
        74/011/061/024/0  BAPBPAPBAP   

%7410074/0     
  

 30درصـد انگشـتر و   20. درصد از دانش آموزان يك مدرسـه دخترانـه انگشـتر و گردنبنـد ندارنـد      60 -10
  اگر يك دانش آموز به تصادف انتخاب شود، احتمال اينكه اين دانش آموز،. درصد گردنبند دارند

  يا گردنبند داشته باشد چقدر است؟ انگشتر )الف
  انگشتر و گردنبند داشته باشد چقدر است؟) ب

  .گردنبند: Bانگشتر، : A)الف :حل
      4/06/0111  BAPBAPBAP   

  )ب        1/00/40/30/2  BAPBPAPBAP 
  

درصد هم سيگار و هم سـيگار بـرگ    5درصد سيگار برگ و  7درصد از مردان آمريكايي سيگار،  28 -11
  .مي كشند

  چند درصداز مردان آمريكايي سيگار و سيگار برگ نمي كشند؟ )لفا
  چند درصد سيگار برگ مي كشند ولي سيگار نمي كشند؟ )ب

3/0 5/0 

S 
B A 

www.ieun.ir

NEWEST
Typewriter
w w w . i e u n . i r

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   انتشارات ترمه
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

18

  سيگار برگ: Bسيگار ، : A :حل
  
  
  

  )الف
    7/005/007/028/011

1




B)P(A-P(B)P(A)-

B)P(A-B)P(A)BP(A ccc




 

  .درصد مي باشد 2با توجه به نمودار ون احتمال خواسته شده  )ب
اين است كه فضا را به قسمتهاي ناسـازگار تقسـيم مـي كنـد كـه ايـن كـار        توجه كنيد كه مزيت نمودار ون 

  .محاسبه احتمال پيشامدهاي مختلف را ساده تر مي كند
  

دانش آموز  100 كلاس زبان اسپانيايي، فرانسوي و آلماني را ارائه مي دهد و هر يك از 3 يك مدرسه -12
نفـر در   26نفـر در كـلاس اسـپانيايي،     28 اگر. ندمدرسه مي توانند در هر يك از كلاسهاي فوق ثبت نام كن

 ايي و فرانسـوي، نفر در دو كلاس اسـپاني  12 نفر در كلاس آلماني ثبت نام كنند وبعلاوه 16 كلاس فرانسه و
نفـر در هـر سـه كـلاس      2 نفر در دو كلاس فرانسوي و آلمـاني و  6 و آلماني، نفر در دو كلاس اسپانيايي 4

  :گاهنام كرده باشند، آن  ثبت
اگر دانش آموزي را به تصادف انتخاب كنيم، بـا چـه احتمـالي او در هـيچ كلاسـي ثبـت نـام نكـرده          )الف

  است؟
  اگر دانش آموزي به تصادف انتخاب شود، با چه احتمالي او دقيقاً در يك كلاس ثبت نام كرده است؟) ب
ز آنها در كلاس ثبت نام كـرده  دانش آموز به تصادف انتخاب شوند، با چه احتمالي حداقل يكي ا 2اگر )ج

  است؟
 P)هيچ كلاس=(P-1)حداقل يك كلاس(  )الف :حل

 
 

5/05/01
02/006/004/012/016/026/028/01

1





 ASFP 

  

32/014/008/010/0 :داريمنمودار ون با توجه به )ب )دقيقاً يكي(P 
 آمـوزان  شبا توجه به قسمت الف، نيمي از دان. يعني يا يكي ازآنها يا هردو، در كلاس ثبت نام كرده اند )ج
  :در كلاس ثبت نام كرده اند، پس احتمال فوق برابر است با) نفر 50(

  

S
A  B 

02/0 05/0 23/0  
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P  

  
  :راه دوم

198
149

198
49199

49
100
501 






 )هيچكدام(P -1)=دقيقاً يكي(P  

  
منتشـر مـي شـود، نسـبت كسـاني كـه ايـن         IIIو I ، IIنفر سه روزنامـه   100،000در شهري با جمعيت  -13

  :ا را مطالعه مي كنند بصورت زير داده شده استروزنامه ه
I :10 درصد  II :30 درصد  III :5 درصد  I وII :8 درصد  

 III :وI :2 درصد     III :وII :4 درصد    III :، II وI :يك درصد  
  تعداد افرادي كه فقط يك روزنامه را مطالعه مي كنند چقدر است؟ )الف
  ي كنند؟روزنامه را مطالعه م 2چه تعدادي حداقل  )ب
چنـد نفـر حـداقل يـك روزنامـه صـبح بعـلاوه يـك         روزنامه عصر باشد،  IIروزنامه صبح و  IIIو Iاگر )ج

  روزنامه عصر را مطالعه مي كنند؟
  چند نفر هيچ روزنامه اي را مطالعه نمي كنند؟ )د
  چند نفر فقط يك روزنامه صبح و يك روزنامه عصر را مطالعه مي كنند؟ )ه

  :ه شكلبا توجه ب )الف :حل   20000100000019/001/0 n 
  )ب   1200010000001/003/001/007/0 n 
 :داريمبا توجه به شكل )ج   1100010000003/001/007/0 n 
 P)هيچ=(P -1)حداقل يكي(  )د

 

6800010000068/0
68/032/0101/004/002/008/005/03/01/01





n
 

 :با توجه به شكل )ه   1000010000003/007/0 n 
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نفـر مشـترك يـك مجلـه داده شـده       1000حصيلات اطلاعات زير در رابطه با شغل، وضعيت تاهل و ت -14
نفر دانشجوي متاهل،  147نفر دانشجوي شاغل،  42نفر دانشجو،  525نفر متاهل،  470نفر شاغل،  312: است

زارش شـده غلـط   گ ـنشـان دهيـد كـه اعـداد     . نفر دانشجوي شاغل و متاهل هستند 25نفر متاهل شاغل و  86
  .هستند

دهنده مجموعه هاي شاغلين، متـاهلين و دانشـجويان باشـد، فـرض كنيـد      نشان  Gو  M  ،Wاگر: راهنمايي
را بكـار بـرده، نشـان دهيـد كـه اگـر       ) 4-4(نفر به تصـادف انتخـاب شـده اسـت و گـزاره      1000يك نفر از 

  :اطلاعات فوق صحيح باشد آنگاه
  :حل

 
 







    1057/1
025/0086/0147/0042/0525/047/0312/0

1
GWMP

GWMP





  

  
  
  
  
  

15-*  
16-*  
روي صفحه شطرنج قرار دهيم احتمال اينكه هيچ يـك از رخ هـا   مهره رخ شطرنج را به تصادف  8اگر -17

  .ديگري را نزند يعني اينكه هيچ سطر و يا ستوني بيش از يك رخ نداشته باشد را بدست آوريد
پـس از  . د داردگزينـه وجـو   64بـراي انتخـاب اولـين مكـان،      ،اگر رخ ها را متفاوت بگيريم -راه اول :حل

خانه كم مي شـود و   15ر و ستون آن رخ ديگر قابل استفاده نيست، يعني گذاشتن اولين رخ در صفحه، سط
شـوند   ، سطر و ستون انتخاب دوم نيـز حـذف مـي   براي انتخاب سوم. گزينه دارد 64-15=49انتخاب بعدي، 

  .گزينه داريم و همينطور تا آخرين خانه 49-13=36 خانه از اين سطر و ستون قبلاً حذف شده پس 2ولي 
  6

64
8

2
10109/9! 8

57...6364
1491625364964 





P

P  

6  ر نظر بگيريم؛داگر رخها را يكسان :راه دوم 

8
64 10109/9!8 








  

 اطلاعات غلط است

 

 
  (M) شاغل (G)دانشجو

17 

 
25
61

122

262209 

 (W) هلأمت
  361 
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18-*  
دو تاس متقارن را كه دو وجه آن قرمز، دو وجه آنها سياه، يك وجه آنها زرد و وجه ديگرآنهـا سـفيد    -19

  .داحتمال اينكه نتيجه پرتاب آنها وجه هم رنگ باشد را بدست آوري. است پرتاب مي كنيم
  P)همرنگ= (P)هردو قرمز+ (P)هردو سياه+ (P)هردو زرد+ (P)هردو سفيد(                                 :حل

18
5

36
10

6
1

6
1

6
1

6
1

6
2

6
2

6
2

6
2

  

20-*  
خانواده  8خانواده آنها يك فرزند،  4خانواده تشكيل شده است كه  20يك سازمان كوچك محلي از  -21

  .فرزند دارند 5فرزند و يك خانواده  4اده خانو 2فرزند،  3خانواده  5فرزند،  2
فرزند داشـته باشـد    iاگر يكي از اين خانواده ها را به تصادف انتخاب كنيم احتمال اينكه اين خانواده  )الف

  چقدر است؟
 5,4,3,2,1i  

فرزنـد باشـد    iاگر يكي از بچه ها را به تصادف انتخاب كنيم احتمال اينكه ايـن بچـه از خـانواده اي بـا      )ب
  چقدر است؟

 5,4,3,2,1i  
  .از خانواده ها يكسان در نظر گرفته مي شود در اين قسمت احتمال انتخاب شدن هر يك )الف :حل

     20
15       20

24       20
53       20

82       20
41  )P(i)P(i)P(i)P(i)P(i  

  .در اين قسمت شانس انتخاب هر خانواده به تعداد فرزندان آن بستگي دارد )ب
485142352814  كل بچه هاتعداد  

     48
515 

      48
424       48

353       48
282       48

141
















)P(i

)P(i)P(i)P(i)P(i
 

22-*  
احتمال اينكه نتيجه عدد حاصل شـده در تـاس دوم بيشـتر از    . يك جفت تاس منظم را پرتاب مي كنيم -23

  نتيجه حاصل شده در تاس اول باشد چقدر است؟
12  راه اول :حل

5
36
156,53, 12, 1  )P()P()P( )نتيجه تاس دوم بيشتر از تاس اول(P

در  ،را كـم كنـيم  ) حالـت  6(حالت ممكن تعداد حالاتيكه نتيجه دو تاس مساوي هستند  36اگر از : راه دوم
  :نتيجه باقيمانده عدد تاس دوم بيشتر است، بنابراين احتمال مورد نظر برابر است با 30نيمي از 
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 )نتيجه تاس دوم بيشتر از تاس اول(P 

  
 .وريدآ باشد را بدست iحتمال اينكه مجموع دو عدد ظاهر شده برابر اس را پرتاب كنيم، ااگر دو ت -24

  .پيدا كنيد 11i,...,122,3, مقدار آن را براي
  :حل
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ابتدا ظاهر شود را  5احتمال اينكه جمع . ظاهر شود 7ا ي 5تا جمع يك زوج تاس را پرتاب مي كنيم،  -25

  .بدست آوريد
پرتاب ) n-1(در  7ا ي5امين پرتاب و ظاهر نشدن  nدر 5نشان دهنده پيشامد ظاهر شدن  nEاگر :يراهنماي

E P)(. اول باشد n را محاسبه كنيد و بررسي نماييد كه 


1n
nEP احتمال مورد نظر است.  

  :حل

 


1n
nEP =) 7قبل از مجموع  5مجموع(P  

  =P)شود 5اول دفعه مجموع ( + P)نشود 7يا  5اول دفعه مجموع ( P)شود 5مجموع دفعه دوم (
  P+)نشود 7يا  5اول و دوم  دفعه مجموع(P )شود 5سوم دفعه مجموع (+ .…

  :با توجه به مساله قبل داريم
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  ) شود 7يا  5اول دفعه مجموع(P-1)= نشود 7يا  5اول ه دفعمجموع(P  
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36توجه داشته باشيد كه
4
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n )P(E  
  

باشـد   12يـا   3يـا  2در يك بازي، بازيكني دو تاس را پرتاب مي كند اگر مجموع دو عدد ظـاهر شـده    -26
ادامه پيـدا مـي كنـد     اگر نتيجه عدد ديگري باشد بازي. باشد برنده است 11يا  7بازنده است و اگر مجموع 

ابتدا ظاهر شود بازيكن بازنـده   7اگر نتيجه . حاصل گردد 7تا اينكه او نتيجه قبلي را بدست آورد و يا نتيجه 
احتمال برنده شدن اين بازيكن را . ظاهر شود بازيكن برنده است 7است، در حاليكه اگر نتيجه قبلي پيش از 

  .بدست آوريد
  :پس داريم. ان نتيجه پرتاب اول مي باشدمنظور از نتيجه قبلي، هم :حل

  P)برد4(P [+)11(P+)7(P=)( P )7قبل از 5(P [+)]4( P )7قبل از 6(P [+)]5( P )7قبل از 6[(
  +] 8(P( P )7قبل از 9(P [+)]8( P )7قبل از 10(P [+)]9( P )7قبل از 10[(

از پرتاب دوم به بعـد،  ( ، P)7قبل از  i( و منظور از P) باشد iنتيجه مجموع پرتاب اول (،  P(i)كه منظور از
باشـد، مـا    12يـا   3، 2همچنين بايد توجه داشت كه اگر نتيجه پرتاب اول، . است P)بيايد 7قبل از  i مجموع

  :لذا. بازي را باخته ايم و بازي ادامه نمي يابد
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  .به راحتي مي توان حل نمود 3دانشجويان توجه داشته باشند كه اين مسأله را با اطلاعات فصل 
  

 


1n
nEP =)7قبل از 5مجموع( 

 با توجه به تصاعد هندسي

 برد

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   انتشارات ترمه
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

24

يكي پس از ديگـري تـوپ هـا را از     Bو Aبازيكن هاي . توپ سياه است 7توپ قرمز و 3ظرفي شامل -27
ب كنـد  توپ قرمـز را انتخـا   Aاحتمال اينكه بازيكن . ظرف خارج مي كنند تا يك توپ قرمز انتخاب شود

و به همين ترتيب بـازي   B، توپ از ظرف انتخاب مي كند و سپس بازيكن Aابتدا بازيكن . (بدست آوريد
  ).ادامه مي يابد، در ضمن توپهاي انتخاب شده به ظرف بازگردانده نمي شوند

ه سـيا  Aدر اولـين انتخـاب، تـوپ قرمـز را بـردارد؛ يـا اينكـه         Aاحتمال فوق برابر است با اينكه فـرد  : حل
از آن چون تنهـا سـه تـوپ     پس .مرحله 4تا ...توپ قرمز را بردارد و Aهم سياه و در بار دوم فرد  Bبردارد، 

مرحله  4مجموع احتمال اين جواب مسأله لذا . خواهد بود حتماً قرمز قرمز در ظرف مي ماند، انتخاب بعدي
  :است
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تـايي از توپهـا بـه     3اگـر يـك مجموعـه    . تـوپ سـبز اسـت    8آبي و توپ  6توپ قرمز،  5ظرفي شامل  -28

  .احتمال پيشامدهاي زير را بدست آوريدتصادف انتخاب شود، 
  .توپها از يك رنگ باشند )الف
  .توپها از رنگهاي متفاوت باشند )ب

 مساله را در صورتي كه رنگ توپ انتخاب شده را يادداشت نموده و سپس قبـل از انتخـاب دوم در ظـرف   
  .اين نوع انتخاب را نمونه گيري با جايگذاري گويند. بازگردانده شود حل كنيد

  بدون جايگذاري )الف :حل
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  :پس. يعني يكي سبز، يكي قرمز و يكي آبي )ب
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  :پس. با جايگذاري؛ يعني ترتيب هم داريم )ج
  P)ر سه قرمزه( P+)هر سه آبي( P+)هر سه سبز(
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  :حالت ترتيب رنگها داريم 3!يعني يكي سبز، يكي آبي و يكي قرمز و با توجه به  )د
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 P  

  
  .توپ سياه وجود دارد mتوپ سفيد و  nدر ظرفي  -29
  چقدر است؟توپ را به تصادف انتخاب كنيم، احتمال اينكه رنگ آنها يكسان باشد  2اگر )الف
توپ را به تصادف انتخاب نموده و قبل از انتخاب دومين توپ آن را جايگزين نمـاييم، احتمـال    1اگر  )ب

  .اينكه توپهاي انتخاب شده هم رنگ باشند را بدست آوريد
  .است) الف(هميشه بزرگتر از احتمال پيشامد بند ) ب(نشان دهيد كه احتمال پيشامد بند  )ج

  ون ترتيبانتخاب بد )الف :حل
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بـه تصـادف    بازيكن از هر تيم 4. بازيكن تشكيل شده اند 9و  8تيمهاي شطرنج دو مدرسه به ترتيب از  -30

افراد انتخاب شده از دو تيم را بـه تصـادف بـه جفتهـايي     . انتخاب مي كنيم تا در يك مسابقه شركت نمايند
اگر علـي در تـيم شـطرنج يـك مدرسـه و بـرادرش محمـد در تـيم         . تقسيم نموده تا با يكديگر مسابقه دهند

  .احتمال پيشامدهاي زير را محاسبه كنيد. شطرنج مدرسه ديگر باشند
  .علي و محمد با يكديگر مسابقه دهند )فال
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  .علي و محمد بعنوان نماينده مدارس خود انتخاب شوند ولي با يكديگر بازي نكنند )ب
  .دقيقاً يكي از دو برادر بعنوان نماينده مدرسه خود انتخاب شوند )ج

  .هردو بايد انتخاب شوند و سپس با هم بازي كنند )الف :حل
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P(A)  

ولي بـراي تعـداد حـالات مـورد نظـر       .)مخرج كسر(مانند مثال قبل است  Sتعداد حالات كل مجموعه  )ب
بنـابراين  . تعداد حالاتي مد نظر است كه هر دو انتخاب شوند ولي با هم بازي نكننـد  ،)صورت كسر(پيشامد 

 ))الـف ((در بنـد   مكمل قسـمت دوم تعـداد حـالات پيشـامد     ))ب((قسمت دوم تعداد حالات پيشامد در بند 
  .باشد مي
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  .يك تيم بسكتبال سه نفره شامل يك مدافع، يك نفر خط حمله و يك نفر در مركز است -31
احتمال اينكـه يـك تـيم كامـل     . از هر يك از سه تيم با تركيب فوق يك فرد به تصادف انتخاب شود )الف

  .د را بدست آوريدانتخاب شو
  .احتمال اينكه هر سه نفر انتخاب شده بازيكن يك موقعيت باشند را بدست آوريد )ب

3جايگشت سه بازيكن و 3!با توجه به  )الف :حل
  :داريم در هر پست هر يكقرار گرفتن احتمال  1
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دختـر بچـه را بـه تصـادف در يـك خـط رديـف         g پسـربچه و  bك گروه از افـراد خردسـال شـامل    ي -32
يعني هر يك از  ،كنيم مي ! gb احتمـال اينكـه فـرد قـرار گرفتـه در      . جايگشت افراد هم شانس هستند

ام i موقعيت gbi 1 دختربچه باشد را بدست آوريد.  

  :حل 
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. گذاري و رها كرده انـد به دام انداختن علامتتاي آنها را پس از  5گوزن وجود دارد كه  20در جنگلي -33

گـوزن بـه دام افتـاده داراي علامـت      4تـا از  2احتمال اينكـه  . گوزن را مجدداً به دام مي اندازند 4مدتي بعد 
  ريد؟چه فرضي را در نظر مي گي. باشند را بدست آوريد

  :با فرض اينكه زاد و ولد و مرگ ومير صورت نگرفته باشد، داريم
  :حل
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34-*  
نفر از آنها را براي  3. نفر روانشناس در يك كنفرانس شركت كرده اند 24نفر روانپزشك و  30 تعداد -35

روانپزشـك انتخـاب شـود     احتمال اينكه حداقل يـك . د به تصادف انتخاب مي كنيمرحضور در يك ميزگ
  چقدر است؟

  :راه اول :حل  9184/0
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9184/01  :راه دوم
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 )هيچكدام(P-1 ) =حداقل يكي(P
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 5سوال داده و به آنها اطلاع مي دهد كه امتحـان نهـايي شـامل     10معلمي به دانش آموزان يك كلاس -37
سـوال پاسـخ دهـد، مطلـوب      7اگر دانش آموزي توانسته باشد به . ه استسوال تصادفي از سوالات داده شد

  است احتمال اينكه،
  سوال پاسخ صحيح بدهد؟ 5در امتحان به هر  )الف
  سوال امتحاني پاسخ صحيح بدهد؟ 4حداقل به  )ب

  )الف: حل  0833/0
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38- n  2جوراب قرمز به تصـادف برابـر بـا    2اگر احتمال انتخاب. آنها قرمز استتاي  3جوراب داريم كه

1 
  .را بدست آوريد nباشد، مقدار 

  :حل
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احتمال اينكه هـر يـك در   . نفر ساكن هتل شده باشند 3اگر در يك روز . هتل وجود دارد 5در شهري  -39

  چه فرضهايي را براي حل مساله در نظر مي گيريد؟. شند را بدست آوريدهتلي جداگانه مستقر با
در يـك هتـل اسـكان     بطـور مسـتقل فقـط    با فرض عدم تعويض هتل پس از اسكان و اينكـه هـر نفـر    :حل
  :يابد، داريم مي
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 0ixوه متفـاوت باشـرط  گـر  rشيء متفاوت به  nتوجه كنيد كه فضاي نمونه، برابر تعداد حالات تقسيم 
  .مي باشدnrاست كه برابر 

  
 i دستگاه تلويزيون خراب باشند با چـه احتمـالي دقيقـاً بـه     4اگر. نفر تعميركار تلويزيون دارد 4 يشهر -40

  ظر مي گيريد؟چه فرضهايي را در ن. حل كنيد i=1،2،3،4را براي مسألهتعميركار مراجعه مي شود؟ 
  :اينكه هر نفر بطور مستقل به يك تعميركار مراجعه مي كند، داريمبا فرض  )الف :حل
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اسـت   0ixگروه مختلف با فـرض  rشيء مختلف به  nدقت شود كه فضاي نمونه، تعداد حالات تقسيم 
 4حـال مـا   . تعميركـار انتخـاب مـي گـردد     4تـا از   2، ابتـدا   i=2امـا در حالـت    .مي شود 44nrكه برابر

اسـتفاده نمـود، چـرا كـه      n2تعميركار مختلف داريم، اما براي تقسيم، نمـي تـوان از   2تلويزيون متفاوت و 
 هـا  ixو حداقل يك تلويزيون داشـته باشـد  تعميركار بايد  2برقرار نيست، يعني هر كدام از  0ixفرض 

 2تعميركـار،   2لذا از شمارش استفاده مي شود، به اين ترتيب كه يا بـه هـر كـدام از    . دند صفر شوننمي توان
اين روش براي حـالات  . تلويزيون بدهيم و به ديگري يكي 3تلويزيون بدهيم يا يكي را انتخاب كرده، به او 

  .ز استفاده مي گرددبعد ني
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  ظاهر شود چقدر است؟ 6مرتبه پرتاب كنيم، احتمال اينكه حداقل يك مرتبه عدد  4اگر تاسي را  -41

  : حل
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اهر شود را ظ 6كه حداقل يك مرتبه جفت احتمال اين.مرتبه بطور متوالي پرتاب مي كنيم nدو تاس را  -42

2چقدر بزرگ باشد تا احتمال فوق حداقل برابر با  n. بدست آوريد
  گردد؟ 1

  :حل
n






 36

  P)6حداقل يك جفت= ( P-1)6هيچ جفت( 351

 25   2
11

36
35







 n

n
  

  
پهلوي هـم   Bو Aاحتمال اينكه . يف قرار گيرندبه تصادف در يك رد Bو Aنفر شامل  Nاگر  )الف -43

  باشند چقدر است؟
  .احتمال پيشامد فوق، وقتي كه افراد به تصادف روي محيط يك دايره قرار گيرند را بدست آوريد )ب

B  وA با توجه به جايگشت )الف: حل   
N! N

-NAP 2! 12   

  )ب   
  1

2
!1

! 22
-N-N

-NBP   

  
فرض . نشان داده شده اند در يك رديف قرار مي گيرند Eو  A ، B ،C  ،D نفر كه بوسيله حروف 5 -44

  :احتمال پيشامدهاي زير را بدست آوريد. كنيد كه هر ترتيب ممكن از قرار گرفتن آنها هم شانس باشد
  .باشد Bو  Aدقيقاً يك نفر بين  )الف
  .باشند Bو  Aدقيقاً دو نفر بين  )ب
  .باشند Bو  Aسه نفر بين  )ج

  )الف:حل
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  .كليد دارد كه يكي از آنها درب منزلش را باز مي كند nخانمي  -45
ر گـذارد بـا چـه    اگر او كليدها را به تصادف انتخاب كرده و آنهايي كه درب را بـاز نمـي كننـد كنـا     )الف

  امين تلاش درب را باز مي كند؟ kاحتمالي او در
  قبلي را كنار نگذارد احتمال پيشامد فوق چقدر است؟هاي اگر او كليد )ب

، لذا احتمـال دفعـات اول   ))امين تلاش kتا ((نه )) امين تلاش kدر : ((توجه كنيد كه گفته شده )الف: حل
و  آزمايش قبلي بي نتيجه بـوده باشـد  ) k-1(ابر است با اينكه همهپس احتمال فوق بر. ام جمع نمي شود kتا 

  :ام نتيجه دهد kآزمايش 

  nknkn
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n
nAP 1

1
1
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21 







  

ام موفق بـوده   kو امتحان  با عدم موفقيت همراه بوده است) با جايگذاري(اول  امتحان) k-1(يعني همه )ب
  :پس. است

  nn
nP

k
B 11 1- 

 





  

  
يك اتاق حضور داشته باشند تا احتمال اينكه حداقل دو نفر از آنها تولدشـان را در   چند نفر بايستي در -46

2يك ماه جشن بگيرند بيش از
  .باشد؟ فرض كنيد تولد در ماه هاي مختلف هم شانس است 1

 P)نفر 2حداقل = (P-1)نفر 2هيچ (  :حل مي شود 12nمساله براي: حل
  5    2

1
12

112...11121   


 nn
n 

  
چقـدر   دوتايي از آنهـا در يـك مـاه بـدنيا نيامـده باشـند       نفر باشند، احتمال اينكه هيچ 12اگر در اتاقي  -47

  است؟

  :اگر ماههاي سال را هم شانس در نظر بگيريم، آنگاه احتمال برابر است با :حل  12 12
! 12

AP  

  
تولـد   3ماه هر كـدام   4تولد و  2ماه هر كدام  4ماه سال،  12مال اينكه در نفر را در نظر بگيريد، احت 48-20

  .داشته باشند را بدست آوريد
تعداد حالات تقسيم فضاي نمونه برابر با  عداد حالات، تاگر ماههاي سال را هم شانس در نظر بگيريم :حل

بدست آوردن تعـداد حـالات   براي . 2012يعنياست،  0ixگروه مختلف با شرط 12شيء مختلف به  20
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 2مـاه كـه هـر كـدام      4بـه   را نفر 8 سپسو انتخاب كرده نفر را  20نفر از  8 وماه،  12ماه از  4، ابتدا پيشامد

يعني .، تقسيم مي كنيمعضو دارد







2,2,2,2

8
  ...ماه دوم را انتخاب مي كنيم و 4و بعد  
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AP  

  
نفره تقسيم مي كنيم احتمال اينكه هـر   6زن را به تصادف به دو گروه  6مرد و  6يك گروه متشكل از  -49

  .دو گروه تعداد مساوي مرد داشته باشند را بدست آوريد
ر د 2!هـا يكسـانند، پـس    مهم نبوده است، يعنـي گروه مي بينيم كه براي مردها، ابتدا ترتيب دو گروه : حل

دو گـروه انتخـاب   از آنجاييكـه  اما پس از تعيين دو گـروه مردهـا،   . مخرج داريم و نيز در مخرج كلي كسر
ترتيب مهم مـي شـود و لـذا در     و دو گروه متمايز داريم پس براي انتخاب خانمها دشده افراد متمايزي دارن

  .نخواهيم داشت 2!مخرج كسر براي زن ها، 

  4329/0
! 2! 6!  6

! 21
!! 3 3 

! 6
! 2! ! 3 3 

! 6
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  .شود نمي روهها را متفاوت در نظر بگيريم نيز تغييري در جواب حاصلاگر گ

  4329/0
! 6!  6
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50-*  
توپ در ظـرف اول باشـد    mاحتمال اينكه . ظرف توزيع كنيم Nتوپ را به تصادف در  nفرض كنيد  -51

  .انس باشندترتيب توزيع توپها هم ش nNفرض كنيد كه همه. را بدست آوريد
  :ظرف داريم N-1حال . در ظرف اول قرار مي دهيمتوپ را جدا كرده و  m: حل
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كفـش بـه تصـادف انتخـاب شـود، احتمـال        8اگـر  . جفت كفـش نگهـداري مـي شـود     10در كمدي  -52
  .پيشامدهاي زير را بدست آوريد

  .هيچ جفت كفش انتخاب نشود )الف
  .فش انتخاب شوددرست يك جفت ك )ب

و سـپس از هـر جفـت يـك      )بدون ترتيب( جفت از كفشها را انتخاب مي كنيم 8ابتدا : راه اول )الف: حل
  .جفت كفش متفاوت انتخاب شود 8لنگه از  8كنيم تا  لنگه انتخاب مي

  09145/0
8
20

828
10






















AP  

ن در انتخـاب دوم، لنگـه ديگـر    حالت داريم و چو 20براي انتخاب كفش اول،  )انتخاب با ترتيب: (راه دوم
  :پس... گزينه داريم و  18كفش انتخاب شده اول را نمي توانيم انتخاب كنيم، لذا 

  09145/013...181920
6...161820





AP  

  .مي باشد لنگه 6 قسمت الف باادامه مسأله مانند حال . جفت را برمي داريم 10 يك جفت از )ب
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BP  

  
دف در يك رديف صندلي بنشينند، احتمال اينكـه هـيچ شـوهري پهلـوي همسـرش      زوج به تصا 4اگر  -53

  .نباشد را بدست آوريد
  :حل

 P)هيچ زوجي كنار هم= (P-1)حداقل يك زوج كنار هم(
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54-*  
55-*  
اب يكي از سه گردونه زير را انتخ ـ Aبازيكن . دو بازيكن در يك بازي بصورت زير شركت مي كنند -56

هـر دو بـازيكن گردونـه هـا را بـه      . يكي از دو گردونـه باقيمانـده را انتخـاب مـي نمايـد      Bو سپس بازيكن 
فـرض كنيـد هـر    . با عدد بزرگتر متوقف مي شود برنده اعلام مي گرددچرخش درآورده و گردونه اي كه 

ح مـي دهيـد بـازيكن    در اين صورت آيا شما تر جـي . گردونه با شانس برابر در يكي از نواحي متوقف گردد
A باشيد يا بازيكنB ؟  

  !پاسخ خود را شرح دهيد
  
  
  
  
  
  

  ،اما دليل آن. باشيم Bترجيح مي دهيم بازيكن : حل
باشيم تا بـا   Aاگر احتمال برد يكي از اين سه گردونه، بيشتر از دو تاي ديگر بود، ترجيح مي داديم بازيكن 

اما در اينجا وضع فرق مي كند و هيچ يك از سه گردونـه از  . مانتخاب گردونه بهتر، بتوانيم برنده بازي باشي
  :دو تاي ديگر بهتر نيست، چرا كه

9گردونه اول با احتمال
 5گردونه وجود دارد كه در  دوحالت براي مسابقه  9كلاً (گردونه دوم را مي برد  5

 bباشد و a=5 يا را بياورد 8يا  4، 3مقادير  bو  شدبا  a=9يعني اگر . را مي برد bگردونه  aحالت، گردونه 
9پس. برنده است bحالت ديگر  4و در برنده است  a را بياورد، 4يا  3مقادير 

  ).است bاز  aاحتمال برد  5

9با احتمال (b)گردونه دوم
  .را مي برد (c)گردونه سوم  5

9احتمالبا  (c)گردونه سوم
  .را مي برد (a)گردونه اول  5

حال اگر ما نفر دوم باشيم، نفر اول هر گردونه اي . بهتر است aاز  cبهتر و  cاز  bبهتر،  bاز  aپس گردونه 
شانس برنده شدن خود را بيشـتر   خاب آن،ي وجود دارد كه مي توانيم با انترا كه انتخاب كند، گردونه بهتر

  .مكني

a b c 
9 5

1 4

3 8 7

2

6

3       2            1 

www.ieun.ir 7قبل از  6

www.ieun.ir


  دكتر مجيد ايوزيان  انتشارات ترمه
  احتمال شرطي و استقلال:فصل سوم

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

35

  
  
  

  3فصل 
  شرطي و استقلال احتمال

  
  
  
ظاهر شود اگـر نتيجـه    6تاس منظم پرتاب شده اند احتمال شرطي اينكه حداقل يكي از تاس ها عدد  دو -1

  دو تاس متفاوت باشد چقدر است؟
E:  باشد 6حداقل يكي از تاس ها-  F :نتيجه دوتاس متفاوت باشد.  

  :حل   
 FP

FEP
F| EP
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ظاهر شود، به شرط اينكه مجموع  6احتمال شرطي اينكه اولين تاس عدد . تاس منظم پرتاب شوند 2اگر  -2

  .محاسبه كنيد 12و 2بين  iاين احتمال را براي . باشد را بدست آوريد iدو تاس 

  :حل 
)P(F

)FP(E

i

i)F|  P(E|          P
i                           

1  21
2     ؛

3                 ؛11  1
4           ؛01  1

1  9

    5
6                ؛8  1

7  0             ؛7  1
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11109

87
36
6
36
1







)F|  P(Ei

)F|  P(E i)F|  P(E        i)F|  P(Ei

)F|  P(Ei)F|  P(Ei)F|  P(Ei
i

3-*  

 6ي غيردوم و6ياول 6اولي غيرو6دومي

 نتيجه متفاوت

  6اولي   iمجموع برابر
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ظاهر شـود بشـرط اينكـه مجمـوع دو      6قل در يكي از دو تاس منظم پرتاب شده عدد احتمال اينكه حدا -4
  )i=2،3،...،12. (باشد را بدست آوريد iتاس 
  :حل
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توپ را به تصادف و بدون جايگذاري انتخـاب   4اگر . توپ سياه است 9توپ سفيد و  6كيسه اي شامل  -5
توپ انتخاب شـده اول سـفيد و دو تـوپ انتخـاب شـده آخـر سـياه باشـند را بدسـت           2احتمال اينكه . نيمك

  .آوريد
  .اولي سفيد و دومي سفيد، سومي سياه و چهارمي هم سياه: حل

91
6

12
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 )BWW|P(B )WW|P(B )W|P(W )P(W)BBWP(W 
 

  
تـايي را از   4يـك نمونـه   . تاي آن سفيد است 8توپ قرار دارد و  12ظرفي را در نظر بگيريد كه در آن  -6

انتخاب مي كنيم احتمال شرطي اينكه اولين و سومين توپ انتخـاب  ) بدون جايگذاري(ظرف با جايگذاري 
در هـر دو  . (توپ سـفيد باشـد را بدسـت آوريـد     3شده سفيد باشند به شرط اينكه نمونه انتخاب شده شامل 

  )حالت
  بدون جايگذاري )الف: حل
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پادشاه از خانواده اي است كه دو فرزند دارد، احتمال اينكه فرزند ديگر خانواده خواهر او باشـد چقـدر    -7

  است؟
  يك پسر و يك دختر در خانواده: E: حل

F :حداقل يك پسر در خانواده  
        ggbggbbbS ،،،،  ،  ،  ،   

          
 

          ، 

3
2                                  ،  ، 

4
3
4
2

bgbE

FP
EFP

F  | EPbbbgbF

،،g
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احتمال اينكه هر دو دختر باشند به شرط اينكه فرزند بزرگتـر دختـر اسـت    . فرزند هستند 2زوجي داراي  -8

  .را بدست آوريد

  :حل           
  2

1          ،  
4
2
4
1


FP
F EP

F  | EP       ggEgggF ،،،b  

  
تـوپ   8شـامل   Bتوپ قرمز اسـت، ظـرف    4توپ سفيد و  2شامل  Aظرف . ظرف را در نظر بگيريد 3 -9

اگـر يـك تـوپ رابـه     . تـوپ قرمـز قـرار دارد    3يك توپ سفيد و  Cست و در ظرف توپ قرمز ا 4سفيد و 
 2سفيد باشد به شرط اينكه  Aتصادف از هر ظرف انتخاب كنيم، احتمال اينكه توپ انتخاب شده از ظرف 

  .توپ سفيد انتخاب شده باشد را بدست آوريد
  :راه اول: حل   

 BP
BAP

B |  AP  )توپ | دو توپ سفيدA دسفي (P 
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  :قرمز باشد Aتوپ ظرف  cA:راه دوم
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10-*  
اگر . شانس بارداري غير طبيعي براي زنان بارداري كه سيگاري هستند دو برابر زنان غير سيگاري است -11
ري سـيگاري باشـند چنـد درصـد از زنهـايي كـه بـارداري غيـر طبيعـي دارنـد           درصد از زنهاي سن باردا 32

  سيگاري هستند؟
  :حل

     
 

   
           

4848/033
16

68/064/0
64/0

    
  

                                 

68/032/02
32/02













pp

p

AP A|  BPAP A|  BP

AP A|  BP
BP

ABP
B|  AP|                   P

cc  

  
سزارين انجـام مـي گيـرد و     ها با عمل درصد از زايمان 15درصد نوزادان هنگام تولد زنده هستند،  98 -12

دار بـه تصـادف انتخـاب شـود و بـراي      اگر يك زن بـار . درصد است 96شانس زنده ماندن با عمل سزارين 
  .با چه احتمالي بچه او زنده خواهد بود. زايمان تحت عمل سزارين قرار نگيرد

  :طبق فرمول بيز: حل
  P)زنده ماندن( =P )زنده ماندن |سزارين ( P)سزارين+(P)زنده ماندن |غير سزارين ( P)غير سزارين(

 P)دنزنده مان |غير سزارين (85/0  15/096/098/0  
  9835/085/0

15/096/098/0



) زنده ماندن |غير سزارين(P  

  
درصـد از آنهـا يـك دوچرخـه هـم       22درصد از خانواده ها يك اتومبيل دارند كـه   36در يك محله،  -13

  :درصد از خانواده ها يك دوچرخه دارند، مطلوب است 30دارند، همچنين 
  .اي كه به تصادف انتخاب مي شود هم اتومبيل و هم دوچرخه داشته باشد احتمال اينكه خانواده )الف

 سيگاري بودن بارداري غير طبيعي
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احتمال شرطي اينكه يك خانواده انتخاب شده اتومبيل داشته باشد بشـرط اينكـه ايـن خـانواده صـاحب       )ب
  .يك دوچرخه است

 P)اتومبيل دارد دوچرخه دارد(  )الف:حل
      0792/022/036/0    B|  APBPA BP 

  )ب   
 

264/0
3/0

0792/0  
AP

A BP
A| BP

)اتومبيل | دوچرخه(P

  
درصـد   30درصد از رأي دهندگان خـود را در گـروه مسـتقل مـي پندارنـد در حاليكـه        46در شهري  -14

درصـد   62درصـد از گـروه مسـتقل،     35در يـك انتخابـات محلـي    . درصد محافظه كار هستند 24ليبرال و 
اگـر يـك رأي دهنـده را بـه تصـادف انتخـاب كنـيم و        . از محافظه كاران رأي داده اند درصد 58ليبرالها و 

  احتمال اينكه او،. بدانيم كه در انتخابات محلي شركت كرده است
  .از گروه مستقل باشد )الف
  .از گروه ليبرال باشد )ب
  .از گروه محافظه كار باشد )ج

  .را بدست آوريد
  .نتخابات محلي شركت داشته اندچه نسبتي از رأي دهندگان در ا )د

   D=؛ محافظه كار باشد C=؛ ليبرال باشد B=؛ در انتخابات شركت كند A=مستقل باشد
  :حل
  )الف   
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وموفـق   ،شـركت كـرده انـد    ييكهدرصد از مردها 37درصد از زنها و  48كلاس ترك سيگار،  در يك -15
اين افراد در پايان يكسـال در يـك جشـن شـركت     . شده اند كه حداقل يكسال بعد از كلاس سيگار نكشند

  .درصد از شركت كنندگان در آن كلاس مرد باشند 62اگر . كنند مي
  .جشن شركت كرده اند مطلوب است درصد زنهايي كه در )الف
  چند درصد از افراد شركت كننده در كلاس در جشن شركت كرده اند؟ )ب

درصـد از   37و  درصـد زن هسـتند   38درصد از شركت كنندگان كـلاس مـرد و در نتيجـه     62 )الف: حل
  :پس داريم. مردهاي كلاس، موفق به ترك سيگار شده اند

  P)كه در جشن شركت كرده، زن باشدفردي ( =P )زن باشد |فردي در جشن شركت كند(

     
       

   
44/3%1000/443    443/062/037/038/048/0

38/048/0
    

    








 cc AP A|  BPAP A|  BP

AP A|  BP
B|  AP

 

P)كرده باشد فردي كه در كلاس شركت كرده، در جشن شركت(  )ب

         
    41/18%1000/4118  4118/062/037/038/048/0

    


 cc AP A|  BPAP A|  BPBP  

  
درصــد از دانشــجويان ايــن  5رشــته اصــلي . درصــد از دانشــجويان زن هســتند 52در يــك دانشــكده،  -16

اگر يك دانشجو را به . شجويان زن رشته اصلي آنها كامپيوتر استدرصد از دان 2. دانشكده، كامپيوتر است
  .احتمال شرطي پيشامدهاي زير را بدست آوريد. تصادف انتخاب كنيم

  .اين دانشچو زن باشد به شرط اينكه در رشته كامپيوتر تحصيل كند )الف
  .اين دانشجو در رشته كامپيوتر تحصيل كند بشرط اينكه دانشجو زن باشد )ب
احتمال اينكه شخص زن باشد و  كهبوده منظور سوال اين  رجوع به متن اصلي كتاب متوجه مي شويم كهبا 

  :داريملذا ،  P)كامپيوتر بخواندزن باشد( = 02/0 است و يا 02/0كامپيوتر بخواند

4/0  )الف: حل
05/0
02/0                      


)            P(

)P( 
 P)زن| كامپيوتر (

26  )ب
1

52/0
02/0                    


)         P(

)P(  ) كامپيوتر| زن(P

  

 زن     كامپيوتر

 كامپيوتر
 زن     كامپيوتر

 زن
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نتيجه اطلاعات بدست آمده در . زوج ازدواج كرده از آنها سوال كرده ايم 500در مورد حقوق روزانه  -17
ريـال و شـوهرش كمتـر از آن     25000زوج، زن بيشـتر از   36يعنـي مـثلاً در   . جدول زير خلاصه شده اسـت 

  :مطلوب است. درآمد دارد
 شوهر

  زن
  ريال25000كمتر از يالر25000بيش از 

198 
54  

212 
36  

  ريال 25000كمتر از
  ريال 25000بيش از 

  .ريال درآمد داشته باشد 25000احتمال اينكه يك شوهر كمتر از  )الف
بشرط اينكه شوهر او نيز بـيش از ايـن    ،ريال درآمد داشته باشد 25000احتمال شرطي اينكه زن بيش از  )ب

  .مبلغ درآمد داشته باشد
بشرط اينكه شوهر او كمتر از اين مبلغ  ،ريال درآمد داشته باشد 25000احتمال شرطي اينكه زن بيش از  )ج

  .درآمد داشته باشد
 .باشد 25000پيشامد اين است كه درآمد شوهر كمتر از  A )الف: حل

                  B  باشد 25000پيشامد اين است كه درآمد زن كمتر از.  
  496/0

500
21236




AP  

  )ب

14
3

252
54    

500
54198

500
54

  )(A P
)A(B P

)A|(B P c

cc
cc =)2500بيشتراز زن| 2500شوهر بيشتراز(P  

  )ج

62
9
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36   

500
21236

500
36

  (A) P
A)(B P

A)|(B P
c

c  =)2500بيشتراز زن| 2500شوهر كمتراز(P  

  
او اولـين  . يك فارغ التحصيل جديد براي شركت در سه امتحان در تابستان برنامه ريـزي نمـوده اسـت    -18

اگر قبـول شـود آنگـاه دومـين امتحـان را در مـرداد مـاه و درصـورت قبـولي           ،امتحان را در تير ماه مي دهد
آخرين امتحان را در شهريور ماه مي دهد و اگر در يك امتحان رد شـود ديگـر اجـازه شـركت در امتحـان      

و احتمال قبولي در امتحان دوم به شرط قبـولي در امتحـان    9/0احتمال قبولي در امتحان اول . بعدي را ندارد
  .است 7/0و احتمال قبولي در امتحان سوم به شرط قبولي در دو امتحان قبلي  8/0اول 
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  احتمال اينكه او در هر سه امتحان قبول شود چقدر است؟) الف
  به شرط اينكه او هر سه امتحان را قبول نشود با چه احتمالي در امتحان دوم رد شده است؟) ب

) الف :حل
i

S :امتحان  قبولي درi ام  
504/07/08/00/9123121321  )S S|P(S )S|P(S )P(S)SSP(S   

  )ب
)            P(

)                                P( 
) رد درامتحان دوم| در كل رد(P  

3629/0496/0
18/0

504/01
2/09/0






)            P(

)                       P(
 

  
19-*  
توپ سياه دارد هر مرتبه توپي را به تصادف انتخاب كرده، رنـگ آن را   7توپ سفيد و  5از ظرفي كه  -20

ظرف بر مي گردانيم احتمال پيشامدهاي زير را محاسبه  بهيگر يادداشت نموده و همراه دو توپ هم رنگ د
  .كنيد
  .دو توپ انتخاب شده اول سياه و دو توپ بعدي سفيد باشند )الف
  .توپ سياه انتخاب شده باشد 2از چهار توپ انتخاب شده اول  )ب

  )الف: حل  768
35

18
7

16
5

14
9

12
7

AP  

  دقيقاً دو توپ سياه )ب  768
210

18161412
7597

2
4



 








BP  

به تعداد  "ب"در قسمت 









2
4

768توپ سياه ظاهر شود كـه احتمـال هـر طريـق از آن      2طريق مي تواند  
35 

  .باشد مي
  

تـوپ سـفيد و يـك تـوپ قرمـز       1شـامل   IIتوپ قرمز است و ظرف  4توپ سفيد و  2شامل  I ظرف -21
قرار مي دهيم و سپس يك تـوپ از   IIنتخاب نموده و در ظرف ا I يك توپ را به تصادف از ظرف. است

  .احتمال پيشامدهاي زير را بدست آوريد. انتخاب مي كنيم IIظرف 
  .سفيد باشد IIتوپ انتخاب شده از ظرف  )الف
  .سفيد باشد IIتوپ منتقل شده سفيد باشد بشرط اينكه توپ انتخاب شده از ظرف  )ب

  سفيد IIتوپ ظرف  : 2W)الف: حل

 درامتحان دوم    دركل رد
 دركل رد

 رد درامتحان دوم

 دركل رد
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هر يك از دو توپ را سياه يا طلايي رنگ زده و در يك ظرف قـرار مـي دهـيم فـرض كنيـد احتمـال        -22

2اينكه توپ سياه رنگ شود 
  .داست و توپها مستقل از يكديگر رنگ شون 1

احتمـال  ) حداقل يك تـوپ طلايـي رنـگ زده شـده اسـت     (اگر بدانيم كه رنگ طلايي استفاده شده  )الف
  .شرطي اينكه هر دو توپ طلايي رنگ شده باشند را بدست آوريد

فرض كنيد كه ظرف كج شده و  يك توپ از آن خارج شود و رنگ آن طلايي باشـد در ايـن حالـت     )ب
  .باشند چقدر است؟ شرح دهيداحتمال اينكه هر دو توپ طلايي 

  )الف: حل      

      
  3

1
,

,,,,,

4
3
4
1
 FP

EFP
F|EPGGE

GGGBBGF

 

  )ب    

      
  2

1
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,,,

4
2
4
1
 HP

EFP
H|EPGGE

GGBGH

 

فقـط مـي دانـيم كـه     )) الـف ((رنگ يكي از توپها دقيقاً معلوم شده است ولـي در حالـت    ،))ب((در حالت 
  .حداقل يك توپ طلايي وجود دارد و رنگ هيچ توپي دقيقاً معلوم نيست

  
. اند نفر بكار برده 100000سال در يك شهر با جمعيت  50براي برآورد تعداد افراد بالاي روش زير را  -23
سال هستند را  50همانگونه كه در خيابان راه مي رويد درصد افرادي كه از كنار شما عبور مي كنند و بالا ((
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ضرب كنيد، تا  100000آنگاه نسبت بدست آمده را در . يادداشت كنيد و اين عمل را چند روز تكرار كنيد
  .نظر خود را درباره اين روش ارائه دهيد ))برآورد حاصل گردد

سال هستند و در اين شـهر سـاكنند بعـلاوه فـرض      50نسبت افرادي باشد كه بالاي  pفرض كنيد  :راهنمايي
همين نسبت براي افـراد   2سال از خيابان عبور مي كند و 50نسبت زماني باشد كه يك فرد زير  1كنيد

 pچه كميتي را روش مربوطه برآورد مـي كنـد؟ چـه زمـاني ايـن كميـت تقريبـاً برابـر         . سال باشد 50بالاي 
  است؟
سـال از خيابـان عبـور     50نسبت زماني  باشد كه يك فرد زيـر   1سال و 50نسبت افراد بالاي  pاگر : حل

د، روش پيشنهادي براي برآورد،مي كن

12

2  1100000





p)-(p

p

مقـدار زمـاني بـا    ايـن  را تخمين مي زند كه  

p100000 21برابر مي شود كه  باشد.  
  

اگـر يـك فـرد    . درصـد از زنـان بيمـاري كـوررنگي دارنـد      25/0درصـد مـردان و    5تصور كنيـد كـه    -24
احتمال اينكه اين فرد مرد باشد چقدر است؟ فرض كنيد تعداد مردها . مكوررنگ را به تصادف انتخاب كني

  اگر تعداد مردها دو برابر تعداد زنها باشد پاسخ چيست؟. و زنها برابر باشند
توجه داشته باشيد كه اگر تعـداد مردهـا و    .پيشامد كوررنگ بودن مي باشد Bپيشامد مرد بودن و  A :حل

  :تعداد زنها برابر باشد

2
  P)مرد= ( P)زن= (1

  :و اگر تعداد مردها دو برابر تعداد زنها باشد

3
3و  P )زن= (1

  P)مرد= (2
  :داريم P) كوررنگ |زن = ( 0025/0 و P) كوررنگ |مرد = ( 05/0با فرض 

21
20

   
 

2
10025/0

2
105/0

2
105/0
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P(A) A)|P(B
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P(AB)
B)| P(A cc )      الف  
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همه كارگران يـك شـركت بـا خـودرو بـه سـركار آمـده و خـودرو را در پاركينـگ شـركت پـارك             -25
آينـد را بـرآورد    شركت مايل است متوسط تعداد كارگراني كه در يك خودرو به محل كـار مـي  . كنند مي

  .پاسخ خود را شرح دهيدكدام يك از روشهاي زير مي تواند براي تحقق اين هدف مفيد باشد؟ . نمايد
را تعيين و سـپس   كارگر را انتخاب نموده و تعداد افرادي كه با خودرو آنها آمده اند nبطور تصادفي ) الف

  .متوسط اين اعداد را محاسبه نماييد
خودرو را در پاركينگ انتخاب نموده و تعداد افرادي كه با اين خودروها به محل كار  nبطور تصادفي ) ب

  .را شمارش و متوسط آنها را محاسبه نماييدآمده اند 
وزن اتومبيلهايي كه تعداد افـراد بيشـتري بـا    به اشتباه  "الف"وش زيرا در ر. صحيح است "ب"روش : حل

  .گرفته ايمدر نظررا بيش از حد واقعي آنها آمده اند 
 5نفـر و در   4ماشـين   5اگـر در  ). n=10( ماشين را بعنوان نمونه در نظـر گرفتـه ايـد    10فرض كنيد كه شما 

  .باشد مي 3نفر باشند، واضح است كه متوسط تعداد افرادي كه با هر ماشين آمده اند  2ماشين 
سؤال كنيم كه چند نفـر در ماشـين شـما بـوده انـد،       )نفر 30(از افراد همين ماشينها  "الف"اگر مطابق روش 

  :مقدار تخمين بصورت زير است
3/330

100
30

102204
30

22444





 
 

  ).اند نفره آمده 2نفر با ماشينهاي  10نفره و  4ر با ماشينهاي نف 20(
  :برويم، مقدار تخمين بصورت زير است "ب"ابق روش ولي اگر مط

310
30

10
2222244444




 

) اگـر خـود فـرد را هـم بشـماريم     (متوسط تعداد هـم سـفرهاي هـر فـرد را بـرآورد مـي كنـد         "الف"روش 
  .)را مطالعه كنيد 2فصل  21سؤال . (اد هر ماشين را برآورد مي كندمتوسط تعداد افر "ب" درحاليكه روش

  
26-*  
سه توپ را به تصـادف   .تاي آنها قبلاً استفاده شده است 9توپ تنيس در يك جعبه وجود داردكه  15 -27

توپ ديگر را به تصـادف   3مدتي بعد . انتخاب نموده و با آنها بازي مي كنيم و سپس به جعبه برمي گردانيم
  .احتمال اينكه هيچ يك از اين سه توپ قبلاً استفاده نشده باشد را بدست آوريد. كنيم انتخاب مي

  .هيچ يك از سه توپ انتخابي در مرحله دوم، قبلاً انتخاب نشده باشند: E : حل

i
F : در مرحله اولi  باشدوجود داشته توپ تكرار ي.  
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ره ه ـم 2دو جعبه را در نظر بگيريد كه در يكي از آنها يك مهره سياه و يك مهره سـفيد و در ديگـري    -28

يك جعبه را به تصادف انتخاب مي كنيم و يك مهره را به تصادف از آن . سياه و يك مهره سفيد قرار دارد
اگـر مهـره انتخـاب شـده سـفيد باشـد       . اينكه اين مهره سياه باشد را بدست آوريد احتمال. بيرون مي آوريم

  .احتمال اينكه جعبه اول انتخاب شده باشد را بدست آوريد
 B(P ) =B(P | 1از ظرف( P)1ظرف+ B(P)|2از ظرف(P)2از ظرف(  )الف: حل

12
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2
1
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2

2
1
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 c
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B |  AP
  )1جعبه| سفيد (P
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)P(A )A|P(BP(A) A)|P(B

P(A) A)|P(B
cccc

c
 

  
. مـي نويسـند   rigorو انگليسي ها بصـورت  rigourرا آمريكايي ها بصورت ))سختي يا شدت((لغت  -29

يكي از حروف آن را به تصادف انتخاب كـرده  . مردي كه در يك هتل اقامت دارد، اين لغت را مي نويسد
درصـد   60راد ساكن در اين هتـل انگليسـي و   درصد اف 40اگر . و مشاهده مي كنيم كه حرف صدادار است

  .آمريكايي باشند، احتمال اينكه نويسنده لغت انگليسي باشد را بدست آوريد
  :حل 

 SP
SEP

S) |  P(E  )انگليسي| صدادار (P
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)P(E )E|  P(SP(E) E)|  P(S

P(E) E)|  P(S
cc  

  
مـل اسـت كـه    درصـد محت  90يد شواهد جديد بستگي به تقسير آن دارد و فقط فرض كن 6-3در مثال  -30

. در اين حالـت احتمـال اينكـه مـتهم گناهكـار باشـد را بدسـت آوريـد        . متهم اين خصوصيت را داشته باشد
  ).همانند قبل فرض كنيد كه او اين ويژگي را دارد(

  :حل
   

 BP
BAP

B|  AP


   P)گناهكار |داراي ويژگي(  

31
27

4/02/06/09/0
6/09/0

    
  










))P(AA|  P(BP(A) A)|  P(B

P(A) A)|  P(B
cc  

  
نفـر   10نفـر خـوب،    15وضعيت درس بدين صـورت اسـت كـه     دانشجو، 30در يك كلاس احتمال با -31

 10نفـر خـوب،    5دانشجو دارد،  30در يك كلاس احتمال ديگر كه آن هم . نفر ضعيف هستند 5متوسط و 
از اعداد فوق اطلاع داريد ولي نمي دانيـد  ) بعنوان يك كارشناس(شما . نفر ضعيف هستند 15نفر متوسط و 

اگـر يـك دانشـجو را بـه تصـادف از هـر كـلاس انتخـاب و         . ي را دارندكه كدام كلاس چنين وضعيت هاي
متوسـط و دانشـجوي انتخـابي از     Aآزمايش ساده نموده و مشاهده كنيد كه دانشـجوي انتخـابي از كـلاس    

  كلاس برتر باشد چقدر است؟ Aاحتمال اينكه كلاس . ضعيف است Bكلاس 
  :حل

   
 BCP

BCAP
BC|  AP


   )A  متوسط وB ضعيف| A برتر(P  
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% 50دارنـد از ايـن كارمنـدان بـه ترتيـب      نفر كارمند 100و 75، 50به ترتيب Cو  A  ،Bفروشگاه هاي  -32
اگر امكان استعفا بين كارمندان يكسان باشد و يك كارمند زن اسـتعفا دهـد، بـا چـه     . زن هستند% 70و% 60،

  است؟ Cاحتمالي وي كارمند فروشگاه 

www.ieun.ir

NEWEST
Typewriter
w w w . i e u n . i r

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   انتشارات ترمه
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

48

  :حل Z|  CP   )كارمند |استعفاي زنC(P
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P(A) A)| P(ZP(B) B)| P(ZC)P(C)| P(Z
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او يكـي  . فردي در جيب خود يك سكه سالم و يك سكه كه دو طرفش شير است نگه مي دارد )الف -33

از سكه ها را به تصادف انتخاب و آن را پرتاب مي كند، اگر شير ظـاهر شـود بـا چـه احتمـالي سـكه سـالم        
  است؟ انتخاب شده

و دوباره شير ظاهر شود، حال احتمال اينكـه   فرض كنيد وي همان سكه را يك مرتبه ديگر پرتاب كند )ب
  اين سكه سالم باشد چقدر است؟

  )الف :حل   
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34-*  
احتمال اينكه فردي در سال دوم يك تصادف داشته باشد بشرط اينكه در سـال اول، هـيچ    1-3در مثال -35

  .تصادفي نداشته است را بدست آوريد
 P)سال دوم تصادف كند |سال اول تصادف نكند=(  :حل

)A| P(E )AE| P(A)A| P(E)AE| P(A)A| (A P ccccccc
11211212         
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تـوپ   7تـوپ سـفيد و    5از طرفـي كـه   : تايي انتخاب شده بصورت زير را در نظر بگيريد 3مونه يك ن -36

قرمز دارد در هر مرحله يك توپ به تصادف انتخاب نموده و رنگ آن را يادداشت و آن را همراه بـا يـك   
سـت  تـوپ سـفيد باشـد را بد    i احتمـال اينكـه نمونـه، شـامل     .توپ از همان رنگ به ظرف بـازمي گـردانيم  

  )i=0،1،2،3.(آوريد
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37-*  
 05/0و03/0، 02/0هر كدام كيـك خاصـي را تهيـه مـي كنندكـه بـا احتمالهـاي         Cو A  ،Bسه آشپز  -38

درصد، آشپز  A50 اني كه آنها كار مي كنند، آشپز اگر در رستور. كيك آنها هنگام پخت خراب مي شود
B30 درصد و آشپزC20  درصد از كيك ها را پخت كنند، چه نسبتي از كيك هاي خراب توسط آشپزA 

  .تهيه مي شود

  :حل   
 EP

AEP
E| AP


  A(Pآشپز  |كيك خراب(  

   
           

     
3448/029

10
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آنها هر دو طرف شير ديگـري يـك سـكه سـالم و سـومي       سكه وجود دارد كه يكي از 3در جعبه اي  -39

وقتي كه يكـي از سـكه هـا را بـه     .  شير ظاهر مي شود 75/0سكه اي اريب است كه هنگام پرتاب با احتمال 
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احتمال اينكه سكه دو طرف شير انتخاب شده . تصادف انتخاب كرده و پرتاب مي كنيم، شير ظاهر مي شود
  باشد چقدر است؟

  :حل   
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زندانباني به سه نفر زنداني اطلاع داده است كه يكي از آنها را به تصادف بـراي اعـدام كـردن انتخـاب      -40

از زندانبان مي خواهد كه بطور خصوصـي بـه او بگويـد     Aزنداني . كرده اند و دو نفر ديگر آزاد مي شوند
آزاد مي شوند و ادعا مـي كنـد كـه ايـن اطـلاع هيچگونـه مشـكلي را بـراي          Cو  Bكداميك از دو نفر  كه

 Aزندانبان تقاضاي زنـداني  . آزاد خواهند شد Cو Bزندانبان بوجود نمي آورد زيرا حداقل يكي از دو نفر 
آزاد  Cو Bر بدانـد كـه كـداميك از دو نف ـ    Aرا رد مي كند و براي خود چنـين دليـل مـي آورد كـه اگـر      

3 شوند آنگاه شانس اعدام شدن خودش از مي
2 به 1

زيـرا وي يكـي از دو نفـر زنـداني     . افزايش مـي يابـد   1
  در مورد دليل زندانبان چه نظري داريد؟. باقيمانده است

3لنظر زندانبان درست نيست، زيرا از آنجـا كـه هـر نفـر بـا احتمـا      : حل
بـا   Aاعـدام مـي شـود، شـخص      1

3احتمال
3اعدام مي شود و با احتمال 1

حال اگر زنـدانبان  . اعدام مي شود Bو  Cهم دقيقاً يكي از دو نفر  2
 Aعـدام شـدن شـخص    ، باز هـم احتمـال ا  دنمي شو آزاد Bو  Cبگويد كه كداميك از افراد  Aبه شخص 

3همان
3است و فقط احتمال اعدام شدن شخص ديگري كه باقي مانده از 1

3به 1
ولـي  . افزايش مـي يابـد   2

او آزاد يكي را مشخص كرد و گفت كه ) نه از دو نفر(توجه داشته باشيد كه اگر زندانبان از بين هر سه نفر 
2شود، احتمال اعدام شدن هر يك از دو نفر ديگر  مي

  .مي شود 1
 Cو   A ،Bبه ترتيب پيشـامدهاي اعـدام شـدن افـراد      Cو   A ،Bفرض كنيد : اثبات از طريق قانون بيز

  :هآزاد مي شود، آنگا Bشخص  مثلا بگويد A شخص بهاين پيشامد باشد كه زندانبان  Eباشند و 
     

           CPC| EPBP B| EPAPA| EP
APA| EP

E| AP    
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ام را پرتـاب كنـيم بـا احتمـال     i سكه داريم كـه اگرسـكه   10فرض كنيد  -41  10  10,..., 1 i
i     شـير ظـاهر

. وقتي كه يكي از سكه ها را به تصادف انتخاب كرده و آن را پرتاب مي كنيم شير ظاهر مـي شـود  . شود مي
  .كه اين سكه، پنجمين سكه باشد را بدست آوريداحتمال شرطي اين

  :حل
 HP

H)P(A
H)| P(A

5
5   )پنجمين سكه |شير بيايد(P

11
1

1021
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و همچنين اين  mpاحتمال اينكه يك راننده مرد بيمه شده در يك سال ادعاي خسارت نمايد برابر با  -42

زن بيمه شده برابر با  احتمال براي يك راننده
f

p  است)p(p
fm  .    نسبت مردان راننده بيمـه شـده برابـر

)( است  با 10  .  اگر يك راننده بيمه شده به تصادف انتخاب شـود و
i

A    وي در را پيشـامد اينكـه
  نشان دهيد كه. ام ادعاي خسارت نمايد در نظر بگيريم iال س

)P(A)A|P(A 112   
  .شرح دهيد كه چرا نامساوي فوق صحيح است

P(A(PP)-(  :حل
fm  11  

 :كنيماز تابع احتمال استفاده مي

)(PP
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P(A)A|P(A(همـواره مثبـت اسـت و در نتيجـه      Aمقدار  ،است )0،1(در فاصله  دارچون مق 112 . 
احتمـال  ) تصـادف كـرده انـد   (واضح است كه در فضاي افراديكه سال گذشته ادعـاي خسـارت كـرده انـد     

  ).ادف مي كننداين افراد با احتمال بيشتري تص(تصادف و ادعاي خسارت مجدد بيشتر است 
  

اهر شـده از  ظ ـيك تـاس را پرتـاب و بـه تعـداد عـدد      . توپ سياه است 10توپ سفيد و  5ظرفي شامل  -43
احتمال اينكه همه توپهاي انتخاب شـده سـفيد باشـند چقـدر اسـت؟ احتمـال       . ظرف توپ انتخاب مي كنيم

شـده سـفيد باشـند را بدسـت      بوده، بشرط اينكه همه توپهاي انتخـاب  3شرطي اينكه نتيجه پرتاب تاس عدد 
  .آوريد
 P)همه توپها سفيد باشد= (P)همه سفيد| بيايد 1 تاس( P)بيايد 1 تاس(  )الف :حل

 +P)همه سفيد|بيايد 2تاس ( P)بيايد2تاس( +...+P)همه سفيد | 6تاس( P) 6 تاس(
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 با توجه به الف)ب
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)بيايد 3تاس  |همه توپها سفيد(P 

048/0455
22
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يك سكه نقره وجود  Aدر هر يك از كشوهاي كمد . دو كمد يكسان هر كدام داراي دو كشو هستند -44

يكـي از  . يك سكه طلا و در كشوي ديگر آن يك سكه نقـره اسـت   Bدارد، اما در يكي از كشوهاي كمد 
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. آوريم هاي آن را باز مي كنيم و يك سكه نقره بدست ميكمدها را به تصادف انتخاب نموده يكي از كشو
  احتمال اينكه در كشوي ديگر اين كمد يك سكه نقره باشد چقدر است؟

 P)نقره 2در كشوي|نقره 1در كشوي=A(P)كمد|نقره1در كشوي(  : حل
  P)نقره 2در كشوي |نقره 1در كشوي=A(P)كمد  |نقره 1در كشوي(
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BPB| EPAP A| EP

AP A| EP
EP

EAP
E| AP



 

  
فرض كنيد آزمايش مبتلا به بيماري سرطان براي كساني كه بيماري را دارند و كساني كه سالم هستند  -45

درصد از افراد جامعه داراي بيماري سرطان باشند، مطلـوب اسـت احتمـال     4/0 اگر. باشد 95/0داراي دقت 
نتيجـه آزمـايش مثبـت     اينكه فردي كه مورد آزمايش قرار گرفته داراي بيماري سرطان باشـد بشـرط اينكـه   

  .باشد
  :حل

   
 FP

FEP
F| EP


   P)سرطان دارد |نتيجه مثبت(  

    268
19

0536/0
0038/0

996/005/0004/095/0
004/095/0

     
  







 )P(E)E| P(FP(E) E)| P(F

P(E) E)| P(F
cc

 

  
تصور كنيد كه يك موسسه بيمه افراد جامعه را به سه گروه افراد با ريسك بالا افراد با ريسك متوسـط   -46

مي دهـد كـه احتمـال تصـادف كـردن ايـن       و افراد با ريسك پايين تقسيم بندي نموده و اطلاعات وي نشان 
 50درصد افراد جامعـه ريسـك بـالا،     20اگر . است 30/0و  15/0، 05/0گروه ها در طول يكسان به ترتيب 

چه نسبتي از افراد جامعه در يكسال تصادف دارند؟ . درصد ريسك پايين باشند 30درصد ريسك متوسط و 
اشد، احتمال اينكه وي از گروه با ريسك متوسـط باشـد   در يك سال تصادف نداشته ب Aاگر فرد بيمه شده 
  .را بدست آوريد
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 P)تصادف=(P)تصادف| ريسك بالا(P )ريسك بالا(P+)تصادف| ريسك متوسط(  )الف: حل
 P )ريسك متوسط( P+)تصادف| پايين ريسك( P)ريسك پايين(

175/03/030/05/015/02/005/0 
ريسك بالا كمتر از ريسك پـايين داده  ال تصادف براي احتماشكال دارد، چرا كه  كمي الؤالبته صورت س

  .شده است؛ ولي با توجه به داده ها، حل چنين است
  )ب   

 EP
EBP

E| BP


  P)ريسك متوسط| تصادف نكرده= (  
   

33
17

825
425

825/0
5/085/0

175/01
  


 BP B| EP  
  

او . يك توصيه نامـه بـراي اسـتخدام در يـك شـغل جديـد مـي نمايـد        كارمندي از مدير خود تقاضاي  -47
درصد استخدام خواهـد شـد و اگـر توصـيه نامـه       80برآورد مي كند كه اگر توصيه نامه قوي باشد با شانس 

درصـد شـانس اسـتخدام     10و درصورت دريافت توصيه نامـه ضـعيف تنهـا     درصد 40خوب باشد با شانس 
بـرآورد   1/0 و 2/0،  7/0توصيه نامـه قـوي، خـوب و ضـعيف را بـه ترتيـب       همچنين احتمال دريافت . دارد
  .كند مي
  چقدر اطمينان دارد كه او در شغل جديد استخدام مي شود؟) الف
اگر با استخدام او موافقت شود با چه احتمالي توصيه نامه داده شده براي او قوي، خوب و ضعيف بوده ) ب

  است؟
، خـوب و ضـعيف   اگر با استخدام او موافقت نشود با چه احتمالي توصيه نامه داده شـده بـراي او، قـوي   ) ج

  بوده است؟
  .در شغل جديد استخدام شود:  A: حل

E  :توصيه نامه عالي  
G  :توصيه نامه خوب  
W  :توصيه نامه ضعيف  
  )الف

65/01/01/02/04/07/08/0 

 P(W) W)|P(AP(G) G)|P(AP(E) E)|P(A P(A)
 

  )ب
65
56

65/0
7/08/0





P(A)
P(E) E)|P(A

A)|(E P  
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دريافت نامه اي است كه نتيجه پذيرفته شدن او در دانشـگاه را نشـان   يك دانش آموز بي صبرانه منتظر  -48
هاي شرطي دريافـت نامـه در روزهـاي هفتـه بـه شـرط پـذيرش و عـدم         رد ميكند كه احتمالواو برآ. دهد مي

  .پذيرش به شرح زير باشد
  روز P)نامه|پذيرش( P)نامه|عدم پذيرش(

  دوشنبه 15/0 05/0
  سه شنبه 20/0 10/0
  چهارشنبه 25/0 10/0
  پنج شنبه 15/0 15/0
  جمعه 10/0 20/0

  .تخمين زده است 6/0پذيرش خود را او همچنين شانس 
  با چه احتمالي نامه را روز دوشنبه دريافت مي كند؟) الف
ه شرط اينكه دوشنبه دريافـت نكـرده باشـد چقـدر     احتمال اينكه وي نامه را روز سه شنبه دريافت كند ب) ب

  است؟
  ؟ست آوريداگر تا چهارشنبه نامه را دريافت نكند، احتمال شرطي اينكه وي پذيرش شود را بد) ج
  اگر نامه را روز پنج شنبه دريافت نمايد با چه احتمالي پذيرش شده است؟) د
  هفته چقدر است؟ احتمال شرطي پذيرش او درصورت دريافت نكردن نامه درآن) ه
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  .با توجه به اطلاعات موجود در مسأله، جدول زير را مي توان تهيه نمود: حل
  پيشامد P)پيشامدپذيرش( P)پيشامدعدم پذيرش (

  دريافت دوشنبه 15/0×6/0 05/0× 4/0
  دريافت سه شنبه 20/0×6/0 10/0× 4/0
  دريافت چهارشنبه 25/0×6/0 10/0× 4/0
  دريافت پنج شنبه 15/0×6/0 15/0× 4/0

  دريافت جمعه 10/0×6/0 2/0×4/0
  عدم دريافت 15/0×6/0 4/0×4/0

11/04/005/06/00/152  )الف )P(A ) =دريافت دوشنبه(P
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) =پذيرش| دريافت نكردن (P 

  
يـك  . يك سيستم موازي كار مي كند اگر حداقل يكي از اجزاي تشكيل دهنده آن سيستم كـار كنـد   -49

باشد در نظـر   5/0كه احتمال كار كردن هر جزء مستقل از يكديگر  جزء را nشكيل شده از ت سيستم موازي
  .كار كند به شرط اينكه سيستم كار كند را بدست آوريد 1احتمال شرطي اينكه جزء . مي گيريم

: حل
i

A : جزءi ام كار كند.  
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به ترتيبي كه در حالـت هـاي زيـر شـرح داده      Fو Eاگر لازم باشد يك مدل رياضي براي پيشامدهاي  -50
  .آيا فرض مستقل بودن آنها را در نظر مي گيريد؟ دليل خود را شرح دهيد. شده اند، بسازيد

شي او نيـز  پيشامدي است كه من F، پيشامدي است كه يك زن پيشه ور داراي چشمان آبي باشد و  E )الف
  .چنين باشد

  .پيشامدي است كه نام وي در دفتر تلفن باشد F،پيشامدي است كه يك معلم داراي اتومبيل باشد و  E )ب
 200پيشـامدي اسـت كـه وزن او بـيش از      Fفوت باشد و  6،پيشامدي است كه قد يك مرد كمتر از E  )ج

  .پوند باشد
پيشامدي اسـت كـه او در نيمكـره غربـي      Fي كند و،پيشامدي است كه يك زن در آمريكا زندگي م E )د

  .زندگي مي كند
  .پيشامدي است كه پس فردا باراني باشد F،پيشامدي است كه فردا باران خواهد آمد و  E )ه

  بله )الف: حل
  .به نظر مي آيد كسي كه اتومبيل دارد توانايي مالي براي خريد تلفن هم دارد. خير)ب
  .اط دارندقد و وزن با هم ارتب. خير )ج
  .است Fزير مجموعه  E. خير )د
  .باراني بودن پس فردا به باراني بودن فردا بستگي دارد. خير )ه
  

دانشـجوي پسـر سـال دوم     6دانشجوي دختـر سـال اول و    6دانشجوي پسر سال اول،  4در يك كلاس  -51
ند تا در صورت انتخـاب  چند دانشجوي دختر سال دوم بايستي در اين كلاس ثبت نام كن. ثبت نام كرده اند

  يك دانشجو به تصادف، پيشامدهاي جنس و سال تحصيلي مستقل باشند؟
P)سال اول پسر= (P)سال اول(P )پسر(  :بعنوان مثال بايد: حل

  9      10016 4      16
10

16
10

16
4   








 nn

nnn
 

بطه آنهـا هـم خودبخـود برقـرار     رابطه ديگر هم بايد بررسي شود كه با برقراري اين را 3البته براي اين سؤال 
P(FP(E))FP(EP(F)P(E)F)P(E(:                                        زيرا .مي شوند cc    
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همچنـين  . نوع تمبر وجـود داشـته باشـد    mو كلاً  دفرض كنيد كه شما بطور پيوسته تمبر جمع مي كني -52
مـال فرض كنيد كه هر مرتبه كه يك تمبر جديد خريداري مي كنيد بـا احت 

i
P   از نـوعi ام) m,...,2 ,1=i (

  امين تمبر را جمع آوري كرده باشيد با چه احتمالي اين تمبر جديد است؟ nحال اگر شما . است
  .پيشامد را روي نوع تمبر مشروط كنيد: راهنمايي

  .ام مشروط مي كنيم nروي نوع تمبر : حل
  P)جديدامين تمبر  n=(P)جديد| 1نوع( P)1نوع(

  +P)جديد |2نوع( P )2نوع(+ ...P+)جديد| mنوعm(P )نوع(








m

i
i

-n 
i

m
-n

m
-n -n

p)p-(

 p)p-(p)p-(p )p-(

1

1

1

1
221

1 
1

1

111 

  

نبوده باشند؛  1، از نوع تمبر قبلي) n-1(يعني اينكه تمام  P)جديد|  1نوع(، امين تمبر nتوجه كنيد كه براي 
 1يعني

11 -n)p-(.  
  

بورس بدين ترتيب است كه در هر روز، نرخ سـهام يـك    يك مدل ساده براي تغييرات نرخ سهام بازار -53
همچنـين تغييـرات در روزهـاي مختلـف     . كـاهش مـي يابـد    p)-(1افزايش و با احتمـال   pواحد با احتمال 

  .مستقلند
  احتمال اينكه بعد از دو روز نرخ سهام همان قيمت اوليه باشد چقدر است؟ )الف
  واحد افزايش يافته باشد چقدر است؟ 1روز نرخ سهام به اندازه  3احتمال اينكه بعد از  )ب
روز نرخ سهام يك واحد افزايش يافته باشد با چـه احتمـالي در اولـين روز يـك      3به شرط اينكه بعد از  )ج

  واحد افزايش داشته است؟

)p(p p)-(p)-p-(p  )الف: حل 111 1
2








)قيمت ثابت(P

p)-(p  )ب 12
3 2








)د افزايش در سه روزيك واح(P

 P)در اولين روز افزايش| بعد از سه روز، يك واحد افزايش(  )ج

 
)P(E)E| P(FP(E) E)| P(F

P(E) E)| P(F

P(F)

F) P(E
F| EP cc   
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فرض كنيد مي خواهيم نتيجه حاصل از پرتاب يك سكه سالم را تعيـين نمـاييم ولـي سـكه اي كـه در       -54

نيسـت   5/0كـه لزومـاً    pشـير آمـدن آن يـك مقـدار مجهـول      بطوريكـه احتمـال   . اختيار داريم سالم نيست
  :مين هدف خود آزمايشي با مراحل زير را در نظر مي گيريمأبراي ت. باشد مي

  .سكه را پرتاب مي كنيم -1
  .سكه را يك بار ديگر پرتاب مي كنيم -2
  .باز مي گرديم 1اگر هر دو مرتبه خط ظاهر شود به مرحله  -3
  .يجه آخرين پرتاب در نظر مي گيريمنتيجه آزمايش را نت -4
  .نشان دهيد كه نتيجه شير و خط آمدن برابر است) الف
را به كار ببريم و نتيجه " پرتاب سكه تا آمدن دو نتيجه متفاوت متوالي"آيا مي توانيم آزمايش ساده تر ) ب

  آخرين پرتاب را در نظر بگيريم؟
اگر هر دو مرحله خط ظـاهر شـود يـا هـر دو مرتبـه شـير       " سوال به اين صورت اصلاح شود 3مرحله : حل

  ".برويد 1ظاهر شود به مرحله 

  )الف p p)-( ]p)-([pp p)-( ]p)-([pp p)-( 11111  P) شير= ( 22222

2
1

12
1

11
1

22 



p)-( p
p p)-(

)p)-((p-
p p)-(  

  p)-( p]p)-([p p)-( p ]p)-([pp)-( p 11111  P) خط= ( 22222

2
1

12
1

11
1

22 



p)-( p
p)-( p

)p)-((p-
p)-( p  

 "خـط متـوالي   2شير متوالي قبـل از   2احتمال آمدن "روش پيشنهاد شده احتمال شير معادل است با در ) ب
  :كه برابر است با

2
22

12121212
212

1
2

11
2

11
11

pp-
p)-(p

p)-( p-p)-( p
)p-p( p

p)-(p-p)-(p
)p)-(-( p
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2با  لزوماً مشاهده مي شود كه اين مقدار
كتـاب مبـاني احتمـال     99رابطه بالا از فرمول صفحه (برابر نيست  1

  ).آورده شده است
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نتيجـه   4احتمـال اينكـه   . است انجام مي دهـيم  pآن پرتابهاي مستقل سكه اي را كه احتمال شير آمدن  -55
  :اول پرتابها بصورت زير باشد را محاسبه كنيد

  H,H,H,H) الف
  T,H,H,H) ب
  ظاهر شود چقدر است؟ H,H,H,Hقبل از  T,H,H,H احتمال اينكه دنباله) ج

  . ابتدا ظاهر شود H,H,H,Hچگونه مي تواند دنباله ) ج(براي بند  :راهنمايي
H H P(H(pH ، ، ،4  )الف :حل   
H HP(T (H)-(p p ، ، ،31  )ب  

 را بدست مـي آوريـم كـه    cAحال ابتدا احتمال . مي ناميم Aپيشامدي كه احتمال آن خواسته شده را  )ج
  .آزمايش اول افراز مي كنيم 4براي محاسبه آن روي نتيجه 

4444 1  101 pP(A)p)p(p

)P((HHHH) )(HHHH)|P(AP(HHHH) HHHH)|P(A)P(A ccccc




 

يكي از ايـن  رخ داده است ولي اگر نتيجه  cAول شير باشد، پيشامد آزمايش ا 4نتيجه  واضح است كه اگر
بعبـارتي ديگـر امكـان نداردكـه     . وجـود نخواهـد داشـت    آنآزمايش خط باشد ديگر امكان وقوع پيشامد 4

باشد حتمـاً يـك    شير پشت سر هم رخ داده 4زيرا هر زماني كه . رخ دهد THHHقبل از  HHHHنتيجه 
  .رخ داده است THHHخط قبل از آنها رخ داده و در نتيجه حتماً قبل از آن يك پيشامد 

   HTHHHH   .براي فهم بهتر نتيجه روبرو را براي خود تحليل كنيد
  

بطوريكه اگر هر دو ژن چشم، آبـي باشـند   . رنگ چشم يك انسان بوسيله يك زوج ژن تعيين مي شود -56
بي و اگر هر دو ژن چشم، قهوه اي باشند رنگ چشم فرد قهوه اي و اگر يـك ژن آبـي و   رنگ چشم فرد آ

يـك  ). به اين دليل كه رنگ قهوه اي غالـب اسـت  (يك ژن قهوه اي باشد رنگ چشم قهوه اي خواهد بود 
 نوزاد يك ژن را به طور مستقل از مادر و ژن ديگر را از پدر مي گيرد، كه به طور هم شانس مـي توانـد ژن  

والـدين او داراي چشـم قهـوه اي هسـتند ولـي خـواهر آن فـرد        علي و فرض كنيد . آبي يا ژن قهوه اي باشد
  .چشم آبي دارد

  .ژن چشم آبي استداراي علي با چه احتمالي  )الف
  .چشم آبي باشدعلي فرض كنيد همسر 

  چشم آبي داشته باشد چقدر است؟علي و همسرش احتمال اينكه اولين فرزند  )ب
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ر اولين فرزند آنها چشمان قهوه اي داشته باشد با چه احتمالي فرزنـد بعـدي آنهـا نيـز چشـم قهـوه اي       اگ )ج
  .خواهد داشت

پس هر يـك از  . خواهر علي چشم آبي و علي چشم قهوه اي دارد كه پدر و مادر آنها چشم قهوه اي دارند 
  .يك ژن قهوه اي و يك ژن آبي مي باشند پدر و مادر علي داراي

براي ژنهايي كه پدر و مادر به او داده اند، وجود  حالت 3داراي چشم قهوه اي است، پس علي  )لفا: حل
  :)از حالات برابر است  شانس هر يك(دارد 

   پدر مادر  

3
2

)داشتن ژن آبي| چشم قهوه اي(P      قهوه اي  قهوه اي  x) 

 (y  آبي  قهوه اي  

 (z  قهوه اي آبي  

علـي،  حالـت بـالا بـراي     3با توجه به مي دهد لذا  داراي چشم آبي است، پس حتماً ژن آبي همسر علي )ب
  :افراز مي كنيم

3
1

3
1

2
1

3
1

2
1

3
10 






 






 






 ) =اولين فرزند چشم آبي(P  

  از تابع احتمال استفاده مي كنيم )ج
)A|P(A 12)دوم چشم قهوه اي فرزند| فرزند اول چشم قهوه اي(P  

4
3

2
1

2
11

3
2

3
1

2
1

3
2

3
1

2
1

3
2

3
11

112112112







)A|P(Z)ZA|P(A)A|P(Y)YA|(A P)A|P(X)XA|P(A

 

  
را  aفقـط افـرادي كـه ژن    . نشان داده مي شوند aو  Aژنهاي مربوط به خصوصيت آلبينو بودن افراد با  -57

اسـت داراي ديـد طبيعـي     aو  Aافرادي كه ژن آنهـا   .از پدر و مادر خود دريافت مي كنند آلبينو مي باشند
فرض كنيد يـك زوج  . آن را به فرزند خود منتقل نمايند حامل ژن آلبينو هستندهستند ولي چون مي توانند 

همچنين فرض كنيد فرزنـد غيـر آلبينـو بـا فـردي      . طبيعي دو فرزند داشته باشند كه يكي از آنها آلبينو است
  :مطلوب است. ازدواج مي كند كه حامل ژن آلبينو است

  اشد؟احتمال اينكه اولين فرزند آنها آلبينو ب) الف
  احتمال اينكه دومين فرزند آنها آلبينو باشد به شرط آنكه اولين فرزند آنها آلبينو نباشد؟) ب

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   انتشارات ترمه
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

62

ولي شـخص غيـر آلبينـو    . را داشته باشد aa ،aA  ،Aa  ،AAهر فرد جامعه مي تواند يكي از ژنهاي : حل
پـدر و  (داشـته باشـد   را  aA  ،Aa  ،AAكه در مورد آن توضيح داده شده، تنها مي تواند يكـي از ژنهـاي   

زيرا هر دو طبيعي هستند ولي يكي از فرزندان آنها آلبينو و ديگـري غيـر    بوده اند Aa يا aAمادر او هر دو 
  ).نيست aa شخص و همچنين مي دانيم خود .آلبينو است

   Aaاست و يا  aAهمسر اين زن حامل ژن است پس او نيز يا 
  همسر او شخص غير آلبينو

Aa aA 
aA Aa 

AA   
  .احتمال اينكه اولين فرزند آنها آلبينو باشد را روي نتيجه ممكن براي شخص مورد نظر افراز مي كنيم) الف

P(aA) aA)|P(EP(Aa) Aa)|P(EP(AA) AA)|P(EP(E) )فرزند آنها آلبينو (P  
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  .از تابع احتمال استفاده مي كنيم )ب
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)E|P(E c  

  
بـه هـدف    1pبـا احتمـال   Aفرض كنيـد هـر شـليك    . براي تيراندازي مسابقه مي دهند Bو  Aدو فرد  -58

بعلاوه فرض كنيد آنها به طور هم زمـان بطـرف   . به هدف بخورد 2pبا احتمال Bاصابت كند و هر شليك 
  :ف تيراندازي مي كنند اگر تيري به هدف خورده باشد مطلوب استيك هد

  .احتمال اينكه هر دو تير به هدف خورده باشند )الف
  .به هدف خورده باشد Aتير  )ب

  .چه فرض استقلالي را در نظر گرفته ايد
  .فرض شده است كه هر يك از دو تير، مستقل از ديگري مي تواند به هدف بخورد

  بدهند aهردو 
  بدهندAa  مسر ژنه  بدهندaAمسر ژنه
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 P)تيري به هدف بخورد= ( P)بزند Bبزند يا A(  :حل
        2121 pp-ppBAP -B PAPBAP  

 P)تيري به هدف بخورد= (P-1)هيچ تيري نخورد(  يا
212121 1 11 pp-pp)p-()p-(- 

 P)هر دو تير به هدف بخورد| تيري به هدف بخورد(  )الف

   
 

   
  2121

211 
pp-pp

pp

F P
EP E | FP

F P
FEP

 F | EP







 P)به هدف بزند A| تيري به هدف بخورد(  )ب

     
  2121
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GP G | FP
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p  

  
59-A   وB قاعده مبارزه چنين است كه آنها تفنگ هاي خود را برداشته . در يك مبارزه شركت مي كنند

اگر يكي از آنها يا هردو مورد اصابت قرار گيرند آنگاه مبـارزه  . و همزمان بطرف يكديگر شليك مي كنند
فرض كنيد نتايج شليك ها مسـتقل بـوده    .تمام مي شود، اگر تير هردو خطا رود آنها دوباره تكرار مي كنند

با احتمال Aو 
A

p  وB با احتمال
B

p مطلوب است. به هدف مي زند:  
  .ف نزنددبه ه Aاحتمال اينكه  )الف
  .احتمال اينكه هر دو به هدف بزنند )ب
  .تمام شودامين دوره تيراندازي  nاحتمال اينكه مبارزه بعد از  )ج
مـورد اصـابت قـرار     Aرط اينكه امين دوره تيراندازي تمام شود بش n احتمال شرطي اينكه مبارزه بعد از) د

  .نگرفته باشد
اصـابت   امين دوره تيراندازي تمام شود بشرط اينكه هردو نفر مورد n احتمال شرطي اينكه مبارزه بعد از) ه

  .قرار گرفته باشند
  :به هدف بزند، داريم Bباشد كه فقط اگر منظور اين  )الف: حل

BABABA
p )p-)](p-( )p-[( p )p-( 1111 ) =A به هدف نزند(P  

BABA

AB

BA

BA

BABA

pp-pp

)p-(p

)]p-()p-[(

p )p-(

p )p-()]p-( )p-[(








1
1 11

1
1 2 11 

 

  ...؛ يا هيچكدام نزده و در دومين بار هردو بزنند ياممكن است در اولين بار بزنند )ب
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BABABA
pp )p( )p(pp ][ --  11) = بزنندهردو به هدف(P  

BABA

BA
BABA pppp

pp
pp )p( )p(  -- ][


 2 11  

  .ام مبارزه تمام شود nام، هيچكدام موفق نشوند و در دوره ) n-1(ي تا دوره يعن )ج
  P)دوره nاتمام بعد از (

][][

][][

BABABA

BAABBABA

pppp)p-( )p-(

pp)p-(p)p-(p)p-()p-(
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1- 

1- 

11

111 1
 

 P)مرتبه تمام شودnمبارزه بعد از |مورد اصابت قرار نگيردA(  )د
   

 A P
 XAP

 A | XP    

11
11

11 1
111 







 n
B

n
ABAB

BABA

A

BA
n

B
n

A )p-()p-()pp-p(p

pppp

)p(p

)p-(p)p-()p-(

A
B

-
 

  .است ))د((كه جواب آخر اين قسمت هم مثل قسمت با كمي دقت متوجه مي شويد )ه
  

 يـا )) صـحيح (( در يك مسابقه خانوادگي قرار است يك سوال به يـك زوج داده شـود كـه پاسـخ آن     -60
كـداميك از حـالات زيـر    . بدهنـد  pاگر زن و شوهر بطور مستقل پاسخ مناسب را با احتمال . است ))غلط((

  .براي برنده شدن زوج بهتر است
  .كي از آنها را انتخاب و اجازه دهيم او پاسخ دهدي )الف
هردو نفر سوال را بررسي نموده و پس از توافـق، يكـي از آنهـا پاسـخ را اعـلام نمايـد و يـا اگـر توافـق           )ب

  .نداشتند يك سكه را پرتاب و بر اساس نتيجه آن پاسخ دهند
 P)صحيح( P =)صحيح| زن( P)زن(+P)صحيح| مرد(P)مرد(  )الف: حل

ppp  2
1 2

1
 

 P)صحيح( = P)صحيح| هردو صحيح(P )هردو صحيح( )ب
 P+)صحيح| هردو غلط( P)هردو غلط(P +)صحيح| زن صحيح، مرد غلط(

 P×)صحيح، مرد غلط زن( P +)صحيح| مرد صحيح، زن غلط( P)مرد صحيح، زن غلط(
pp-ppp)( pp p)( )p)(()p(  2222 12

112
1101
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  .جواب صحيح، يكسان است مي بينيم كه درهر دو حالت، احتمال دادن
  

 مطلوب اسـت احتمـال شـرطي اينكـه     را بكار ببرند،) ب(باشد و آنها روش  p= 6/0 ، اگر60در مساله  -61
  ط اينكه،رزوج پاسخ صحيح دهند بش

  .آنها به توافق برسند )الف
  .آنها به توافق نرسند )ب

  ):الف
           

                 
P

) P( 
) پاسخ صحيح| توافق(P 

 

    13
9

52
36

4/06/0
6/0

1 22
2

22
2








p)(p

p
 

  )ب 
              

                        
P

P ) پاسخ صحيح| عدم توافق(P 

 
2
1

12
2
111







p)( p

p p)(p)( p
 

2كننده است، بدون حل نيز مي توان پاسخ  ندر حالت عدم توافق، چون سكه تعيي: توجه
  .بدست آوردرا 1

  
رهاي زير برابر با در مدا) i= 1،2،3،4،5(ام  iاحتمال بسته شدن رله  -62

i
p اگر همـه رلـه هـا بطـور     . است

عبـور كنـد را درهـر يـك از مـدارهاي زيـر        Bبـه نقطـه    Aمستقل عمل كنند، احتمال اينكه جريان از نقطه 
  .بدست آوريد

  .عمل نكند مشروط كنيد 3روي پيشامد اينكه رله  )ب(براي بند  :راهنمايي
  )الف

  
  
  
  )ب
  
  
  

 صحيح   توافق

 توافق

 توافقعدم

 صحيح    توافقعدم

BA 51 2
3 4

1 
BA

2
3  

5

4
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 2و  1از دو رلـه مـوازي   احتمـال اينكـه    و 21ppبگـذرد،   2و  1احتمال اينكه جريان از دو رله سري : حل
  .مي باشد 2p-1)(1p-1(-1(بگذرد 
  .ده است، مدار دو شاخه موازي دارد كه هر يك، از دو رله سري تشكيل ش5به غير از رله ) الف

 P)از دو شاخه موازي عبور جريان= ( P)حداقل يكي از دو شاخه= (P -1)هيچ يك از دو شاخه(

 P)عبور جريان درهر شاخه= ( P)همه اجزاي شاخه كار كند(

  P )هر شاخهدر  عدم عبور= (P -1)همه اجزا كار كند(
    1 1-1 54321 p )]pp-()pp-([ABP  
  P)مدار كار كند P= ()مدار كار كند| باز باشد3رله(P)باز باشد3رله(  )ب

  P+)مدار كار كند| بسته باشد 3رله( P)بسته باشد 3رله(

 
1 1-1 1 1-1

11 1-1

35421

35241
p )]p-()p-([)]p-()p-([

)p-( )]pp-()pp-([





 

 
  
  
  

گوينـد،   ))nاز  k((جزء تشكيل شـده باشـد را يـك سيسـتم      nيك سيستم مهندسي كه از  -63 nk  
فرض كنيد همه اجزاء بطور مستقل كـار  . جزء باشد kمشروط به كاركردن حداقل  هرگاه كاركردن سيستم

  .كنند
امين جزء با احتمـال  iاگر )الف

i
p)1،2،3،4 =i (       كـار كنـد احتمـال كـاركردن يـك سيسـتم))را )) 4از  2

  .بدست آوريد
  .تكرار كنيد ))5از  3((را براي يك سيستم ) الف(قسمت  )ب
=pگرا )ج

i
p)n ,...,1،2 =i ( احتمال كاركردن يك سيستم ،))k  ازn(( را بدست آوريد.  

  .جزء بايد كار كند kدقت كنيد كه حداقل 
  :حل

  )p-( )p-(pp)p-()p-(pp)p-()p-(ppAP 324142314321 11111 1   

)p-()p-(pp)p-()p-(pp)p-()p-(pp 214331424132 11111 1   

43212431143234214321 1111 pppp)p-(ppp)p-(ppp)p-(ppp)p-(ppp   

3

 باز 3رله 

BA 1 4
2 5

A 1 
2

B4 
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 ستهب3رله
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114  :تعداد جملات برابر است با
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3
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2
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امـا  . تايي را حساب نموده و با هم جمع كنـيم  5تايي و  4تايي،  3بايد تمام حالات همانند قسمت الف،  )ب
  :تعداد جملات برابر است با

16
555
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 Bو  Aه جريـان بـين   هر دو بسته باشند بـه شـرط اينك ـ   2و  1احتمال اينكه رله ) الف(بند  62در مسأله  -64

  .عبور كند را بدست آوريد

(AB) P
AB)( P

AB)|( P
1,21,2  )= 2و1رله | عبور جريان(P  

54321
215

54321 111
 

111
1,21,2

)]ppp( )pp([

ppp

)]ppp( )pp([
)( P )|(AB P





  

  
ژن است كه آنها را با حروف الفباي انگليسي نشان  5اراي يك زوج از هر كدام از دزنده  وديك موج -65

ا با حـرف بـزرگ و كوچـك نشـان داده بطوريكـه      هر ژن به دو صورت ظاهر مي شود كه آنها ر. مي دهيم
باشـد آنگـاه شـكل ظـاهري      Xxيعني اگـر موجـود داراي زوج   . حرف بزرگ نشان دهنده ژن غالب است

يا  Xxآنگاه، موجودي كه. براي چشم آبي باشد xبراي چشم قهوه اي و  Xمثلاً اگر . است Xبصورت ژن 
xX ودي كهو موج. را داشته باشد داراي چشم قهوه اي استxx  ويژگـي  . را داشته باشد چشمان آبـي دارد

بنـابراين دو موجـود يكـي بـا     . (گويند ))ژنوتيپ((و ساختار ژنتيكي او را  ))وتيپفن((ظاهري يك موجود را 
داراي  eeو  AA  ،BB  ،cc  ،DDو ديگـــري بـــا تركيـــب  eeو  aA  ،bB ، cc  ،dDتركيـــب ژنـــي 

در جفتگيري دو موجود هر كدام به تصـادف در  ).يكسان دارند وتيپ هايفنهاي متفاوت بوده ولي  ژنوتيپ
زوج ژنهاي يك موجود زنده فرض مي شود كه هر كـدام   5در. واگذاري يكي از زوج ژنها مشاركت دارد

در يك جفتگيري بـين دو موجـود   . بطور مستقل و همچنين مستقل از ژن طرف مقابل واگذاري انجام گيرد
مطلـوب  . هسـتند  eeو  aa ،bB  ،cc  ،dD  و aA ،bB  ،cC  ،dD  ،eE زنده كه داراي ژنوتيـپ هـاي   

  بطور ژنوتيپ شبيه،) 2(وتيپ فنبطور ) 1(احتمال اينكه مولود آنها است 
  .موجود اول باشد )الف
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  .موجود دوم باشد )ب
  .هردو موجود باشد )ج
  .هيچكدام از آنها نباشد )د

مثلاٌ براي ژن  )الف: حل        AaaAaaAAAS ،،،، ،،، فضاي نمونه.  
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P  ژنوتيپ 
  :با فرض اينكه حداقل شبيه يكي باشد داريم. ندارد؛ چون با هم متفاوتند مكانشبيه هردو بودن ا )ج

128
18

128
9

128
9

P  فنوتيپ 

128
8

128
4

128
4

P  ژنوتيپ 
  

128 )د
110

128
181 ) =حداقل شبيه يكي(P-1 ) =شبيه هيچ يك(Pفنوتيپ 

128
120

128
81  )=حداقل شبيه يكي(P-1 ) =شبيه هيچ يك(P ژنوتيپ 

  

2با احتمال -66
2اگر او داراي ژن باشد آنگـاه هـر فرزنـد اوبـا احتمـال     . است ، ملكه داراي ژن هموفيلي 1

1 
اگر ملكه سه فرزند سالم داشته باشد احتمال اينكه او داراي ژن هموفيلي  .بيماري هموفيلي را خواهد داشت

  است؟باشد چقدر است؟ اگر ملكه فرزند چهارمي بدنيا آورد احتمال اينكه او هموفيلي باشد چقدر 
  :حل

P(B)
B)P(A

B)|P(A


) =ملكه هموفيلي| سه فرزند سالم(P 
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  :داريم با توجه به الف )ب
 P)فرزند چهارم هموفيلي= ( P)فرزند چهارم هموفيلي| ملكه هموفيلي( P)ملكه هموفيلي(

 + P)فرزند چهارم هموفيلي| ملكه غير هموفيلي( P)ملكه غير هموفيلي(

18
1

9
809

1
2
1

  
  

مهم در يكـي از ايالـت هـاي    بيسبال بازنده سه تيم  -، ركورد برنده1982سپتامبر سال  31در صبح روز  -67
  :آمريكا بصورت زير گزارش داده شده است

  تيم برنده بازنده
  آتلانتا 87 72
  سانفرانسيسكو 86 73
  لوس آنجلس 86 73

هـر سـه بـازي باقيمانـده تـيم سانفرانسيسـكو بـا تـيم         . را بايسـتي انجـام دهـد   هر تيم سه بازي باقيمانده ديگر 
هـاي   فـرض كنيـد نتـايج بـازي    . آنجلس است و سه بازي تيم آتلانتا با تيم سان دياگو انجام مـي گيـرد   لوس

احتمال برد نهايي هر . و درهر مسابقه شانس بردن براي طرفين يكسان باشد باقيمانده مستقل از يكديگر بوده
انجـام  نهـايي  اگر دو تيم براي مقام اول مساوي باشـند بايسـتي يـك بـازي     . (يك از تيم ها را بدست آوريد

  ).دهند كه هر تيم شانس مساوي بردن را دارد
:حل

i
A = آتلانتاi برد-

i
L = لوس آنجلس iبرد-

i
S = سانفرانسيسكو iبرد  

))P(AA|P(L))P(AA|P(L))P(AA|P(LP(L) 221100 )قهرماني لوس آنجلس(P  
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64
13

P(L)P(S) =)قهرماني سانفرانسيسكو(P  

 برد 3لوس آنجلس برد 2لوس آنجلس

  بازي 
 لوس آنجلس و آتلانتا
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  64
38

64
2611  P(L)P(S)P(A) =)قهرماني آتلانتا(P 

  
نظريـه هـاي جديـد در مـورد     . عضوي دارد 3عضو است كه يك گروه  7شوراي يك شهر متشكل از  -68

نفـر موافقـت نماينـد آن را در شـورا      3نفـر از   2انون ابتدا در گروه مطرح شده و سـپس اگـر حـداقل    يك ق
رأي مثبـت   4روزي قانوني در شوراي شهر مطرح شد كـه بـراي تصـويب نيـاز بـه حـداقل       . مطرح مي كنند

د كـه رأي  احتمـال ايـن پيشـام   . به قانون رأي دهـد  Pحال اگر هر عضو شورا بطور مستقل با احتمال . داشت
يكي از اعضاي گروه سرنوشت ساز باشد، يعنـي، اگـر رأي خـود را عـوض كنـد قـانون تصـويب نشـود را         

  اين احتمال براي حالتي كه عضو سرنوشت ساز از اعضاي گروه نباشد چيست؟. بدست آوريد
بـراي اينكـه رأي يكـي از اعضـاي گـروه       .ر معلـوم نيسـت  د نظ ـفرض مي كنيم كه شخص مور )الف: حل
نفـر   4وشت ساز باشد، بايد دو نفر ديگر گروه رأي موافق بدهند تا در شـورا مطـرح شـود وهمچنـين از     سرن

اگـر رأي  . (ديگر هم يكي رأي موافق بدهد كه در اينصورت رأي شخص مورد نظر سرنوشت ساز مي شود
فـق، نظريـه رد   رأي موا 3رأي موافق، نظريه تصويب مي شود و اگر رأي مخالف بدهد، با  4موافق بدهد، با 
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يـا سـه عضـو    : شت ساز باشد، دو حالت داريموبراي اينكه رأي يكي از اعضا كه عضو گروه نيست سرن )ب
  :گروه موافق باشند و يا اينكه فقط دو عضو از گروه موافق باشند، لذا
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ي آيد با شانس برابر، پسر يـا دختـر و مسـتقل از جـنس سـاير فرزنـدان       فرض كنيد هر طفلي كه بدنيا م -69

  .فرزند دارند، احتمال پيشامدهاي زير را بدست آوريد 5براي زوجي كه . باشد
  .همه فرزندان از يك جنس باشند )الف
  .فرزند بزرگتر پسر و دو نفر ديگر دختر باشند 3 )ب
  .فرزندپسر باشد 3دقيقاً  )ج
  .دنر دختر باشفرزند بزرگت 2 )د
  .حداقل يك فرزند دختر باشد )ه
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70- A  وB  يك در ميان يك جفت تاس را پرتاب مي كنند تا زمانيكهA  و يـا   9مجموعB   را  6مجمـوع

انجـام دهـد    Aابتدا تاسها را پرتاب كند، احتمال اينكه آخرين پرتاب را نيـز   Aبا فرض اينكه . بدست آورد
  چقدر است؟

  .مورد نظر است Aاحتمال برد  :حل
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در يك روستا مرسوم است كه پسر بزرگتر و همسر او مسئوليت نگهـداري والـدين خـود را در دوران     -71

وليت تمـايلي بـراي ازدواج بـا پسـر     در سالهاي اخير زنان روستا بدليل اين مسئ. كهولت بر عهده داشته باشند
  .بزرگ خانواده را ندارند

اگر هر خانواده در اين روستا دو فرزند داشـته باشـد چـه نسـبتي از همـه فرزنـدان پسـر، پسـر بزرگتـر          ) الف
  هستند؟
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اگر هر خانواده در اين روستا سه  فرزند داشته باشد چه نسبتي از همه فرزندان پسر، پسر بزرگتر هستند؟ ) ب
  ).رض كنيد هر فرزند به طور مستقل با شانس برابر پسر يا دختر استف(

  .فضاي نمونه فرزندان براي خانواده هايي كه دو فرزند دارند بصورت زير است) الف: حل
 g)(g,),b,b(),b(g,g),,b( S   

نـوع   4حـال در بـين   . قسمتي كه زير آنها خط كشيده شده برابـر اسـت   4در چنين فضايي شانس هر يك از 
پسـر دوم از ايـن    ،ري كه مي تواند وجود داشته باشد، تنها زماني كه خانواده دو فرزند پسـر داشـته باشـد   پس

4درصد پسران بزرگتر برابر با پس از بين پسران، . مسئوليت معاف است
  .است 3

4
3

8
4
8
3


)       P(
)                     P( ) پسر بزرگتر| پسر(P 

  )ب
 g)g(g)bg(gg)b(g)bb(gg)gb()bgb(g)bb()bbb( S ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,  

12
7

24
12
24
7
) پسر بزرگتر| پسر(P 

  
نشان دهيد كه اگـر آزمايشـهاي سـاده    . ، دو پيشامد ناسازگار از يك آزمايش باشند Fو  Eفرض كنيد -72

  .اتفاق مي افتد P(F)]P(E)/[P(E)با احتمال  Fقبل از  Eمستقل از اين نوع را تكرار كنيم آنگاه 
  :حل

 P(E) (F)) P-(E) P-(P(E) 1) =E  قبل ازF(P  

(F) P(E) P
P(E)

(F)) P-(E) P-(-
P(E)

  (F)) P-(E) P-( P(E) i

i 
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73- A  وB يك دور بازي را انجام مي دهند .A  طور مستقل بـا احتمـال    در هر بازي بهp  وB    بـا احتمـال
p1 ه ب ـآنها بازي را زماني متوقف مي كنند كه جمعاً تعداد بردهاي يكـي از بازيكنهـا دو مرت  . برنده است
  .ر از بازيكن ديگر باشد و برنده بازي كسي است كه تعداد برد بيشتري داشته باشدبيشت
  .بازي انجام گيرد را بدست آوريد 4احتمال اينكه جمعاً ) الف
  .برنده مسابقه باشد را محاسبه كنيد Aاحتمال اينكه ) ب

 پسر     پسر بزرگتر
 پسر
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يك بار ببـرد و شـخص    بار و ديگري 3حتماً يكي بايد بازي صورت گيرد،  4براي اينكه جمعاً ) الف: حل
اگر بازي آخر شخص برنده، باخت باشد، حتماً سه بازي اول او برد بوده (برنده بايد بازي آخر را حتماً ببرد 

همچنين شخص برنده نبايد دو بازي اول خود را ببـرد چـون    ).و در نتيجه در دفعه دوم بازي تمام شده است
  .در آن صورت بازي تمام مي شود

p)-p)(-( p p)-(p)-p)(-p)(-p(pp p)-p(ppp p)-( 11111111   

با دو سـكه   Aبا كمي دقت متوجه مي شويم كه اين مسأله كاملاً شبيه مسأله نابودي قماربازي است كه ) ب
 Bشـد، بـراي    Bدو تا بيشتر از تعـداد بردهـاي    Aهرگاه تعداد بردهاي . نيز با دو سكه شروع مي كنند Bو 

  .ماند ديگر سكه اي باقي نمي
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مرتبـه پيشـامد    6قبـل از   7مرتبـه پيشـامد مجمـوع     2در پرتاب متوالي يك جفت تاس، احتمـال اينكـه    -74

  .مجموع عدد زوج بدست آيد را محاسبه كنيد
بـدانيم، مسـأله بصـورت     ))باخـت (( وآمـدن مجمـوع زوج را  )) بـرد ((را  7اگر آمدن زودتـر مجمـوع   : حل

  :لذا داريم. است)) مسأله امتيازها((درمي آيد كه همان  )Aپيشامد (اخت ب 6برد قبل از  2احتمال 
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مـال اينكـه يكـي از دو بـازيكن     بازيكن هايي با مهارت يكسان در يك مسابقه شركت مي كننـد و احت  -75

2برنده شود برابر با 
در نفري را به تصـادف بصـورت زوجهـايي تقسـيم نمـوده كـه        n2يك گروه . است 1

12آنگاه . مقابل يكديگر بازي كنند -n قسيم نمـوده  نفر برنده را نيز بصورت زوجهاي ديگري به تصادف ت
 را در نظر گرفته و پيشامدهاي Bو  Aدو بازيكن يعني . و اين كار ادامه مي يابد تا يك نفر برنده باقي بماند

i
A n)(  i  ,, 1,  را بصورت زير تعريف مي كنيم.  

A  دقيقاً درi بازي شركت كند:
i

A  
A  وB قابل يكديگر بازي مي كنندهميشه در م: E  

)P(A n)(مطلوب است )الف
i

i  ,,1  
  P(E)مطلوب است )ب

P(E)Pnاگر )ج  1  :، نشان دهيد
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  .را كنترل كنيد) ب(نتيجه بدست آمده در قسمت  و با استفاده از اين رابطه،

را بــا مشــروط كــردن روي اينكــه كــداميك از پيشــامدهاي  P(E): راهنمــايي
i

n)A(i  ،،21،   اتفــاق
  .ساده كنيد زير ه رابطه جبريآنگاه پاسخ بدست آمده را با توجه ب. افتد بدست آوريد مي
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12براي روش ديگري جهت حل اين مسأله توجه كنيد كه جمعاً  n بازي انجام مي گيرد.  
12توضيح دهيد كه چرا ) د n اين بازيها را بشماريد و فرض كنيد . بازي انجام مي گيرد

i
B   نشان دهنـده

)-( .ام با يكديگر بازي مي كنند iدر بازي  Bو  Aپيشامدي باشد كه  ni 12 ،1،  
P(B(مطلوب است )ه

i
  

  .بكار ببريد P(E)را براي محاسبه ) ه(نتيجه قسمت  )و
  .و آخري را ببازد تاي قبلي را ببرد) i-1(بازي، بايد  iبراي شركت در  )الف: حل
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  .بازي كند Bيك مرحله بازي كند بايد در همان مرحله اول با  Aر اگ
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اگـر قـرار باشـد در     .بـازي كنـد و يـا در مرحلـه دوم     Bدو مرحله بازي كند يا بايد در مرحله اول با  Aاگر 
  .هم بايد بازي اول خود را ببرد Bمرحله دوم با هم بازي كنند، 

12
2

12
1

12
1

12
1

2
1

12
112112

1 12 -----
-)-(

-
)A|P(E nnn-nn

n

n   

 
 
  
  

12 -
i

)A|P(E ni
  

in

i
ni

n

i
i -

i
)P(A )A|P(EP(E) 






 


2
1

1211
 

2

1
1

1 2
1

2
1

2
111

2
1

12
1

2
1

2
1

12
1

































nn

n

-in

i
n

n)(n-

-
i

-
 

n

n

nn

n

n
-

-
n)(n-

- 2
22  12

1
2

122
12

2 1
1

1 n










 

  )ج

P(E))=A  وB به هم بخورند(P 












 1
2 

2
1  12

22
12

1
-nn

n

nn PP  
  
  

  
در انتهـا يـك   ييكـه  و از آنجا. چون بازيها حذفي است، به ازاي هر يك بازي، يك نفر حذف مـي شـود   )د

)(نفر هستند، پس  n2نفر قهرمان مي گردد و كلاً  n 12        نفـر حـذف مـي شـوند، يعنـي)( n 12    بـازي
  .گردد انجام مي

   يا
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  درمرحله اول
 .با هم بازي كنند

  درمرحله اول
 .با هم بازي نكنند

 درمرحله دوم
 بازي اولB .با هم بازي كنند

 .خود را ببرد

A  وB دور اول  
دور اول به هم   به هم بخورند

  نخورند

در دور اول 
چون هر دوببرند

2
22 1

n
n   12نفر حذف شده اند و n  نفر مانده اند؛  

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   انتشارات ترمه
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

76

او تصميم گرفته است كـه  . واحد است 25گذار در بازار بورس سهامي دارد كه ارزش آن  يك سرمايه -76
اگر هر تغييـر  . واحد برسد بفروش برساند 40واحد كم شود و يا به  10سهم خود را در صورتيكه ارزش آن 

كاهش داشته باشد و همچنين تغييـرات   45/0افزايش و با احتمال  55/0واحد با احتمال  1در قيمت به اندازه 
  .سرمايه گذار بصورت برنده بازنشست مي شود متوالي مستقل باشند، با چه احتمالي

  .است ))نابودي قمارباز((مسأله همان مثال : حل

55/0،    15،    10
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77-A   وB  ،به پرتاب سكه مي پردازندA      بازي را شروع مي كند و آنقدر ادامه مي دهـد كـه خـط ظـاهر
مي كند و او نيز آنقدر پرتاب مي كند تـا خـط ظـاهر شـود، آنگـاه       پرتاب را شروع Bدر اين حالت، . شود

 2pو  Aاحتمـال آمـدن شـير توسـط      1pاگـر . مي دهد و به همين ترتيب بازي ادامه مي يابد Aسكه را به 
  :باشد و برنده بازي كسي باشد كه Bاحتمال شير آمدن توسط 

  .ور متوالي بياوردشير بط 2 )الف
  .شير بياورد 2جمعاً  )ب
  .شير بطور متوالي بياورد 3 )ج
  .شير بياورد 3جمعاً  )د

  .درهر يك از حالات فوق را بدست آوريد Aاحتمال برنده شدن 
P)دو شير متوالي بياورد A(  :راه اول)الف :حل
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ان مسأله امتيازهاست ، با اين تفاوت كه ممكن است در طول بازي احتمال برد تغيير همشبيه تا حدودي  )ب
  .باشد 1برابر عدد  در هر مرحله توجه كنيد كه در مسأله امتيازها بايد مجموع احتمال برد و باخت. كند
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1
1 )B  قبل ازA شير بياورد(P  

A
p  احتمال اين است كهA  اولين شير را بياورد، هرگاهA دومين (حال براي بار دوم . بازي را شروع كند
بـازي را   Aبياورد چون بايد آنقدر سكه را پرتاب كند تا خط بيايد پس بـاز هـم    A، اگر اولين شير را )شير

شروع مي كند و در نتيجه احتمال موفقيت همان
A

p اما اگر قبل از شير بدست آمـده توسـط    .مي ماندA  ،
B  يك شير بياورد چون حالاB   بازي را شروع مي كند ديگر احتمال اينكـهA   شـير را بيـاورد

A
p   نيسـت

بلكه
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  :حالت داريم 3در نتيجه كلاً . است 
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2(A   اولين و سومين شير را بياورد وB دومين شير را، كه احتمال آن برابر است با:  

)ppp(p

)p-(p

)ppp(p

)p-(p

)ppp(p

p

2121
21

2121
12

2121
1 11








 

3(A  و  دومين و سومين شير را بياوردB اولين شير، كه احتمال آن برابر است با:  
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  .كل حالات بالا است جمع Aكه احتمال موفقيت 
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يـك  . وجـه سـفيد اسـت    4رمـز و  وجه ق 2داراي  Bوجه سفيد و تاس  2وجه قرمز و  4داراي  Aتاس  -78
بـازي را   Bو اگر خط ظـاهر شـود بـا تـاس      Aسكه را پرتاب مي كنيم، اگر شير ظاهر شود بازي را با تاس 

  .انجام مي دهيم
2نشان دهيد كه احتمال قرمز آمدن در هر پرتاب  )الف

  .است 1
  ه سومين پرتاب قرمز باشد چقدر است؟اگر دو پرتاب اوليه قرمز باشد احتمال اينكه نتيج )ب
  .پرتاب شده باشد را بدست آوريد Aاحتمال اينكه تاس . اگر در دو پرتاب اوليه قرمز ظاهر شود )ج

  )الف: حل
2
1

2
1

6
2

2
1

6
4







 






  )خط(P )قرمز| خط(P) +شير(P )قرمز| شير(P )=قرمز(P

RR |P(R(  )ب 213)سوم قرمز پرتاب| دو پرتاب اول قرمز(P 

5
3

15
9

6
2

6
4

2
1

6
4

6
4

2
1

6
2

6
2

2
1

6
2

6
2

2
1

6
2

6
2

2
1

6
4

6
4

2
1

6
4

6
4

2121321213















































)RR |(B P )RBR |(R P)RR |(A P )RAR |(R P

 

  )ج
)RP(R

A) |RP(R
)RR |P(A

21
21

21 )تاس | دو پرتاب اول قرمزA(P 

5
4

2
1

6
2

6
2

2
1

6
4

6
4

2
1

6
4

6
4


























 

  
بطور متوالي بصورت ابتـدا   Cو  A  ،Bسه بازيكن . تاي آن سفيد است 4توپ داريم كه  12در ظرفي  -79
A  سپسB  و آنگاهC  و دوبارهA  ،B  وC  ... برنده كسي است كـه  . يك توپ انتخاب مي كننداز ظرف

  .احتمال برد براي هر بازيكن را در حالات زير بدست آوريد. براي اولين بار توپ سفيد بيرون آورد
  .هر توپ پس از انتخاب به ظرف برگردانده شود )الف
  .توپهاي انتخاب شده به ظرف برگردانده نشود )ب
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تـاي آن   4توپ كـه   12از ظرف متعلق به خود با تكرار كنيد كه هر بازيكن  را بدين صورت 79مسأله  -80

  .سفيد هستند انتخاب كند
  .است 79جواب برابر قسمت الف سوال  )الف: حل
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زيــــر  n2مجموعــــه مســــتقل و هــــم شــــانس از هــــر يــــك از ردو زيــــ Bو  Aفــــرض كنيــــد  -81

n}{Sمجموعه ,, 2,1  نشان دهيد كه. شندبا:  
n

B}{AP 
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  .از رابطه زير استفاده كنيد. باشد Bنشان دهنده تعداد عضوهاي  N(B)اگر: راهنمايي
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پرتـاب   nامين سكه انتخاب شده باشد به شـرط اينكـه همـه     i احتمال شرطي پيشامد اينكه 4-5در مثال -82

  .اوليه شير ظاهر شده است را بدست آوريد
  :حل
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  .؟شرح دهيدآيا نتيجه پرتابهاي متوالي مستقل هستند) 4-5مثال (در قاعده توالي لاپلاس  -83

  .خير، بصورت كلي مستقل نيستند و فقط بصورت شرطي و با توجه به سكه انتخابي مستقل هستند :حل
  

نفـر رأي بـه    2متهمي كه توسط سه قاضي محاكمه مي شـود، گناهكـار اعـلام مـي شـود اگـر حـداقل         -84
ت بطور مستقل با احتمال فرض كنيد وقتي كه متهم واقعاً گناهكار باشد هريك از قضا. گناهكاري او بدهند

رأي به گناهكاري او بدهند و هرگاه متهم واقعاً بي گناه باشـد احتمـال رأي بـه گناهكـاري توسـط هـر        7/0
احتمال شرطي اينكه قاضي سوم رأي به  ،درصد از متهمان گناهكار باشند 70اگر . كاهش يابد 2/0قاضي به 

  .ت آوريدگناهكاري بدهد را به شرط هر يك از حالات زير بدس
  .قاضي اول و دوم رأي به گناهكاري داده اند )الف
  .يكي از قاضي اول و دوم رأي به گناهكاري و ديگري رأي به بي گناهي داده اند )ب
  .رأي به بي گناهي داده اند قاضي اول و دوم هردو )ج
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اگر
i

)E(i 3, 2, 1  نشان دهنده پيشامدي باشد كه قاضيi ايـن پيشـامدها   آيـا  . ري بدهدام رأي به گناهكا
  ).شرح دهيد(؟ آيا پيشامدها بصورت مشروط مستقلند؟ندمستقل
:حل

i
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خير اين پيشامدها مستقل نيستند و فقط بصورت مشروط و با توجه به اينكه مـتهم واقعـاً گناهكـار يـا بيگنـاه      
  .باشد مستقلند

  
و  0p  ،1pبـا احتمالهـاي    2يـا   1، 0هر كدام يكـي از اعـداد    كه نتيجه آزمايش مستقل nفرض كنيد  -85
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  .بدست آوريد
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  4فصل 
  متغيرهاي تصادفي

  
  
  
فـرض  . توپ نارنجي انتخاب مي كنـيم  2توپ سياه و  4توپ سفيد،  8دو توپ را به تصادف از ظرفي با  -1

 Xاگـر  . ريـال جريمـه شـويم    1ريال جايزه و براي هر توپ سفيد انتخـاب شـده    2كنيد براي هر توپ سياه 
  .ل مربوط به هر مقدار را بدست آوريدو احتما Xنشان دهنده ميزان برد باشد مقادير ممكن 

  :حل
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 )P(X سياه  2    

 

دهنده حاصل ضرب نتيجه دو تاس باشـد مطلـوب اسـت     نشان Xاگر . دو تاس منظم را پرتاب مي كنيم -2
i}P{Xمحاسبه    براي,2,1i.  
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 ود وحاصل ش) 2،2(و يا ) 4،1(، )1،4(زماني مشاهده مي شود كه يكي از نتايج  4حاصل ضرب  ،براي مثال
  .حاصل شود) 2،3(و يا ) 3،2(، )6،1(، )1،6(زماني مشاهده مي شود كه يكي از نتايج  6حاصل ضرب 

  
21663سه تاس را پرتاب مي كنيم، فرض كنيد تمامي -3   اگـر . نتايج ممكن هم شانس باشـندX   نشـان

انتخـاب مـي كنـد را بدسـت      Xدهنده جمع سه عدد حاصل شده در هر پرتاب باشد، احتمال مقاديري كـه  
  .آوريد
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فرض كنيـد   .امتيازي كه در يك امتحان كسب مي كنند، رتبه بندي مي كنيمزن را بر اساس  5مرد و  5 -4

نشـان دهنـده    Xاگـر . حالت مختلف رتبه بندي هم شانس باشند 10!هيچ دو امتيازي يكسان نباشد و تمامي 
  :مطلوب است) يعني اينكه رتبه اول زن است X=1مثلاً (بالاترين رتبه كسب شده توسط يك زن باشد 

  ,102, ,  1  i iXP           
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 Xمرتبه پرتاب مي كنيم، اگر اختلاف بين تعداد شيرها و تعداد خطهاي ظـاهر شـده را بـا     nسكه اي را  -5

  چه هستند؟ Xمقادير ممكن . نشان دهيم
تعداد شيرها و  A اينكه با فرض .است فرد Xفرد باشد،  nو اگر  است هم زوج Xزوج باشد،   nاگر :حل

B  داريمباشد، تعداد خطها:  
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  .هم داريم A<B، احتمال  A>Bبه اين دليل است كه علاوه بر 2توجه داشته باشيد كه ضريب 
  :، داريم B- A=0با هم برابر باشد، يعني Bو  Aدر حالتي كه 
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  :عبارتند از Xدر كل، مقادير ممكن براي 
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، تـابع احتمـال و مقـادير ممكـن بـراي آن      )قدر مطلق نداشته باشيم( بتواند مقادير منفي را بگيرد Xالبته اگر 
  :بصورت زير است
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  .را بدست آوريد Xالهاي مربوط به مقادير ممكن احتم n=3اگر سكه سالم باشد، براي  5در مسأله  -6
  :داريم 5با توجه به حل مسأله  :حل

B-AX   

8
2 23,        8

6 21
33

2
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3
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 )P(X)P(X  

B-AXولي اگر    تعريف شود، آنگاهX  را مي گيرد كه تابع احتمال آن بصورت  -3، -1، 1، 3مقادير
  :زير است
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متغيرهاي تصادفي زير چه مقاديري را مـي تواننـد اختيـار    . فرض كنيد تاسي را دو مرتبه پرتاب مي كنيم -7

  .كنند
  .بيشترين عددي كه در دو پرتاب حاصل مي شود )الف
  .كمترين عددي كه در دو پرتاب حاصل مي شود )ب
  .مجموع دو عدد حاصل شده )ج
  .اي عدد ظاهر شده دومين پرتابعدد ظاهر شده اولين پرتاب منه )د

  X=2,1,...,6)ب      X=2,1,...,6)الف :حل
  X= -5,-4,...,4 ,5)د        X=3,2,...,12)ج
  
را ) د(تـا  ) الـف (سالم باشد، احتمالهـاي مربـوط بـه متغيرهـاي تصـادفي قسـمت هـاي         7اگر تاس مسأله  -8

  .بدست آوريد
  )الف :حل

36
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95,    36
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,  36
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  .ري انتخاب مي شوند حل كنيدارا وقتي كه توپها با جايگذ 2-1مثال  -9

  :حل
  P)16حداقل يكي از توپها بزرگتر از = ( P -1)نباشند 16هيچكدام بزرگتر از (

488/0 1
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) 17هر سه كوچكتر از( P-1=  

  
ريال برنده شويم به شرط اينكه مبلغـي برنـده شـده باشـيم را      i ، احتمال شرطي اينكه مبلغ 4-1در مثال -10

  ).i=3,2,1,... براي . (بدست آوريد
  :حل
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B)P(AB)|P(A 
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}2,1 , ,10{را از مجموعه Nصحيح  ديك عد )الف -11 3       به تصادف انتخـاب مـي كنـيم بطوريكـه هـر

  ت باشد چقدر است؟مقابل قس 3بر  Nينكه عدد احتمال ا. عدد شانس مساوي انتخاب شدن داشته باشد
آنگـاه پاسـخ هـا چگونـه تغييـر      . بـزرگ و بزرگتـر شـود    kجـايگزين شـود و    k10، عدد310چنانچه بجاي

  .يابند مي
مسـأله حـل    تابعي مهم در نظريه اعداد وجود دارد كه خصوصيات آن در ارتبـاط بـا احتمـالاً مهمتـرين     )ب

اين تابع به نام تابع موبيـوس . ريمان مطرح است -نشده رياضيات، يعني فرضيه n      معـروف اسـت كـه
را به فاكتورهاي اول تجزيه مي كنيم اگر  n: بصورت زير تعريف مي شود nبراي همه مقادير صحيح مثبت 

32212مانند(فاكتورهاي اول در تجزيه تكرار شود يكي از    7749يا  (  آنگـاه n    برابـر
}1 , 2  , ,10{را به تصادف از مجموعه اعداد Nحال فرض كنيد عدد . صفر تعريف مي شود k   وقتي كـه

k  بزرگ باشد انتخاب مي كنيم، مطلوب است محاسبه}(N) P{ 0  كهوقتيk.  
}P (N){محاسبه يبرا: راهنمايي 0 از رابطه زير استفاده كنيد.  
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دو بازيكن يك يا دو انگشت خود را همزمان نشان داده و در همان حـال   ))دو انگشت مورا((در بازي  -12
اگر فقط يكي از بازيكن ها درست حدس بزند . حدس مي زنند كه طرف مقابل چند انگشت نشان مي دهد

ت حدس بزنند و يـا  اگر هر دو بازيكن درس. او به اندازه جمع انگشتهايي كه نشان داده شده جايزه مي گيرد
يكي از بـازيكن هـا را در نظـر گرفتـه و     . هيچكدام حدس صحيح نزنند آنگاه هيچ جايزه اي داده نمي شود

  .نشان دهيد Xميزان جايزه اي كه در يك بازي به او تعلق مي گيرد را با 
شـانس   اگر بازيكن ها بطور مستقل حدس بزنند و هر يـك از چهـار حالـت نشـان دادن انگشـتها هـم       )الف

  .و احتمال هاي مربوطه را بدست آوريد Xباشند، مقادير مختلف 
اگر بازيكن ها بطور مستقل حدس بزنند و هر بازيكن تعداد انگشتاني را نشان بدهد كه حدس مـي زنـد    )ب

و  Xطرف مقابل نشان خواهد داد و بعلاوه نشان دادن يك انگشت يا دو انگشت هم شـانس باشـد، مقـادير    
  .مربوطه را بدست آوريداحتمال هاي 

  .دقت كنيد كه يكي از بازيكن ها را در نظر گرفته و احتمالات را براي او حساب مي كنيم :حل
  :گشت، دومي دو انگشت، اولي درست بگويد، دومي غلطن؛ يعني اولي دو ا X=4 )الف
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)P(X 0 2يا هر دو درست گفته اند يا هر دو غلط كه پاسخ برابريعني
  .است 1

كه شخصي جايزه بگيرد، چون يا هر دو درست حدس مـي زننـد يـا هـر دو     در اين حالت امكان ندارد  )ب
) 2و1(و ) 1و2(وقتي حاصل مي شود كه هر دو درست حدس زده باشند و نتايج ) 2و2(و ) 1و1(نتايج. غلط

10، صفر است و  Xپس تنها مقدار براي . هنگاميكه هر دو غلط حدس بزنند  )P(X.  
  

مي تواند  3/0در ملاقات اول با احتمال . يك بازار ياب براي فروش كتاب با دو نفر وعده ملاقات دارد -13
قادر خواهد بود كـه كتـاب را    6/0كتاب را بفروشد و در ملاقات دوم مستقل از نتيجه ملاقات اول با احتمال
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ريال و يا نوع معمولي  1000هر فروش با شانس برابر مي تواند نوع با جلد شوميز و با قيمت . بفروش برساند
  .بر حسب ريال را بدست آوريد (X)تابع احتمال ميزان كل فروش . ريال باشد 500با قيمت 

  :حل
0/280/40/70/6)-0/3)(1-(10

2000,  1500,  1000,  500,  0




)P(X

X
 

27/02
1)4/03/06/07/0(500  )P(X  

315/0)2
1

2
16/03/0(2

1)4/03/06/07/0(1000  )P(X  

09/02
1

2
1

2
1

2
16/03/01500 



  )P(X  

045/02
1

2
16/03/2000  )P(X  

  .خواهد بود 1دقت كنيد كه مجموع احتمالات برابر 
  

وقتي كه دو بازيكن اعداد خـود  . تقسيم مي كنيم 5تا  1عدد متفاوت را به تصادف بين بازيكن هاي  5 -14
، اعداد خود را 2و  1ابتدا بازيكن . برنده محسوب مي شودرا مقايسه مي كنند كسي كه عدد بزرگتري دارد 

نشـان   Xاگـر  . و به همين ترتيب بازي ادامه مـي يابـد    3مقايسه مي كنند، سپس برنده آنها با بازيكن شماره 
  :مطلوب است محاسبه . برنده است 1دهنده تعداد دفعاتي باشد كه بازيكن 

  4, , 3  2,  1,  0 i             i}P{X  

2  :حل
1

!5
!311

!5
!321

! 5
! 331

! 5
! 410 











    )P(X

داشـته   2حالت دارند، يا نفـر اول عـدد    4! داشته باشد، بقيه  1نفر اول عدد : احتمال صفر برد، يعني: توضيح
  ... .داشته باشد و  3حالت دارند؛ يا نفر اول عدد  3! نفر بقيه،  3و ) حالت 3( 5يا  4يا  3باشد، نفر دوم عدد 
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تـيم اسـت، بـدترين ركوردهـاي بـرد و باخـت در شـرط         11شامل  هك (NBA)ي بسكتبال سسه ملؤم -15

توپ را در يك ظرف قرار داده هر يك از ايـن توپهـا بـا     66. هاي سال گذشته را را منتشر كرده است بندي
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 10توپ به نام تيمـي اسـت كـه بـدترين ركـورد را داشـته،        11نام يكي از تيم ها نامگذاري شده، بطوريكه 
و بـه  توپ به نام تيمي كـه سـومين ركـورد بـد را داشـته،       9وپ به نام تيمي كه دومين ركورد بد را داشته، ت

يـك  . بدست آورده نامگذاري شـده انـد  كه يازدهمين ركورد بد را همين ترتيب يك توپ به نام تيمي كه 
را بـراي ورود بـه   مش روي توپ است اولين حـق انتخـاب   اتوپ را به تصادف انتخاب مي كنيم، تيمي كه ن

توپ ديگري را انتخاب مي كنيم واگر متعلق به تيم متفاوتي باشد آنگاه دومين حق انتخـاب  . مسابقات دارد
اگر توپ انتخاب شده متعلق بـه تـيم اولـي باشـد آن را ناديـده گرفتـه و تـوپ ديگـري         (به او داده مي شود 

بـالاخره تـوپ ديگـري را انتخـاب     ). انتخاب شود كنيم اين عمل آنقدر ادامه مي يابد تا تيم دوم انتخاب مي
تا  4بقيه حق انتخاب هاي . نموده و چنانچه متفاوت با دو تيم قبلي باشد حق انتخاب سوم به او داده مي شود

بطور مثال اگر تيم با . تيمي كه انتخاب نشدند به ترتيب عكس ركورد برد و باخت آنها مي دهند 8را به  11
نشان  X گرا. انتخاب اول نباشد آنگاه آن تيم حق انتخاب چهارم را دريافت مي دارد بدترين ركورد در سه

  .را بدست آوريد Xدهنده حق انتخاب تيمي با بدترين ركورد باشد، تابع احتمال 
6                                              :حل

1
66
11
)بدترين تيم انتخاب اول را كسب كند (P) =1=X(P  

  

F : اولين حق انتخاب  

66-66
11   

2  2
10

1

10

1

i
i

i)i)P(FF|P(X)P(X

i

i












 

 بايد توجه داشت كه مقدار
i-66

كه قبل از  iبه سادگي بدست نمي آيد و بايد روي تعداد توپهاي از نوع  11
توپهـا، انتخـاب   البته با توجه به اينكه درهر مرحله از برداشـتن  . توپ بدترين تيم بيرون آمده، افراز مي كنيم

تـوپ بـدترين تـيم از     11توپ ديگر هم شانس است، احتمال اينكه يكـي از  ) i-55(توپ بدترين تيم و  11
)i-55 (،توپ ديگر زودتر انتخاب شود

i-66
  .است 11

  

S  :دومين انتخاب  j)S ij)P(FS iF|P(X)P(X

ji
ji
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، بدترين ركورد 2، تيمي با بدترين ركورد باشد و تيم شماره 1نيد تيم شماره ، فرض ك15در مسأله  -16

يعني اگر . ام را دريافت مي دارد iنشان دهنده تيمي باشد كه حق انتخاب  iYاگر... دوم را داشته باشد و 
31باشد، آنگاه 3اولين توپ انتخاب شده متعلق به تيم شماره  Y 1)تابع احتمال الف. استY 2)، بY  ،

  .را بدست آوريد 3Y)ج
  :حل
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شان دهنده تعداد شـيرهاي ظـاهر شـده    ن Xاگر . مرتبه بطور مستقل پرتاب مي كنيم 4سكه اي منظم را  -18

  .را رسم كنيد X-2تابع احتمال متغير تصادفي . باشد
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  :بصورت زير داده شود Xاگر تابع توزيع تجمعي  -19
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  .را بدست آوريد Xتابع احتمال 
  :وبروبا توجه به رابطه ر :حل
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ايـن  . يك كتاب بازي هاي برد و باخت، استراتژي برد را در يك بازي بصورت زير تجـويز مـي كنـد    -20

كنـد، اگـر رنـگ قرمـز ظـاهر      بنـدي  ريال روي رنگ قرمز شرط  1كتاب پيشنهاد مي دهد كه يك بازيكن 
38كه احتمال(شود، 

كـه  (اگر او بازنـده شـد   . ريال جايزه اش را بردارد و متوقف شود 1آنگاه وي ). دارد 18

38احتمال
بايستي يك ريال ديگر روي رنگ قرمز در دور بعدي شرط بندي نموده و سپس بازي را ) دارد 20

   نشان دهنده ميزان برد وي باشد، Xاگر . متوقف نمايد
P{X{)الف 0 را بدست آوريد.  
  .آيا قانع هستيد كه استراتژي مطرح شده يك استراتژي برد است؟ پاسخ خود را شرح دهيد )ب
  .را بدست آوريدE{X} )ج

38  )الف :حل
1810  )P(X)P(X  

  )مقدار قسمت ج. (خير، چون اميد رياضي ميزان برد، منفي است )ب
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. ارد مي شوندو دانش آموز از يك مدرسه هستند به يك استاديوم فوتبال 148چهار اتوبوس كه حامل  -21
يـك دانـش آمـوز را بـه تصـادف انتخـاب       . دانش آمـوز هسـتند   50و 25 ، 33 ، 40اتوبوسها به ترتيب حامل

آمـوز   كه در اتوبوسي بوده اند كـه ايـن دانـش   نشان دهنده تعداد دانش آموزاني باشد  Xنموده، فرض كنيد 
نشـان دهنـده    Yيكي از چهار راننده را نيز به تصادف انتخـاب مـي كنـيم، فـرض كنيـد      . انتخاب شده است

  .آموزان اتوبوس آن راننده باشد تعداد دانش
  را فكر مي كنيد بزرگتر هستند؟ چرا؟ E[Y] و E[X] كداميك از مقادير )الف
  .را محاسبه كنيد E[Y]و  E[X]مقادير  )ب

هـاي بـا سرنشـين     بزرگتر باشد، چرا كه وزن بيشتري از احتمال، بـه اتوبـوس   E(X)قاعدتاً بايد  )الف :حل
  .است بيشتر اختصاص داده

  )ب
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(x) xpE(X)
 

  
مرتبـه برنـده شـد    i تيم يك سري مسابقه با يكديگر بدهند و وقتي كه يكـي از تـيم هـا     2فرض كنيد،  -22

اميد رياضي تعداد بازيها را در حالات  ،برنده شود pبا احتمال  Aاگر در هر بازي، تيم . بازي متوقف گردد
همچنين در هـر دو حالـت نشـان دهيـد كـه مقـادير اميـد رياضـي وقتـي          . بدست آوريد i=3)و ب i=2)الف

حداكثر مي شوند كه
2
1

p باشد.  
  )الف :حل

   
222

11312

2 2 3 ,؛

2

2 2 2 2   1
2















pp

p)-p(p)-(pp)-(pE(X)

X   i

 

بازي انجام شود، بـازي سـوم را يكـي از دو تـيم مـي بـرد و لـذا تعـداد         3توجه كنيد كه در حالتي كه 







1
2 

  :براي اميد رياضي بيشينه داريم. حالت براي دو بازي قبل مي ماند

2
1024-    0  p    p

dp
dE(X)  
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  .حل مي شود ))بينم منفي((ادفي يك متغير تصبا استفاده از همانطور كه از راه حل پيداست، مسأله : تذكر
  

دلار بـه   2و فروشـنده اي محصـول خـود را بـه ازاي هـر اونـس       دلار سرمايه داريـد   1000فرض كنيد  -23
هر اونس با شانس برابر  در نظر بگيريد كه بعد از يك هفته فروشنه محصول خود را براي. فروش مي رساند

  .دلار به فروش رساند 4به مبلغ يك دلار يا 
اگر هدف شما حداكثر نمودن متوسط پولي باشد كه در آخر هفته داريد، چه راهبردي را بايد به كـار  ) الف

  ببريد؟
اگر هدف شما حداكثر نمودن ميزان محصولي باشد كه در آخر هفته صاحب آن هستيد چـه راهبـردي   ) ب
  يد انتخاب كنيد؟را با
  .اصلي در پيش روي ماست ددو راهبر :حل

  .محصول خريده ايم 500دلار را از محصول بخريم كه در اينصورت  1000در ابتداي هفته همه  -1
2محصول مورد نظر را بخريم كه در اينصورت با احتمال هفته  انتهاي -2

دلاري  4محصـول   250، تعـداد   1

2حتمالو با ا
  .محصول يك دلاري مي خريم 1000، تعداد  1

هفتـه   نتهـاي اگر بخواهيم ميزان سرمايه در دسترس را حـداكثر كنـيم روش اول بهتـر اسـت چـون اگـر در ا      
 1زيرا چه محصول پايان هفتـه  . دلار است 1000محصولي بخريم، مطمئناً ارزش پول ما در پايان هفته همان 

ولي اگر در ابتداي هفته . دلار در آخر هفته مي توانيم خريد كنيم 1000دلار، ما به اندازه  4اشد و چه دلار ب
 500توجه كنيد كه اگر در ابتداي هفته بخريم، ( .است 1250بخريم، اميد رياضي پول در دسترس ما برابر با 

  ).محصول خريده ايم
  روش اول    12502

115002
145001 )E(X  
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  روش دوم    10002
1110002

142502 )E(X  
زيـرا اگـر از روش اول   . اگر بخواهيم تعداد محصـول در دسـترس را حـداكثر كنـيم روش دوم بهتـر اسـت      

عدد است ولي اگر از روش دوم اسـتفاده كنـيم،    500دقيقاً استفاده كنيم تعداد محصولات ما در پايان هفته 
  .مي باشد 625ميزان محصولات ما برابر با  اميد رياضي

6252
12502

11000

500

2

1





)E(Y

)E(Y
 

ايجاد نمود كه در تمامي آنهـا متوسـط سـود و     2و1البته مي توان راهبردهاي ديگري از تركيب راهبردهاي 
  .خواهد بود وشتعداد محصولات بين مقادير اين دو ر

  
24-A   وB بازي زير را انجام مي دهند :A  را مي نويسد و  2يا  1يكي از دو عددB     بايسـتي حـدس بزنـد
صـحيح حـدس بزنـد،     Bباشد و ) i )2,1=i مي نويسد Aاگر عددي را كه . كدام عدد نوشته شده است كه

4غلط حدس بزند او Bاگر . مي گيرد Aامتياز از  B ،i آنگاه 
 pبا احتمال  Bهرگاه . مي دهد Aامتياز به  3

رياضي امتيازهـاي  اميد . نوشته شده است 2حدس بزند كه  p)-(1نوشته شده و با احتمال 1حدس بزند كه 
  .او را در حالات زير بدست آوريد

  .را نوشته است 1عدد  A )الف
  .را نوشته است 2عدد  A )ب

توجه كنيد (را حداكثر مي كند؟ و اين حداكثر مقدار چقدر است؟  Bحداقل ميزان امتياز  pچه مقداري از 
  ).چه عددي را مي نويسد نيز دارد Aدارد بلكه بستگي به اينكه  pنه تنها بستگي به  Bكه اميد رياضي امتياز 

اميد رياضي ميزان امتيـازي كـه وي از دسـت    . را بنويسد 1عدد  qنيز با احتمال  Aحال فرض كنيد بازيكن 
  .مي دهد را در حالات زير بدست آوريد

  .را انتخاب كند 1عدد  B )ج
  .را انتخاب كند 2عدد   B)د

نشان دهيد كه حـداقل مقـدار بيشـترين    . را حداقل مي كند Aحداكثر امتياز از دست داده  qچه مقداري از 
اين نتيجـه بعنـوان   . برابر هستند Bبا حداكثر مقدار كمترين امتياز بدست آمده توسط  Aامتياز از دست داده 

نيومن بعنوان نتيجه اساسي  -ون -ضيدان مشهور جاناشناخته مي شود كه ابتدا توسط ري ))قضيه مينماكس((
  .ناميده مي شود Bنظريه بازيها بنيانگذاري شد و مقدار فوق، ارزش بازي براي بازيكن 
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  :را حداكثر مي كند، داريم Bاقل امتياز كه حد pبراي محاسبه مقداري از 
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7 21  p       p   p - p     )A|E(X)A|E(X  

4براي فهم بهتر، دو خط 
3

4
7,  4

112 -p  p-  را در نموداري با محور افقيp رسم كنيد.  
  :داريم ))ب((يا  ))الف((در معادله  pبا قرار دادن مقدار 
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 --pp)-(-pE(X)   

  .هم به همين صورت محاسبه مي شود Aت داده حداقل مقدار حداكثر امتياز از دس
  

علامـت بصـورت شـكل هـاي      20يك ماشين سرگرمي داراي سه گردونه اسـت كـه روي هـر كـدام      -25
  :پرتقال، ليمو، آلو، آلبالو، زنگوله و شمش قرار دارد كه تعداد آنها بصورت زير تنظيم شده است

  
  3گردونه   2گردونه  1گردونه  
  0  7 7 آلبالو
  6  7 3 الپرتق
  4  0 3 ليمو
  6  1 4 آلو

  3  2 2 زنگوله
  1  3 1 شمش
  20  20 20 جمع
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دو  ميـزان بـر  . قـرار دارد ... ت پرتقـال و  م ـعلا 3ت آلبـالو،  م ـعلا 7، 1بر اساس جدول فوق مثلاً در گردونه 
  .باخت در يك شرط بندي اين بازي نيز بر اساس جدول زير تعيين گرديده است

  ميزان برد و باخت  3دونه گر 2گردونه 1گردونه
  60  شمش شمش شمش
  20  زنگوله زنگوله زنگوله
  18  شمش زنگوله زنگوله
  14  آلو آلو آلو
  10  پرتقال پرتقال پرتقال
  8  شمش پرتقال پرتقال
  4  هر شكل ديگر آلبالو آلبالو
  2  هر شكل ديگر غير ازآلبالو آلبالو

  - 1 غير از حالات فوق
  

بازي را انجام دهد و هر گردونه بطور مستقل گردش كند اميد رياضي ميزان بـرد را   اگر بازيكني يك مرتبه
  .وريدبدست آ

  :حل
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  +])- 1( )1-احتمالات بالا  عمجمو( [
  

الاتي كه پاسخ آنها بلـه يـا   ؤهستيد كه با س شما مجاز. را به تصادف انتخاب مي كنيم 10تا  1عددي از  -26
زده صحيح الاتي كه لازم است تا حدس ؤاميد رياضي تعداد س. خير است عدد انتخاب شده را حدس بزنيد

  .شود را در هر يك از حالات زير بدست آوريد
  )i=1, 2,...,10.())است iآيا عدد نوشته شده (( امين سوال شما اين باشد كه i )الف
  .ر سوال سعي كنيد كه نصف بقيه اعداد را كه نزديك هستند حذف كنيددر ه )ب
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تـايي كـه جـواب     5تايي تقسيم مي كنيم كه در جواب، گـروه   5عدد را به دو گروه  10با اولين سوال،  )ب
تـايي   3تايي و يـك گـروه    2وه تايي را به يك گر 5ال دوم، دسته ؤحال با س. در آن است را به ما مي دهند

5با احتمـال (تايي بود  2تقسيم مي كنيم كه اگر عدد انتخابي در گروه 
ال ديگـر بـه جـواب    ؤ، بـا يـك س ـ  )2

5با احتمال(تايي بود  3و اگر در دسته ) الؤس 3كلاً (رسيم  مي
دسـته را بـه يـك گـروه دو تـايي و يـك       ) 3

3بـا احتمـال  (كه اگر در گروه تكـي بـود    ،ه تكي تقسيم مي كنيمگرو
ال بـه جـواب   ؤبـاز هـم بـا سـه س ـ    ) 1

3با احتمال(تايي بود  2ايم و اگر در گروه  رسيده
  :داريم پس. ال ديگر هم بپرسيمؤبايد يك س) 2

5
1743

2
5
333

1
5
3

5
2







 






 E(X)  

  
اتفاق افتـد بايسـتي مبلـغ     Eبيمه نامه اي را مي نويسد كه اگر در طول يكسال حادثه ، بيمهيك مؤسسه  -27
A اگر شركت بيمه برآورد كند كه پيشامد . پرداخت نمايدE  با احتمالp     در طول يكسال اتفـاق مـي افتـد

  باشد؟ Aدرصد مبلغ  10چه مقدار بايستي حق بيمه را تنظيم نمايد تا متوسط سود شركت 

  :حل





  10

1
10 pAAAp =حق بيمهAp =متوسط هزينه هر قرار داد 

  
تـاي آنهـا معيـوب هسـتند      4قطعـه اسـت و    20تايي از قطعات داخل جعبه اي كـه شـامل    3يك نمونه  -28

  .اميد رياضي تعداد قطعات معيوب داخل نمونه را بدست آوريد. انتخاب مي كنيم
  :متغير فوق هندسي است، داريممتغير تصادفي ذكر شده، يك ه با توجه به اينك :حل

5
3

20
34





N
mnE(X)  

  
شود و  ريال هزينه مي 1Cبراي تشخيص عامل اول. براي خرابي يك دستگاه دو عامل تعيين شده است -29

بطور مشابه اين هزينه ها براي عامـل  . ريال رفع مي گردد 1Rاگر عامل خرابي همان عامل اول باشد با هزينه
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بـا  . باشـند  2و1نشان دهنـده احتمالهـاي خرابـي توسـط عاملهـاي      ) p-1(و pاگر . ريال هستند 2Rو2Cدوم
در (بايستي ابتدا عامل اول و سپس عامل دوم را كنترل نمـود  ) iC )2,1=iوp ،iRاعمال چه شرايطي روي

تا اينكه ميزان هزينه برگشت دستگاه به حالت عـادي كـاركردن   ) مقابل كنترل عامل دوم و سپس عامل اول
  .حداقل شود

  .اگر اولين كنترل منفي باشد، بايستي دومين كنترل نيز انجام گيرد :تذكر
  :سپس عامل دوم را بررسي كنيماگر ابتدا عامل اول و  :حل

p)-( )RC(Cp )R(C)E(X 1221111   

  :اگر ابتدا عامل دوم و سپس عامل اول را بررسي كنيم
)pRC(Cp)-( )R(C)E(X 112222 1   

مسـأله  ، تصميم مي گيريم كه ابتـدا عامـل اول بررسـي شـود يـا دوم؛ و جـواب       E(X2(و  X1)E(با مقايسه
  :است كههنگامي 

211 pCC p)-(   

  
امـين   nاگـر در  . قدر پرتاب مي كند تا براي اولين مرتبه خط ظاهر شـود آن شخصي يك سكه سالم را -30

نشان دهنـده ميـزان جـايزه شـخص باشـد       Xفرض كنيد . ريال جايزه مي برد n2پرتاب خط ظاهر شود وي
  .مشهور است ))سنت پترزبورگ پارادوكس((له به أاست، اين مس E(X)نشان دهيد كه

  آيا مايل هستيد كه مبلغ يك ميليون ريال براي يك مرتبه انجام اين بازي بپردازيد؟ )الف
در صـورتيكه تـا زمـاني كـه     . آيا مايل هستيد كه مبلغ يك ميليون ريال را براي هر مرتبه بازي بپردازيـد  )ب

  .انيد بازي را ادامه دهيد و فقط زمان توقف را تعيين نماييدمايل باشيد بتو

1  :حل
01

1 2   2  







  ii

i

i

i
p)-p(P(i)(x) p xE(X)  
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12  
111

1
 

براي اينكـه ضـرر نكنـيم     يعني. شود مي كمتر از مبلغ پرداختيبه احتمال بسيار زياد، جايزه خير، زيرا  )الف

2در شرايط  nبار ببريم كه  nبايد حداقل 
1000000

log 
log n  20لذا  .صدق كندn بـا احتمـال   تنهـا  ، يعني

202
  .ريال مي شود 1000000جايزه ما بيشتر از  1
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  بله، زيرا )ب



 











1000000

  10000002     10000002
111 i

i
i

iii
i

i PPP)(E(X)  

  .از ضرر شود لذا چون اميد رياضي برد بي نهايت است، آنقدر بازي را ادامه مي دهيم تا ميزان برد ما بيش
  

بـراي قضـاوت   . هر شب هواشناس هاي متفاوت احتمال اينكه روز بعد باران بيايـد را اعـلام مـي كننـد     -31
اگـر هواشناسـي   . ميزان صحت پيش بيني آنها به هر يك از آنها امتيازهايي بشرح زير اختصـاص مـي دهـيم   

  :است ازباران مي آيد آنگاه امتياز او عبارت  pبگويد كه فردا با احتمال 
211                                   اگر باران ببارد p)-(  
21                                          اگر باران نبارد p-  

سپس امتيازهاي او را براي يك مدت معين جمع آوري نموده و فردي كه بـالاترين امتيـاز را كسـب كـرده     
فرض كنيد يـك هواشـناس از ايـن مطلـب اطـلاع دارد و بنـابراين       . بهترين هواشناس شناخته مي شود ،دباش
 pاگر اين فرد واقعاً معتقد باشـد كـه فـردا بـا احتمـال     . ياضي امتياز خود را حداكثر نمايدرخواهد اميد  مي

  ميد رياضي امتياز او حداكثر شود؟را چه مقدار بايستي اعلام كند تا ا pباران مي بارد، 
  :حل








pppp

dp
E(X) d

pppp)p-( ]p-[p p)-((x)p xE(X) ][

    0 2 2

1 21111 222

 

  .جالب است اگر اضافه شود جريان راستگويي و دروغگويي
پاسخ اين سؤال نشان مي دهد، براي اينكه اميد رياضي امتياز هواشناسي حداكثر شود، وقتي او واقعـاً معتقـد   

دروغ نگويـد و آنچـه را كـه واقعـاً بـاور دارد       pهتر است در گفتن مقدار است ب pاست كه احتمال باران
  .را اعلام كند pيعني

آنهـا را مـورد آزمـايش     ،نفري داراي بيماري معيني هستند يـا خيـر   100براي بررسي اينكه يك گروه  -32
نفـر را   10نفري تقسيم نموده و نمونه خون هر  10خون قرار مي دهيم بدين ترتيب كه آنها را در گروه هاي 

نفـر كـافي بـوده     10اگر نتيجه آزمايش منفي باشد يك آزمايش براي اين نفر . كنيم با يكديگر آزمايش مي
 11راد بطور جداگانـه نيـز آزمـايش مـي شـوند و جمعـاً       است در حاليكه اگر نتيجه مثبت باشد هركدام از اف

  .آزمايش انجام مي گيرد
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اميـد  . اسـت  1/0برابر فرض كنيد احتمال اينكه فردي اين بيماري را داشته باشد براي همه افراد بطور مستقل 
تـي  توجه كنيد كه فرض بر اين است كه وق. (براي هر گروه را بدست آوريدرياضي تعداد آزمايشهاي لازم 

  ).نتيجه آزمايش مثبت است، حداقل يك نفر داراي بيماري است
1)9/0(11)1)9/0((1011  )9/0(51/7  براي يك گروه :حل 101010  (x)p xE(X)

1011)9/0(10011010)9/0(1/75 براي همه گروهها 1010][ E(X)
  

ال بفـروش مـي رسـاند و    ري 15. ريال خريداري مي كند 10يك پسربچه روزنامه فروش روزنامه ها را  -33
اگر تقاضاي روزانه مشتريان داراي توزيـع دو  . بفروش نرسيده را برگشت دهد مجاز نيست كه روزنامه هاي

3و n=10جمله اي با پارامترهاي 
1=p تقريباً چـه تعـداد روزنامـه بايسـتي خريـداري كنـد تـا سـود او         . باشد

  حداكثر گردد؟
  :بدست آمد، داريم 4فصل  2-4با توجه به رابطه اي كه از مثال  :حل

lb
bP(i)

s

i 



 

0
 

312 0/333 0/2990/1950/0870/017  
15
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P(i)
is

i

s

i

i

i  

  
فرض كنيد كه فروشگاه بزرگ براي هر واحد كالايي كـه متقاضـي دارد و نتوانـد تـأمين      2-4در مثال -34

اين هزينه را معمولاً هزينه ترغيب كردن مي نامند زيرا فروشـگاه  . (گردد cكند نيز متحمل هزينه اي برابر با 
اميد رياضـي ميـزان سـود    ). كه متقاضي هستند و نمي تواند پاسخ بدهد را از دست مي دهدرغبت مشترياني 

را چنان تعيين كنيد كه اميد رياضـي   sكالا ذخيره مي كند را بدست آورده و  sوقتي كه فروشگاه به اندازه 
  .سود حداكثر شود

  فروش رفته؛كالاي سود خالص هر = bبا فرض  :حل
l = به فروش نرسيده؛كالاي زيان خالص هر  

X =و كالا ميزان تقاضاي  
s = تابع سود كالاي ذخيره شدهميزان ،P(s) را محاسبه مي كينم:  
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 Xs            c s)-(X-sb
Xs           l X)-(s-Xb

P(s)  

E(P(s((و E(P(s))سپس 1  كرده و مقدار تفاضل آنها را بـه ازاي مقـادير مختلـف    را محاسبهs   بدسـت
اگـر ايـن كـار را     .مقدار تفاضل، از مثبت به منفي تغييـر علامـت دهـد   نقطه بهينه جايي است كه . آوريم مي

انجام دهيم، جواب
clb

cb)F(s



 يعني نقطه بهينه اولين مقدار  .مي شودs  مي باشد كه تابعF(s)  در

آن از مقدار 
clb

cb


 بيشتر شود.  
  

اگر مهره ها از . ، دو مهره را به تصادف خارج مي كنيممهره آبي است 5مهره قرمز و  5جعبه اي شامل  -35
ريال جريمه مي شويم  1ريال جايزه مي گيريم و اگر از رنگهاي متفاوت باشند  1/1يك رنگ باشند آنگاه 

  :مطلوب است
  .اميد رياضي مبلغي كه برنده مي شويم )الف
  .واريانس مبلغي كه برنده مي شويم )ب

0667/015  )الف :حل
1)1(

 2
1/1

2
10

1
5

  1
5

2
10

2
5

---(x) p xE(X) 















































  

  )ب
  089/1)0667/0(093/1

093/1)556/01()444/021/1(
222

22




--E(X)-)E(XVar(X)

(x) p x)E(X
 

  
واريانس تعداد بازيهايي كه بايدانجام شود را بدست آوريد و نشـان  . در نظر بگيريد i=2را با  22مسأله  -36

2كهدهيد كه اين عدد وقتي 
1

p باشد حداكثر مي شود.  

4101011914  :حل 222222
1
2









  pp-p)-p(p)-(p  p)-(p )E(X ][][  
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102122416

2684  
48484222(
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23422

234222







p    ppp
dp

(X)  Vard  

pp-pp-E(X)-)E(X(X) Var

pp-p-p)pp-E(X)

 

  
  .بدست آوريد 21داده شده در مسأله  Yو  Xرا براي متغيرهاي  Var(Y)و  Var(X)مقدار -37

  :حل

 
5/8292/154242/1625  

92/1542)28/39(

42/1625148  ؛
40332550

22

33332










Var(X)

E(X)

)E(X

 

 
5/8413695/1453  

1369)37(

4)40332550(5/1453  ؛
1

22

22222







Var(Y)

E(Y)

)E(Y

 

  
  :باشد مطلوب است Var(X)=5و  E[X]=1اگر  -38
)]E(X[)الف 22  
Var )(X)ب 34   

2222     15  6  )الف :حل  )E(X-)E(X(E(X))-)E(X(X) Var  

  146)1(44 44442 222   )E(XE(X))E()XXE(X)(E ][  

4559934  )ب  (X) VarX)( Var
  

بعـد از  . تـوپ سـياه اسـت انتخـاب مـي كنـيم       3توپ سفيد و  3توپي را به تصادف از ظرفي كه شامل  -39
انتخاب توپ آن را به ظرف برگردانده و توپ ديگري را انتخـاب مـي كنـيم، ايـن كـار را بطـور نامحـدود        

  .توپ سفيد باشد را بدست آوريد 2توپ انتخاب شده اول  4احتمال اينكه از  .تكرار مي كنيم

  .بينم است فوق داراي توزيع متغير تصادفي:حل
8
32

2
2
12

2
1 2

4





















 )(X P  
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 ،سؤال، احتمال اينكه دانشجويي با حـدس زدن تصـادفي پاسـخ هـا     5جوابي با  3در يك امتحان تستي  -40
  چقدر است؟ سؤال را درست پاسخ دهد 4حداقل 

i  :حل
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i

i)(X P
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 10براي آزمايش كردن او يك سـكه مـنظم را   . مردي مدعي است كه تيزهوشي خارق العاده اي دارد -41

نتيجـه را   10نتيجه از  7او . كندمرتبه پرتاب مي كنيم و از او مي خواهيم نتايج را قبل از آزمايش پيش بيني 
احتمال اينكه وي بدون داشتن خصوصيت تيزهوشي بتواند چنين پيش بيني را انجـام  . ست حدس مي زنددر

  دهد، چقدر است؟

117/0  :حل
1037
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1010
7 
































 )(X P

  
اگـر  . مستقل از يكديگر خراب مي شوند) p-1(فرض كنيد موتورهاي هواپيما در حال پرواز با احتمال -42

، يـك   pد اكثريت موتورهاي هواپيما سالم باشند براي چه مقداري از در يك پرواز موفقيت آميز لازم باش
  موتوره مطمئن تر از يك هواپيماي سه موتوره است؟ 5هواپيماي 

P)موتوره 5كاركردن هواپيماي ( P ) موتوره 3كاركردن هواپيماي (  :حل
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231405
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عـدد   2/0را انتقال مي دهد، به دليل اشكالات موجـود بـا احتمـال     1و  0ه اعداد يك كانال ارتباطي ك -43

فرض كنيد مي خواهيم يك پيام مهم كه شامل يك عدد دودويي اسـت را  . انتقال داده شده اشتباه مي شود
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اگـر  . ارسـال گـردد   11111عـدد   1و بجـاي   00000و  0ارسال داريم و براي كاهش شـانس اشـتباه بجـاي    
اشـتباه خوانـده شـود    با استفاده از اكثريت اعداد رسيده آن را بخواند احتمال اينكـه پيـام   كننده پيام دريافت 

  چقدر است؟ چه فرض استقلالي را در نظر مي گيريد؟
X P)(=P)اشتباه |00000(P)00000+(P)اشتباه|11111(P)11111(  :حل 3 ) =اشتباه(P 
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عدد مخابره شده، مستقل از يكديگر مي توانند درست يا اشتباه دريافـت   5بر اين است كه هر يك از  فرض
2و همچنين عدد اصلي با احتمال  .شوند

  ).كه اين فرض تأثيري در جواب نهايي ندارد(است  1يا  0برابر  1
  

جزء از آنهـا كـار كنـد آنگـاه سيسـتم       kاگر حداقل  جزء ساخته شده كه nتم ماهواره اي از سيك سي -44
كـار مـي كننـد در     1pدر يك روز باراني هر يك از اجزاء مستقل از يكديگر بـا احتمـال  . فعال خواهد بود

اگـر احتمـال    .كـار خواهنـد كـرد    2pحاليكه در يك روز غير باراني هركدام مستقل از يكديگر با احتمال
  باشد احتمال اينكه ماهواره كاركند چقدر است؟ باران آمدن فردا برابر با 

 P)ماهواره كاركند=(P)كاركند| فردا باران بيايد(P)فردا باران بيايد(  :حل
  +P)كاركند| فردا باران نيايد( P) فردا باران نيايد( 
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دانشجويي در حـال آمـاده شـدن بـراي شـركت در يـك امتحـان شـفاهي اسـت و اينكـه روز امتحـان             -45
او محاسبه كرده است كه در روز خوش شانسي . باشد برايش اهميت دارد ))بدشانس((و يا  ))شانس خوش((

ن احتمـال  او را قبول مي كنند و در روز بدشانسي اي 8/0هر يك از امتحان كنندگان بطور مستقل با احتمال 
اگـر  . فرض كنيد كه براي قبول شـدن بايسـتي اكثريـت ممتحنـين او را قبـول كننـد      . كاهش مي يابد 4/0به 

دانشجو احساس كند كه روز امتحان، امكان بدشانس بـودن او دو برابـر خـوش شـانس بـودنش اسـت، آيـا        
  ممتحن را داشته باشد؟ 5ممتحن و يا تقاضاي با  3بايستي تقاضاي امتحاني با 
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 P)ممتحن 3قبولي با =2X(P) =2X(P )| بدشانس(P)بدشانس(  :حل
  +2X(P|خوش شانس( P)خوش شانس( 
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  P)ممتحن 5 قبولي با=3X(P) =3X(P )| بدشانس( P)بدشانس(
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  .ممتحن است 5ممتحن، بيش از احتمال قبولي با  3كه احتمال قبولي با مشاهده مي شود
  

نفر اعضـاء هيئـت منصـفه     12نفر از  9كوم كردن يك متهم لازم است كه حداقل حفرض كنيد براي م -46
همچنين فرض كنيد احتمال اينكه يك عضو هيئت منصفه متهم گناهكاري را . مجرم بودن او بدهند رأي به

 0/ 1و احتمال اينكه متهم بي گناهي را گناهكـار تشـخيص دهـد برابـر بـا      2/0بي گناه تشخيص دهد برابر با 
ل اينكــه درصــد از متهمــين گناهكــار باشــند، احتمــا 65اگــر هــر عضــو بطــور مســتقل رأي بدهــد و  .باشــد
  چه درصدي از متهمين مجرم شناخته مي شوند؟. منصفه رأي صحيح بدهد را بدست آوريد هيئت
 P)رأي صحيح=(P)صحيح| گناهكار(P)گناهكار(  )الف :حل

 + P)صحيح| بي گناه( P) بي گناه(
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نفـر بـه بيگنـاهي او رأي     4د حـداقل  توجه داشته باشيد كه براي اينكه متهمي بيگناه تشخيص داده شود باي
  .نفر به گناهكاري او رأي دهند 9بايد حداقل  ولي براي اينكه گناهكار تشخيص داده شود .دهند

 P)مجرم شناخته شود(=  P)مجرم شناخته شود|  گناهكار(P)گناهكار(
  + P)مجرم شناخته شود|  بي گناه( P)بي گناه(                   

P  )ب )ته شودمجرم شناخ( )35/0()9/0()1/0( )65/0()2/0()8/0( 21
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وكلاي مدافع متهم و شاكي مـي تواننـد    ،قاضي را دعوت مي كنند 9در بعضي از محاكمه هاي نظامي  -47
با هر قاضي مبارزه نموده و درصورتيكه موفق شوند او از جمـع قضـاوت كـم شـده و كسـي جـايگزين وي       

ثريــت قضــات رأي بــه مجــرم بــودن او بدهنــد و در پايــان متهمــي را مجــرم مــي شناســند كــه اك. شــود نمــي
مجرم است هر قاضي بطـور  فرض كنيد وقتي كه متهم واقعاً . اينصورت متهم بي گناه شناخته مي شود غير در

كاهش  3/0رأي به گناهكاري او بدهد و اين احتمال براي متهمي كه بي گناه است به  7/0مستقل با احتمال 
  .يابد
 7قاضـي و   8قاضـي،   9هم مجـرم، گناهكـار تشـخيص داده شـود را در حـالات      احتمال اينكه يك مت )الف

  .قاضي بدست آوريد
  .را براي يك متهم بي گناه محاسبه كنيد) الف(قسمت  )ب
قاضـي   2اگر وكيل مدافع شاكي مجاز به مبارزه با قضاوت نباشد و وكيل مدافع متهم حداكثر بتوانـد بـا    )ج

 60يستي بين وكيل مـدافع مـتهم و قضـات صـورت پـذيرد در صـورتيكه او       مبارزه كند، چه تعداد مبارزه با
  درصداطمينان داشته باشد كه متهم گناهكار است؟

9  )7/0()3/0(  ؛  )الف :حل
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7 قاضي 

. كنيم را محاسبه مي P 6/0) الف+ (P 4/0) ب( ، مقدار)قاضي 9قاضي و  8قاضي،  7( براي هرمورد بالا )ج
  ).9 –تعداد قاضيان = (شد، تعداد قاضي ها همان بايد باشد وتعداد مبارزهكمتر هركدام 
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 01/0سكت هاي كامپيوتري توليد شده توسـط يـك شـركت بـا احتمـال      تجربه نشان داده است كه دي -48
تـايي بـه فـروش مـي رسـاند و       10در بسـته هـاي    را شركت ديسـكت هـا  . مستقل از يكديگر معيوب هستند

اگـر فـردي سـه    . پيشنهاد باز پرداخت پول را با شرط مشاهده حداكثر يك معيوب در هر بسته ارائه مي دهد
  ا خريداري كند احتمال اينكه او يك بسته را برگرداند چقدر است؟بسته از اين ديسكت ها ر

  :يا بيشتر با فرض برگشت در صورت مشاهده يك معيوب )الف :حل
  P)بازگشت هر بسته= ( P)حداكثر يك معيوب= (P -1)همه سالم باشند(

1/0)99/0(1 10   
243/0)9/0()1/0( 21  1

3








 ) = بستهبازگشت يكي از سه(P  

  :ا فرض برگشت در صورت مشاهده بيش از يك معيوبب) ب
)P(X-)P(X-)P(X 1011  ) =بازگشت(P  

0042/09958/01(0/99)(0/01)  (0/99) 1 910
1

10
0
10


























  

0125/0(0/9958)(0/0042)  2
1
3








 ) =بسته بازگشت يكي از سه(P  

  
درصد از تراشه هاي كامپيوتري توليد شده توسط يك شركت توليد كننده سـخت   10فرض كنيد كه  -49

تراشه سفارش بدهيم، آيا تعداد تراشه هاي معيوبي را كـه دريافـت مـي داريـم      100اگر . شندافزار معيوب با
  يك متغير تصادفي دو جمله اي است؟

اگر تعداد تراشه هاي توليدي بسيار زياد باشد و بتوانيم بگوييم كه هر تراشه بطـور مسـتقل بـا احتمـال      :حل
  :داريم ،معيوب است 1/0

xx
xx)P(X 








  100)9/0((0/1) 

100
 

  
مرتبه پرتاب مي كنيم اگر  10اين سكه را . شير ظاهر مي شود pفرض كنيد يك سكه اريب با احتمال  -50

احتمال شرطي اينكه نتيجه سه پرتاب اول به صورتهاي زير باشد را بدست . شير ظاهر شده است 6بدانيم كه 
  .آوريد
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  ).ط باشنديعني اولين پرتاب شير، و دو تا پرتاب بعدي خ(باشد  Tو H ،T )الف
  .باشد Tو   T،H )ب

 T(Pو H ،T| شير6(=   )الف :حل
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احتمال اينكه صـفحه بعـدي   . است 2متوسط تعداد اشتباهات تايپي در يك صفحه از يك مجله برابر با  -51

  :ملاين مجله را كه مطالعه مي كنيد شا
  صفر اشتباه تايپي باشد، )الف
  اشتباه تايپي باشد، 2يا بيش از  2 )ب

  !را بدست آورده، دليل خود را شرح دهيد
202  )الف :حل

!0
)2(0    ! 

 





 ee)P(X
i

ei)P(X
i

-  

  )ب
222 3121

101212
--- e-e-e-

)P(X-)P(X)P(X)P(X




 

  .فرض كرده ايم كه متغير تصادفي تعداد اشتباهات هر صفحه تقريباً توزيع پواسون دارند
  

 5/3ط تعداد هواپيماهاي مسافربري كه در ماه دچـار حادثـه مـي شـوند در سـطح جهـان برابـر بـا         متوس -52
  .احتمال پيشامدهاي زير را بدست آوريد. هواپيما است

  .درماه آينده حداقل دو حادثه اتفاق افتد )الف
  .حداكثر يك حادثه در ماه آينده اتفاق افتد )ب
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  !دليل خود را شرح دهيد
P(X-)P(X(  )الف :حل 112 ) = حادثه 2حداقل(P

5/35/35/3 5/413/51101 --- e-e-e-)P(X-)P(X   

P(X)P(X)P(X(  )ب 101 ) =حداكثر يك حادثه(P 
5/35/35/3  5/4 3/5 --- eee   

  .فرض كرده ايم كه متغير تصادفي تعداد هواپيماهايي كه دچار حادثه مي شوند تقريباً توزيع پواسون دارند
  

احتمال پيشامدهاي زير را . ازدواج در سال گذشته انجام گرفته است 80000باً در ايالت نيويورك تقري -53
  .براي حداقل يك زوج برآورد نماييد

  آوريل بدنيا آمده باشند؟ 30هر دو در روز  )الف
  .هر دو در يك روز از سال بدنيا آمده باشند؟ فرض هاي خود را بيان كنيد )ب

  :توانيم از تقريب پوآسون استفاده كنيم، لذاكوچك، مي  pبزرگ است و  n=80000چون :حل
6/0)365(

180000 2  np  

 P)حداقل يك زوج= (P-1)هيچ زوجي= (P-1)هيچ موفقيت(  )الف
4511/011 -0/6   e-e- -  

2/219365  )ب
180000  np 

1103/6111 962/219-   -- -e-e- )حداقل يك زوج(P   
جوابهـاي اصـلي ايـن مسـأله از     . و مستقل از هـم هسـتند   فرض بر اين است كه تمام روزهاي سال هم شانس

  :مي باشد طريق توزيع بينم بصورت زير

4514/0365  )الف
11365

1 0
8000

1
80000

2
0

2 






















--  

1108/41365  )ب
11365

1 0
8000

1 96800000























 ----  

  
. باشد 2/2فرض كنيد متوسط تعداد خودروهايي كه در هفته در يك بزرگراه متوقف مي شوند برابر با  -54

  .را تقريب بزنيداحتمال پيشامدهاي زير 
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  .هيچ اتومبيلي در هفته آينده متوقف نشود )الف
  .اتومبيل در هفته آينده متوقف شوند 2حداقل  )ب

!    220/  )الف :حل
-

i
- e)P(X

i
ei)P(X 


   

P(X-)P(X)P(X)P(X(  )ب 1011 12 ) تا 2حداقل(P 
-2/2-2/2-2/2  3/212/21 e-ee-   

  
ماشين نويس اول بطور متوسـط در هـر   . كند ماشين نويس جديد استخدام مي 2يك مؤسسه انتشاراتي  -55

اگر مقاله شما با شانس برابـر توسـط   . اشتباه تايپي دارند 2/4اشتباه و ماشين نويس دوم بطور متوسط  3مقاله 
  .احتمال اينكه مقاله هيچ غلط تايپي نداشته باشد را بدست آوريد. يكي از اين دو ماشين نويس تهيه شود

 P)هيچ غلط= ( P)هيچ غلط| 1شين نويس ما(P)1ماشين نويس(  :حل
  + P)هيچ غلط| 2ماشين نويس ( P)2ماشين نويس ( 

 2/4-3-2/4-3-
2
1

2
1

2
1 eeee 





 





   

  
2چند نفر لازم است تا احتمال اينكه حداقل يكي از آنها در روز تولد شما بدنيا آمـده باشـد بـيش از     -56

1 
  گردد؟
  :سون داريمبا استفاده از تقريب پوآ :حل

365365
1 nnnp   

  P)حداقل يكي= (P-1)هيچكدام(

25399/252(2)   (2)  
2
11

 365365

365-    2
1    2

1 365365














nnn

nee-

LLn

Lnnn --

 

  
فرض كنيد تعداد حوادثي كه در يك بزرگراه در روز اتفاق مي افتد يك متغيـر تصـادفي پوآسـون بـا      -57

  .باشد 3پارامتر 
  .اق افتد را بدست آوريدحادثه اتف 3احتمال اينكه امروز حداقل  )الف
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  .را با اين فرض كه امروز حداقل يك حادثه اتفاق افتاده است تكرار كنيد) الف(قسمت  )ب
P(X-)P(X(  )الف:حل 213 ) = تا 3حداقل(P 

5768/08/512
9312101 -3-3-3-3  e-e-e-e-)P(X-)P(X-)P(X-  

6070/01  )ب
 4/531

3-
-3-3-3


e-
e-e-e-B)|P(A) =3| امروز حداقل يكيX(P 

  
  .ريب پوآسون را با مقدار صحيح احتمال دو جمله اي در حالات زير مقايسه كنيدتق -58
  X{P=2{و                      p             ،8 = n=1/0)الف
  X{P=9{و                       p           ،10 =n=95/0)ب
  X{P=0{و                       p              ،10 =n=1/0)ج
  X{P=4{و                       p                 ،9 =n=2/0)د

  )الف :حل

1437/0! 2
)8/0(2

2)1/0()9/0(1488/0  ؛
28/0

62 2
8
















-e)P(X

)P(X
 

  )ب

13/0! 9
)5/9(9

9)95/0()05/0(315/0  ؛
9/59

19 9
10
















-e)P(X

)P(X
 

  )ج

3678/0!0
)1(0

0)1/0()9/0(3486/0  ؛
01

100 0
10
















-e)P(X

)P(X
 

  )د

072/0! 4
)8/1(4

4)2/0()8/0(066/0  ؛
48/1

54 4
9
















-e)P(X

)P(X
 

  .مقدار بزرگي دارد، تقريب خوبي بدست نيامده است pكه  ))ب(( مي بينيم كه در حالت
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بازي خريداري كنيـد و در هـر بـازي، شـانس برنـده       50شركت در يك بازي را براي انجام  اگر بليت -59
100شدن شما 

  .احتمال تقريبي برنده شدن را در حالات زير بدست آوريد. باشد 1
  حداقل دو مرتبه)ج  يك مرتبه)ب  حداقل يك مرتبه)الف
3935/0011  )الف :حل 5/01  -e-)P(X-)P(X) ردب 1حداقل(P 
3033/00/51  )ب 5/0  -e)P(X)1 برد(P

5/05/0  )ج 5/0101 1 -- e-e-)P(X-)P(X- ) برد 2حداقل(P 
0902/0=3033/0- 3935/0= 

  
تعداد دفعاتي كه يك فرد در سال دچار سرماخوردگي مي شود يك متغير تصادفي پوآسون با پـارامتر   -60

5= دار زيادي ويتامينكه مقي ي جديدرودا فرض كنيد. استC طوريكه پارامتر پوآسون  دارد تهيه شده
اگر فردي دارو . درصد هيچ تاثيري ندارد 25كاهش مي دهد و براي بقيه  =3درصد جامعه به  75را براي 

  ست؟براي او مؤثر بوده امرتبه سرماخوردگي داشته باشد با چه احتمالي دارو  2را استفاده كرده و 

  :حل
P(B)

B)P(AB)|P(A 
)2 دارو مؤثر| بار سرماخوردگي(P 

))P(AA|P(BA)P(A)|P(B
A)P(A)|P(B

P(B)
A)P(A)|P(B

cc
  

8886/0
25/0! 2

575/0! 2
3

75/0! 2
3

2523

23












 --
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ee
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61-*  
زوج به تصادف دور يك ميز گرد نشسته باشـند، احتمـال اينكـه هـيچ مـردي پهلـوي همسـرش         nاگر  -62

 14-5قـدار دقيـق احتمـال مربـوط در مثـال      ريب خود را با مقاست، ت n=1وقتي كه . نباشد را بدست آوريد
  .مقايسه كنيد 2فصل 
  :حل

12
2

! )12(
! )22(2

-n-n
-n




)زوج iكنار هم(P  
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3490/019
20
  ee- )هيچ موفقيت(P ) =هيچ زوج(P  

  .با مقدار تقريبي فرق دارد 01/0مي باشد كه حدود  3395/0مقدار دقيق احتمال 
  

  .نفر در هر دو دقيقه وارد يك فروشگاه مي شوند 1با نرخ افراد  -63
  .وارد نشود را بدست آوريد 12:05تا  12:00احتمال اينكه هيچ كس در فاصله ساعت  )الف
  .ست آوريدنفر درآن زمان وارد فروشگاه شوند را بد 4ل اينكه حداقل ااحتم )ب

P )هيچ ورود(  )الف :حل 2
5t 

0821/002
5 2/5 






 





  -t- eeNP 

  )ب )P(N(t)  P)نفر 4حداقل (31

2424/0!3
)5/2(

! 2
)5/2( 5/21 2/532/522/52/5  ---- e -e -e-e-

 
  

نفـر در مـاه گـزارش شـده      100000 كشـي درهـر  خود 1نرخ خودكشي در يك ايالت آمريكا برابر بـا   -64
  .است
را بدسـت  خودكشي در ماه اتفـاق افتـد    8نفري آن ايالت حداقل  400000احتمال اينكه در يك شهر  )الف

  .آوريد
  .خودكشي باشد را بدست آوريد 8احتمال اينكه براي حداقل دو ماه در سال، در هر ماه حداقل  )ب
 iخودكشي وجود دارد ماه شماره n حتمال اينكه اولين ماهي كه حداقلبناميم ا 1اگر ماه فعلي را شماره  )ج

 )(i 1 ي را در نظر گرفته ايد؟چه فرض هاي. ، باشد را بدست آوريد  
4  )الف :حل np  

  
Ae-...-e-e-

i
e-)P(X-)P(X

-
--

i
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 P)ماه 2حداقل = (P-1)يك ماه( - P)هيچ ماه( با توجه به الف )ب
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  :متغير تصادفي مورد نظر، هندسي است )ج



















ni

i-

ni

i-
p

i
e

i
e

! 
4

! 
4

  P)خودكشي nحداقل ( 
11 -ip)-p( ) اولين ماه با حداقلn  ،خودكشيi باشد(P  

  .فرض بر اين است كه ماهها، مستقل از يكديگر هستند
  

. داراي بيماري خاصي هسـتند  001/0سرباز يك پادگان، مستقل از يكديگر با احتمال  500هر يك از  -65
سـرباز را مخلـوط    500مونه خون اين بيماري را مي توان با آزمايش خون تشخيص داد و لذا براي سهولت ن

  .نموده و آزمايش كرده اند
احتمال تقريبي اينكه نتيجه آزمايش مثبت باشد، يعني حداقل يك نفر داراي بيمـاري باشـد را بدسـت     )الف

  .آوريد
  .حال فرض كنيد كه نتيجه آزمايش مثبت است

  با اين شرط احتمال اينكه بيش از يك نفر بيمار باشند چقدر است؟ )ب
  .رض كنيد يكي از سربازها مي داند بيمار استف
  بيمار مورد نظر در مورد احتمال اينكه بيش از يك نفر بيمار باشند چه ايده اي دارد؟ )ج

چون نتيجه آزمايش خونهاي مخلوط شـده مثبـت اسـت، مسـئولين تصـميم مـي گيرنـد كـه افـراد را بطـور           
امين آزمايش كـه روي فـرد مـورد     iآزمايش منفي و  )i-1(نتيجه اولين . جداگانه مورد آزمايش قرار دهند

  .نتيجه اش مثبت بود نظر انجام گرفت
 iبا اطلاعات فوق احتمال اينكه هـر يـك از افـراد باقيمانـده داراي بيمـاري باشـند را بصـورت تـابعي از          )د

  .بدست آوريد
  :ت كه با پواسون تخمين زده مي شودمتغير تصادفي بينم اس :حل

5/0001/0500  np  
3935/011  )الف -0/5   e-e-  P)حداقل يك نفر= (P -1)هيچكس(-
-P(X-)P(X-)(X(  )ب P 10111 )بيش از يك نفر(P 

09/05/01 -0/5-0/5  ee- 
P)بيش از يك نفر| حداقل يك نفر( = P)حداقل يك نفر| بيش از يك نفر(P)بيش از يك نفر(  P)حداقل يك نفر(                                  
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  229/03935/0
09/01



 

ماننـد قسـمت الـف اسـت، بـا ايـن       بيمار باشد، ) حداقل(يعني احتمال اينكه به جز او، يك نفر ديگر هم  )ج
  .است 001/0 499=499/0برابر با  تفاوت كه مقدار 

3935/01 499-0/  e-P  
  .است 001/0ام برابر با  iنفر اول برابر صفر است ولي براي نفرات بعد از نفر ) i-1(احتمال بيماري براي ) د
  

اسـت را در نظـر   ) دو صـفر (00و عـدد  36تـا   0عـدد بصـورت اعـداد     38يك گردونه بازي كه شـامل   -66
شرط بندي كند، احتمـال پيشـامدهاي زيـر را بدسـت      12تا  1اگر فردي همواره روي يكي از نتايج . بگيريد
  .يدآور
  .شرط اوليه را ببازد 5 )الف
  .اولين برد او در چهارمين شرط بندي اتفاق افتد )ب

15/038  )الف :حل
26 5







 )5 شرط اول را ببازد(P

1012/038 .متغير تصادفي هندسي است )ب
26

38
121

33 





 p)-p(P  

  
رنده شود بعنوان برنده نهايي مرتبه ب 4دو تيم ورزشي يك سري بازي انجام مي دهند و اولين تيمي كه  -67

فرض كنيد يكي از تيم ها قوي تر از ديگري است بطوريكه احتمال بـرد آن در هـر بـازي    . انتخاب مي شود
ايـن  . بازي را ببرد را بدسـت آوريـد   iقوي تر ماحتمال اينكه تي. است 6/0مستقل از بازي هاي ديگر برابر با 

 2حتمال برنده نهايي شدن تيم قوي تر را با احتمال اينكه آن تـيم  ا. محاسبه كنيد i=4،5،6،7احتمال را براي 
  .بازي را ببرد مقايسه كنيد 3بازي از 

  .است 0،1،2،3،4برابر با  iتعداد بردهاي تيم قويتر باشد مقادير ممكن براي  iاگر) الف :حل
  

 ;  )4/0()6/0( 3
6

)3 ;  )4/0()6/0( 2
5

2

 ;  )4/0()6/0( 1
4

)1 ;    )4/0(0
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i)(باشدبرد داشته3تا0توجه كنيد كه اگر تيم قويتر بين 3,2,1,0   ًآنگاه تعداد بردهاي تيم ضعيفتر حتمـا
  :برد داشته باشد بنابراين 3تا  0بازي ببرد، تيم ضعيفتر مي تواند بين  4است ولي اگر تيم قويتر  4برابر 

  
 )4/0()6/0( 3

1
4 44

7

4




 









 
 n

n

n
)P(i  

12  )ب )4/0()6/0(2
3










 )2  تا ببرد 3بازي از(P

  
2فرض كنيد كه دو تيم با هم بازي كرده و احتمال برد هـر تـيم    67در مسأله  -68

در ايـن صـورت   . باشـد  1
  .بازيها را بدست آوريد اميد رياضي تعداد

  :حل

















































 2

1
2
1 1

4
 1

2
52

1 1
2

4 
44

(x) pxE(X)

8125/52
1

2
1 3

6
 1

2
72

1
2
1 2

5
 1

2
6

3424
































































  

  
مصاحبه كند اگر خبرنگار لازم باشد كه  به خبرنگاري ليست افراد بانفوذي را داده اندكه بايستي با آنها -69
3نفر مصاحبه كند و هر فرد بطور مستقل با احتمال  5با 

احتمال اينكه . موافقت نمايد كه با او مصاحبه شود 2
  .ليست وي قادر به تامين تعداد افراد مورد نياز باشد را در هر يك از حالات زير بدست آوريد

  .نفر باشد 5مل يست شال )الف
  .نفر باشد 8ليست شامل  )ب

  نفر از افراد ليست مصاحبه كند چقدر است؟ 7)نفر، د6)احتمال اينكه خبرنگار بتواند با ج) ب(براي قسمت 

243  )الف :حل
320

3
1

3
2 5

5 5
























 )موفقيت(P 

، پنجمين موفقيت بايد در اگر از بينم منفي برويم. دست آوريممي توانيم جواب را از بينم يا بينم منفي ب )ب
  .دفعات پنجم، ششم، هفتم يا هشتم باشد

6561
4864

3
1

3
2 1-5

1- 558
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  1P)موفقيت( 

  :اگر از بينم برويم داريم
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نشاندهنده  Xاگر . ين مرتبه ظاهر شودميك سكه منظم را بطور متوالي پرتاب مي كنيم تا شير براي ده -70

  .را بدست آوريد Xتابع احتمال . تعداد خط هاي ظاهر شده باشد
  :حل

0            2
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2
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9 10
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i)P(X

i
  

چـوب   1Nرا وقتي كه قـوطي كبريـت طـرف چـپ او از ابتـدا شـامل       ) 5-8مثال(سأله كبريت باناخ م -71
  .چوب كبريت داشته باشد حل كنيد 2Nكبريت و قوطي كبريت سمت راست او

 P)اول سمت راست تمام شود(  :حل
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 )اول سمت چپ تمام شود(P  





















 










 









1
12

2
121

 2
1 21
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  P)تمام شدن( 

  
در مقابل كشف خالي (مسأله كبريت باناخ احتمال اينكه در لحظه اي كه قوطي اول خالي مي شود  در -72
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سياسـت او ايـن   . تايي خريداري مي كنـد  20يك خريدار قطعات ترانزيستور، آنها را در محموله هاي  -77

. پذيرد قطعه را به تصادف انتخاب كرده و اگر همه آنها سالم باشند محموله را مي 4است كه در هر محموله 
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  .برابر با يك مي باشد

  
سيستمي شامل يك واحد اصلي به اضافه يك واحد پشتيبان است كه مي تواند براي يك مدت زمان  -2
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  .تقاضاي فصلي است
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منظـور ازايـن عبـارت چيسـت؟     . انتخاب مي كنـيم  Lيك نقطه به تصادف روي پاره خطي به طول  -11
4احتمال اينكه نسبت پاره خط كوتاهتر به پاره خط بزرگتر كمتر از 
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  :حالت دوم
E(X)=E(X| 25 تا 0(  P )25 تا 0(  +E(X| 5/37 تا 25(  
×P )5/37 تا 25(  +E(X| 50تا 5/37(  P )50تا 5/37(  
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  .پس حالت دوم بهتر است
  .مي توان ساده تر حل نمود 7البته بايد در نظر داشت كه اين مساله را با اطلاعات فصل 

  
مي رسيد و مـي دانيـد كـه اتوبـوس در زمـاني كـه بطـور        صبح به يك ايستگاه اتوبوس  10شما ساعت  -13

  .است به ايستگاه خواهد رسيد 10:  30و  10يكنواخت بين 
  دقيقه منتظر بمانيد چقدر است؟ 10احتمال اينكه بيش از ) الف
دقيقـه ديگـر    10هنوز اتوبوس به ايستگاه نرسيد باشد، احتمال اينكه شما حداقل  10:  15اگر در ساعت ) ب

  تظر بمانيد چقدر است؟نيز من
  زمان انتظار= X)الف: حل
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از گـزاره    را با اسـتفاده  E[Xn[ .باشد) 0و1(يك متغير تصادفي يكنواخت روي فاصله  Xفرض كنيد  -14

  .با تعريف اميد رياضي مقايسه كنيد محاسبه كرده و نتيجه را) 2-1(
  :حل
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2  .هم سازگار است Xيد رياضي ماين فرمول با تعريف ا
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  .باشد، احتمالات زير را محاسبه كنيد2=36و  µ=10يك متغير تصادفي نرمال با پارامترهاي  Xاگر  -15
  X{P > 8{ )ج  ،   P}X < 4 > 16{ )ب  ،   P}X < 5{ )الف
  X{P < 16{ )ه  ،  P}X >20{)د

7967/06  )الف :حل
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1587/08413/011116  )ه
101616 





 





 )P(Z)P(ZXP)P(X  

  
. اسـت  σ= 4و  µ= 40ه معـين داراي توزيـع نرمـال بـا     در يك ناحي ـ) بر حسب اينچ(ميزان باران سالانه  -16

چ باشـد را  يـن ا 50سال منتظر بمانيم تا ميزان بارندگي در سال بـيش از   10احتمال اينكه از امسال براي مدت 
  چه فرض هايي را در نظر مي گيريد؟. بدست آوريد

  ميزان بارندگي= X: حل

9938/05/2)50
0062/09938/015/21

5/24
405050











 







)P(ZP(X

)P(Z

)P(ZXP)P(X

 

  . از ساير سالهاست فرض مي كنيم هر سال مستقل
94/0)9938/0()10 10  سال منتظر بمانيم (P   

  :باران ببارداينچ  50بيش از اما اگر منظور اين باشد كه در سال دهم 

0062/0)9938/0( 9 P  
  

امتيـاز   10مردي تلاش در زدن هدفي دارد كه اگر پرتاب او در محدوده يـك اينچـي از هـدف باشـد      -17
امتيـاز   3ايـنچ از هـدف باشـد     5و  3امتيـاز و اگـر بـين     5اينچ از هدف باشد  3و  1كسب مي كند، اگر بين 
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توزيع شده باشد، متوسط تعـداد   10و  0اگر فاصله پرتاب از هدف بطور يكنواخت بين . كسب خواهد كرد
 .امتيازها را بدست آوريد

  فاصله پرتاب از هدف = X: حل
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0/29اگر . است 5ا ميانگين بيك متغير تصادفي نرمال  Xفرض كنيد كه  -18  }P{X  ،باشـدVar(X) 

  .را با تقريب بدست آوريد

2/04599    2/041  :حل 
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را چنـان پيـدا كنيـد كـه      cمقـدار  . باشـد  4و واريـانس   12ا ميانگين بي نرمال يك متغير تصادف Xاگر  -19

1/0=P{X>c} گردد.  
  :حل

56/1428/12
12    9/02

12

1/02
12

2
121/0









 








 







 







cccZP

cZPcXPc)P(X

  
درصد از جمعيت يك جامعه بزرگ موافـق پيشـنهاد افـزايش ماليـات مدرسـه باشـند، احتمـال         65اگر  -20

  اشد چقدر است؟ نفري شامل موارد زير ب 100تقريبي اينكه يك نمونه تصادفي 
  .نفر موافق پيشنهاد باشند 50حداقل ) الف
  .نفر موافق پيشنهاد باشند 70و  60بين ) ب
  .نفر موافق پيشنهاد باشند 75كمتر از ) ج
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  )الف: حل
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و  µ= 71ساله يك متغير تصادفي نرمال بـا پارامترهـاي    25مردان ) چينبر حسب ا(فرض كنيد طول قد  -21
25/6=2 اينچ قد دارند؟ چنـد درصـد از مـردان     2فوت و  6ساله بيشتر از  25چه درصدي از مردان . است

  اينچ قد دارند؟ 5و  ،فوت 6فوت بيش از  6بلندتر از 
  :اينچ است، لذا داريم 12هر فوت، 

  )لفا: حل

11/5%0/11510/8849-1
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4/0
4/2

72
7772)77
















)P(Z
)P(Z

)P(X
)P(X

P(B)
B)P(AB)|P(AX|P(X 

 

  
 µ 0030/0 =σ= 9000/0داراي توزيع نرمال با ) بر حسب اينچ(پهناي قالب هاي ميله هاي آلومينيومي  -22

  .باشد 9000/0 ± 0050/0اگر حد مجاز تعيين شده براي پهناي قالب ها برابر با . است
  وب هستند؟چه درصدي از قالب ها معي) الف
  قالب داشته باشيم چقدر است؟ 100معيوب در  1كه باعث نمي شود بيشتر از  σحداكثر مقدار مجاز ) ب

 P)سالم=X<8950/0(P)>9050/0(  )الف: حل

905/0)67/167/1(0030/0
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0030/0
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 ZPZP  

%5/9        095/0=905/0-1) =سالم (P -1 ) =معيوب (P 
 P) معيوب= ( P      01/0 =100÷ 1 )سالم(=99/0  )ب
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99/0) =905/0 < X<895/0(P) =سالم (P   
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مرتبه مشاهده شود را بـا   200تا  150بين  6احتمال اينكه عدد . يك تاس سالم هزار بار پرتاب مي شود -23
مرتبـه   150كمتـر از   5مرتبه مشاهده شود، احتمال اينكـه عـدد    200 دقيقاً 6اگر عدد . تقريب بدست آوريد

  .مشاهده گردد را بدست آوريد
  :ه باشد، داريمهم جزء فاصل 200و  150با فرض اينكه ) الف
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طول عمر تراشه هاي توليد شده توسط يك كارخانه توليد قطعات الكترونيكي داراي توزيـع نرمـال بـا     -24

6104/1پارامترهاي  5103و )100يـك بسـته   احتمـال تقريبـي اينكـه    . است) بر حسب ساعت 
6108/1تراشه كه طول عمرشان كمتر از  20تايي از اين تراشه ها شامل   است را بدست آوريد.  

  :حل
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داراي كيفيـت   95/0هر قطعه اي كه توسط يك كارخانه توليد مي شود مستقل از يكديگر بـا احتمـال    -25
قطعه غير قابـل قبـول باشـد را     10قطعه توليد شده حداكثر  150احتمال تقريبي اينكه از . بل قبول مي باشدقا

  .بدست آوريد
  تعداد قطعات غير قابل قبول:  X: حل

  .است 05/0احتمال معيوب بودن هر قطعه 
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درصـد از مواقـع شـير     55ديگري اريـب كـه   يكي سالم و . دو نوع سكه در كارخانه اي توليد مي شود -26
براي تحقيق اينكه . يكي از اين سكه ها در اختيار ما است اما نمي دانيم كه سكه سالم يا اريب است. آيد مي

مرتبـه پرتـاب    1000سكه را : كداميك از دو سكه را در اختيار داريم، آزمون آماري زير را انجام مي دهيم
ر مشاهده شود، آنگاه نتيجه مي گيريم كه سكه اريب است، ولي اگر كمتـر  مرتبه شي 525كرده اگر حداقل 

سـالم باشـد،    اگـر سـكه واقعـاً   . مرتبه شير مشاهده شود، آنگاه نتيجه مي گيريم كه سكه سـالم اسـت   525از 
  احتمال اينكه به نتيجه غلط برسيم چقدر است؟ اگر سكه اريب باشد پاسخ چيست؟

 P) نتيجه غلط |لم سكه سا= X(P)≤ 525(  )الف: حل

0606/055/181/15
)5/0)(1000(5/524

1
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 P) نتيجه غلط |سكه اريب =X(P)>525(  )ب

0/0526-/62)45/0)(55/0)(1000(
)55/0)(1000(5/524








 
 )P(ZZP  

 
آيـا منطقـي اسـت كـه فـرض      . مرتبه شير مشاهده شد 5800مرتبه پرتاب مستقل يك سكه،  10000در  -27

  .كنيم سكه سالم نيست؟ توضيح دهيد
امـا بـا   . ه نام آزمون فرض استفاده مـي كننـد  مبحثي از درس آمار ب براي جواب دادن به اين سوال، از: حل

تعـداد   99/0نگاهي ساده به مسأله مي توان چنين در نظر گرفت كه اگر سكه سالم باشـد آنگـاه بـا احتمـال     
)z(بار پرتاب بايد در بازه  10000شيرهاي ظاهر شده در  25005000 995/0  باشد.  
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باشـد،  ) 4781و 5129(بايد تعداد شيرهاي ظاهر شـده در بـازه    99/0ر نتيجه اگر سكه سالم باشد با احتمال د
دارد نتيجه مـي گيـريم   بالا فاصله بسيار زيادي با بازه ) بار 5800( ي ظاهر شدهحال از آنجاييكه تعداد شيرها

  .كه منطقي نيست كه سكه را سالم در نظر بگيريم
چپ دست در مدرسـه   20احتمال تقريبي اين پيشامد كه حداقل . دم چپ دست هستنددرصد از مر 12 -28

  .فرض هاي خود را بيان كنيد. آوريد تدانش آموز دارد وجود داشته باشد را بدس 200اي كه 

  نفره 200تعداد چپ دست ها در مدرسه :  X: حل
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 sكار مي رود فرض مي شود كه اگر قيمت جاري يـك سـهام   در مدلي كه براي تغييرات قيمت سهام ب-29

با . مي شود dsبرابر با  p-1است يا با احتمال  usبرابر  pباشد آنگاه پس از يك دوره قيمت آن با احتمال 
فرض، اينكه تغييرات متوالي مستقل از يكديگر مي باشند احتمال تقريبي اين پيشامد كه قيمت سهام حداقل 

52/0 و 99/0  ,012/1هزار دوره زمـاني افـزايش مـي يابـد را بـا فـرض       درصد پس از  30  udp   بـه
  .دست آوريد

  :تعداد دفعاتي است كه افزايش نرخ داشته ايم X: حل

)lnln x)-(ln  P(x

)P(S))()(P(S x-xx-x

3/10/99 1000012/1
3/10/99012/13/10/99012/1 1000 1000




 

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  دكتر مجيد ايوزيان  انتشارات ترمه
  پيوسته متغيرهاي تصادفي :مپنجفصل 

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

137

0/999319/38/15
5/50

48/052/01000
100052/02

1470
470

4702/469
0/99 012/1

0/99 10003/1 3/1 0/99  10000/99 012/1







 






























 

)P(z-zP
--

zP)P(x

)P(x)P(x

 
ln-ln 
ln -lnxP)lnln)ln -(ln  P(x

 

  
بـه تصـادف در   اگـر نقطـه اي   . نقشه اي اندازه گذاري شده به دو ناحيه سياه و سفيد تقسيم شده اسـت  -30

 σ 2= 4و واريـانس   µ= 4ناحيه سفيد انتخاب شود اندازه اي را مي دهد كه داراي توزيع نرمـال بـا ميـانگين    
ا ب ـاست، در حاليكه اگر نقطه اي به تصادف از ناحيه سياه انتخاب شـود انـدازه اي كـه داراي توزيـع نرمـال      

مشـاهده   5دف از نقشـه انتخـاب نمـوده و مقـدار     نقطه اي را به تصـا . است را خواهد داد) 6, 9(پارامترهاي 
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  .ناحيه انتخاب شده يكسان مي شود
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اگـر حريـق   . مستقر شـود  Aاده اي به طول قرار است يك ايستگاه آتش نشاني در محلي كنار ج) الف -31
است رخ دهد، ايستگاه آتش نشـاني را بايسـتي در چـه    ) A ,0(در نقطه اي كه بطور يكنواخت روي فاصله 

             را طــوري انتخــاب كنيــد كــه aمحلــي مســتقر نمــود، تــا متوســط فاصــله از حريــق حــداقل شــود؟ يعنــي،  
E[|X-a|]  وقتي كهX خت روي فاصله داراي توزيع يكنوا)A,0 (است حداقل گردد.  
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 λداراي توزيع نمايي با نـرخ   0حال فرض كنيد كه طول جاده نامحدود است اگر فاصله حريق از نقطه ) ب
را وقتـي   E[|X-a|] باشد آنگاه ايستگاه آتش نشاني بايستي در چه محلي مستقر شود؟ يعني، مي خـواهيم 

  .داقل كنيماست، ح λداراي توزيع نمايي با نرخ  Xكه 
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، داراي توزيـع نمـايي بـا    )بـر حسـب سـاعت   (مدت زماني كه لازم است تا يك ماشين را تعميـر كنـيم    -32
2پارامتر 

1
است.  

  .ت طول كشد را بدست آوريدساع 2احتمال اينكه مدت تعمير بيش از ) الف
سـاعت از   9ساعت طول بكشد بشرط اينكـه بـيش از    10احتمال شرطي اينكه مدت زمان تعمير حداقل ) ب
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8ول عمر يك راديو بر حسب سال داراي توزيع نمايي با پارامتر ط -33

1
 اگر فردي يـك راديـو   . است

  سال ديگر كار كند چقدر است؟ 8دست دوم خريداري كند، احتمال اينكه 
  :بنابراين. متغير تصادفي نمائي، بدون حافظه است: حل
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ا خريـداري كنـد، احتمـال    اگـر فـرد اول ماشـين ر   . مايل كار كرده است 10000دارد كه ادعا مي كند فقط 

  مايل ديگر بتواند استفاده كند چقدر است؟ 20000اينكه او حداقل 
مسأله را با فرض اينكه طول عمر ماشين بر اساس مسافت طي شـده داراي توزيـع نمـايي نبـوده بلكـه داراي      
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  4040- 2 tt00025/0  +027/0)=t(λ  
) اينكه او تا سـن الـف   احتمال. ساله سيگاري از ساير خطرات ديگر مصون باشد 40با فرض اينكه يك مرد 

  سالگي بدون ابتلا به سرطان ريه زنده بماند چقدر است؟ 60) سالگي، ب 50
  )الف: حل
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0244 2  YxYx يقي باشند چقدر است؟حق  
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)2,2(بطور يكنواخـت روي فاصـله    өيك عدد ثابت معين و Aكه  R=A sinتوزيع  -41 -   توزيـع
 اگر موشكي از مركز پرتاب. در نظريه پرتاب ها مطرح است Rمتغير تصادفي . شده است، را بدست آوريد

ين برمـي گـردد را   كـه موشـك بـه زم ـ    Rآنگاه نقطـه  . پرتاب شود vاز سطح زمين و با سرعت با زاويه 
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  6فصل 
  متغيرهاي تصادفي با توزيع توأم

  
  
  
  .را در هر يك از حالات زير بدست آوريدY وX تابع احتمال توام . دو تاس سالم پرتاب مي شوند -1
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ترانزيسـتورها را يـك بـه يـك     . عدد آنها معيوب هستند 2ترانزيستور است و مي دانيم  5جعبه اي شامل  -6
تعداد آزمايش هايي كه لازم اسـت تـا اولـين ترانزيسـتور معيـوب      . آزمايش نموده تا معيوبها مشخص شوند

نشـان   2Nو تعداد آزمايشهاي اضافي تا معلوم شدن دومـين ترانزيسـتور معيـوب را بـا      1Nمعلوم شود را با
  .را بدست آوريد 2Nو1Nتابع احتمال توأم . دهيم مي

)NN(:  :حل )1،1(؛)2،1(؛)3،1(؛)4،1(؛)1،2(؛)2،2(؛)3،2(؛)1،3(؛)2،3(؛)1،4( ,21  

  :بالا برابر است با براي تمام حالاتتابع احتمال 

10
1

!5
123121, 1, 21 


 )P()NNP(  

  .حالت ذكر شده، هم شانس هستند و مجموعشان برابر يك مي باشد 10زيرا تمامي 
  

اسـت، در نظـر    Pدنباله اي از آزمـايش هـاي مسـتقل برنـولي را كـه احتمـال موفقيـت هـر كـدام برابـر            -7
شكست هاي بين دو موفقيت باشد،  X 2تعداد شكست ها قبل از اولين موفقيت بوده و  1Xاگر. گيريم مي

  .را بدست آوريد2Xو1Xتابع احتمال توأم 
قبـل از رسـيدن بـه اولـين     تعـداد شكسـتها   (قسمت، يك متغير تصادفي هندسي نوع دو  2هر بخش از : حل

  .است) موفقيت
2111, pp)-(pp)-(pp)-(j)  P(i jiji    

  

  :بصورت زير داده شده است Yو Xتابع چگالي توأم  -8
 y       yxy-     e)x-c(y y) f(x -y 0 , 22  

 .را پيدا كنيد c) الف

  .را بدست آوريد E[X]) ج                               .را بدست آوريد Yو Xتوابع چگالي كناري ) ب
  )الف:حل   
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حول محور  Y و Xت زيرا با كمي دقت متوجه مي شويم كه تابع چگالي توام نيازي به انتگرالگيري نيس) ج
y  متقارن است و اميد رياضيX صفر است.               
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  .بصورت زير داده شده است Y و Xتابع چگالي توأم  -9
201027

6, 2  yx)
xy

(xy)(x f  

  .تحقيق كنيد كه اين تابع چگالي توأم است) الف
  .را محاسبه كنيد Xتابع چگالي كناري ) ب

)د                                       .را بدست آوريد P{X>Y}) ج
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X|YP را محاسبه كنيد.  
  .را بدست آوريد E[Y]) و                                               .را بدست آوريد E[X]) ه

  .را بررسي مي كنيم شود 1اينكه مجموع احتمال برابر  حال شرط. في استتابع مذكور، غير من :حل
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  )ه
7
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6 21 
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  x)dxx( x(x)dxxfE(X) x  
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7
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27
6, 22
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  dydx )

xy
(xydydx y)f(x yE(Y)  

  
  .بصورت زير داده شده است Y وX تابع چگالي توأم  -10

00,        yx  ey)(x f y)-(x  
  .را محاسبه كنيد P{X<Y}) الف
  .را بدست آوريد P{X<a}) ب

  )الف: حل  
   
0 

2
0 2

1   
x

xy)(x dxedydxeY)P(X  

  )ب 
   
00 0

11 a-yaa y)(x edye )e( dxdyea)P(X  
  

ه او مـي شـوند يـك    درصد از افرادي كه وارد مغاز 45زيون حساب كرده است كه ييك فروشنده تلو -11
زيـون رنگـي خريـداري    يدرصـد يـك دسـتگاه تلو    15دستگاه تلوزيون سياه و سفيد خريـداري مـي كننـد،    

مشـتري وارد   5اگـر در يـك روز معـين،    . درصد براي وقت تلف كردن وارد مغازه مي شوند 40كنند و  مي
زيـون رنگـي بفروشـد    يگاه تلودستگاه تلوزيون سـياه وسـفيد و يـك دسـت     2احتمال اينكه او . مغازه او شوند
  چقدر است؟

  .توزيع چند جمله اي است: حل
1458/0)40/0()15/0()45/0(2!1! 2! 

!5 22 


P(A)  

  
تعداد افرادي كه در ساعت معيني وارد يك فروشگاه بزرگ مي شوند يك متغير تصادفي پواسـون بـا    -12

زن در آن  10مرد وارد فروشگاه شوند به شـرط اينكـه    3احتمال شرطي اينكه حداكثر . است λ= 10پارامتر 
  . ساعت وارد شده باشند را محاسبه كنيد

  .چه فرض هايي را در نظر گرفتيد
فرض بر اين است كه هر فرد، با احتمال مساوي، مرد يـا زن اسـت و تعـداد مـردان و زنـاني كـه وارد       : حل
  :لذا داريم. شوند، مستقل از يكديگر است مي
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52
10
 )زن(λ ) =مرد(λ   

P(A)
P(B)

P(A)P(B)
P(B)

B)P(A
B)|P(A 

)10  مرد 3حداكثر  |زن (P  

553555 39/33!
5

2
2553   eeeee)P(XP(A)  

  
13- A وB  اگـر  . بعدازظهر در محـل معينـي بـا هـم ملاقـات كننـد       12:30موافقت كردند در ساعتA  در

بطور مستقل در  Bتوزيع شده است به محل ملاقات برسد و  12:45و  12:15ساعتي كه بطور يكنواخت بين 
ردي كه فتوزيع شده است به محل ملاقات برسد، احتمال اينكه  13و  12:00يكنواخت بين  ساعتي كه بطور

  اول برسد چقدر است؟ Aاحتمال اينكه . دقيقه منتظر نماند را پيدا كنيد 5اول رسيده است بيشتر از 
 Y-X<5-(P=)5|<X-Y|(P>5(  دقيقه 5احتمال انتظار كمتر از ) الف: حل
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زمان از در يك لحظه معين . حركت مي كند Lآمبولانسي با سرعت ثابت و در طول جاده اي به طول  -14
يعنـي، فاصـله اش از يـك     [. است رخ مي دهد حادثه اي در نقطه اي كه به تصادف روي جاده توزيع شده

همچنين فرض كنيد كه محل آمبـولانس در  . ]دارد )L  ،0(انتهاي ثابت جاده توزيع يكنواخت روي فاصله 
توزيع فاصله آمبولانس از محل حادثـه را بـا فـرض اسـتقلال     . لحظه حادثه نيز داراي توزيع يكنواخت است

  .حساب كنيد
 P =P(|X-Y| <a))ناحيه هاشور خورده(       |a≤L         Z=|X-Y  :حل

L
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Lda
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 cاگر براي يك ثابت . در صفحه است Rداراي توزيع يكنواخت روي ناحيه  X )وY (بردار تصادفي  -15
  :تابع چگالي توأم آن بصورت زير باشد





 

 0
,

,
Ry)(xc

y)(x f  

برابر  Rيه نشان دهيد كه مساحت ناح) الف
c
  .است 1

  توزيع شده باشد، 2و طول ) 0و0(به طور يكنواخت روي مربعي به مركز x) و(y با فرض اينكه
  .هستند) -1و1(مستقل هستند و هر كدام داراي توزيع يكنواخت روي فاصله  YوX نشان دهيد كه ) ب
ــه شــعاع  x) و(y احتمــال اينكــه) ج ــره اي ب ــه داي ــق ب باشــد چقــدر اســت؟ يعنــي  ) 0،0(و مركــز  1 متعل

 122 YX  Pرا پيدا كنيد.  

  ساير مقادير

y  
 

L  
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x      L          a 
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مـي دانـيم كـه انتگـرال دوگانـه روي ناحيـه، برابـر        همچنـين  چگالي احتمال يكنواخت اسـت،  ) الف: حل
  تابع چگالي مي باشد داريم، f (x,y)ه كبا توجه به اين. مساحت ناحيه است

c
S

c
dy dxdy dx cdy dx y)(x f
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انتخاب شوند، احتمال اينكه همـه آنهـا    نقطه به تصادف روي محيط دايره اي مستقلاَ nفرض كنيد كه  -16

يعني، احتمال وجود خطي كه از مركز دايره مـي گـذرد   . (رار گيرند را بدست آوريددر يك نصف دايره ق
  ).بطوريكه همه نقاط انتخابي در يك طرف خط قرار گيرند

  
  
  
  
  
  

ساير مقادير 1
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,,,12فرض كنيد PPPn   نشان دهندهn  نقطه بوده وA  نشان دهنده پيشامد اينكه همه نقاط انتخابي روي
گر ا. يك نصف دايره باشند

i
A  پيشامد قرار گرفتن همه نقاط روي نيمدايره بر اساس حركـت از نقطـه

i
P 

را بر حسب A) الف. در جهت عقربه هاي ساعت باشددرجه  180به اندازه 
i

A آيـا ) ب. ها بيان كنيد
i

A 
  .را بدست آوريد P(A)) ج. ازگار هستندها دو به دو ناس

يعني اينكه حداقل يكي از A )الف: حل
i

A ها برقرار باشد.  
بله، ) ب

i
Aچرا كه اگر. ها دو به دو ناسازگارند

i
A  ،همـه نقـاط روي   بدين معنـي اسـت كـه    برقرار باشد

تند كه از نقطهنيمدايره اي هس
i

P          شروع شده و در جهـت عقربـه هـاي سـاعت چرخيـده اسـت و هـر نقطـه
ديگري مثل

j
P پس اگر بخواهيم از. حتما روي اين نيمدايره است

j
P  درجـه در جهـت    180شروع كنيم و

ه درجه طي كنيم تا نقط 180ز عقربه هاي ساعت حركت كنيم بايد بيش ا
i

P و در نتيجه اگر  .را در برگيرد

i
A  برقرار باشد وji آنگاه ، 

j
A  نمي تواند برقرار باشد.  

A...AP(A(  )ج n حداقل يكي از=(21
i

A ها (P(A)=P 

1111
21321

2121

2
1

2
1

2
1

2
1 -n-n-n-n

n

n

n...
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باشـند  i نقطه ديگر در يك طرف نيم دايره حاصل از نقطه  )n -1(توجه داشته باشيد كه احتمال اينكه همه 
1-

2
1 n





است.  

  
و,ســـــه نقطـــــه -17 123 XXX بـــــه تصـــــادف روي خـــــطL احتمـــــال . شـــــوند انتخـــــاب مـــــي

و بين 2Xاينكه 13 XXقرار گيرد چقدر است؟  
XX(X P)XX(X P)XX(X P(  :حل 321123321 2 
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ريـال و انحـراف    2200ميزان فروش ناخالص هفتگي روزنامه فروشي متغير تصادفي نرمال بـا ميـانگين    -32

  :مطلوب است احتمال. ريال است 230معيار 
  ريال تجاوز كند؟ 5000كل فروش ناخالص او در دو ماه آينده از ) الف
ريال تجاوز كند؟ چه فرض هايي از استقلال  2000ينده از آ هفته 3هفته از  2فروش هفتگي حداقل در ) ب

  .را در نظر گرفتيد
  :هفته است، داريم 8با فرض اينكه دو ماه، برابر : حل
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 =) هفته 3از هفته  2حداقل( P 

 

در حاليكه . است 20و انحراف معيار  170داراي توزيع تقريبي نرمال با ميانگين  Aركورد بولينگ فرد  -33
هر  Bو  Aاگر . است 15و انحراف معيار  160داراي توزيع تقريبي نرمال با ميانگين  Bركورد بولينگ فرد 

متغيرهاي تصادفي مستقل از هم هستند، احتمالهاي  كدام يك بازي كنند، با فرض اينكه ركوردهاي حاصل
  :زير را با تقريب به دست آوريد

  .بالاتر باشد Aركورد ) الف
  .باشد 350مجموع ركوردشان بيشتر از ) ب

B(A PB)(A P(  )الف :حل 0  
فاده ركورد بولينگ گسسته است كه با توزيع نرمال تقريب زده شـده پـس بايـد از تصـحيح پيوسـتگي اسـت      

22و واريانس  170-160، نرمال با ميانگين  A-Bتوزيع همچنين . نمود 1520  مي باشد.  

0/662842/0-25
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)( Normal)( NormalB)(A

 

  .مي باشد 1-6628/0= 3372/0مدنظر بوده كه برابر با  Aالبته در متن اصلي احتمال كمتر بودن ركورد 
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330-5/0350350 

625 , 3032015160,170 22
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درصد زنان  6/23درصد مردان و  2/25طلاعات مركز ملي براي آمارهاي بهداشتي آمريكا، بر اساس ا -34

تايي از زنان انتخاب شوند،  200تايي از مردان و  200اگر نمونه هاي تصادفي . صبحانه نمي خورند
  .احتمالهاي زير را با تقريب به دست آوريد
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  .نفر صبحانه نخورند 400نفر از  110حداقل ) الف
  .عداد زناني كه صبحانه نمي خورند حداقل به تعداد مرداني باشد كه صبحانه نمي خورندت) ب

  .تعداد زناني كه صبحانه نمي خورند: 1X) الف :حل
2X :تعداد مرداني كه صبحانه نمي خورند.  
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  .را حساب كنيد 2X=0)، ب2X =1)بشرط الف1X، تابع احتمالي شرطي 2در مساله  -35
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  .را حساب كنيد 2X=0) ، ب2X=1) بشرط الف1X، تابع احتمالي شرطي 4در مساله  -36
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  .را حساب كنيد 2Y=0) ، ب2Y=1) بشرط الف 1Y، تابع احتمالي شرطي 3در مساله  -37
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  .را حساب كنيد 2Y=0) ، ب2Y=1) بشرط الف 1Y، تابع احتمالي شرطي 5در مساله -38
  )الف: حل
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حال اگر عددي را به تصـادف  . انتخاب مي كنيم }5،4،3،2،1{د را به تصادف از مجموعه اعدا Xعدد  -39

  .بناميم Yانتخاب و آنرا  }1و2و000وX  {از زير مجموعه 
  .را پيدا كنيد Yو X تابع احتمال توأم) الف
  .بدست آوريد i= 1و 2و 3و 4و 5را براي  Y=iبشرط  Xتابع احتمال شرطي ) ب
  مستقل از هم هستند؟ چرا؟ Yو Xآيا ) ج

  )الف: حل
X

y)P(x
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5
1,   

  .مي تواند باشدانتخابي از مجموعه اصلي هرچه باشد، مجموعه ثانوي تا آن عدد Xدقت كنيد كه 
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 P(X|Y)≠P(X) دارد و نيزxبستگي به مقدارyخير، چون مقدار )ج
  

به ترتيب نشان دهنده عـدد بزرگتـر و كـوچكتر مشـاهده شـده       Y ,Xاگر . دو تاس را پرتاب مي كنيم -40
مسـتقل از هـم هسـتند؟     Y,Xآيـا  . را حسـاب كنيـد  ) X=i )6 ,...,1 =iبشرط  Yتابع احتمال شرطي . باشند
  چرا؟
  :حل

  
  

  :مثال
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X وY        مستقل از هم نيستند، چون عدد بزرگتر همواره به عـدد كـوچكتر وابسـته اسـت و نمـي توانـد از آن

  .با توجه به يكديگر تعريف مي شوند ،)كوچكتر و بزرگتر(در واقع اين دو . كوچكتر شود
  

  .به صورت زير داده شده است Yو Xتابع احتمال توأم  -41

2
12,2         8

11,2
4
12,1         8

11,1





)( P)( P

)( P)( P
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  :بصورت زير داده شده است Yو X تابع چگالي توأم -42
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  :برابر است با Y وXتابع چگالي توأم  -43

xyx-     xe )y-c(x=y)(x f -x 0     , 22  
 .را بدست آوريد X=xبشرط  Yتوزيع شرطي 

  :همين فصل داريم 8با در نظر گرفتن مساله : حل
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يك شركت بيمه فرض مي كند كه هر فرد داراي يك پارامتر تصادف باشد و تعداد تصـادفات سـالانه   -44

فـرض  شركت همچنـين  . مي باشد است داراي توزيع پواسون با ميانگين  فردي كه پارامتر تصادف او 
و  sمي كند كه مقدار پارامتر تصادف فردي كه به تازگي بيمه شده يك متغير تصادفي گاما بـا پارامترهـاي   

 اگر يك فرد تازه بيمه شده مرتكب . استn    تصادف در طول سال اول بيمه خود شود، چگـالي شـرطي
  .د تصادفات او را در سال جاري تعيين كنيدهمچنين، متوسط تعدا. پارامتر تصادف وي را پيدا كنيد

  ).فصل ششم مباني احتمال نيز كمك گرفت 3-5براي حل اين سؤال مي توان از مثال (
  :حل

1)1(1

1

 

 !

-sn--s-n-

-s-n-

cee ce

n)(N P
(s)

))(e(
n

e

n)(N P

)(f )|n(N P
n)|( f

















  

بسـتگي   بـه   cبسـتگي نـدارد و در نتيجـه واضـح اسـت كـه        توجه كنيد كه مخرج كسر بدست آمده به 
  .مي باشد 1و  n+sمده يك توزيع گاما با پارامترهاي بنابراين توزيع بدست آ. ندارد
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123 اگر -45 و, XXX    متغيرهاي تصادفي مستقل با توزيع يكنواخـت روي فاصـله(a,b)    باشـند، احتمـال

  .آوريد اينكه بزرگترين آنها بزرگتر از مجموع دوتاي ديگر باشد را بدست
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مـي شـود و    Lبيشـتر از   X، 2 X 1نگاه مجمـوع  آ شود 1X–L از بزرگتر 2Xتوجه داشته باشيد كه اگر

2بزرگتر از  X 1اگر 
L  2شود آنگاهX  2هم بزرگتر از

L   3مي شود و امكان اينكـهX  1از مجمـوع X، 

2 X بيشتر شود وجود نخواهد داشت.  
  

اگر هر موتور . موتور آن كار كند مي تواند فعال باشد 5تا از  3يك ماشين پيچيده تا زماني كه حداقل  -46
xxef(x) )(x-ابع چگالي مستقل از ديگري براي مدت زماني كه يك متغير تصادفي با ت 0    اسـت كـار

  .كند، تابع چگالي طول زماني كه ماشين فعال است را محاسبه كنيد
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خـراب شـوند، احتمـال اينكـه هـيچ دو       Lاي بـه طـول   اگر سه كاميون به تصادف در نقـاطي از جـاده    -47
( .از هم نباشند را پيدا كنيد dكاميوني در فاصله 
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12345اگر -49 و, ,, XXXXX  متغيرهاي تصادفي مستقل با توزيع يكسان نمايي با پارامترλ   باشـند، الـف (
a})X(XP{min 51 ,,ب       ، (a})X(X P{max 51 ,, را حساب كنيد.  
X(XP{min 51({a  )الف: حل ,,-1=a})X(XP{min 51 ,, 

a)]P(Xa)P(Xa)[P(X  5211 
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  .زير است را بدست آوريد از توزيعي كه داراي تابع چگالي 2توزيع برد نمونه اي با اندازه  -50
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  .مشتق بگيريم، تابع چگالي بدست مي آيد aحال اگر نسبت به 
  

 أو مركز مبد 1نشان دهنده مولفه هاي نقطه اي كه به تصادف از دايره اي به شعاع  Y وX فرض كنيد  -51
  :در اين صورت تابع چگالي توأم آنها برابر است با. مختصات انتخاب شده است، باشند
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221توأم  YXR
X
Y

tan    .را پيدا كنيد  و

rry)(xf y)J(x, θ)(rf

yx(y)f (x)fy)(xf

YX
-

θR

YXYX





1,,

1,0111,

,
1

,

,
 

  
 1داراي توزيـع نمـايي بـا نـرخ      Uمستقل از  Zو ) π2 ،0(داراي توزيع يكنواخت روي فاصله  Uاگر  -53

  :تعريف شده بصورت زير Y وX ) 2-7از نتايج مثال بدون استفاده (نشان دهيد كه  ،باشد
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هسـتند،   λ=1متغيرهاي تصادفي مستقل با توزيع يكسان نمايي با پـارامتر   Y وX را وقتي كه  55مساله  -56
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اگر  2-8ر مثال د -59
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  .تعويض پذيرند 

  
تـا از ايـن توپهـا بـه      kد فرض كني. شماره گذاري شده است nتا  1توپ است كه از  nجعبه اي شامل  -60

  اگر. تصادف انتخاب شده باشد
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  7فصل 
  خواص اميد رياضي

  
  
  
  
اگـر نتيجـه سـكه شـير باشـد،      . در يك بازي يك تاس سالم همزمان با يك سكه سالم پرتاب مـي شـود   -1

بازيكن دو برابر عدد مشاهده شده بر روي تاس و اگر نتيجه سكه خط باشد، نصف عـدد مشـاهده شـده بـر     
  .متوسط مقدار برد را حساب كنيد. روي تاس برنده مي شود
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اتـاق اسـت، بـازيكن بـه تصـادف از هـر كـدام يكـي را          9اسـلحه و   6مظنون،  6در يك بازي كه شامل  -2

  .كند و هدف بازي حدس سه تايي انتخاب شده است انتخاب مي
  ممكن است؟) حالت(چند راه حل ) الف

در يك نوع از اين بازي، پس از انتخابي كه بازيكن انجام مي دهد، به تصادف سه تـا از كارتهـاي مختلـف    
ر مجموعـه  به ترتيب نمايانگر شماره مظنون، اسلحه و اتاق د Rو  S  ،Wباقيمانده به وي داده مي شود اگر 

نشاندهنده تعداد راه حلهـاي ممكـن بـازيكن پـس از مشـاهده سـه        Xسه كارت داده شده به يك بازيكن و 
  كارت خود باشد مطلوب است،
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اگـر حادثـه اي در داخـل ايـن     . مايل قرار گرفتـه اسـت   3بيمارستان شهري در مركز مربعي با طول ضلع  -5

ه ارسال آمبولانس كند، مسير جاده مستطيل شكل است، يعنـي مسـير طـي    مربع رخ دهد و بيمارستان اقدام ب
ــتان، كــه مختصــات آن   ــه كــه مختصــات آن   ) 0و0(شــده ازبيمارس ــه محــل حادث ــا   (x,y)ب ــر ب اســت براب
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|X|+|Y| اگر حادثه اي در يك نقطه از مربع كـه داراي توزيـع يكنواخـت اسـت، رخ دهـد،      . باشد مي
  .نس را بدست آوريدمتوسط فاصله طي شده توسط آمبولا

2  :حل
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  :فصل پنجم ثابت كرديم كهدر مسائل 
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  .پرتاب را محاسبه كنيد 10اميد رياضي مجموع . بار پرتاب مي شود 10تاس سالمي  -6
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. شـيء را انتخـاب مـي كننـد     10شـيء از   3مسـتقل   هر كدام به تصادف و بـه طـور   Bو  Aفرض كنيد  -7

  مطلوب است متوسط تعداد شيء هايي كه 
  .انتخاب مي شود Bو  Aتوسط ) الف
  . انتخاب نمي شود Bو  Aتوسط ) ب
  .انتخاب مي شود Bو  Aفقط توسط يكي از افراد ) ج

  .تعداد اشيايي كه توسط دو نفر انتخاب مي شوند  X)الف: حل
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  .كس انتخاب نمي شود تعداد اشيايي كه توسط هيچ:  Y)ب







 0
1

i
Y  

  انتخاب شود Bو  Aتوسط iشيء
  در غيراينصورت

  توسط هيچكدام انتخاب نشودiشيء
  در غيراين صورت
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8- N هر كدام به محض رسيدن بـه محـل دعـوت، بررسـي     . نفر بطور جداگانه به يك شام دعوت شده اند

كند تا ببيند آيا بين حاضرين دوستي وجود دارد؟ آنگاه آن فرد سر ميزي كه دوستش نشسـته اسـت مـي     مي
فرض كنيد كه هـر  . كندنشيند، يا اگر هيچ يك از افراد حاضر دوستش نباشند يك ميز خالي را انتخاب مي 

يك از
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دوست همديگر هستند، متوسط تعـداد ميزهـاي پرشـده را     Pجفت از افراد، مستقلا با احتمال  

  .پيدا كنيد
پـر نشـده اسـت     ام تازه رسيده سرميزي كه قبلاiًرا بسته به اينكه فرد  0يا  1مقادير  Xiفرض كنيد : راهنمايي

  .ختيار كندنشيند يا نه ا مي
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و نفر سـوم بـا   ) p-1(يك ميز جدا انتخاب مي كند و نفر دوم با احتمال  توجه داشته باشيد كه نفر اول حتماً
  .ميز جدا انتخاب مي كنند... و ) p-1(2احتمال 

  

 ميز جدا انتخاب كندiفرد شماره
  در غير اين صورت

 انتخاب شود Bو  Aدقيقاً توسط يكي از افرادiشيء
 در غيراين صورت
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9- n  تا  1توپ كه ازn  شماره گذاري شده است، درn تا  1به كه آنها نيز از جعn اند  شماره گذاري شده
. قـرار گيـرد    iتـا  1ي توانـد در يكـي از جعبـه هـاي     ا شـانس يكسـان م ـ  ب ام iگيرند، بطوريكه توپ  قرار مي

  مطلوب است، 
  .متوسط تعداد جعبه هايي كه خالي مي مانند) الف
  .احتمال اينكه هيچ يك از جعبه ها خالي نباشد) ب

  )الف: حل










n

i
ii XX                                                                                       

0
1

X
1

 

n
-i

n
-n

-n
-n

i
i

i
-i

)P(X)E(X

)E(X E(X)    X X

ii

n

i
i

n

i
i

11
1
2

1
11

11
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شـان دهنـده تعـداد    ن Xاگـر  . سه آزمايش را در نظر بگيريد كه داراي شـانس موفقيـت يكسـان هسـتند     -10

  مطلوب است محاسبه، E[X]= 8/1موفقيت ها در اين آزمايش ها باشد و 
P{X{بيشترين مقدار) الف 3 ،  
P{X{كمترين مقدار) ب 3 ،  

P{X{براي هر دو حالت، مسأله اي را بيان كنيد كه نتيجه آن براي  3  شده شما باشدمقدار محاسبه. 

  )0و1(كـه داراي توزيـع يكنواخـت روي فاصـله      Uمي توان متغيـر تصـادفي   ) ب(براي قسمت : ييراهنما
  .تعريف كرد Uاست استفاده كرده و آزمايش ها را بر حسب مقادير 

  خالي بماندiهشمارجعبه
  در غير اين صورت
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مال يكسان، كوچكتر يا مساوي احتمال هـر يـك از آنهـا و بزرگتـر مسـاوي      واقعه با احت 3احتمال اشتراك 
  .صفر است

)XX(X P)P( 1, 1, 13 321 X  
03 , 0/63    /6030  } )P(X {Min } )P(X { max)P(X  

را در نظر بگيريم كـه مـثلاً در قسـمت الـف،      Uبراي مثال مي توانيم يك متغير تصادفي يكنواخت 
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X  هـا
باشند و در قسمت ب،  6/0تا  0در فاصله  Uگاه منجر به موفقيت شوند، هر
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X  ،ها منجر به موفقيت شـوند

  :هرگاه بصورت زير باشند
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گـوييم تغييـري رخ   . بار بطور مستقل پرتـاب مـي شـود    nاست،  pيك سكه كه شانس شير آمدن آن  -11

و نتيجــه آزمــايش  n=5بــراي مثــال، اگــر . اگــر نتيجــه آزمــايش متفــاوت از نتيجــه قبلــي باشــد داده اســت 
HHTHT  متوسط تعداد تغييرها را بدست آوريد. تغيير رخ داده است 3باشد، آنگاه جمعا.  

  .متغير تصادفي برنولي بنويسيد n-1تعداد تغييرات را بر حسب مجموع : راهنمايي
  :حل
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  .ام صورت گيردn توجه كنيد كه تغيير مي تواند از مكان دوم تا 
p)p(p p)(p)( p)P(X)E(X

ii
 12111  

 ام موفق باشدiاگر آزمايش
 در غير اين صورت

U   باشد)4/0و1(در فاصله 
  در غير اين صورت

U باشد) 0و6/0(در فاصله 
  در غير اين صورت

Uباشد) 0و3/0(يا ) 7/0و1(در فاصله  
  در غير اين صورت

  ام تغيير صورت گيرد iدر مكان 
  در غير اين صورت
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  . دختربچه به تصادف در يك صف ايستاده اند mپسربچه و  nيك گروه متشكل از  -12
  .اشد را تعيين كنيدمتوسط تعداد پسربچه هايي كه حداقل يك دختربچه در يك طرفشان ايستاده ب) الف
  .بند الف را با فرض اينكه افراد دور يك ميز نشسته اند، تكرار كنيد) ب

  )الف: حل
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  ي باشدام دختر iكنار پسر بچه 
  در غير اين صورت

  ام دختربچه اي باشدiكنار پسربچه
  در غير اين صورت
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. نفر توزيع مـي شـود   1000شماره گذاري شده است بين  1000تا  1كارتي كه از  1000يك مجموعه  -13

متوسط تعداد كارتهاي داده شده به افراد كه سن آنهـا بـا شـماره كـارت داده شـده انطبـاق دارد را محاسـبه        
  .كنيد

X  :مطابقت دارد تعداد افراديكه سن آنها با شماره كارت.  
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1000را دريافت كند  aباشد، احتمال اينكه كارت شماره  aتوجه كنيد كه اگر سن فردي 
  .است 1

  
رج و بجاي آن يك توپ در هر مرحله يك توپ سياه از جعبه خا. توپ سياه است mجعبه اي شامل  -14

متوسط تعداد مراحل مورد نياز . سفيد است جايگزين مي كنيم p-1سياه و با احتمال  pجديد كه با احتمال 
  .براي آنكه در جعبه هيچ توپ سياه باقي نماند را پيدا كنيد

شـامل  قسـمتي از سيسـتم مصـون سـازي بـدن انسـان       . مساله فوق براي فهم بيماري ايدز كـاربرد دارد : تذكر
 CD8و  CD4كـه آنهـا را    Tدو نـوع سـلول   . شناخته مي شـوند  Tگروهي از سلول ها است كه به سلول 

حـداقل در مراحـل اوليـه    (بيمـار مبـتلا بـه ايـدز      Tعليرغم اينكه تعداد كل سلول هاي . نامند وجود دارد مي
 , CD8لـوط  شخص سـالم اسـت، اخيـرا كشـف شـده اسـت كـه مخ        Tبرابر با تعداد سلول هاي ) بيماري

CD4  درصد از سلول هـاي   60متفاوت هستند و تقريباT     شـخص سـالم از نـوعCD4    اسـت در حاليكـه
علـم پزشـكي   . بطور پيوسته در حال كاهش است CD4از نوع  Tهاي  براي بيمار مبتلا به ايدز نسبت سلول

 CD4هـاي   بـه سـلول  ) ويروسي كه بيماري ايدز را سـبب مـي شـود   ( HIVثابت نموده است كه ويروس 
 , CD8معدوم شده، نمي تواند بين سلول هاي  Tحمله نموده و مكانيزم بدن براي جايگزين كردن سلول 

CD4  سلول  6/0تفاوتي قايل شود و با احتمالCD4   سـلول   4/0و با احتمـالCD8    را توليـد مـي كنـد .

  مطابقت دارد iشماره كارت با سن شخص                         :                          حل        
 در غير اين صورت                                                                           
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قتـي كـه هـدف ويـروس     و اما مسلماً. اگرچه اين روش به نظر مي رسد كه موثرترين روش جايگزيني است
  .باشد بسيار خطرناك است CD4فقط سلول هاي 

توپ سفيد جايگزين آن كنيم يك توزيع دو جمله اي منفي  mتوپ سياه را خارج و  mبراي آنكه : حل
                             :لذا داريم، )p)-1و mبا پارامترهاي 
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j j)(iو i،  8-2ر مثال د -15      تشكيل يك جفت انطباق را مـي دهنـد اگـرi     كـلاه متعلـق بـهj  وj   كـلاه

  .متوسط تعداد جفت انطباقها را پيدا كنيد. را انتخاب كنند iمتعلق به 
  تعداد جفت انطباقها:  X :حل
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                    0
xZ      Z

X  

2   نشان دهيد كه
2

2
1 x

eE[X] 


  

  :حل

22

22
 

 
22

22

2
1

2
10

2
1

2
xx

zz

x

ee

edze 
z

E(X) x
































 

 ساير مقادير

 iكلاهj را بردارد وj  كلاهi را بردارد.  
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وط كـرده بطوريكـه مـي تـوان     شماره گذاري شده است را مخل nتا  1تايي كه از  nيك دسته كارت  -17
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  ،نشان دهنده تعداد حدس هاي درست باشد Nدر صورتيكه  .باشد
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يك حشره زندگي مي كننـد، هـر دفعـه كـه حشـره اي بـه دام مـي افتـد          از نوع مختلف rناحيه اي  در -19
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بـراي  . ب شود برابر با وزن آن تقسيم بر مجموع وزن توپهاي باقيمانده در جعبه استمشخصي از جعبه انتخا
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  .نفر است را محاسبه كنيد 3متوسط تعداد روزهاي سال كه روز تولد ) الف
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  .وجه آن ظاهر شود 6چند بار انتظار داريد كه يك تاس سالم را پرتاب كنيد تا حداقل يكبار همه  -22

   نفر به دنيا آمده باشد 1حداقل امiدر روز
  در غير اينصورت

  نفر متولد شده باشند 3 امiدر روز
  در غير اينصورت
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6 و دومـي  1لـي  متغير تصادفي هندسي است كه احتمـال موفقيـت او   6اين متغير تصادفي مجموع : حل
5  ،
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6 چهارمي ، 4
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تـوپ سـياه    10تـوپ سـفيد و    8امل ش 2توپ سياه و جعبه  6توپ سفيد و  5شامل  1فرض كنيد جعبه  -23

تـوپ بـه تصـادف از     3آنگـاه  . قرار داده مي شود 2انتخاب و در جعبه  1دو توپ به تصادف از جعبه . است
  .انتخاب مي شود، متوسط تعداد توپهاي سفيد در سه تايي انتخاب شده را محاسبه كنيد 2جعبه 

بـود يكـي از سـه تـوپ انتخـابي       1ابتدا در جعبه  امين توپ سفيد كه ازi ، اگر  Xi=1فرض كنيد : راهنمايي
يكـي   2امين توپ سفيد از جعبـه   i، اگر Yi=1بطور مشابه، فرض مي كنيم  .در غير اينصورت Xi=0باشد و 

حـال تعـداد توپهـاي سـفيد در سـه تـايي را مـي تـوان          .در غير اينصورت Yi=0از سه توپ انتخابي باشد، و 

بصورت  
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  .از ظرف اول دو توپ سياه انتخاب شود:  2b: راه دوم
1b1w :از ظرف اول يك توپ سياه و يك توپ سفيد انتخاب شود.  
2w  :از ظرف اول دو توپ سفيد انتخاب شود.  
 X :تعداد توپهاي سفيد انتخابي از ظرف دوم.  

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   ترمهانتشارات 
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

192

110
147

11
3

20
38

11
6

20
39

11
2

20
310

22111122












 )P(b )b|E(X)wP(b )wb|E(X)P(w )w|E(XE(X)
 

توجه كنيد كه اميد رياضي متغير تصادفي فوق هندسي 
NM

Mn


است و همچنين توجـه كنيـد كـه بعـد از      
از ظـرف دوم يـك متغيـر    تعـداد توپهـاي سـفيد انتخـابي     اينكه توپهاي ظرف اول را به ظرف دوم ريختـيم،  

  .تصادفي فوق هندسي است
  

هر روز بيماري به تصادف يكي از . كوچك است صقر nبزرگ و  صقر mا شامل شيشه اي در ابتد -24
اگر قرص بزرگ . اگر قرص كوچك انتخاب شود، آن قرص خورده مي شود. قرص ها را انتخاب مي كند

انتخاب شود، آنگاه قرص دو نصف شده، نصف آنرا خورده و نصف ديگر به داخل شيشـه برگردانـده مـي    
  .ص كوچك در نظر گرفته مي شودشود و به عنوان يك قر

نشان دهنده تعداد قرص هاي كوچك پس از انتخاب آخرين قرص بزرگ انتخابي باشـد كـه    Xاگر ) الف
متغيـر نشـانگر را    m+n: راهنمـايي . را بدسـت آوريـد   E[X]نصف آن به شيشـه برگردانـده شـده اسـت،     

قـرص كوچـك بوجـود     mي هـر  تعريف كنيد، يكي براي هر قرص كوچك كه در ابتدا بوده و يكي بـرا 
  .را بكار بريد 13-2حال استدلال مثال . آمده وقتي كه قرص بزرگ به دو قسمت تقسيم شده است

را  E[Y]نشان دهنده روزي كه در آن آخرين قرص بزرگ انتخـاب شـده اسـت باشـد، آنگـاه       Yاگر ) ب
  .پيدا كنيد
  چيست؟ Yو Xرابطه بين : راهنمايي

   j≤n 1≥ك اوليه قرص كوچ nبراي ) الف: حل
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  اگر بعد از آخرين قرص بزرگ باقي مانده باشد
 در غير اينصورت

  اگر بعد از آخرين قرص بزرگ باقي مانده باشد
 در غير اينصورت
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1  قرص بزرگ حذف شده iچون در اين مرحله 
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دنباله اي از متغيرهاي تصادفي پيوسـته مسـتقل بـا توزيـع يكسـان بـوده و بـراي         ...، 1X ،2X فرض كنيد -25

2N≥ ، بصورتي باشند كه  
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XXXX  121   

  .است E[N]=eنشان دهيد . نقطه اي است كه در آن نزولي بودن دنبال متوقف مي شود Nيعني، 
  .را بدست آوريد P{N≥n}ابتدا : راهنمايي
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باشـند،  ) 0و1(متغيرهاي تصادفي مستقل با توزيع يكسان يكنواخت روي فاصـله   Xnو ...، 1X ،2Xاگر  -26

  مطلوب است محاسبه،
X(X E[max[()الف n,,1   
X(XE[min n,,1[()ب   
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. قلم جنس داشته باشـد  10جعبه توزيع شوند، آنگاه يك جعبه بايد بيش از  10قلم جنس بين  101اگر  -27

  .با بكارگيري روش احتمالي اين نتيجه را ثابت كنيد
m          را برابر با ماكزيمم تعداد مهره هاي درون جعبه ها قـرار مـي دهـيم و سـپس يـك جعبـه را بـه تصـادف

  .مي ناميمX و تعداد مهره هاي آن را . انتخاب مي كنيم
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10عبه وجود دارد كه تعداد اجناس آن بيش از پس حداقل يك ج
  .باشد 101

  
n)r(kخروجي  rاز  kتايي  nسيستم مدور  -28     به سيستمي گفته مي شـود كـه دارايn    مؤلفـه بـه

كـه   هر مؤلفه سالم يا خراب است و كل سيستم وقتي كار مي كند. خروجي متوالي باشد rصورت مدور و 

  درون جعبه مورد نظر قرار گيردiاگر جنس
  در غير اين صورت
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  .فرض مي كنيم كه شانس انتخاب هر ماهي يكسان است
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جـنس را بـر اسـاس كيفيـت آنهـا رتبـه بنـدي كنيـد و          n+m. توليد شـوند  2ش وجنس به ر mو  1روش 

  .تعريف كنيد
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نشان دهنده تعـداد دنبالـه    Rاست، اگر  2تا  mو  1تا  nكه شامل  =Xn+m 2X , 1X (X,…,(براي بردار 
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  .ريدرا بدست آو Rميانگين و واريانس ) روش اجناس با توزيع كيفيت يكسان توليد كنند

در هـر   2تـا   mو  1تـا   nشانس قـرار گـرفتن هـر كـدام از ايـن      . از آنجايي كه توزيعها يكسان است: حل
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  توليد شده باشد 1ام امين كالا توسط روش j اگر
 در غير اينصورت

  .شروع شود 1با دنباله اي از iاگر مكان
 در غير اينصورت
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 1و واريـانس   0متغيرهاي تصادفي دو بـه دو ناهمبسـته و هـر كـدام بـا ميـانگين        1X ،2X ،3X ،4Xاگر  -45

  .2X  +1Xو  4X  +3X)    ب   3X  +2Xو    X +1X 2) باشند مطلوب است محاسبه ضريب همبستگي الف
  :ها دو به دو ناهمبسته هستند داريم Xiبا توجه به اينكه ) الف: حل

 2=1+1) =3X+2X (=Var )2X+1X (Var  
 2
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11, 23221 


 )(X Var)XXX(X Cov 
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  .بازي تاس را بصورت زير در نظر بگيريد -46
آنگاه داور بازي نيز يك جفت تاس را پرتـاب  . به نوبت يك جفت تاس را پرتاب مي كنند 2و  1بازيكنان 

 اًبرنده است اگر نتيجه پرتاب وي اكيـد ) i )1،2=iبازيكن : تعيين نمايد كند تا بر اساس قرار زير نتيجه را مي
  بصورت زير تعريف شود،) =Ii )1،2iاگر . بزرگتر از نتايج پرتاب داور باشد
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  .توضيح دهيد چرا اين نتيجه قابل انتظار بود. همبسته مثبت هستند 2Iو  1Iنشان دهيد كه 

  : حل







 0
1

i
I  

  
مشـروط مـي    Xحال روي مقدار . را بگيرد 12تا  2مي تواند مقادير  Xبگيريم،  Xاگر نتيجه پرتاب داور را 
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0>ρ→0825/0) =2I (E )1I (E- )2I 1I (E)=2I ,1I (Cov  

اگر نفر اول و داور تاسـها را ريختـه باشـند و نفـر اول      مثلاًچنين در نظر گرفت براي توضيح بيشتر مي توان 
نتيجـه پرتابهـاي آن    مقدار بيشتري آورده باشد، به علت اينكه داور مقدار كمتري آورده، انتظار مي رود كه

 .ر دوم هم بيشتر از داور باشدمقدار حاصل از پرتاب تاس ها توسط نف خيلي بالا نباشد و در نتيجه

  

 برنده شود iبازيكن 
 در غير اينصورت

  برنده شود iبازيكن اگر 
 در غير اينصورت
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شماره گذاري شده است را در نظر بگيريد و فرض كنيد بين هـر   nتا  1رأس كه از  nگرافي با  -47
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D     قلمـداد مـي شـود
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به ترتيب نشان دهنده تعداد پرتاب هـاي لازم تـا    Yو Xاگر . پي پرتاب مي شود يك تاس سالم پي در -48

  باشند مطلوب است محاسبه، 5و يك  6مشاهده يك 
  Y | X [ E= 5[) ج          ،            E ] Y | X=1[)ب            ،          E[X]) الف
  متغير تصادفي هندسي) الف: حل
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  . ظاهر شده است 5ظاهر نشده و در پرتاب پنجم هم مقدار  5پرتاب اول مقدار  4توجه كنيد كه در ) ج
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و  5و  3يـب بـا انـدازه هـاي     دو نمونه تصادفي به ترت. توپ سياه است 6توپ سفيد و  4جعبه اي شامل  -49

نشان دهنده تعـداد توپهـاي سـفيد در دو     Yو Xاگر . بدنبال هم بدون جايگذاري از جعبه انتخاب مي شوند
  .را محاسبه كنيد) E[X | Y=i] )1،2،3،4=iنمونه باشند، 
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  :نمونه اول بيايد، پس داريم 3نمونه دوم بيايند امكان ندارد كه يك سفيد در  5وقتي همه سفيدها در ) د
0= )4E(X | Y= 
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  .بصورت زير داده شده است Yو Xالي توأم گتابع چ -50
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  :بصورت زير داده شده است Yو Xتابع چگالي توأم  -51
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فرض كنيد . ه جدا از هم تقسيم شده استزير گرو rجمعيتي به  -52

i
p  نشان دهنده  نسبت جمعيتي است

i r)(iكه در زير گروه  ,,1 اگر ميانگين وزنـي اعضـاي زيـر گـروه     . هستندi   برابـر
i

w r)(i ,,1 
  باشد، ميانگين وزني اعضاي جمعيت كدام است؟

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  دكتر مجيد ايوزيان  انتشارات ترمه
  ضيخواص اميد ريا :هفتم  فصل

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

209

                        :حل
i

r

i
i
PW

1
  ميانگين وزني اعضاي جمعيت=  

  
درب اول وي را به تونلي هـدايت مـي   . يك زنداني در سلولي محبوس است كه داراي سه درب است -53

درب دوم وي را به تـونلي هـدايت مـي    . روز راهپيمايي به سلول خود برمي گرداند 2كند كه وي را پس از 
درب سوم وي را به تونلي هـدايت مـي   . روز راهپيمايي به سلول خود برمي گرداند 4كند كه وي را پس از 

را بـا   3،2،1اگر فرض شود كه زنداني هميشه دربهـاي  . روز راهپيمايي به آزادي مي رسد 1كند كه پس از 
  ؟انتخاب مي كند، متوسط تعداد روزها تا آزادي زنداني چقدر است 2/0و  3/0،  5/0احتمالهاي به ترتيب 

 =E(X)]4[ 3/0+E(X)]+2[5/0E(X)++2/0×1  :حل
124/2 2/0  E(X)E(X)  

  
مشاهده شود بـازي   7يك جفت تاس پرتاب مي شود، اگر مجموع : بازي با تاس زير را در نظر بگيريد -54

باشد، شما ايـن شـانس را داريـد كـه      7اگر مجموع غير از . هيچ مقداري برنده نمي شويد خاتمه يافته و شما
. زي را متوقف كنيد و مقداري معادل مجموع مشاهده شده را دريافت كنيد يا مجدداً بازي را شروع كنيـد با

i)(iبراي هر مقدار   12,,2   توقـف در اولـين بـاري    ((متوسط دريافتي خود را حساب كنيد اگر راهبـرد
منجر به بيشترين متوسـط   iقداري از چه م. را بكار ببريد ))مشاهده مي شود iكه مجموعي حداقل به بزرگي 

  دريافتي مي شود؟
فرض كنيد : راهنمايي

i
X  نشان دهنده ميزان دريافتي به ازاي انتخاب مقدار بحرانيi  بـراي محاسـبه   . باشـد

]E[X
i

  .روي مجموع اوليه شرط كنيد 
 :حل

i
A  ريافتي اگر مجموع مشاهده شده بيشتر از ميزان دمتوسطi باشد.  

36
210

121110986543236
032

2

30
1

30
2

30
3

30
4

30
5

30
5

30
4

30
3

30
2

30
1









 



)i|E(X

i

29
208

29
1

29
2

29
3

29
4

29
5

29
5

29
4

29
3

29
2 121110986543

3

3 



A

i
 

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   ترمهانتشارات 
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

210

35
082

29
082

35
36

36
29

29
082

36
136

29
36
29

36
1

36
29

36
1

36
29

                      

1
13 3

2
33











 AAA)i|E(X

 

33
202

27
202

36
31

1
36
724

27
202

27
11227

34,         4 4








)i|E(X

Ai 

 

26
1706

03
1905





)i|E(X

)i|E(X
 

21
140

15
140

21
36

36
15

15
140

36
151

1
36
15

36
15

36
15

36
158

15
140

15
11215

21115
31015

4915
58,            8

88

8








AA)i|E(X

Ai

 

7
1212
9

3411
12
6410

16
100

10
100

36
201

1
36

019












)i|E(X

)i|E(X

)i|E(X

)i|E(X

 

i|E(X(مشاهده مي شود كه  8  همه مقادير بيشتر استاز.  
 
وقتي يك دسته مرغابي بـالاي سرشـان بـه پـرواز درآينـد،      . ده شكارچي منتظر پرواز مرغابي ها هستند -55

شكارچي ها همزمان تيراندازي مي كنند، اما هر كدام هدف خود را به تصادف و مستقل از ديگران اختيـار  
مورد اصابت قرار دهد، متوسـط تعـداد    6/0حتمال اگر هر شكارچي بطور مستقل هدف خود را با ا. كند مي

فرض كنيـد كـه تعـداد مرغابيهـا در يـك دسـته داراي       . مرغابيهاي مورد اصابت قرار گرفته را محاسبه كنيد
  .باشند 6توزيع پواسون با ميانگين 

  .بايد روي تعداد مرغابيها مشروط كنيم E(X)براي محاسبه : حل
X :رار گرفته تعداد مرغابيهاي مورد اصابت ق  
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 10ك متغير تصادفي پواسـون بـا ميـانگين    تعداد افرادي كه در طبقه همكف وارد آسانسور مي شوند ي -56

طبقه بالاي طبقه همكف وجود داشته باشد و اگر هر شخص بـا احتمـال يكسـان و مسـتقل از      Nاگر . است
طبقه از آسانسور پياده شـود، متوسـط تعـداد توقـف      Nافراد ديگر كه از آسانسور پياده شده اند در يكي از 

  ر است؟هاي آسانسور تا تخليه كامل مسافرين چقد
  .بايد روي تعداد افراد مشروط كنيم: حل
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  مورد اصابت قرار گيرد jمرغابي شماره
 در غير اينصورت
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 در غير اينصورت

www.ieun.ir

www.ieun.ir


  وزيانايدكتر مجيد   ترمهانتشارات 
  مسائل مباني احتمال تشريح

 

eyvazian.ir  
ieclub.ir  

 .مولف كتاب دكتر مجيد ايوزيان مي باشد. حق چاپ براي انتشارات ترمه محفوظ است
 

212

توقف نكنند jنفر باشند، احتمال اينكه هيچ كدام در طبقه  iاگر 
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  ).صفر مي شود E(X)، مقدار  =0iتوجه داشته باشيد كه به ازاي (
  

همچنـين فـرض كنيـد    . باشـد  5فرض كنيد كه متوسط تعداد حوادث در هفته، در يك موسسه صنعتي  -57
اگـر  . اسـت  5/2يـانگين يكسـان   سيب ديده در هر حادثه متغيرهاي تصادفي مستقل با مآ كه تعداد كارگران

تعداد كارگران آسيب ديده در هر حادثه مستقل از تعداد حوادث رخ داده باشد، متوسـط تعـداد كـارگران    
  .آسيب ديده در يك هفته را محاسبه كنيد

در متن كتاب مباني احتمال ثابت شده كه اميد رياضي تعداد تصادفي از متغيرهـاي تصـادفي برابـر بـا     : حل
E(N)E(X)  است كهX  متغير تصادفي وN تعداد آن است.  

N،  تعداد حوادث وX، 5×5/2=5/12       تعداد كارگران آسيب ديده=E (N) E(X)  
  

) خـط و شـير  (است بطور مرتب پرتاب مي شود تا هر دو روي سكه  pمدنش آسكه اي كه شانس شير -58
  :مطلوب است. ظاهر شود

  متوسط تعداد پرتاب ها) الف
  .كه آخرين پرتاب شير بيايداحتمال اين) ب

از پرتاب دوم به بعد بايد آنقدر پرتاب لذا در پرتاب اول حتما يك شير و يا يك خط مي آيد، ) الف: حل
از ايـن بـه بعـد يـك متغيـر تصـادفي       و در نتيجـه  . كنيم تا پيشامدي كه در پرتاب اول رخ نـداده، رخ بدهـد  

  .خواهيم داشت هندسي
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  | E(X)+E(Xبار اول شير ( P) بار اول شيرE(X | )+خط بار اول ( P) بار اول خط(=
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  .است) p-1(خرين پرتاب شير باشد، اولين پرتاب بايد خط باشد پس جواب آبراي اينكه ) ب
  

فرض كنيد كـه هـر   . تايي از شيرها ظاهر شود 3فردي يك سكه را مرتب پرتاب مي كند تا يك دنباله  -59
شير بيايـد، متوسـط تعـداد پرتـاب هـاي لازم را تعيـين        pمستقل از پرتاب هاي ديگر با احتمال  پرتاب بطور

  .كنيد
را برابر با صفر بگيريـد اگـر    Tنشان دهنده اولين پرتابي باشد كه خط ظاهر شود و  Tفرض كنيد : راهنمايي

  .مشروط كنيد Tآنگاه روي . نتيجه همه پرتاب ها شير باشد
  .اب هاي لازم تا رسيدن به اولين خط افراز مي كنيمروي تعداد پرت: حل
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60- )1+n (هر شركت كننده مستقلا با احتمال . نفر در يك بازي شركت مي كنندp برندگان . برنده است
4 نفر برنده شوند، هـر كـدام   4براي مثال، اگر . (واحد را شريك خواهند بود 1در مجموع جايزه اي برابر 

1 
جايزه را دريافت خواهند كرد، در حاليكه اگر برنده اي نباشد، هيچكدام از شركت كننده هاچيزي دريافت 

نشان دهنـده ميـزان    Xنشان دهنده فرد مشخصي از شركت كنندگان در بازي باشد و  Aاگر ). نخواهد كرد
  .دريافت مي شود Aجايزه اي باشد كه توسط 

  .سط كل جايزه داده شده به بازيكنان را محاسبه كنيدمتو) الف

1نشان دهيد ) ب
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  .است p,nيك متغير تصادفي دوجمله اي با پارامترهاي  Bبطوريكه 
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 :داريم ،ميزان جايزه اي باشد كه به كل افراد داده مي شود Yر اگ) الف: حل
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يـك  : واحد به مسئول بازي مي پردازند تـا بـازي زيـر را انجـام دهنـد      1نفر بازيكن  +2mام از هر كد -61

هـر كـدام از   . پرتاب و نتايج پرتاب هاي متوالي يادداشت مـي شـود  ) عدد فرد n(مرتبه  nسكه سالم متواليا 
 باشـد  =3nل، اگـر  بـراي مثـا  . (بازيكنان، قبل از پرتاب سكه، بعنوان پيشگويي نتيجه را يادداشت مي كننـد 

،  يعني وي پيشـگويي مـي كنـد كـه اولـين پرتـاب       (H,H,T)گاه يك بازيكن ممكن است نوشته باشد آن
پس از پرتاب سـكه هـا، بازيكنـان    ). منجربه نتيجه شير و دومين پرتاب شير و سومين پرتاب خط خواهد بود

  اگر حداقل يك نفر جايزه ببرد
 اگر هيچ كس جايزه نبرد
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 (H,H,T)ر باشـد، بـازيكني كـه    تعداد پيشگويي هاي درست خود را مي شمارند، مثلا، اگر همه نتايج شي
واحد بطور يكسـان بـين كسـاني     +m 2آنگاه مجموع . نوشته است داراي دو پيشگويي درست خواهد بود

  .كه بيشترين تعداد صحيح پيشگويي را انجام داده اند تقسيم مي شود
تصـميم   تـا از بازيكنـان   mچون هر كدام از پرتاب هاي سكه شانس يكسان شير يـا خـط آمـدن را دارنـد،     

يعني هر كدام از آنها سكه سالمي را . گرفته اند كه اساس پيشگويي خود را كاملا بطور تصادفي انجام دهند
n بازيكن ديگـر   2اما . بار پرتاب كرده و آنگاه نتايج پرتابهاي خود را بعنوان پيشگويي خود بكار مي گيرد

 mها پيشگويي خود را به همان نحـوي كـه   يكي از آن. شريك شده و استراتژي زير را بكار خواهند گرفت
. بازيكن ديگر انجام داده اند عمل خواهد كرد، اما بازيكن ديگـر عكـس بـازيكن اول پيشـگويي مـي كنـد      

براي مثـال، اگـر   . پيشگويي خواهد كرد Tباشد، ديگري  Hيعني وقتي كه پيشگويي تصادفي يكي از آنها 
را پيشـگويي   (T,T,H)ائـه كنـد، آنگـاه عضـو ديگـر      را ار (H,H,T)عضو پيشگوكننده تصادفي نتـايج  

  .خواهد كرد
2استدلال كنيد كه يكي از شركا بيش از ) الف

n بخاطر داشته باشيد كـه  . (پيشگويي صحيح خواهد داشت
n فرد است.(  
2بازيكن غير شـريك باشـد كـه بـيش از      mنشان دهنده تعداد افرادي از  Xاگر ) ب

n    پيشـگويي صـحيح
  چيست؟ Xتوزيع . دارند

  :، استدلال كنيد)ب(تعريف شده در قسمت  Xبا ) ج
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 m
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)(m ،  نتيجه مي شود كه استراتژي شركا هميشـه داراي

  .متوسط برد مثبت است
نفـر   2از آنجايي كه جواب اين دو نفر متمم همديگر است، پس جمع جواب هاي درست ايـن  ) الف: حل

n  است و از آنجايي كهn  2فرد است، يكي بيشتر از
n 2پيشگويي درست دارد و يكي هم كمتر از

n.  
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  :فرد است داريم nچون ) ب
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2هر نفر با احتمال 
2بيش از  1

n      2پيشگويي صحيح دارد، پس توزيع تعـداد افـراد بـا بـيش از
n   پيشـگويي

2درست، بينم با پارامترهاي
1, p m  دو نفر شريك حساب نمي شوند(است.(  

2نفـر باشـند كـه بـيش از      mتعداد افـرادي از   Xاگر . واحد پولي داريم) +2m) (ج
n    پيشـگويي صـحيح

2بيش از  دارند و با توجه به اينكه يكي از دو نفر هم حتما
n  پيشگويي صحيح دارد، مقدار متوسط دريافتي

1نفر از هر واحد پولي ) +1X(هر كدام از اين 
1
X

هر كدام بـا شـانس برابـر مـي تواننـد بيشـترين       . (است 
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047/3) =2=m  |دريافت شركا(E                     4) =1=m  |دريافت شركا(E  
477/2) =4=m  |دريافت شركا(E             667/2) =3=m  |دريافت شركا(E  

 
در . باشـند ) 0،1(اصله دنباله اي مستقل از متغيرهاي تصادفي يكنواخت روي ف... ، 1U ،2Uفرض كنيد  -62

  :، بطوريكه x≤0 ،E[N(x)]=ex≥1نشان داديم كه، براي  8-4مثال 
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  .اين مساله روش ديگري براي اثبات اين نتيجه ارائه مي دهد
  هاي بزرگتر يا مساوي صفر، nو همه  x≤0≥1نشان دهيد كه براي  nبوسيله استقراء روي ) الف

  !1
n
x

nN(x)P
n

  
  .و بكارگيري فرض استقراء عمل كنيد 1Uابتدا با مشروط كردن روي : راهنمايي

  :نتيجه گيري كنيد) با بكارگيري قسمت الف) ب
E [N(x)] =ex 
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  :از استقراء استفاده مي كنيم) الف: حل
  .شود xكمتر از  Unتا  1U، از نظر مفهومي يعني جمع  +1P{N(x)≥n{توجه كنيد كه 
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توپ به تصادف بيرون  12از اين جعبه . بي هستندآتا  8تا قرمز و  10توپ است، كه  30جعبه اي شامل  -63
 Cov. نشان دهنده تعـداد توپهـاي آبـي باشـد     Yنشان دهنده تعداد توپهاي قرمز و  Xاگر . شود ورده ميآ

(X,Y) ت آوريدرا در حالات زير بدس.  
 Yi,Xi) يعنـــــي، برنـــــولي (بـــــا تعريـــــف متغيرهـــــاي تصـــــادفي مناســـــب نشـــــانگر      ) الـــــف

بطوريكه 
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يك متغير تصادفي بـا ميـانگين  ) =i)1،2i طول عمر لامپ روشنايي نوع  -64

i
   و انحـراف اسـتانداردi σ 

و بـا   1از نـوع   pايـن لامـپ بـا احتمـال     . لامپي را به تصادف از صندوق لامپ ها انتخـاب مـي كنـيم   . است
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) مطلـوب اسـت محاسـبه الـف    . نشان دهنده طول عمر اين لامپ باشـد  Xاگر . است 2از نوع  p- 1احتمال 
E[X] و ب (Var(X).  
  | E(X)=E(Xلامپ نوع اول ( P) لامپ نوع اولE(X | )+لامپ نوع دوم (P )لامپ نوع دوم(:حل

   2
21

2
2

2
1

2
2

2
1

21

111 

1

)p)-((p p)-(p   p)-(p

i)) | (X (E Vari)) | (X E(Var(X) Var

p)-(p
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در حـالي  . اسـت  3تعداد طوفانهاي زمستاني در يك سال خوب يك متغير تصادفي پواسون با ميانگين  -65

سـال خـوبي بـا     اگر سال آينده .است 5كه اين تعداد در يك سال بد يك متغير تصادفي پواسون با ميانگين 
باشد، ميانگين و واريانس تعداد طوفانهايي كه در سال آينده رخ مـي   6/0دي با احتمال و سال ب 4/0احتمال 

  .دهد را پيدا كنيد
  تعداد طوفانها:  X: حل

0=i  1    سال بد=i  سال خوب  
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  .واريانس مدت زمان لازم تا رسيدن معدنچي به مكان امن را محاسبه كنيد 3-4در مثال  -66

 Var(X)=E(Var(X | Y))+ Var(E(X | Y))  :حل

(X)) (VarX))( VarX)( Var)( (VarY))|(X (Var E
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2اگر براي . برنده يا بازنده است p,p-1بازيكني در يك بازي با احتمال هاي به ترتيب  -67
1

p   بـازيكن
 nاز دارايي خود شرط بندي كند، مطلوب است متوسط دارايي بـازيكن پـس از    p2 -1هميشه روي نسبت 

 .واحد xبازي با دارايي اوليه 

p(x[p)-( )-p( x-p )-p( xx-([            : حل 212111212   مرحله  1متوسط دارايي پس از  
برابـر اسـت    i+1باشد، در نتيجه متوسط دارايي در مرحلـه   Yايي برابر با دار  iفرض مي كنيم كه در مرحله 

  :با
])-p(Y[p)-( )-p( Y-p )-p( YY 212111212   

])p-([پس نتيجه مي گيريم كه در هر مرحله از بازي متوسط اموال در 2121   ضرب مي شود و در نتيجـه
  :مرحله متوسط اموال برابر است با nبعد از 

n])-p(x[ 2121  
  

تعداد تصادفاتي كه براي يك نفر در يك سال بخصوص اتفاق مـي افتـد، متغيـر تصـادفي پواسـون بـا        -68
 60بـراي   2از فردي به فرد ديگر تغيير مي كند و مقـدار آن برابـر    λفرض كنيد كه مقدار . است λميانگين 

صـادف انتخـاب شـود،    اگـر شخصـي بـه ت   . درصد بقيه افـراد جامعـه اسـت    40براي  3درصد جامعه و براي 
حادثه، در يك سال برايش اتفاق افتد چقدر است؟ احتمال  3دقيقا ) هيچ حادثه، ب) احتمال اينكه وي الف

حادثه در يك سال داشته باشد بشرط آنكه وي هيچ حادثه اي در سال گذشـته نداشـته،    3شرطي اينكه وي 
  چقدر است؟
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  .باشد تكرار كنيد x –e1–برابر با  xچكتر يا مساوي كو λرا با فرض اينكه احتمال  68مسأله  -69
11    0  )الف: حل 
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  ).مي شود 1تا بي نهايت برابر با  0است كه انتگرال آن روي فاصله 
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3 334 xex

(x) f


 ،آنگاه باشد X   3توزيع گاما بـا=λ  4و=t    دارد كـه انتگـرال آن
  ).تا بي نهايت برابر با يك مي شود 0روي فاصله 

  
جعبه اي را در نظر بگيريد كه شامل تعداد زيادي سكه است و فرض كنيـد كـه هـر كـدام از سـكه هـا        -70

از سـكه اي بـه سـكه اي     pمي دانيم كـه مقـدار   . باشند p وقتي كه پرتاب مي شوند داراي شانس شيرآمدن
كند و تركيب جعبه به گونه اي است كه اگـر سـكه اي بـه تصـادف از جعبـه انتخـاب شـود،         ديگر تغيير مي

اگـر  . در نظـر گرفـت  ) 0،1(توان بعنوان يك متغير تصادفي با توزيـع يكنواخـت روي    را مي pآنگاه مقدار 
  نتخاب و دوبار پرتاب شود، مطلوب است محاسبه احتمال،سكه اي به تصادف از جعبه ا

  .نتيچه پرتاب اول شير باشد) الف
  .نتيجه هر دو پرتاب شير باشد) ب

  )الف: حل 
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. نشان دهنده پيشامد تعـداد شـيرها باشـد    Xر اگ. مرتبه پرتاب شود nفرض كنيد كه سكه  70در مسأله  -71
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نشـان دهنـده تعـداد     Nاگـر  . ر ادامـه دهـيم  پرتاب سكه را تا مشاهده يك شي 70فرض كنيد در مسأله  -72
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  .سيگنال دريافتي باشد Rنشان دهنده سيگنال ارسالي و  Sاگر  2-5در مثال  -73

  .را محاسبه كنيد E[R]الف 
  .را محاسبه كنيد Var (R)) ب
  نرمال است؟داراي توزيع  Rآيا ) ج
  .را محاسبه كنيد Cov(R,S)) د

  )الف: حل 
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اگـر سـطوح چنـدي    . باشد) 0و1(داراي توزيع يكنواخت روي فاصله  X، فرض كنيد كه 3-5در مثال  -74

2   ،  0كننده بوسـيله  
1  و  1 012  aaa      تعيـين شـوند، چنـدي كننـده بهينـهY    را بدسـت آورده و مقـدار

]Y)E[(X 2را محاسبه كنيد.  
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برابـر بـا    Yو تابع مولد گشـتاور   et2{ Mx(t)=exp-2{برابر  Xتابع مولد گشتاور  -75
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تابع . برابر مجموع مقادير مشاهده شده در پرتاب دوتاس باشند Yنشان دهنده مقدار تاس اول و  Xاگر  -76

  .حاسبه كنيدرا م Yو Xمولد گشتاور توأم 
  X: و مقدار تاس اول Y: مقدار مجموع دو تاس  ، Y-X: مقدار تاس دوم: حل
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  .را محاسبه كنيد Yو Xتابع مولد گشتاور توأم ) الف
  .تابع مولد گشتاور هر كدام را محاسبه كنيد) ب
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يك متغير تصادفي نرمال باشـد   Xتوجه كنيد كه در انتگرالگيري هاي بالا از اين رابطه استفاده شد كه اگر (

2مولد گشتاور آن تابع 
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اگـر شـما   . دو پاكت، هر كدام محتوي يك چك با مبالغ متفاوت در جلوي شـما قـرار داده مـي شـود     -78

گـر  يت آن با پاكـت دي ؤيت يكي از پاكتها باشيد و همچنين بتوانيد پس از رؤمجاز به انتخاب، بازكردن و ر
  تعويض كنيد، چه خواهيد كرد؟ آيا ممكن است روشي را طرح نمود كه بهتر از قبول پاكت اول باشد؟

چك ها باشند، و توجه داشته باشيد كه استراتژي ) نامعلوم(، نشان دهنده مقادير  B,A ,(A<B)فرض كنيد 
2تي به تصادف انتخاب كردن يك پاكت و هميشه قبول كردن آن چك، داراي متوسط درياف

BA است .
بـه  . باشـد ) يعني، پيوسته(صعودي  يك تابع توزيع تجمعي اكيداً F )0(اگر: استراتژي زير را در نظر بگيريد

بـود آنگـاه آنـرا بـا      xاگر چك محتوي پاكـت داراي مقـدار   . تصادف پاكتي را انتخاب و آنرا باز مي كنيم
  .آنرا عوض مي كنيم F(x)-1پذيرفته و با احتمال  F(x) لاحتما
 /(A+B)2 نشان دهيد كه اگر استراتژي اخير را بكار ببريد، آنگاه متوسـط دريـافتي شـما بزرگتـر از    ) الف
  .است

  .دارد مشروط كنيد Bو Aمسأله را روي اينكه پاكت اول مقدار : راهنمايي
در صـورتي قبـول مـي     را مشـخص كـرده و چـك اول را    xحال اين استراتژي را بكار ببريم كه ابتدا مقدار 

  .باشد و در غير اينصورت آن را عوض مي كنيم xكنيم كه مقدار آن بزرگتر از 
است و اگـر   /(A+B)2، متوسط دريافتي تحت اين استراتژي هميشه حداقل xنشان دهيد كه براي هر ) ب

  .است /(A+B)2بيشتر از  باشد اكيداً B,Aبين 
مقـدار  : ه اعداد حقيقي باشد و راهبرد زير را در نظـر بگيـريم  يك متغير تصادفي پيوسته روي هم Xاگر ) ج
X را توليد مي كنيم، اگرX=x  نشان دهيد كه متوسـط دريـافتي   . را به كار مي بريم) ب(، آنگاه راهبرد بند

  .است /(A+B)2تحت اين راهبرد بزرگتر از 
2در استراتژي اول متوسط دريافتي : حل

BA   در استراتژي دوم داريماست، اما:  

] F(B))A(BF(B) [] F(A))B(AF(A) [  12
112
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] F(A))(F(B) A)(B [B][A  2
1

2
1  

2 [A+B]هم علامت هستند، پس مقدار بالا از  (B-A), (F(B) - F(A))از آنجايي كه 
  .بزرگتر است1

  .حالت بررسي مي شود 3تحت مقداردريافتي متوسط ) ب

X از A وB                                  22كوچكتر
1

2
1 BA

BA 


)دريافتي(E 

X بينA  وB                                                           2
BA

B


)دريافتي(E 

X بزرگتراز A وB                                     22
1

2
1 BA

AB 


)دريافتي(E  
  

P(X(B    )ج
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