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  پيشگفتار
  
  
  
 

محور دوراني زمين از مركز . زمين يك جسم ويسكو الاستيك است كه حول محورش در فضا دوران مي كند
صفحه (جرم و قطب هاي زمين مي گذرد ولي نسبت به صفحه حركت مداري زمين به دور خورشيد 

برآيند نيروهاي جاذبه نيوتني و گريز از مركز باعث مي شود كه زمين در قطب هاي . مايل است) اكليپتيك
خود به نرمي دچار پخي شده و همين امر عامل بي هنجاري تدريجي سطوح هم پتانسيل ميدان ثقل زمين 

از آنجا . نوس ها استژئوييد به عنوان يك سطح هم پتانسيل خاص بيانگر سطح متوسط درياها و اقيا. شود
درصد سطح زمين را  درياها و اقيانوس ها مي پوشانند، بنابراين ژئوييد تقريب خوبي از شكل  70كه بيش از 

از آنجا كه ژئوييد يك سطح نسبتا بي هنجار است، بيان رياضي آن دشوار . واقعي زمين به حساب مي آيد
مسطحاتي مفيد براي انجام محاسبات تعيين موقعيت در است و بنابراين نمي تواند به عنوان يك سطح مبناي 

  .نظر گرفته شود
به همين دليل در ژئودزي از بيضوي مبنا كه يك سطح دورانـي ناشـي از چـرخش يـك بيضـي حـول محـور        

بيضوي هاي مختلف با ويژگي هاي هندسي خـاص بـه روش هـاي معينـي     . كوچكش است، استفاده مي شود
در صورتيكه بيضوي ها ژئوييد . ژئوييد جهاني يا ژئوييد محلي را تقريب نمايندتعيين مي شوند كه ممكن است 

جهاني را تقريب كنند به آنها بيضوي هاي جهاني يا زمين مركز گويند و در صورتيكه ژئوييد محلـي را تقريـب   
شـوند  اندازه و شكل بيضوي ها به سادگي از نظر رياضي مشخص مي . كنند به آنها بيضوي هاي محلي گويند

دانـش هندسـه   . و براي محاسبات تعيين موقعيت سطوح ساده اي هستند، گرچه به سادگي يـك كـره نيسـتند   
  .بيضوي زمين و مولد آن يعني بيضي بخش مهمي از مطالعات و محاسبات ژئودزي هندسي را در بر مي گيرد

رس ژئـودزي هندسـي يـا    جزوه حاضر به منظور تامين مطالب مورد نياز دانشـجويان دوره كارشناسـي بـراي د   
بر اساس تجربه آموزشـي نگارنـده در دانشـگاه هـا و مراكـز مختلـف       . ژئودزي و محاسبات تهيه گرديده است

، مطالبي كه ژئودزي هندسي و محاسبات ذيربطموجود در زمينه  اب هايكت جزوات و آموزش عالي و محتواي
  . سته بندي شده اندفصل د 9در اين كتاب در نظر گرفته شده اند به شرح ذيل در 

 مقدمه و كليات  
 مروري بر دستگاه هاي مرجع مختصات و زمان و سطح مبناي ژئودتيك  
 هندسه بيضي و روابط مربوط به آن  
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 هاي مختصاتتبديل دستگاه( الخط يو منحن نيرابطه مختصات كارتز(  
  هندسه بيضوي دوراني و كميت هاي مربوط به آن  
 بر روي بيضوي تصحيح و تبديل مشاهدات  
 بر روي بيضوي سرشكنيو  تعيين موقعيت  
 سيستم هاي تصوير  
  برنامه و تمرين محاسباتي 10حدود 

كليه خوانندگان محترم بويژه دانشجويان عزيز قرار بگيرد و بـا ايـن    توجه موردنگارنده اميدوار است اين جزوه 
مهندسي نقشه برداري به علاقمندان و  وسيله توانسته باشد خدمتي هر چند كوچك در جهت توسعه و اعتلاي

  .دانش پژوهان و جامعه دانشگاهي رشته مهندسي نقشه برداري كرده باشد
  

  يحيي جمور
  1391زمستان 
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  1فصل 
  

  مقدمه
  
  

  مفاهيم و تعاريف
ژئودزي به عنوان يك علم قديمي عبارتست از علم انداره گيري و تعيين شكل و ابعاد زمين، ميدان ثقل زمين 

اصلي ژئودزين ها و مهندسين نقشه بردار تعيين بنا به اين تعريف يكي از وظايف . آنها و بررسي تغييرات زماني
  .مختصات نقاط واقع بر سطح زمين و تغييرات زماني آنهاست

امروزه ژئودزي كلاسيك جاي خود را به ژئودزي ماهواره اي داده اسـت كـه حـل مسـائل تعيـين موقعيـت را       
  :عبارتند از آنبا توجه به تعريف ژئودزي اهداف عمده . دگرگون ساخته است

 ،تعيين دقيق مختصات سه بعدي در مقياس هاي جهاني، منطقه اي و محلي  
 ،تعيين ميدان ثقل زمين 

   اندازه گيري و مدلسازي پديده هاي ژئوديناميكي نظيرحركت قطبي، دوران زمين و تغييرشكل پوسـته اي
 .زمين

تعيين  هاي امانهلازم به توضيح است كه در حال حاضر سامانه هاي تعيين موقعيت ماهواره اي بويژه س
 .نقش بسزايي در موارد فوق ايفا مي كند GNSSموقعيت جهاني 

 

  تاريخچه توسعه ژئودزي 
هر چند تاريخچه ژئودزي به قرن ها قبل از ميلاد مسيح و عصر يونان باستان بر مـي گـردد و از اراتسـتن بـه     

اندازه گيري اختلاف زاويـه تـابش   عنوان اولين نفري كه توانست تقريب خوبي از شكل و ابعاد زمين بر اساس 
خورشيد در دو شهر آسوان و اسكندريه و فاصله بين اين دو شهر ارائه نمايد، ياد مي شود، امـا ژئـودزي دقيـق    

به طور ويژه مـي تـوان   . قرن اخير مي باشد 3-2مرهون پيشرفت هاي رياضي و فيزيك و ابزار محاسباتي در 
  .اهواره هاي مصنوعي به فضا در چند دهه اخير صورت گرفته استگفت تحول اساسي در ژئودزي با پرتاب م

آنچه در طي چند دهه اخير با بهره گيري از ماهواره هاي تعيين موقعيت بدست آمده است، انقلابـي بـزرگ در   
سرعت بكـارگيري و توسـعه سـامانه هـاي تعيـين موقعيـت       . ژئودزي و ساير رشته هاي علوم زمين بوده است
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از جنگ جهاني دوم با پيشرفت علوم و فنون بويژه در حوزه فيزيك و الكترونيـك دچـار يـك    ماهواره اي پس 
  . انقلاب و دگرگوني شگرف شد

شبكه ژئودزي كلاسيك كشور انگليس را مي بينيد كه عليرغم دشواري هاي مربوط به ايجاد چنين  1در نگاره 
  .شده استشبكه هايي، به طور نسبتا يكنواخت و با تراكم مناسب ايجاد 

  

  
  شبكه ژئودزي كلاسيك كشور انگليس -1نگاره 

  
سال بر  صد هر چند در دنيا سابقه ژئودزي و بكارگيري عملي آن در ايجاد شبكه هاي مبنايي مختصات به چند

يـك شـبكه ژئـودزي     1:50000در ايران براي اولين بار به منظور تهيه نقشه هـاي پوششـي   مي گردد، ليكن 
توسط بخش نقشه برداري ارتش امريكا طراحي و ايجـاد شـد    1977الي  1954كلاسيك در فاصله سال هاي 
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روي بـر   ي به جـاي مانـده  اين شبكه و احتمالا برخي ايستگاه ها از متاسفانه به جز يك شكل كلي). 2نگاره (
  . در دسترس نيست از اين شبكه زمين هيچ اطلاعات ديگري

  

  
  )1977-1954(شبكه ژئودزي كلاسيك ايجاد شده توسط ارتش امريكا  -2نگاره 

  
عاليت هاي نقشه بـرداري  فبه دليل نياز به يك شبكه مبنايي مختصات براي تمام  ،بعد از انقلاب اسلامي ايران

يك شبكه كلاسيك ديگر توسط سازمان نقشه بـرداري كشـور در    ،1:25000و بويژه تهيه نقشه هاي پوششي 
در ايـن شـبكه   ). 3نگـاره ( گرديـد  اجـرا ايستگاه طراحـي و   245متشكل از  1990الي  1984فاصله سال هاي 

اين شبكه يك بار توسـط  . استآزيموت نجومي اندازه گيري شده  14زاويه افقي و  1028طول،  389مجموعا 
با اتصال به ) 1375(و يكبار ديگر در قالب پايان نامه كارشناسي ارشد توسط صديقي ) 1370(هامش و عمويي 

نتايج اين سرشكني بر روي . ستشبكه ژئودزي ماهواره اي درجه يك كشور سرشكن و نتايج آن منتشر شده ا
 WGS84بيضوي تبديل بين اين بيضوي و  افراد ديگر پارامترهايبيضوي هايفورد ارائه شد كه بعدها توسط 

  .گرديد محاسبهنيز 
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  )1990-1984(شبكه ژئودزي كلاسيك ايجاد شده توسط سازمان نقشه برداري كشور  -3نگاره 

  
ايران نيز از اين سامانه در زمينـه ژئـودزي و ايجـاد شـبكه     ) GPS( بعد از ظهور سامانه تعيين موقعيت جهاني

بـر   1366سابقه استفاده از سامانه هاي تعيين موقعيت ماهواره اي در ايران بـه سـال   . هاي مبنايي بهره گرفت
مي گردد كه شبكه اي از نقاط كنترل در سطح كشور طراحي و براي اولين بار با بهره گيري از سـامانه تعيـين   

هواره اي بـا  ايستگاه از ايستگاههاي شبكه مـا  38در اين شبكه تعداد . اندازه گيري شد GPSموقعيت جهاني 
دسـتگاه   3گيرنـده هـاي مـورد اسـتفاده در ايـن انـدازه گيـري هـا         . شبكه ژئودزي كلاسيك مشترك بودنـد 

اندازه گيري ايسـتگاه هـاي   . بودند GPSساخت شركت لايكا از اولين نسل گيرنده هاي   WM101گيرنده
جموع ايستگاه هاي طراحي شـده  ازم. ادامه يافت 1369شروع شد و تا اواخر پاييز  1367اين شبكه از شهريور 

شبكه ژئودزي ماهواره اي درجه يـك كشـور را كـه     4نگاره . ايستگاه مورد اندازه گيري قرار گرفتند 242تعداد 
لازم به ذكر است پس از آن شبكه هـاي   .اندازه گيري شده است، نشان مي دهد 1369تا  1367طي سالهاي 

ه هاي درجه دو و سه متشـكل از هـزاران ايسـتگاه و سـپس در     ژئودزي ماهواره اي متراكم تر موسوم به شبك
) ، ثقل و ترازيـابي GPS(ايستگاه و اكنون يك شبكه چند منظوره  115با  GPSيك شبكه دايم  1385سال 

  .ايستگاه نيز با جديدترين تجهيزات و روش ها ايجاد شده اند 700حدود 
  



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 5 

  
  شبكه ژئودزي ماهواره اي درجه يك -4نگاره 

  
  ويژگي هاي بيضوي زمين

محور دوراني زمين از مركز . زمين يك جسم ويسكو الاستيك است كه حول محورش در فضا دوران مي كند
صفحه (جرم و قطب هاي زمين مي گذرد ولي نسبت به صفحه حركت مداري زمين به دور خورشيد 

ث مي شود كه زمين در قطب هاي برآيند نيروهاي جاذبه نيوتني و گريز از مركز باع. مايل است) اكليپتيك
خود به نرمي دچار پخي شده و همين امر عامل بي هنجاري تدريجي سطوح هم پتانسيل ميدان ثقل زمين 

از آنجا . ژئوييد به عنوان يك سطح هم پتانسيل خاص بيانگر سطح متوسط درياها و اقيانوس ها است. شود
س ها مي پوشانند، بنابراين ژئوييد تقريب خوبي از شكل درصد سطح زمين را  درياها و اقيانو 70كه بيش از 

از آنجا كه ژئوييد يك سطح نسبتا بي هنجار است، بيان رياضي آن دشوار . واقعي زمين به حساب مي آيد
است و بنابراين نمي تواند به عنوان يك سطح مبناي مسطحاتي مفيد براي انجام محاسبات تعيين موقعيت در 

  .نظر گرفته شود
همين دليل در ژئودزي از بيضوي هاي مبنا كه يك سطح دوراني ناشي از چرخش يك بيضي حول محور به 

بيضوي هاي مختلف با ويژگي هاي هندسي خاص به روش هاي معيني . كوچكش است، استفاده مي شود
ها در صورتيكه بيضوي . تعيين مي شوند كه ممكن است ژئوييد جهاني يا ژئوييد محلي را تقريب نمايند

ژئوييد جهاني را تقريب كنند به آنها بيضوي هاي جهاني يا زمين مركز گويند و در صورتيكه ژئوييد محلي را 
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اندازه و شكل بيضوي ها به سادگي از نظر رياضي مشخص . تقريب كنند به آنها بيضوي هاي محلي گويند
دانش . ادگي يك كره نيستندمي شوند و براي محاسبات تعيين موقعيت سطوح ساده اي هستند، گرچه به س

هندسه بيضوي زمين و مولد آن يعني بيضي بخش مهمي از مطالعات و محاسبات ژئودزي هندسي را در بر 
  .مي گيرد

 

 
 بيضوي مبنا -5نگاره 

  
) منحني هاي با طول ژئودتيك ثابت(طرح كلي يك بيضوي مبنا را نشان مي دهد كه نصف النهار ها  5نگاره 

واقع بر روي آن يك شبكه متعامد از منحنـي هـاي مرجـع را    ) منحني هاي با عرض ژئودتيك ثابت(و مدارها 
عمود بر بيضـوي   بوسيله يك خط گذرنده از آن و Pدر اين نگاره مختصات ژئودتيك نقطه . تشكيل مي دهند

اسـت و   و  قطـع كـرده داراي مختصـات     Qبيضوي را در نقطه  كه قائم امتداد اين. مشخص شده است
 Pبنابراين مختصات ژئودتيك هر نقطه دلخواه ماننـد  . مي باشد Pنقطه ارتفاع ژئودتيك  h=PQفاصله قائم 

بـا   Pهمچنـين نقطـه   . مايش مي دهندن) ارتفاع ژئودتيك( hو ) طول ژئودتيك( ، )عرض ژئودتيك( را با 
در مورد اين دو نوع دستگاه مختصات و تبديلات بين آنها . نيز قابل نمايش است zو  x ،yمختصات كارتزين 

نكته مهم در تبيين بيضوي هاي مبناي زمين اين است كه غالبا فرض مـي  . بعدا مطالب بيشتري خواهيم ديد
  . شود محور دوراني زمين واقعي منطبق يا نزديك به محور كوچك بيضوي است

در برگيرنـده  (ي هستند كه از تقاطع صفحه هاي گذرنده از محور كوچـك بيضـوي   نصف النهار ها منحني هاي
مـدارها نيـز از تقـاطع    . و سطح بيضوي بدست مي آيند و همگي بيانگر بيضي مولد بيضوي هسـتند ) قطب ها

صفحه هاي عمود بر محور كوچك بيضوي و سطح بيضوي بدست مي آيند و همگي دايره هستند و دايره نيز 
بنابراين به وضوح در مي يابيم كه شناخت بيضي و هندسه بيضوي در ژئـودزي  . از بيضي مي باشدنوع خاصي 

 .هندسي بسيار مهم است
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   2فصل 
  

  مروري بر دستگاه هاي مختصات و زمان
 

  
از آنجا كه يكي از اهداف اساسي در ژئودزي هندسي تعيين موقعيت نقاط واقع بر سطح يا بالاي زمين نسـبت  

از طـرف  . به يك چارچوب مختصات مي باشد، لذا انتخاب يك دستگاه مختصات مناسب اجتناب ناپذير اسـت 
تن يك دستگاه مرجع هاي مختصات در طول زمان، سنجش دقيق زمان و داشديگر با توجه به حركت دستگاه

مورد استفاده و زمان هاي مختصات پايه در اين فصل با برخي دستگاهبر همين . كندزمان نيز ضرورت پيدا مي
 . در ژئودزي آشنا مي شويم

  
  مختصاتهاي مرجع  دستگاه

اهميت توجه بيشتر به تعريف دستگاه هاي مرجع، با افزايش دقت فناوري هاي ژئـودزي فضـائي، روز بـه روز    
دسـتگاه مرجـع سـماوي يـا     ) 1: در ژئودزي همواره به دو دستگاه مرجع مختصات نيـاز اسـت  . زيادتر مي شود

دسـتگاه مرجـع زمينـي     )2كه براي تعيين موقعيت اجرام سماوي ضروري است، و ) CIS(اينرشيال قراردادي 
البتـه ازآنجـا كـه    . هـاي مشـاهداتي لازم اسـت   كه براي مشخص ساختن موقعيت ايستگاه) CTS(قراردادي 

تفسير برخي پديده ها در يك دستگاه منحني الخط مثل بيضوي راحت تر و قابل فهم تر است، لذا مـي تـوان   
 WGS-84 بيضـوي مرجـع  ماننـد   سطح مبناي ژئودتيكگفت به يگ دستگاه مختصات ديگري موسوم به 

  .نياز مي باشد
 دستگاه مرجع سماوي قـراردادي يك دستگاه دوراني چسبيده به سطح زمين و  دستگاه مرجع زميني قراردادي

ايـن دو دسـتگاه، چـارچوب     چارچوب هاي قابل ذكر براي بيان .يك دستگاه ثابت و چسبيده به ستارگان است
بـديهي  . مي باشـند  ICRFبين المللي سماوي مرجع و چارچوب هاي  ITRFمرجع زميني بين المللي هاي 

. بايد بتوانيم تبديلات بين اين دستگاه هاي مرجع مختلف را براحتي انجام دهـيم نقاط است در تعيين موقعيت 
امروزه بمنظور تحقق بخشيدن به نيازهاي دانشمندان بـه تعريـف روشـن دسـتگاه هـاي مرجـع مختصـات و        

زهاي ناشي از افزايش شگفت انگيز دقت فناوري هاي ژئودزي فضـايي، تعريـف و توسـعه و    پاسخگويي به نيا
تكامل دستگاه هاي مرجع مختصات براي زمين تغيير شكل پذير، به يك علم مسـتقل تبـديل شـده اسـت و     

بـين   از بين اين مراكز، موسسه ي خدمات. مراكز متعدد علمي ملي و بين المللي به اين امر مبادرت مي ورزند
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تاسيس شده است، به طور رسـمي مسـئول دايـر كـردن و      1988كه از سال (IERS) المللي چرخش زمين 
اين در حالي است كه بـه طـور معمـول مسـئول     . مي باشد ICRFو ITRFحفظ و توسعه ي دستگاه هاي 

 موسسـه ي خـدمات بـين   . برپايي، نگهداري و توسعه ي سطوح مبناي ژئودتيك يك موسسه ملي مـي باشـد  
هاي زيـاد تحقيقـاتي و    المللي چرخش زمين به تنهايي از عهده اين كار بر نمي آيد و متكي به همكاري گروه

موسسه ي خدمات بين المللي چرخش زمين داراي . مراكز ملي براي انجام وظايف و ماموريت هايش مي باشد
هيات مـديره اداره مـي   است و به وسيله يك  IERSيك دفتر مركزي مي باشد كه مسئول مديريت عمومي 

منتشـر گرديدنـد و بـه     1966توسط مك كارتي در سـال   ICRFو ITRF پيمان نامه هاي مربوط به . شود
  . جع اصلي اين فصل نيز استامريكي از اجرا گذاشته شدند كه 

، مستلزم اسـتفاده از روابـط رياضـي    ICRFو  ITRFتعيين موقعيت دقيق در دستگاه هاي مرجع مختصات 
براي در نظر گرفتن پديده هايي نظير حركت قطبي، حركات تكتونيكي ورقه هاي سنگ كـره، جـزر و   پيچيده 

مدهاي زمين جامد و اقيانوسي، جابه جايي هاي ناشي از بارگذاري هاي مختلف روي پوسته زمين و همچنـين  
حيحات اطلاعات و نـرم افزارهـاي مربـوط بـه ايـن تص ـ     . تيشن، مي باشدوحركات رقص محوري پرسشن و ن

. مـي باشـد   IERSعموماً در اينترنت يافت مي شوند ولي بهترين جستجوي قابل توصيه مراجعه بـه سـايت   
، رصـدخانه ي  IGSموسـوم بـه    GNSSموسسه ي خدمات بين المللـي  : سايت هاي مهم ديگر عبارتند از

  . (NGS)، سازمان نقشه برداري ملي (USNO)دريايي ايالات متحده 
با اين حال، در مـوارد  . كار كنند ITRFاكثر دانشمندان علوم زمين ترجيح مي دهند كه با مختصات كارتزين 

زيادي تفسير نتايج برحسب مختصات ژئودتيك منتسب به يك بيضوي مرجـع از اهميـت ويـژه اي برخـوردار     
بـه عنـوان   ) و شـكل آن  مركز، توجيه، اندازه(بر همين اساس تعريف و ايجاد يك بيضوي مرجع مناسب . است

ضـروري و   (CTRS)و دستگاه مرجع زميني قراردادي  ITRFيك دستگاه مختصات و تبيين ارتباط آن با 
  .از وظايف مراكز ملي مرتبط است

و  "دسـتگاه مرجـع مختصـات   "در اينجا لازم است توجه خوانندگان محتـرم را بـه تفـاوت بـين اصـطلاحات      
چـارچوب  "و  "دستگاه مرجع مختصات"بر خلاف اينكه اصطلاحات . جلب نمود  "چارچوب مرجع مختصات"

 "دسـتگاه مرجـع   "غالبا به صورت معادل و هم ارز مورد استفاده قرار مي گيرند، ولي اساسا  "مرجع مختصات
ماهيت تئوري و مفهومي شامل تعريف مبداء و توجيـه محورهـاي مختصـات دارد، در حاليكـه بـروز و تحقـق       

موعه اي از نشانه هاي فضايي يـا زمينـي ماننـد سـتاره هـا و ايسـتگاه هـاي ژئـودزي         عملي آن در قالب مج
 يـا  "دستگاه مرجع مختصات اينرشيال"نكته ديگر اينكه منظور از عبارات . ناميده مي شود  "چارچوب مرجع"
 مرجـع مختصـات سـماوي   هاي دستگاه  به عنوان زير مجموعه اي از  "دستگاه مرجع مختصات فضا چسب"

ا يكسان مي باشد، زيرا معمولا براي تعريف چنين دستگاه مرجع مختصاتي از اشـياء سـماوي و فضـايي    عموم
  .نظير سيارات، ستارگان و كوازرها استفاده مي شود
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النهار  صفحه نصف. نامند النهار سماوي محلي مي النهار سماوي گذرنده از زنيت را صفحه نصف صفحه نصف
صفحه عمود بر قائم محل و گذرنده از . شود سماوي گذرنده از هر ستاره، دايره ساعتي آن ستاره ناميده مي

اوي و گذرنده از زنيت محلي، صفحه صفحه عمود بر افق سم. مركز كره سماوي، صفحه افق سماوي نام دارد
غربي  -النهار سماوي ناظر باشد و جهت آن شرقي صفحه قائمي كه عمود بر صفحه نصف. شود قائم ناميده مي

النهار سماوي با افق سماوي، شمال و جنوب  هاي برخورد نصف امتداد. شود باشد، صفحه قائم اوليه ناميده مي
  .شوند نجومي ناميده مي

اين صفحه، استواي سماوي . است) Ecliptic(حركت خورشيد به دور زمين، صفحة اكلپتيك  مسير ظاهري
اي  نقطه. كند را در دو نقطه كه طول روز و شب در آنها برابر است به نام نقاط اعتدال بهاري و پاييزي قطع مي

سماوي را قطع كند،  اش حين عبور از نيمكره جنوبي به نيمكره شمالي، استواي كه خورشيد در مسير ظاهري 
زاويه بين صفحات . نام دارد) Autumnal(و نقطه مقابل آن اعتدال پاييزي ) Vernal(اعتدال بهاري 

7223اكلپتيك با استواي سماوي تقريباً ثابت و در حدود 
0

 درجه از هر يك  90نقاطي كه به فاصله . باشد مي
) Wintersolstice(و زمستاني ) Summersolstice(اند به نقاط انقلاب تابستاني  از نقاط اعتدال واقع

  .موسوم هستند
حال پس از آشنايي با واژه ها و مفاهيم مر بوط به كره سماوي، به منظور تعيين مختصات ستارگان روي كره 

  .شوند هاي مختصات سماوي به شرح زير تعريف مي اهسماوي دستگ
  

  )Horizontal(دستگاه مختصات افقي 
 مركز ثقل خورشيد: مبدا 

  محورz  :در راستاي شاقولي و در جهت زنيت 

  محورx  : در جهت شمال نجومي النهار سماوي ناظر نصفو  صفحه افق سماويفصل مشترك 

  محورy  : شودچپي مي  دستگاه دستبه گو نه اي است كه. 
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  دستگاه مختصات افقي - 2نگاره 
 

دهند  نشان مي) A(و آزيموت ) a(مختصات، مختصات يك ستاره را با دو پارامتر ارتفاع ستاره  دستگاهدر اين 
تا  0قائم گذرنده از ستاره از  ارتفاع ستاره زاويه بين صفحه افق سماوي و امتداد ستاره كه در صفحه). 2نگاره (

النهار سماوي ناظر و صفحه قائم ستاره در صفحه افق  آزيموت ستاره زاويه بين نصف. درجه مي باشد 90
  .درجه مي باشد 360تا  0سماوي بين 

  :بردار پايه در اين دستگاه به صورت زير است 
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  )Hour Angle(دستگاه زاويه ساعتي 

  مركز ثقل خورشيد: مبدا 

  محورz  :اي زمين و گذرنده از قطب شمال سماوي در راستاي محور دوران لحظه 

  محورx  :النهار سماوي ناظر فصل مشترك صفحه استواي سماوي و نصف 

  محورy  : شودچپي مي  دستگاه دستبه گو نه اي است كه. 

  



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 6 

  
 سيستم زاويه ساعتي – 3نگاره 

                              
 Hour(و زاويه ساعتي ستاره ) Declination(مختصات يك ستاره در اين دستگاه با دو پارامتر ميل ستاره 

Angle (شود  مشخص مي) (ميل يك ستاره ). 4نگاره ( زاويه بين صفحه استواي سماوي و امتداد ستاره
زاويه بين ) h(زاويه ساعتي ستاره . شود گيري مي درجه اندازه 90تا  0ساعتي بين است كه در صفحه دايره 

 24تا  0درجه يا  360تا  0النهار سماوي ناظر و دايره ساعتي ستاره كه در صفحه استواي سماوي بين  نصف
  .شود گيري مي ساعت اندازه

  :بردار پايه در اين دستگاه به صورت زير است 
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  ميل ستاره و زاويه ساعتي ستاره – 4نگاره 
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  )Apparent Placeيا  Right Ascension( دستگاه مختصات بعدي

 مركز ثقل خورشيد: مبدا 

  محورz  :اي زمين و گذرنده از قطب شمال سماوي در راستاي محور دوران لحظه 

  محورx  : فصل مشترك صفحه استواي سماوي و دايره ساعتي گذرنده از نقطه 

  محورy  :راستي باشد طوري است كه دستگاه دست. 

  

   
  سيستم مختصات بعدي – 5نگاره 

  
بعد ستاره . شود ستاره نشان داده مي )(و ميل ) (مختصات هر ستاره در اين دستگاه با دو پارامتر بعد 

)Right Ascension ( ساعت  24تا  0و دايره ساعتي ستاره بين  زاويه بين دايره ساعتي نقطه
در نظر بگيريم  اگر اثر هر دو حركت پرسشن و نوتيشن را بر روي نقطه ). 6نگاره (شود  گيري مي اندازه
را فقط تحت تأثير پرسشن در  اگر نقطه . شود گفته مي حقيقي است و به آن دستگاه بعدي حقيقي نقطه 

  .شود اي متوسط مي گوييم و به اين دستگاه، دستگاه بعدي متوسط گفته مينظر بگيريم به آن 
  :بردار پايه در اين سيستم به صورت زير است 
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  بعد و ميل ستاره – 6نگاره 

  
  )Local astronomical(دستگاه مختصات نجومي محلي 

  نقطه مشاهداتي(روي سطح زمين : مبدأ (  
  محورz  :در راستاي شاقولي و در جهت زنيت 

  محورx  : در جهت شمال نجومي النهار سماوي ناظر نصفو  صفحه افق سماويفصل مشترك 

  محورy  : شودچپي مي  دستگاه دستبه گو نه اي است كه. 

 

  
  دستگاه مختصات نجومي محلي – 9نگاره 

 
) A(و آزيموت نجومي ) Z(يا زاويه ارتفاعي ) v(مختصات هر ستاره در اين دستگاه با دو پارامتر زاويه قائم 

ارتفاع ستاره زاويه بين صفحه افق سماوي و امتداد ستاره كه همان ) v(زاويه قائم . شود ستاره نشان داده مي
النهار سماوي  آزيموت ستاره نيز زاويه بين نصف. درجه مي باشد 90تا  0در صفحه قائم گذرنده از ستاره از 

  .درجه مي باشد 360تا  0ناظر و صفحه قائم ستاره در صفحه افق سماوي بين 
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  :ير است بردار پايه در اين دستگاه به صورت ز
 



































v

Av

Av

z

y

x

e

LA

LA

sin

sincos

coscos
  

  
  هاي مختصات زمينيدستگاه 

اين دسته . شود هاي مختصات استفاده مي  جهت تعيين مختصات نقاط در سطح زمين از اين دسته از دستگاه
. هاي مختصات نسبت به زمين ثابت هستند، يعني در حركات روزانه و ساليانه زمين شركت دارند از دستگاه

هايي هستند   دستة اول دستگاه. شوند ها به دو دستة كلي ژئوسنتريك و توپوسنتريك تقسيم مي  اين دستگاه
در زير مشخصات . كه مركز آنها بر مركز ثقل زمين منطبق است و دستة دوم مركز آنها روي سطح زمين است

  .كنيم ها را بيان مي   كلي اين دستگاه
  

  (IT)اي  مختصات زميني ژئوسنتريك لحظه دستگاه
 مركز ثقل زمين: مبدأ  
  محورz  :اي اي زمين و گذرنده از قطب لحظه در راستاي محور دوراني لحظه  
  محورx  :اي زمين النهار گرينويچ لحظه اي و صفحه نصف فصل مشترك صفحه استوايي لحظه  
  محورy  : دست راستي باشد شود كه دستگاه طوري انتخاب مي. 

 .ت زير خواهد شدبه صور بردار پايه در اين دستگاه

  











































IT

ITIT

ITIT

IT

IT

z

y

x

e

sin

sincos

coscos

  

  
  )CT(دستگاه مختصات زميني ژئوسنتريك قراردادي 

 مركز ثقل زمين: مبدأ  
  محورz  : در راستاي محور دوراني متوسط زمين و گذرنده از نقطهCIO  
  محورx  :النهار گرينويچ متوسط زمين فصل مشترك صفحه استواي متوسط و صفحه نصف  
  محورy  :دست راستي باشد شود كه دستگاه طوري انتخاب مي .  
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  دستگاه مختصات زميني ژئوسنتريك قراردادي -7نگاره 

  
 .به صورت زير خواهد شد بردار پايه در اين دستگاه

  











































CT

CTCT

CTCT

CT

CT

z

y

x

e

sin

sincos

coscos

  

  
   (G) مختصات ژئودتيكي دستگاه
 مركز بيضوي: مبدأ 

  محورz : گذرنده از قطب شمال ژئودتيكيمنطبق بر محور كوچك بيضوي و  
  محورx  :النهار ژئودتيكي گرينويچ فصل مشترك صفحه استواي ژئودتيكي و صفحه نصف  

  محورy  :دست راستي باشد شود كه دستگاه طوري انتخاب مي. 

 
  مختصات ژئودتيكي دستگاه -8نگاره 



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 11 

  
  :به صورت زير است بردار پايه در اين دستگاه









































sin

sincos

coscos

G

G

z

y

x

e  

  
  (LG) دستگاه مختصات زميني ژئودتيكي محلي

  نقطه مشاهداتي(روي سطح زمين : مبدأ(  
  محورz  : و در خلاف جهت آن) عمود بر سطح بيضوي(در راستاي بردار شتاب ثقل نرمال  
  محورx  :النهار ژئودتيكي گذرنده از نقطه  فصل مشترك مماس بر سطح بيضوي و صفحه نصف

  مشاهداتي گذرنده به سوي شمال ژئودتيكي 
  محورy  : چپي باشد دست شود كه دستگاه طوري انتخاب مي. 

  دستگاه مختصات ژئودتيكي محلي – 9نگاره 
  

  .دشو به صورت زير تعريف مي بردار پايه در اين دستگاه
  









































v

v

v

z

y

x

e

LG

LG

sin

sincos

coscos




 

  
    .زاويه قائم ژئودتيكي مي باشند vآزيموت ژئودتيكي و  كه در آن
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  هاي مختصات  دستگاه تبديل 
  دوران حول محورX  

  

 

 

 

x1 = x' 

y1 = y' cos  + z' sin  

z1 = y' sin  + z' cos  

X1 = R1X' 

 
 

  دوران حول محورY  

 

 

 

 

 

x2 = x1 cos   z1 sin  
y2 = y1 

z2 = x1 sin   z1 cos  

X2 = R2 X1 
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  دوران حول محورZ  

  

 

 

 

x = x2 cos  + y2 sin  

y = x2 sin  + y2 cos  

z = z2 

X = R3 X2 

 
  

 محورهر سه حول  كلي دوران 

  
X = R3 R2 R1 X' = RX'  
 
 R=  

        

 r11 = cos(2) cos(3) 

 r12 = sin(1) sin(2) cos(3) + cos(1) sin(3) 

 r13 = cos(1) sin(2) cos(3) + sin(1) sin(3) 

 r21 = cos(2) sin(3) 

 r22 = sin() sin(2) sin(3) + cos(1) cos(3) 

 r23 = cos(1) sin(2) sin(3) + sin(1) cos(3) 

 r31 sin(2) 

 r32 = sin(1) cos(2) 

 r33 = cos(1) cos(2) 
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  ITو  CTهاي مختصات   دستگاهرابطه بين 

  

  

  
  CT و   ITرابطه بين دستگاه هاي مختصات  -10نگاره 

  
 :توان نوشت هاي دوران مي مطابق شكل و بر اساس روابط ماتريس

IT

pp

CT

eyRxRe


 )()( 12    
   

(xp,yp) اي هستند مختصات قطب لحظه . 
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نيز با توجه به  رابطه معكوس بين اين دو دستگاه       RRR T1 به صورت زير خواهد شد.  
  

CT

pp

IT

exRyRe


 )()( 21  
 

  )APيا ( RA و ITهاي مختصات   دستگاهرابطه بين 
 

  
  APو  ITهاي  ارتباط بين دستگاه -11نگاره 

 
APIT

eGASTRe


 )(3  
GAST زمان نجومي حقيقي گرينويچ است.  

  
  :به صورت زير خواهد شد رابطه معكوس بين اين دو دستگاه

ITAP

eGASTRe


 )(3  
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 (CT)و زميني متوسط  (G)هاي ژئودتيكي   دستگاهرابطه بين 

  

  
  CT و  Gهاي ارتباط بين دستگاه -12نگاره 

 
مركز ثقل زمين و دوران هاي محورهاي بيضوي نسبت براي اين ارتباط بايد مختصات مركز بيضوي نسبت به 

  . زميني مشخص باشند به محورهاي دستگاه
  

  
CT

z

y

x

G

zyx

CT

T

T

T

z

y

x

R

z

y

x


















































),,(   

  

 
 

  : x = y = z = 0اگر 
 

  :خيلي كوچك باشند   z و x ، yاگر 
  

 



ن از 

CT

e
  

LA

e
  

 

 

 

   

 

همچنين.  باشند

T

R  3 (

RP  (22

 (LA) ي

L  

اتي مشخص
  . ود

R  2 2
()


R  ()
2 3



محلي نجومي

A , CTهاي

 نقطه مشاهدا
ستي استفاده شو

LA

ep


 2)

CT

e


)

17 

نجو  (CT)ط

ه دستگاه بين
 

),(ط  در
ي به دست راس

زميني متوسط

ارتباط -13ره

 زميني متوسط
دست چپي تگاه

 :عبارتست از

 و محاسبات

ستگاه هاي ز

نگار

ايد مختصات
هت تبديل دست

ين دو دستگاه

ژئودزي و درس 

 

رابطه بين دس

 اين ارتباط با
س انعكاسي جه

 معكوس بين ا

جزوه

 

ر
 

براي 
ماتريس

  

رابطه
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  دستگاه هاي مرجع زمان
 ادوار در بحث مورد مسائل از يكي زمان سنجش جهت يك دستگاه مرجع زمان و تعريف سنجش به نياز

 باشندمي زماني نيازمند ناوبران و ها ژئودزين اخترشناسان، .است بوده بشر نيازهاي از يكي و  تاريخ مختلف

 در موجود امكانات به توجه با بنابراين .مرتبط باشد زمين روزانه فضا يعني حركت در زمين دوران زاوية با كه

 .اندگرديده ارائه مختلفي زماني هايمقياس هاي مختلف،نيازهاي گروه گرفتن نظر در با و تاريخي دورة هر
 زمين روزانة دوران. استپذيرفته صورت طبيعي هاي مختلفپديده اساس بر زماني هايمقياس اين تعريف

 تعداد و ستارگان به نسبت زمين دوران خورشيد، حول آن در مدار زمين ساليانة گردش دورانش، محور حول

 طبيعي هايپديده اين براي هاييمثال عنوان به توانمي را سزيم خاص مانند اتم يك هايتناوب مشخص

 آنها از استفاده با كه باشدمي فرد به منحصر مشخصاتي دارايزمان  هر دستگاه مرجع ترتيب، بدين. برد نام

 نحوة ،)مرجع اپك( آغاز لحظة به توان مي مشخصات اين جملة از .گيردمي استفاده قرار مورد و تعريف

   .نمود اشاره آن يكنواختي ميزان و ...) و سال روز، ثانيه، شامل( زمان تقسيمات تعريف
در مكانيك سماوي و ژئودزي . لحظه دقيق يك رويداد استهدف اصلي دستگاه هاي مرجع زمان، تعيين 

اي برخوردار است، زيرا مختصات اجرام سماوي و ستاره ها بستگي به ثبت دقيق زمان زمان از اهميت ويژه
براي داشتن يك دستگاه مرجع زمان به صورت عملي، نياز به يك بازه زماني قابل تكرار و دقيق است . دارد

همچنين يك مقطع زماني مرجع لازم . گيري، استوار باشدهاي فيزيكي قابل اندازهديدهكه بر پايه برخي پ
  . هاي زماني نسبت به آن محاسبه شونداست تا بازه

. در حال حاضر زمان هاي نجومي و خورشيدي و زمان اتمي بسيار رايج و مورد استفاده در ژئودزي مي باشند
زمان . چسب مورد نياز مي باشند-مشاهدات زميني به يك چارچوب فضااين زمان ها به ترتيب به دليل ارتباط 

ها بوسيله روابط رياضي مشخص نجومي و زمان خورشيدي بر پايه دوران زمين تعريف شده اند و ارتباط آن
  . باشدمي باشد، در حاليكه زمان اتمي مستقل از دوران زمين مي

  
  هاي مرجع زمانمفهوم دقت در دستگاه

دستيابي به دقت هاي مورد نظر، مي بايست ارتباط بين دستگاه هاي مختلف زماني با بالاترين دقت به منظور 
سانتي متر در موقعيت، با در در نظر گرفتن يك  1براي مثال دقت زماني متناظر با خطاي . مشخص باشد

sdTنقطه در استوا و دوران زمين  5
1 102  يك ماهواره نزديك به سطح زمين در مدار خود ،

sdT 6
2 101   و يك فاصله بدست آمده از مدت زمان طي شده توسط يك سيگنال از ماهواره تا
sdTايستگاه زميني  10

3 101  بنابراين با توجه به دقت هاي زماني ارائه شده در مي  ).14نگاره ( است
  .مربوط به هر يك بايد از دقتي بالاتر برخوردار باشند يابيم كه دستگاه هاي مرجع زمان
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  اثر خطاهاي زمان سنجي در ژئودزي  -14نگاره 

  

  زمان هاي مبتني بر دوران زمين
 زمان خورشيدي  

زمان ظاهري خورشيدي، فاصله ميان گذرهاي متوالي خورشيد است كه از يك طول جغرافيايي مشخص، 
النهار روز خورشيدي فاصله زماني ميان دو گذر متوالي خورشيد از نصف يكبه عبارت ديگر . شودمشاهده مي

به صورت لازم به ذكر است كه . آيداست كه از گردش زمين به دور محور دوراني خود به دست ميمحل 
ساعت به لحظه گذر خورشيد نصف النهار محلي يا گرينويچ اضافه مي شود تا شروع يك شبانه  12قراردادي 
 .مه شب قرار گيردروز در ني

  زمان جهاني)UT(  
و عمود نبودن محور دوراني بر صفحه  به دور خورشيد در يك مدار بيضي شكلحركت زمين به دليل 

، شاهد تغيير طول روزها در طي اكليپتيك و نيز وجود تغييرات دايمي و غير منظم در سرعت دوراني زمين
. شودظاهري خورشيد سبب ايجاد مشكل در محاسبات ميهاي موجود در حركت اين بي نظمي. سال هستيم

اي خيالي بر روي استواي سماوي با به همين دليل به جاي خورشيد واقعي، خورشيد متوسط به عنوان نقطه
- سرعت يكنواخت روزانه در مدت زمان يك دوران كامل خورشيد واقعي بر روي اكليپتيك در نظر گرفته مي

در واقع يك روز خورشيدي متوسط، ميانگين همه روزهاي . كندا توليد ميشود و روز خورشيدي متوسط ر
بر مبناي خورشيد ظاهري متوسط كه ) UT(از اينرو زمان جهاني . خورشيدي واقعي در طول يك سال است

  .داراي حركت يكنواخت مي باشد تعريف شده است
همانطور كه . آمده است 15نگاره زمان ظاهري و زمان متوسط خورشيدي در طول يك سال در اختلاف بين 
ثانيه در  6دقيقه و  14اوايل نوامبر و حداقل آن ثانيه در  33دقيقه و  16شود حداكثر اختلاف ملاحظه مي

 .گرددهاي مختلف تكرار مياين تغييرات تقريبا به طور مشابه در سال. اوايل فوريه است
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  خورشيدياختلاف بين زمان ظاهري و زمان متوسط  -15نگاره 

  
ارائه شده اند كه اختلاف ميان  UT2و  UT0 ،UT1سه نسخه از زمان جهاني با اندكي تفاوت بنام هاي 

به عنوان زمان جهاني خام بر  UT0زمان . گيردها ناچيز بوده و تنها در كارهاي دقيق مورد توجه قرار ميآن
اگر تصحيح . تصحيحي بدست مي آيد اساس مشاهدات نجومي در ايستگاه هاي زميني معيني بدون هيچ نوع

حاصل  UT1اعمال گردد، در اين صورت زمان  UT0 )طول جغرافيايي( مربوط به حركت قطبي به زمان
سرعت چنانچه تصحيحات مربوط به تغييرات فصلي . مستقل از موقعيت ايستگاه استديگر شود كه مي

  .شودي آيد كه مطلق در نظر گرفته ميبدست م UT2اعمال شود، زمان  UT1نيز به زمان دوراني زمين 
  زمان نجومي  

يك روز نجومي فاصـله  . زمان نجومي استتعريف مبناي ها، نسبت به ستارهبه دور خود زمين  دورانيحركت 
به دليل حركت ساليانه زمين به دور خورشـيد  . النهار محل استزماني ميان دو گذر متوالي يك ستاره از نصف

 يك روز در سـال بـا هـم اخـتلاف دارنـد     حدود باشد و در واقع روز نجومي يكسان نميطول روز خورشيدي و 
ساعت در مقياس روز  23.93447ثانيه يا  4دقيقه و  56ساعت  23معادل  روز نجومي در واقع يك .)16نگاره (

  .روز نجومي است 366.242به بياني ديگر يك سال خورشيدي در برگيرنده . متوسط خورشيدي است
  

  
  نجومي زمانخورشيدي و  زماناختلاف بين  -16گاره ن
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النهار نجومي گرينويچ اندازه گيري شـود، زمـان نجـومي    اگر زاويه ساعتي نقطه اعتدال بهاري نسبت به نصف

آيد كـه تفـاوت آنهـا در    بدست مي) GMST( يا زمان نجومي متوسط گرينويچ) GAST(ظاهري گرينويچ 
به همـين ترتيـب   . )17نگاره ( حقيقي و نقطه اعتدال بهاري متوسط مي باشداختلاف بين نقطه اعتدال بهاري 

النهار نجومي محلي انـدازه گيـري شـود، زمـان نجـومي      اگر زاويه ساعتي نقطه اعتدال بهاري نسبت به نصف
بدست مي آيد كه مجددا تفاوت آنها در ) LMST( يا زمان نجومي متوسط محلي) LAST(ظاهري محلي 

روابط بين اين زمـان هـا بـه    . هاري حقيقي و نقطه اعتدال بهاري متوسط مي باشداختلاف بين نقطه اعتدال ب
حـذف   حقيقـي  اعتـدال بهـاري  در صورتيكه اثر حركت نوتيشن از روي نقطه  .صورت زير قابل بيان مي باشد

  . گيردآيد كه تنها تحت تاثير حركت پرسيشن قرار ميبه دست مي نقطه اعتدال بهاري متوسطشود، 
  
   cosGASTGMST  

   GASTLASTGMSTLMST  

 

 
  تعريف و ارتباط بين انواع زمان هاي نجومي -17نگاره 

  
  زمان هاي اتمي

  زمان اتمي بين المللي)TAI(  
زمـان  . شودهاي اتمي استفاده ميهمان طور كه از نام آن مشخص است، در اين دستگاه مرجع زمان از ساعت

نمايد، زمـان  تعيين مي) time-keeping(هاي نگهداري زمان پايه را براي سرويساتمي كه مقياس زماني 
زمان اتمـي بـين المللـي بـر پايـه شـمارش       . ارائه گرديد 1964كه در سال  باشدمي) TAI(اتمي بين المللي 

 حاصـل  133هاي يك جريان الكتريكي با فركانس بالا استوار است كه از رزنانس انتقـال اتمـي سـزيم    سيكل
ها اثرگـذار  مانند موقعيت ساعت نسبت به ژئوئيد، بر نرخ اين سيكل شايان ذكر است كه اثرات نسبيت. دشومي

دوره  9192631770برابر است بـا   SIيك ثانيه . است SIهاي آزاد، ثانيه واحد زمان اتمي در سطح آب. است
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 ـ   ، در دمـاي صـفر درجـه    133م سـزيم  تناوب انتقال الكترون ميان دو سطح تراز فوق ظريف از حالـت پايـه ات
  .كلوين

  زمان جهاني هماهنگ)UTC(  
زمان . است كه از زمان اتمي مشتق شده است) UTC(ترين زمان مورد استفاده، زمان جهاني هماهنگ رايج

UTC  ثانيه، از زمان  ±0.9با فاصلهUT1 كند تبعيت مي)∆UT1=UT1-UTC .( با توجه به تغييرات
اي به هاي جهشي به صورت دورهبايست ثانيههاي موجود در دوران زمين، ميبر اثر نامنظمي UT1نامنظم 

هاي جهشي در آخر ژوئن يا ثانيه. اضافه شود تا اختلاف معين ميان دو مقياس زماني حفظ شود UTCزمان 
  .شونددسامبر اضافه مي

  زمانGPS (GPS time) 

يك دستگاه مرجع زمان مخصوصي براي خـود ايجـاد و نگهـداري     سامانه هاي تعيين موقعيت ماهواره اي هر
 GPSنيز از دستگاه مرجع زمـان مخـتص خـود موسـوم بـه زمـان        GPSبر همين اساس سامانه . مي كنند

زمـان  اين دستگاه مرجع زمان بر پايه زمان اتمي تعريف شده است و ارتباط مشخصي با زمان . برخوردار است
 2003صفر و در سـال   1980ژانويه  5اختلاف بين اين دو در به عنوان مثال . دارد) UTC(جهاني هماهنگ 

اين اختلافات به طور دايم توسط مراكز ذيربط محاسـبه و در سـايت هـاي    . ثانيه گزارش شده است 13تقريبا 
  .براي عموم انتشار مي يابند BIPMو  USNOمرتبط به خود نظير 

  
  تبديلات بين زمان هاي مرجع

  ):19و  18نگاره هاي (هاي مختلف به صورت زير داده شده است باط بين زمانارت
  
  

nsUTCTAI

sGPSTTAI

dUTUTCUT





000.1

000.19

11

 

  
عدد صحيح   nثانيه و 0.9با قيد كمتر از  1UTو زمان  UTCبيانگر تفاوت بين زمان  1dUTكه در آن 
مقادير . ثانيه اعمال مي شود 0.9جهش هاي يك ثانيه اي است كه هنگام بروز تفاوت بيش از مربوط به 

1dUT  وn  به صورت رسمي توسطIERS براي مثال مقدار . محاسبه و منتشر مي شوندn  براي اول
د در عمل براي يادآوري مي شو. ثانيه محاسبه و اعلام شده است IERS 34توسط  2009ژانويه سال  

كه متناظر با زمان نجومي  1UTزمان تبديل بين دستگاه هاي مختصات سماوي بعدي و زميني لحظه اي از 
  .است، استفاده مي شود) GAST(ظاهري گرينويچ 
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  UTCو  1UTاختلاف بين زمان هاي  -18نگاره 

 

 
 ارتباط بين زمان هاي مورد استفاده در ژئودزي  -19نگاره 
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 3فصل 

 

 بيضي: ويژگي ها و روابط رياضي مربوط به آن

 

 
بيضي يكي از مقاطع مخروطي به حساب مي آيد. چنانچه يك مخروط كه مولد آن با محور مخروط يك 

 اگر زاويه بين يك صفحه قطع كننده 1 بسازد در نظر بگيريم، در اينصورت مطابق نگاره γزوايه به اندازه 
π و كوچكتر از γمخروط با محور آن بزرگتر از 

2
π باشد (

2
<ϕ<γ فصل مشترك حاصل همان بيضي خواهد ،(

 بود. حالت هاي ديگر عبارت خواهند بود از:
 

 γ<ϕ<0هذلولي:  اگر    •
 γ=ϕسهمي: اگر    •
πدايره: اگر    •

2
=ϕ 

 

 
 - مقاطع مخروطي1نگاره 

 
 معادله بيضي

 y و xچنانچه يك دستگاه مختصات كارتزين به گونه اي كه مبدا آن منطبق بر مركز بيضي و محور هاي 
آن به ترتيب منطبق بر محورهاي بزرگ (به سمت راست) و كوچك (به سمت بالا) آن باشد، در آن صورت 

 معادله بيضي به صورت زير نوشته مي شود.
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1 

1
2

2

2

2

=+
b
y

a
x  

 

 
 - بيضي2نگاره 

 
  به ترتيب از روابط زير استفاده نمود.2براي رسيدن به معادله فوق  مي توان با توجه به نگاره 
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 را در نظر بگيريم، در b و a چنانچه دو دايره كمكي محيطي و محاطي بيضي به شعاع هاي 3مطابق نگاره 
 اين صورت معادله پارامتري بيضي به صورت زير خواهد بود.

 
2 

 
 

 
 - بيضي و دايره هاي كمكي3نگاره 

 
 اثبات رابطه فوق به صورت زير است.
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 روشي ديگر براي اثبات معادله كارتزين بيضي به صورت زير مي باشد.

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 نمايش دهيم، به F بر روي بيضي را نسبت به كانون P مختصات هر نقطه دلخواه 4چنانچه بر پايه نگاره 
 روابط زير خواهيم رسيد.

 
3 

 

 
 



  ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 5 

 
 - بيضي (كانون ها و خط هادي)4نگاره 

 
 اثبات رابطه فوق به صورت زير مي باشد.
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 دستگاه مختصات قطبي را نسبت به مركز بيضي در نظر بگيريم، در آن صورت به روابط 5اگر مطابق نگاره 
 زير مي رسيم.

 
4 
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 - بيضي (معادله قطبي)5نگاره 

 
 خروج از مركزي هاي بيضي

 نمايش داده مي شود كه به خروج از مركزي اول معروف است  eخروج از مركزي يك بيضي معمولا با نماد 
 و از رابطه زير تعريف مي شود.

 
5 

 
 

  مي توان ديد كه2از نگاره 

 
 

 
 

 بنابراين مجذور آن كه در ژئودزي متداولتر است به صورت زير ارائه مي شود.
 
6 

 
 

 معرفي مي شود، مجذور آن به ’eنوع ديگري از خروج از مركزي موسوم به خروج از مركزي دوم كه با 
 صورت زير نمايش داده مي شود.

 
7 
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 فشردگي بيضي
 نمايش داده مي شود بيانگر ميزان پخي آن است و به صورت زير تعريف مي fفشردگي يك بيضي كه با 

 شود.
 

8 
 

 
 ديگر پارامترهاي بيضي

، cدر برخي از روابط مورد نياز در محاسبات ژئودزي از كميت هاي ديگري موسوم به پارامترها يا ثابت هاي 
m و n.بيضي استفاده مي شود كه به صورت زير معرفي مي شوند  

 
9 
 

10 
 

11 

 

 

 
 

 گاهي اوقات مجذور خروج از مركزي سوم ناميده مي شوند. همچنين m شعاع قطبي و cتوجه نماييد كه 
 فشردگي دوم و سوم نيز به صورت زير تعريف شده اند.

 
  

 
 

 روابط بين پارامترهاي بيضي
 ).6به صورت زير با يكديگر ارتباط دارند (نگاره  n  وa ،b ،c ،e،e’ ،mپارامترهاي مختلف بيضي مانند 

 
12 
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 - هندسه بيضي6نگاره 

 
 هندسه بيضي

 شناخته شده اند كه به ترتيب P به عنوان عرض هاي يك نقطه دلخواه مانند θ و ϕ ،ψ زواياي 7در نگاره 
، زاويه بين محور بزرگ بيضي و قائم بر Pعبارتند از: زاويه بين محور بزرگ بيضي و قائم بر بيضي در نقطه 

 P) x. مختصات كارتزين نقطه OP و زاويه بين محور بزرگ بيضي و بردار شعاعي Aدايره كمكي در نقطه 
 بيان شوند. بنابراين اين تابع ها مي توانند براي تعريف θ و ϕ ،ψ) مي توانند به عنوان تابع هايي از yو 

استفاده شوند كه در بخش هاي بعدي e2  و 𝑎𝑎بيضي    بر حسب پارامترهاي OH و PH،PDفاصله هاي 
   خواهيم ديد.
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• x و y بر حسب ϕ 

  خواهيم داشت.x) نسبت به 1با مشتق گيري از معادله (
 
 

 
  

 با كمي دستكاري و جابجايي به رابطه زير مي رسيم.
 
 

 
 
 

 
 - بيضي و دايره كمكي7نگاره 

 
dyحال بنابر تعريف 

dx
  داريم:7 كه همان شيب مماس بر بيضي است و با توجه به شكل 
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 از رابطه فوق مي توانيم به روابط زير برسيم.
 
 

ϕtan
2

2

x
a
by =  

ϕtan2

2 y
b
ax =  

 
  فوق در معادله كارتزين بيضي به روابط زير خواهيم رسيد.yبا جايگذاري معادله 

 
 

 
 

b2حال با توجه به رابطه 

a2 = 1 − e2 .مي توان به رابطه زير رسيد  
 
 

 
 

  مي رسيم.xبه اين ترتيب به معادله نهاي زير براي 
 

13 
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  هم به روابط زير مي رسيم.yبه طور مشابه براي 
 
 

 
 

𝑎𝑎2با در نظر گرفتن

𝑏𝑏2 = 1
1−𝑒𝑒2 .خواهيم داشت  

 
 

 
 

 و سرانجام به رابطه زير مي رسيم.
 

14 

 
 

 c و V و Wتعريف دو پارامتر  •

 
 

15 
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16 
 

 

 
 

17 

 
 

18 
 

 

 
 

 طول قائم تا محور كوچك بيضي •

 
19 

 
 

 طول قائم تا محور بزرگ بيضي •
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20 

 
 

  در امتداد قائمDHطول  •

 
21 

 
 

  در امتداد محور كوچك بيضيOHطول  •

 
22 

 
 

 ارتباط بين عرض هاي مختلف •

  داريم:ψ) نسبت به 2با مشتق گيري از (
 
 

 
 

 بنابراين
 
 

 
 

dyبنابر تعريف 
dx

  به عنوان شيب مماس بر بيضي:
 
 

 
 

  به صورت زير تعيين مي شود. ψ و ϕحال با توجه به دو معادله قبلي، ارتباط بين 
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 ) داريم:15 و معادلات (7همچنين بر اساس نگاره 

 
 

 
 

  نيز به صورت زير تعيين مي شود.  θ و ϕبنابراين ارتباط بين 
 

24 
 

 
  نيز به صورت زير به دست مي آيد.  θ و ψ)، ارتباط بين  24) و (23با در نظر گرفتن دو معادله (

 
25 

 
 

 انحنا
براي محاسبه فاصله بر روي بيضي يا بيضوي، دانستن برخي مطالب در مورد انحناي بيضي مورد نياز است. 

انحنا در هر نقطه دلخواه روي بيضي مي تواند از روابط عمومي قابل استفاده براي هر منحني ديگر تعيين 
 شود. 

y براي هر نقطه دلخواه روي منحنيκانحناي  = y(x)  به عنوان نرخ تغيير جهت منحني يا نرخ تغيير 
). بنابر اين تعريف مي توان رابطه زير 8جهت مماس بر منحني نسبت به طول كمان تعريف مي شود (نگاره 

 را نوشت.
 

26 
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 - انحنا8نگاره 

 
dyشيب مماس بر منحني بنا به  تعريف مشتق اول است، يعني 

dx
= tanα و مشتق دوم نيز به صورت ، 

 زير مي باشد.
 

27 
 

 

𝜅 )، 26اما از معادله ( = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 را به ، كه رابطه ، و مثلث جزيي 
d2y) به 27دست مي دهد و با جايگذاري آنها در معادله (

dx2 = κ sec3 α مي رسيم. با كمي جابجايي و 
 دستكاري به رابطه زير براي انحنا مي رسيم.

 
28 

 
 

 حال با در نظر گرفتن
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 ) را ساده تر نمود. از آنجا كه 28مي توان معادله (
 

 
 

 )، سرانجام به يك رابطه جديد براي انحنا برسيم.28مي توان با جايگذاري در معادله (
 

29 

 
 

 شعاع انحنا

,P(x براي يك نقطه دلخواه مانند ρشعاع انحنا  y) بر روي منحني y = y(x)  به صورت زير تعريف  
 مي شود.

 
30 

 
 

، شعاع 9شعاع انحنا در واقع شعاع دايره بوساني است كه منحني را در همان نقطه تقريب مي كند. در نگاره 
ρ برابر  Pانحنا در نقطه  = CP  است وC(u, v) مركز انحنا با مختصات 𝑥𝑥 = 𝑢𝑢 و 𝑦𝑦 = 𝑣𝑣.است  
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 - مركز انحنا9نگاره 

 
به منظور بدست آوردن يك معادله براي محاسبه شعاع انحنا مي توان به روش زير عمل كرد. از تعريف معادله 

 شيب مماس بر بيضي مي توان آن را به عنوان مشتق اول به صورت زير تعيين نمود.
 

31 
 

 
 مشتق دوم نيز به صورت زير تعيين مي گردد.

 
32 

 
 

dφمشتق 
dx

  نيز از رابطه زير به دست مي آيد.
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dx، مشتق با استفاده از قاعده مشتق گيري توابع كسري 
dφ

 به صورت زير 
 مي باشد.

 
 

 
 

 بنابراين داريم:
 

33 

 
 

 ) به معادله زير مي رسيم.32حال با جايگذاري رابطه فوق در معادله مشتق دوم (
 

34 

 
 

 اكنون مي توان معادله شعاع انحنا را به صورت زير بازنويسي نمود.
 
 

 
 ) در معادله فوق به رابطه زير مي رسيم.34) و (31با جايگذاري (

 



  ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 20 

 

 
 

 سرانجام با كمي دستكاري در معادله فوق به رابطه پاياني شعاع انحنا مي رسيم.
 
 

 
 

 مركز انحنا
,P(x، مركز انحنا براي يك نقطه دلخواه مانند 9 مطابق نگاره  y)بر روي منحني y = y(x)  ، 

C(𝑢𝑢,𝑣𝑣) است كه در امتداد قائم بر منحني در نقطه P قرار گرفته و در واقع منطبق بر مركز دايره بوسان در 
 اين نقطه مي باشد.

𝑥𝑥مختصات ( = 𝑢𝑢 و 𝑦𝑦 = 𝑣𝑣) و معادلات عمومي خطوط مماس و قائم 30) مركز انحنا به كمك معادله (
 به دست مي آيند.

 
35 

 
 

,P(x هم در امتداد قائم گذرنده از C(𝑢𝑢,𝑣𝑣)مركز انحناي  y) و هم در فاصله ρ از نقطه P در سمت تعقر 
yمنحني  = y(x).قرار مي گيرد. بنابراين مي توان دو معادله زير را نوشت   

 
36 

 
37 

 
 

𝑢𝑢)) به صورت 36با مرتب سازي معادله ( − 𝑥𝑥) = −𝑦𝑦′(𝑣𝑣 − 𝑦𝑦)) آنگاه: 37 و جايگذاري در ،( 



  ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 21 

 
 

 
 و نهايتا به معادله زير خواهيم رسيد.

 
38 

 
 

"𝑦𝑦بايد توجه نمود وقتي كه تعقر منحني به طرف بالا است،  >  قرار مي گيرد، P بالاي C و از انجا كه 0
𝑣𝑣)آنگاه  − 𝑦𝑦) >  و بنابراين علامت ويژه معادله فوق مثبت (+) است. همين حالت براي زمانيكه 0

𝑦𝑦" <  ) را به صورت زير خواهيم داشت.38  نيز صادق است و با علامت مثبت مواجه هستيم. لذا معادله (0
 

39 
 

 
 ) به رابطه زير دست مي يابيم.36حال با جايگذاري معادله فوق در (

 
40 

 
 

,𝑢𝑢)) به معادلات مختصات 40) و (39نهايتا با مرتب سازي معادلات ( 𝑣𝑣) به عنوان مركز انحناي C مي 
 رسيم.

 
41 

 
 



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 1 

  
  
  4فصل 
  

  رابطه بين مختصات كارتزين و منحني الخط
  
  

يكي از مباحث مهم و كاربردي در محاسبات ژئودزي تبديل بين مختصات كارتزين و منحنـي الخـط در يـك    
را در  P، يك نقطه دلخـواه ماننـد   1براي اين منظور مطابق نگاره . دستگاه مختصات مرجع ژئودتيك مي باشد

تبط شده است كـه آن  به بيضوي مر PHفضا در نظر مي گيريم كه از طريق يك قائم بر سطح بيضوي مانند 
  . قطع كرده است Qرا در نقطه اي مانند 

 

 
  با بيضوي مرجع Pارتباط نقطه  -1نگاره 

  
قـائم بـر بيضـوي،     قـرار دارد و  بـالاي بيضـوي  ) ارتفاع ژئودتيك( h=QPدر ارتفاع  Pنقطه ، 1مطابق نگاره 

 φزاويـه   xOyاين قائم با صفحه اسـتوايي  . قطع مي كند Hرا در  zمحور و  Dرا در  xoyاستوايي صفحه 
با صفحه نصـف  ) طول ژئودتيك( λيك زاويه به اندازه  ONQو در صفحه نصف النهاري ) عرض ژئودتيك(
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 λ، )عـرض ژئودتيـك  ( φبه صورت  Pنقطه با اين توضيحات مختصات ژئودتيك . النهاري گرينويچ مي سازد
  . فته مي شودگني الخط حكه به آن مختصات من معرفي مي شود) يكارتفاع ژئودت( hو ) طول ژئودتيك(

نقطـه  يكساني با  λو  φروي بيضوي، داراي مختصات  Pنقطه به عنوان تصوير قائم  Qنقطه توجه شود كه 
P  اما دارايh=0 نقطه . استP    علاوه بر مختصات منحني الخط داراي مختصـات كـارتزينx ،y  وz   نيـز

  .اين دو دسته مختصات هم ارز مي باشند و مبدا هر دو دستگاه مختصات در مركز بيضوي قرار دارند. مي باشد
   

  
)b (P'  نقطه تصويرP در صفحه استوايي  )a(  ارتباط نقطهP با بيضي نصف النهاري  

  ارتباط مختصات كارتزين و ژئودتيك -2نگاره 
  

نمـايش داده   zOpدر صفحه نصف النهـاري  ) مقطع قائم نصف النهاري(بيضي نصف النهاري ) a(2در نگاره 
خط . نصف النهاري مرتبط مي شود در اين صفحه قرار دارد و از طريق خط قائم به بيضي Pنقطه .  شده است

مركـز انحنـاي   . قطع مي كند Hرا در  zو محور  D، صفحه استوايي را در Qقائم بيضي نصف النهاري را در 
در صـفحه   Pنقطـه  تصـوير  . قـرار مـي گيـرد    Cدر امتداد خط قـائم در   Qلنهاري براي نقطه بيضي نصف ا

 pدر امتـداد عمـود بـر محـور      Qدايره كمكي نيز با تصـوير نقطـه   . نمايش داده شده است 'Pاستوايي نيز با 
  .ده انددر اين نگاره نشان داده ش θو ژئوسنتريك  ψهمچنين عرض هاي پارامتريك . نمايش داده شده است

  .  نيز نمايش داده شده است Pنقطه تصوير  'Pصفحه استوايي بيضوي را نشان مي دهد كه در آن ) b(2نگاره 
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در بخش هاي قبلي روابط بين پارامترهاي مختلف بيضي اثبات شده اند كه به دليل نياز، مجددا در اينجا 
  .يادآوري مي شوند

  
  

 
  

  :داشتيمتلف بيضي نيز خبراي عرض هاي م
  
  

 
  

  :خواهيم داشت و توجه به رابطه  2مطابق نگاره 
  
  

 

 
  

  ). 2نگاره (هستند  Pنقطه  zو  x ،yبه ترتيب مختصات هاي كارتزين  'PPو  OE ،OFطول هاي 
) x, y, z(به مختصات كارتزين ) h ,λ ,φ(براي مقاصد مختلف، اغلب نياز به تبديل از مختصات ژئودتيك 

اين . از يك بيضوي به بيضوي ديگر مي باشد)  h ,λ ,φ(نيز تبديل مختصات ژئودتيك و بر عكس، و 
  .تبديلات در بخش هاي بعدي مورد بررسي قرار مي گيرند
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  ) x, y, z(به مختصات كارتزين ) h ,λ ,φ(تبديل مختصات ژئودتيك 
به مختصات ) h ,λ ,φ(ژئودتيك و آنچه در بالا گفته شد، تبديل مختصات و معادلات  2با توجه به نگاره 

  .توسط روابط زير انجام مي پذيرد) x, y, z(كارتزين 
  
  
)1(  

 
  

 .را مي توان به صورت زير نمايش داد) 1(فرم ماتريسي معادلات 

 

ቈ
ݔ
ݕ
ݖ

቉
ீ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ሺ߭ ൅ ݄ሻ ݏ݋ܿ ߮ ݏ݋ܿ ߣ
ሺ߭ ൅ ݄ሻ ݏ݋ܿ ߮ ݊݅ݏ ߣ

ቆ߭
ܾଶ

ܽଶ ൅ ݄ቇ ݊݅ݏ ߮
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ீ

 

  
  :ازعبارتند ) 1(دامنه متغيرها در معادلات 

  
  

 
  

  .جهت يادآوري پارامترهاي بكاررفته در روابط فوق، به صورت زير مي باشند
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  ) h ,λ ,φ(به مختصات ژئودتيك ) x, y, z(تبديل مختصات كارتزين 
  .مي توان به روابط زير را تنظيم نمود) 1(از معادلات 

  
  
  
)2(  

 
  

  .و به صورت زير تعيين مي گردداست ) محور دوراني( zفاصله قائم از محور  pكه در آن 
  
)3(  

 
  
  : داريم) 2( همعادلاولين از 
  

 

 
  

  . را از رابطه زير تعيين نمود )طول ژئودتيك( λبنابراين مي توان با انتخاب تابع سينوس از روابط فوق، مقدار 
  
  

  
  .با تركيب عبارات فوق به رابطه كوتاه تر زير مي رسيم
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)4(  

  
  :علامت عبارت است ازكه در آن تابع 

  
)5(  

 
  

  .خواهيم رسيد )طول ژئودتيك( λبه طور مشابه با استفاده از تابع كسينوس، به رابطه زير براي تعيين مقدار 
  
)6(  

 
  

  .مي توان روابط زير را تنظيم نمود) 2(از دومين معادله 
  
)7(  

  
)8(   

  
  كه در آن 

  
  

 
  

  .بررسي نمود )عرض ژئودتيك( φحال تحت شرايط زير مي توان مسئله حل 
تبديل مي شود و بنابراين تنها جواب امكان پذير آن  به ) 7(، معادله z=0اگر 

چنانچه تحت شرط . ، زيرا φ=0برابر است با ) (

 ،φ≠0 به ناچار ، آنگاهz≠0 . اگرx=y=0  وz>0 آنگاه ،p=0  تبديل به ) 8(و معادله
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مي شود كه تنها جواب امكان پذير براي آن تحت شرط  

، φ=π/2  است و در صورتيكهz<0 تنها جواب امكان پذير ،φ=-π/2 بنابراين تحت شرط  .است

  .x≠y≠0: باشد، آنگاه به ناچار داريم φ=±π/2، اگر  

به مركز بيضوي  eଶݒدر داخل منطقه كروي با شعاع  φاز شرايط فوق مي توان نتيجه گرفت كه جواب هاي 

)O (بنابراين مي توان با اضافه نمودن يك كران پايين براي ارتفاع  .د بودنيكتا نخواهh  به صورت

݄ ൒ െ5000 ݉  از ابهامات احتمالي در جواب هايφ 7(، )6(، )4(با استفاده از معادلات . اجتناب نمود (

توسط روابط زير ) h ,λ ,φ(به مختصات ژئودتيك ) x, y, z(مختصات كارتزين ، تبديل )2(و آخرين معادله 
  .انجام پذير خواهد بود

  
  
  
)9(  

  

 ,x, yمحاسبه مي شود، اما روابط آساني براي تبديل روابط بالا به سادگي از  λمشاهده مي شود در حاليكه 

z  بهφ  وجود ندارد و به دنبال آن برايh در واقع در هر دو طرف معادله. هم موضوع ساده نيست φ  وجود

ارائه شده است كه  φروش هاي مختلفي براي محاسبه . دارد و كار تبديل را كمي با مشكل مواجه كرده است
  .به دو دسته كلي جواب هاي مستقيم و جواب هاي تكراري تقسيم مي شوند

با يك  2باشد كه قابل تبديل به معادلات درجه مي 4نياز به تشكيل معادلات درجه  φبراي حل مستقيم 
  . باشندريشه حقيقي تنها مي

هستند و در صورتي كه نقاط مورد نظر به بر خلاف جواب هاي مستقيم، جواب هاي تكراري عموما ساده تر 

݉ െ5000(اندازه كافي به بيضوي نزديك باشند  ൑ ݄ ൑ از دو تكرار تجاوز  به ندرت) ݉ 10000
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روش هاي مثلثاتي كه با روابط مثلثاتي درگير ) 1: روش هاي تكراري به دو گروه تبديل مي شوند. مي كنند
  . روش هاي برداري كه با روابط برداري سروكار دارند) 2مي شوند و 

و بنابراين به  روش هاي تكراري نسبت به روش هاي مستقيم معمولا به برنامه نويسي ساده تري نياز دارند
در واقع مقدار دهي ها زمان . عمليات كمتري براي مقدار دهي به عبارات جذري، نمايي و مثلثاتي نياز دارند

بنابراين روش . محاسبات را در رايانه ها بالا مي برد و باعث كند شدن محاسبات و تبديل موقعيت ها مي شود

  . اغلب سريعتر از روش هاي مستقيم هستند φهاي تكراري براي حل 

  :مي پردازيم )h ,λ ,φ(به ) x, y, z(تبديل روش مختلف براي  چهاردر اين بخش به ارائه 

  جايگذاري دنباله ايروش  

  روش تكرارNewton‐Raphson  

  روشBowring  

  روشLin and Wang  

  

  روش جايگذاري دنباله اي

اساس اين روش معادله . براي برنامه نويسي، اين روش بسيار ساده بوده و به همين خاطر هم مشهور است
  . مي باشد) 9(دوم از 

  

)10(  
  

در سمت چپ  φبه يك مقدار جديدتر براي ) 10(در سمت راست معادله  ଴߮با قرار دادن يك مقدار تقريبي 

 ଶ߮سپس به مقدار جديدتر  و  دادهمجددا در سمت راست معادله قرار را  ଵ߮مقدار جديد ). ଵ߮(مي رسيم 

در سمت چپ معادله به يك  ୬ାଵ߮و  ୬߮اين روند تا زمانيكه اختلاف بين مقادير دنباله اي . دست مي يابيم

  .همگرا خواهد شد  φاين روش تحت شرايطي به يك جواب واحد براي . حد قابل قبول برسد، تكرار مي شود
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را مي توان از رابطه بين عرض ژئودتيك و عرض ژئوسنتريك به دست  ଴߮شروع تكرار، مقدار تقريبي براي 
  . آورد

  
  

  

)11(  

 
  

 Newton-Raphsonروش تكرار 

-Newton تكراردر روش جايگذاري دنباله اي را مي توان با استفاده از روش  φسرعت همگرايي براي 

Raphson  ݂براي حل ريشه هاي حقيقي معادلهሺ߮ሻ ൌ   .بهبود داددر قالب يك معادله تكراري  0
  

)12(  

 
  

  :عبارت است از) 9(با توجه به معادله  ሺ߮ሻ݂ام و nبيانگر تكرار  nكه در آن 
  
)13(  
  

ᇱሺ߮ሻ݂مشتق  ൌ
ௗ

ௗఝ
ሼ݂ሺ߮ሻሽ نيز با رابطه زير معرفي مي شود.  

  

)14(  
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ݒ توجه به با ൌ ௖

௏
  :خواهيم داشتو يادآوري  

  

)15(  

  
  .به رابطه زير مي رسيم) 14(در ) 15(با جايگذاري 

  

  
  
  
)16(  

 
  

  .را به صورت زير نوشت) 16(مي توان معادله با توجه به 
  

)17(  

  

  .به صورت زير نوشته مي شود) 16(، معادله همچنين با توجه به 
  

)18(  
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تعيين نمود و تا رسيدن به يك مقدار كوچك قابل  ଴߮مي توان يك مقدار تقريبي ) 11(با استفاده از معادله 
  .، تكرار را ادامه داد)12(قبول براي عامل تصحيح زير در معادله 

  

  Bowringروش 

ط محدود به ، اما معمولا به شرط اينكه ارتفاع نقااين روش نيز يكي از روش هاي تكراري به حساب مي آيد

െ5000 ݉ ൑ ݄ ൑ رابطه مورد استفاده در  .باشد، تكرار دوم و سوم مورد نياز نمي باشد ݉ 10000
  :اين روش عبارت است از

  

)19(  

  

توان به طور همزمان مي) 19(و تلاقي آن با معادله  با در نظر داشتن رابطه 

φ  وψ  اي مي توان يك مقدار اوليه با جايگذاري دنباله. به دست آوردرا به صورت تكراريψ଴  از رابطه بين
  .عرض ژئوسنتريك و عرض پارامتريك به صورت زير تعيين نمود

  

  

  

)20(  
 

  

Bowring  نقاط محدود به سطح زمين نشان داده است كه براي)െ5000 ݉ ൑ ݄ ൑

براي نقاط . است "0.00000003تنها ناشي از يك بار تكرار حدود  φ، حداكثر خطا در  )݉ 10000

݄واقع در فضا كه  ൐ اين تكرارها با استفاده از . ، شايد نياز به تكرارهاي دوم و سوم نيز باشد݉ 10000
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از  ψجايگذاري دنباله اي، يعني محاسبه يك مقدار جديد براي عرض پارامتريك 

براي رسيدن به يك مقدار ) 19(و بكارگيري آن در سمت راست معادله  

در سمت  ୬ାଵ߮و  ୬߮اين فرآيند تا زمانيكه اختلاف بين مقادير دنباله اي . انجام مي شود φبهبود يافته از 
  .چپ معادله به حد قابل قبول برسد، ادامه مي يابد

  

 Lin and Wangروش 

مربوط به بردار قائم بر بيضوي  qبراي ضريب اسكالر  Newton-Raphson تكراراين روش تكراري زيبا از 

، و تصوير قائم Pروابط ساده بين مختصات كارتزين از به دست مي آيد،  qبه محض اينكه . استفاده مي كند

بنابراين با توجه به . استفاده مي شود Qبر روي بيضوي، براي تعيين مختصات كارتزين  Qآن 

  .رسيد φه زير مي توان به مقدار عرض ژئودتيك و به كمك رابط 
  

  

  

  بين دو بيضوي) h ,λ ,φ(تبديل مختصات ژئودتيك 
 G2به يك سطح مبناي ژئودتيك ديگر مانند  G1گاهي اوقات ما نياز داريم از يك سطح مبناي ژئودتيك 

از آنجا كه پارامترهاي دو بيضوي متفاوت هستند، لذا مختصات هر نقطه دلخواه نيز در اين دو . جابجا شويم
براي اين موضوع دو روش زير . بيضوي متفاوت خواهند بود و ما بايد بتوانيم تبديل بين اين دو را انجام دهيم

  .انجام دهيم معرفي مي شوند تا با بهره گيري از آنها بتوانيم اين تبديل را
  

  روش تكرار

,ሺ߮ଵفرض مي كنيم مختصات ژئودتيك يك نقطه در دو بيضوي به صورت  λଵ, ݄ଵሻGଵ  و
ሺ߮ଶ, ,ଶߣ ݄ଶሻGଶ با داشتن پارامترهاي دو بيضوي به ترتيب به صورت . داده شده باشند
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ሺܽଵ, ଵ݂, ,଴ଵݔ ,଴ଵݕ ,ሺܽଶو  ଴ଵሻݖ ଶ݂, ,଴ଶݔ ,଴ଶݕ به ترتيب زير مي توان از مختصات   ଴ଶሻݖ
ሺ߮ଵ, λଵ, ݄ଵሻ  بهሺ߮ଶ, ,ଶߣ ݄ଶሻ يا بر عكس رسيد.  

,ሺ߮ଵتبديل مختصات ژئودتيك  -1 λଵ, ݄ଵሻGଵ  به مختصات كارتزينሺݔଵ, ,ଵݕ  ଵሻGଵݖ

,ଵݔሺتبديل مختصات كارتزين  -2 ,ଵݕ مختصات كارتزين به  اول از دستگاه ژئودتيك ଵሻGଵݖ
ሺx, ,ݕ  )CT(دستگاه زميني قراردادي در  ሻCTݖ

,ሺxتبديل مختصات كارتزين  -3 ,ݕ به مختصات كارتزين  )CT(زميني قراردادي از دستگاه  ሻCTݖ
ሺݔଶ, ,ଶݕ  دوم در دستگاه ژئودتيك ଶሻGଶݖ

,ଶݔሺتبديل مختصات كارتزين  -4 ,ଶݕ ,ሺ߮ଶبه مختصات ژئودتيك  ଶሻGଶݖ ,ଶߣ ݄ଶሻGଶ )تكرار(  

  

  روش ديفرانسيلي

در واقع اختلاف . پايه اين روش بر كم بودن اختلاف مختصات يك نقطه در دو بيضوي مختلف است

ሺ݀߮مختصات  ൌ ߮ଶ െ ߮ଵ, ߣ݀ ൌ ଶߣ െ ,ଵߣ ݄݀ ൌ ݄ଶ െ ݄ଵሻ ديفرانسيلي فرض مي شود .

  .به صورت زير استفاده مي كنيم )CT(زميني قراردادي از رابطه تبديل مختصات ژئودتيك به 
 

ቈ
ݔ
ݕ
ݖ

቉
஼்

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ሺ߭ ൅ ݄ሻ ݏ݋ܿ ߮ ݏ݋ܿ ߣ
ሺ߭ ൅ ݄ሻ ݏ݋ܿ ߮ ݊݅ݏ ߣ

ቆ߭
ܾଶ

ܽଶ ൅ ݄ቇ ݊݅ݏ ߮
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ீ

൅ ൥
଴ݔ
଴ݕ
଴ݖ

൩
஼்

 

  

,ሺ݀߮پارامتر  8چنانچه از رابطه فوق نسبت به  ,ߣ݀ ݄݀, ݀ܽ, ݂݀, ,଴ݔ݀ ,଴ݕ݀ ديفرانسيل گيري  ଴ሻݖ݀
  .شود به رابطه زير خواهيم رسيد
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߮݀در رابطه فوق مجهولات ما  ൌ ߮ଶ െ ߮ଵ ،݀ߣ ൌ ଶߣ െ ݄݀و  ଵߣ ൌ ݄ଶ െ ݄ଵ  و ساير
  .رابطه فوق را مي توان به صورت ساده تر زير نمايش داد. عناصر معلوم هستند
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  .مجهولات ديفرانسيلي را مي توان از رابطه زير به دست آوردبنابراين 

  




























































0

0

0
1

dz

dy

dx

df

da
KJ

dh

d

d




  

  
آنها را مي توان با در نظر گرفتن عناصر مشتقات جزيي در كتاب هاي مرجع موجود است و مقادير عددي 

 Geodesy the Conceptsبه عنوان مثال بر اساس كتاب  .پارامترهاي بيضوي اول به دست آورد

  :عبارتند از ܭو   ܬعناصر ماتريس هاي 
  

ܬ ൌሶ ൥
െܽ sin ߮ cos ߣ െܽ cos ߮ sin ߣ cos ߮ cos ߣ
െܽ sin ߮ sin ߣ ܽ cos ߮ cos ߣ cos ߮ sin ߣ

ܽ cos ߮ 0 sin ߮
൩ 

  

ܭ ൌሶ ቎
cos ߮ cos ߣ ܽ sinଶ ߮ cos ߮ cos ߣ
cos ߮ sin ߣ ܽ sinଶ ߮ cos ߮ sin ߣ

sin ߮ ܽሺsinଶ ߮ െ 2ሻ sin ߮
቏ 
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  5فصل 
  

  بيضوي مرجع زمين
  

  
  بيضوي مرجع -1نگاره 

  
كه نيم قطر هاي بزرگ و كوچك آن به (در ژئودزي، بيضوي يك سطح دوراني ناشي از چرخش يك بيضي 

 λو  φدستگاه مختصات منحني الخط . حول محور كوچكش مي باشد) هستند a>bبه شرط  bو  aترتيب 
عرض هاي مدارات با يك مجموعه منحني هاي پارامتريك متعامد روي سطح است كه موازي با متشكل از 
نصف . صفحه هاي مرجع استوا و نصف النهار گرينويچ هستند نسبت به λو نصف النهارات  φجغرافيايي 
، )شرق مثبت و غرب منفي(نسبت به نصف النهار گرينويچ اندازه گيري مي شوند  °180±ا ت °0النهارات از 

). شمال مثبت و جنوب منفي(نسبت به استوا اندازه گيري مي شوند  °90±تا  °0و عرض هاي جغرافيايي از  
بيضوي آن منطبق بر محور كوچك  zو محور ) مركز بيضوي( Oدر  x ،y ،zمبدا دستگاه مختصات كارتزين 

 xOyو صفحه ) مبدا نصف النهارات(همان صفحه نصف النهار گرينويچ  xOzصفحه . يا محور دوراني است
 °90در زاويه  yاز تقاطع نصف النهار گرينويچ و استوا، محور مثبت  xمحور مثبت . همان صفحه استوا است
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بنابراين معادله كارتزين . از قطب شمال بيضوي مي گذرد zاستوا و محور مثبت به سمت شرق در صفحه 
  .بيضوي را مي توان به صورت زير نوشت

  
1  

 
 

  .a>bو  نيم قطر هاي بزرگ و كوچك به ترتيب bو  aكه در آن 
زيرا تمام صفحات . هستند a>bبه شرط  bو  aنيم قطر هاي تمام نصف النهارات روي بيضوي، بيضي با 

، در )Pشامل (  pOzو صفحه نصف النهاري  xOzنصف النهاري، يعني صفحه نصف النهار گرينويچ 
صفحه هاي قطع كننده بيضوي (بيضوي هستند و منحني هاي تقاطع شان بيضي هستند  zبرگيرنده محور 

، آنگاه معادله كه  اگر در نظر بگيريم). منحني هاي تقاطع را بر روي آن ايجاد مي كنند
 . بيضي نصف النهار به صورت زير در مي آيد

  
 
2  

  
  

شعاع  PCمركز انحنا و  C، )زاويه بين استوا و قائم بر بيضي(است  Pعرض ژئودتيك نقطه  φ، 2در نگاره 
) محور دوراني( zو محور  Pتقاطع قائم در نقطه محل  H. است Pانحناي بيضي نصف النهاري در نقطه 

  .است
  

  
  بيضي نصف النهار -2نگاره 
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تمام عرض هاي جغرافيايي روي يك بيضوي مرجع، دايره هايي هستند كه از تقاطع بيضوي با صفحه هاي 

، يك )1(در معادله  zبه جاي  C يك ثابت مانند با قرار دادن. ايجاد شده اند xOyموازي با صفحه استوايي 
  .به دست مي آيدمعادله جديد براي دايره هاي مداري به صورت زير 

  
3  

 
  
تمام منحني هاي ديگر روي سطح بيضوي كه از تقاطع بيضوي با يك صفحه ايجاد مي شوند، همگي بيضي  

كه بوسيله دوران  'x' ،y' ،zاين موضوع مي تواند با استفاده از يك مجموعه ديگر از مختصات . هستند
  .به دست مي آيند، نشان داده شود x ،y ،zمختصات هاي 

  
  

 
  

ଵିܴمتعامد است، بنابراين  Rبا توجه به اينكه ماتريس دوران  ൌ RT و مي توان روابط زير را نوشت.  
  
  

 
  

  .با بسط رابطه فوق مي توان روابط زير را به دست آورد
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به صورت زير به  'x' ،y' ،z، معادله بيضوي بر حسب مختصات هاي )1(با جايگذاري روابط فوق در معادله 

  .دست خواهد آمد
  
  
4  
  

 
  

ᇱݖو    ଵܥ، با در نظر گرفتن يك ثابت )4(چنانچه در معادله  ൌ ، آنگاه معادله منحني ايجاد شده بوسيله  ଵܥ
  .تقاطع يك صفحه متمايل با بيضوي به صورت زير است

  
  
5 

 
  

  .معادله فوق را مي توان به صورت زير نمايش داد
  
6   
  

بنابراين رابطه فوق بيانگر معادله كارتزين عمومي يك . كه در آن مي توان نشان داد 
بيضي است كه مركز آن داراي يك اختلاف با مبدا مختصات و يك دوران نسبت به محورهاي مختصات مي 

ᇱݔو   ଷܥو   ଶܥبا در نظر گرفتن ثابت هاي . باشد ൌ ᇱݕو   ଶܥ ൌ ، معادلات مشابهي به دست مي ଷܥ
منحني هايي بر روي بيضوي  ،نيم بگوييم صفحه هاي مايل قطع كننده بيضويآيند كه در حالت كلي مي توا

از آنجا كه بيضوي يك سطح ناشي از دوران يك بيضي حول محور . ايجاد مي كنند كه همگي بيضي هستند
كوچك آن است، بنابراين يك بيضوي مي تواند به طور كامل با معرفي يك زوج از پارامترهاي توليد كننده 

  :ريف شوندبيضي تع
  ሺܽ, ܾሻنيم قطر هاي بزرگ و كوچك، يا  
  ሺܽ, ݁ଶሻنيم قطر بزرگ و مربع خروج از مركزي اول، يا  
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 ሺܽ, ݂ሻ نيم قطر بزرگ و فشردگي. 

a ،b ،݁ଶ و f  كه چيزي جز پارامترها يا ثابت هاي بيضي كه قبلا  پارامترها يا ثابت هاي بيضوي هستند
نيز براي تشريح و توسعه بيشتر مفيد  nو  c ،݁Ԣଶالبته پارامترهاي ديگري مانند . تعريف شده بودند، نيستند

روي يك  Pروي يك بيضي دقيقا براي  Pمربوط به نقطه  θو  φ ،ψهمچنين عرض هاي مختلف . هستند
  .بيضوي يكسان هستند

  
  به عنوان يك سطح مبنا يبيضو

همانطور كه قبلا گفته شد، ژئوييد يك سطح نسبتا بي هنجار است و بنابراين نمي تواند به عنوان يك سطح 
به همين دليل در ژئودزي از . مبناي مسطحاتي مفيد براي انجام محاسبات تعيين موقعيت در نظر گرفته شود

-حول محور كوچكش است، استفاده مي چرخش يك بيضيبيضوي هاي مبنا كه يك سطح دوراني ناشي از 

بيضوي هاي مختلف با ويژگي هاي هندسي خاص به روش هاي معيني تعيين مي شوند كه ممكن . شود
در صورتيكه بيضوي ها ژئوييد جهاني را تقريب كنند به . است ژئوييد جهاني يا ژئوييد محلي را تقريب نمايند

زمين مركز گويند و در صورتيكه ژئوييد محلي را تقريب كنند به آنها  يا )مطلق( آنها بيضوي هاي جهاني
اندازه و شكل بيضوي ها به سادگي از نظر رياضي مشخص مي شوند و . گويند )نسبي( بيضوي هاي محلي

  .براي محاسبات تعيين موقعيت سطوح ساده اي هستند
تلاف ارتفاعات و  مشاهدات ماهواره اي به كمك اندازه گيري ها مختلف كلاسيك مانند طول ها، زوايا، اخ

بر روي نقاط كنترل انجام مي شوند، امكان تعيين مشخصات هندسي بيضوي هاي مبنا كه  GPSمانند 
اختلاف بين . آنها به ژئوييد است) جهاني يا محلي(اساس تعيين بيضوي هاي مختلف نزديكي . بوجود مي آيد

 زاويه به عنوان جدايي بين ژئوييد و بيضوي در هر نقطه و )N( ييدژئوييد و بيضوي با دو پارامتر ارتفاع ژئو
همواره تلاش مي . بيان مي شود )3نگاره ( به عنوان شيب بين ژئوييد و بيضوي در هر نقطه )( انحراف قائم

  . ثانيه در تمام نقاط واقع در سطح زمين باشند 5متر و  100شود اين دو پارامتر به ترتيب كمتر از 
  

  
  ارتفاع ژئوييد و زاويه انحراف قائم  -3نگاره 
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  پارامترهاي مشخص كننده يك بيضوي
درجه آزادي  6مانند بيضوي نسبت به جسم ديگري مانند زمين داراي در يك فضاي سه بعدي هر جسم 

ضوي از طرف ديگر بي. پارامتر را تعيين نمود 6در واقع براي تثبيت موقعيت بيضوي نسبت به زمين بايد . است
بنابراين در . زمين يك فرم هندسي دو پارامتري است و شكل و ابعاد آن با دو پارامتر مشخص مي شود

   .پارامتر براي تعيين يك بيضوي مرجع زمين مورد نياز مي باشد 8مجموع 
پارامترهاي منتسب به  ،دسته اول. در عمل دو دسته پارامترهاي مشخص كننده براي بيضوي مرجع وجود دارد

اين . پارامتر شكل و اندازه بيضوي هستند 2پارامتر دوران و  3پارامتر انتقال،  3مركز بيضوي هستند كه شامل 
با در نظر گرفتن دو دستگاه سه بعدي زميني و ژئودتيك و . پارامترها اصطلاحا زمين مركز اطلاق مي شوند
پارامتر ها موقعيت و وضعيت يك بيضوي را نسبت به زمين تبديل بين آنها، مي توان به كمك اين دسته 

دوم، پارامترهاي منتسب به نقطه اي در سطح زمين موسوم به نقطه اوليه بيضوي دسته . مشخص نمود
پارامتر موقعيت، ارتفاع ژئوييد، دو مولفه انحراف قائم و اختلاف آزيموت نجومي و  2هستند كه شامل 

اين پارامترها اصطلاحا . پارامتر شكل و اندازه بيضوي هستند 2روي بيضوي و  ژئودتيك براي نقطه اوليه بر
  .توپوسنتريك اطلاق مي شوند

 
  مرجع با پارامترهاي هندسي هاي تعدادي از بيضوي -1جدول 
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  ايجاد يك بيضوي
در . بر پايه پارامترهاي مشخص كننده بيضوي، مي توان دو روش براي ايجاد يك بيضوي در نظر گرفت

  .تعدادي از بيضوي مرجع با پارامترهاي هندسي ذيربط معرفي شده اند 1جدول 
  

 ايجاد يك بيضوي با پارامترهاي ژئوسنتريك  

 Gبه عنوان يك دستگاه زمين چسب و دستگاه مختصات ژئودتيك  CTبا انتخاب دستگاه مختصات زميني 
ان به كمك روش كمترين مربعات به يك و با فرض وجود شبكه اي از نقاط كنترل در سرتاسر زمين، مي تو

  .باشدبه عنوان بهترين و نزديكترين بيضوي به ژئوييد بيضوي مرجع رسيد كه تامين كننده شروط زير 
  

min
୤
඾ሺߦଶ ൅ ݏଶሻ݀ߟ
ௌ

 

min
ୟ,୤

඾ሺܰଶሻ݀ݏ
ௌ

 

  
,൫ܽپارامتر مورد استفاده در اين روش عبارتند از  8 ݂, ,଴ݔ ,଴ݕ ,଴ݖ ߱௫, ߱௬, ߱௭൯ . البته تلاش بر اين

  .است تا حد امكان محور هاي مختصات هر دو دستگاه بر هم منطبق يا حداقل موازي باشند
  

 ايجاد يك بيضوي با پارامترهاي توپوسنتريك 

نگاره ( استفاده مي شود در نقطه اوليه در اين روش از دستگاه هاي مختصات نجومي محلي و ژئودتيك محلي
,ሺܽپارامتر مورد استفاده در اين روش عبارتند از  هشت. )4 ݂, ߮଴, ,଴ߣ ଴ܰ, ,଴ߦ ,଴ߟ پارامترهاي . ଴ሻߙߜ

مذكور بايد به گونه اي تعيين شوند كه مانند روش قبلي، به يك بيضوي مرجع رسيد كه تامين كننده شروط 
  .زير باشد

 

min
୤
඾ሺߦଶ ൅ ݏଶሻ݀ߟ
ௌ

 

min
ୟ,୤

඾ሺܰଶሻ݀ݏ
ௌ
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  تعريف يك بيضوينقطه اوليه براي  -4نگاره 

  
بديهي است با توجه به اينكه براي ايجاد يك بيضوي جديد به اطلاعات قبلي در مورد اختلافات بين ژئوييد و 
بيضوي نياز مي باشد، لذا مي توان ايجاد يك بيضوي را فرايندي ترميمي در نظر گرفت كه تنها با در اختيار 

  . داشتن يك بيضوي قبلي امكان پذير است
 

  و شعاع هاي انحناي بيضويمقاطع قائم 
از قائم بر بيضوي در اين . بر روي يك بيضوي در نظر مي گيريم Pمانند  يك نقطه اختياري 5مطابق نگاره 

منحني هاي حاصل از برخورد . بي نهايت صفحه مي گذرد كه به آنها صفحه هاي قائم مي گوييم )N෡( نقطه
 صفحه و مقطع قائم، دو صفحه و از بين اين بي نهايت. قائم مي نامنداين صفحه ها با رويه بيضوي را مقاطع 

 صفحه و اين دو. هستندمقطع عمود بر هم وجود دارند كه شعاع انحناي آنها در نقطه مذكور حداكثر و حداقل 
با حداقل  )MPNO( مقطع قائم نصف النهاريصفحه و مقطع موسوم به مقاطع قائم اصلي هستند كه يكي 

  .مي باشد) (حداكثر  با شعاع انحناي) WPEH(مقطع قائم اوليه  صفحه و و ديگري) (نا شعاع انح
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  مقطع هاي قائم اوليه و نصف النهاريصفحه ها و  -5نگاره 

  
 شعاع انحناي نصف النهاري  

به تغييرات اين شعاع  .شعاع انحناي نصف النهاري به صورت رابطه زير به دست آمده است 3قبلا در فصل 
  .انحنا نسبت به عرض ژئودتيك توجه شود

  
7  

 
  

 شعاع انحناي قائم اوليه  

شعاع انحناي قائم اوليه نيز قبلا تحت عنوان طول قائم تا محور كوچك بيضي به صورت زير به دست آمده 
به تغييرات اين شعاع انحنا نسبت به عرض ژئودتيك و شرايط تساوي آن با شعاع انحناي نصف النهاري  .است

  .توجه شود
  
8  
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 شعاع انحناي اولر( شعاع انحنا در يك آزيموت اختياري(  

اثبات اين رابطه به . آيدبر روي بيضوي از رابطه زير به دست مي شعاع انحنا براي يك مقطع با آزيموت 
  .عنوان تمرين به عهده دانشجو است

 
9  

 
  

 شعاع انحناي متوسط گوس  

يكي از شعاع هاي انحنا كه در بسياري از محاسبات ژئودزي كاربرد دارد، شعاع انحناي متوسط گوس است كه 
  . باشدداراي دقت كافي مي

  
10  ܴ ൌ ඥ߭ߩ 
  

به  )( مفهوم ميانگين يك تابع وشعاع انحناي اولر براي اثبات رابطه فوق از 
  . استفاده مي شودترتيب زير 
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 شعاع انحناي مداري  

با توجه به عرض ژئودتيك مربوط يك دايره است كه شعاع آن موسوم به هر مدار از استوا تا قطب هاي زمين 
  .آيدشعاع مداري از رابطه زير به دست مي

  
11  ܴఝ ൌ ߭ cos߮ 
  

  مستقيم و معكوسمقاطع قائم 
) شامل قائم بر بيضوي در اين نقطه( P1صفحه قائم گذرنده از نقطه مقطع حاصل از برخورد ، 6مطابق نگاره 

با رويه بيضوي مقطع قائم مستقيم و به طور مشابه مقطع حاصل از برخورد صفحه قائم گذرنده از  P2و نقطه 
-با رويه بيضوي مقطع قائم معكوس ناميده مي P1و نقطه ) شامل قائم بر بيضوي در اين نقطه( P2نقطه 

در عرض و طول ژئودتيك مختلف قرار بگيرند، مقاطع مستقيم و معكوس  P2و  P1چنانچه دو نقطه  .شود
  .منطبق بر هم نيستند و اين نكته بايد در محاسبات و تصحيحات مربوط در نظر گرفته شود

  

  
  مقاطع قائم مستقيم و معكوس -6نگاره 

 
  .بين مقاطع قائم مستقيم و معكوس از رابطه زير قابل محاسبه است زاويه

 
12  

Δ
"
ൌ ρ ൬

1
4
eଶσଶ cosଶ φ୫ sin 2αଵଶ൰ 
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  كه در آن
  
  φ୫ ൌ

φଵ ൅ φଶ
2

 

σ ؆
s
υ୫

 

υ୫ ൌ
υଵ ൅ υଶ

2
 

 

  خم ژئودزيك
داراي كوتاه ترين فاصله بين گفته مي شود كه  واحد و يكه ايمنحني يك به  در سطح بيضوي خم ژئودزيك

باشد و در هر نقطه آن بردار شعاع انحناي اصلي منحني منطبق بر امتداد  P2و  P1دو نقطه دلخواه مانند 
  . )7نگاره ( قائم بر بيضوي باشد

  

  
  خم ژئودزيك -7نگاره 

  
يكي اختلاف زاويه . اختلاف بين مقاطع قائم مستقيم و معكوس با خم ژئودزيك از دو منظر قابل بررسي است

  .و روابط زير اين اختلافات قابل بيان هستند 8مطابق نگاره . و ديگري اختلاف طول است
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  اختلاف خم ژئوذزيك با مقاطع قائم -8نگاره 

  
  

13  
δ ൌ

Δ
3

 
 

14  
Δs ൌ

aeସ

360
sinଶ 2αଵଶ cosସ φ୫σହ 

  
  محاسبه طول نصف النهاري

بويژه در تبديل مختصات  هاي مهم و پر استفاده در محاسبات ژئودزيالنهاري يكي از كميتكمان نصفطول
به حساب مي آيد و از اين رو در اين بخش مورد بحث قرار  ژئودتيك به مختصات سيستم تصوير و بر عكس

را به عنوان طول كمان نصف النهاري از استوا تا يك نقطه دلخواه در عرض ژئودتيك  mچنانچه . مي گيرد
 برابر خواهد بود با )9نگاره ( در نظر بگيريم، در اين صورت طول كمان ديفرانسيلي آن:  
  

15   
  

  .شعاع انحناي نصف النهاري است و از رابطه زير محاسبه مي شود كه در آن 
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  نصف النهاري كمان ديفرانسيليطول  -9نگاره 

  
  ૛܍طول نصف النهاري به عنوان سري از توان هاي 

و رابطه شعاع انحناي نصف النهاري، مي توان طول نصف النهاري را از انتگرال زير به  15با استفاده از معادله 
  .دست آورد

  
16  

 
  

به صورت  انتگرال فوق به طور مستقيم نمي تواند انتگرال گيري شود، عبارت 
  .يك سري بسط داده مي شود و سپس به صورت جمله به جمله محاسبه مي شود

به يك سري  را مي توان با استفاده از سري دو جمله اي زيرعبارت انتگرالي 
  .نسبت داده مي شود 1676اين سري به نيوتن در سال  .بسط داد نامحدود

  
17  
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B୬عدد حقيقي و ضرايب دو جمله اي  يك عدد صحيح مثبت،  nكه در آن 
ஒ  به صورت زير تعيين مي

  .شوند
  
  

 
  

در صورتيكه  . نيز همگرا خواهد بود 17برقرار باشد، سري دو جمله اي  x<1>1-اگر شرط  ൌ ିଷ

ଶ
باشد،  

  .به صورت زير نوشته مي شود 17سري دو جمله اي 
  

18  
 

  
B୬كه ضرايب دو جمله اي 

ିଷ/ଶ در آن به صورت زير تعيين مي شوند.  
 
  

 
  

B୬با توجه به نتايج فوق، مي توان ضرايب دو جمله اي 
ିଷ/ଶ را به صورت دنباله زير نوشت.  

  
  

 
  

  .با استفاده از ضرايب فوق به رابطه زير مي رسيم
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19  

 
  

sinଶ୬حال براي ساده سازي بسط فوق از رابطه زير براي  φ استفاده مي كنيم .   
  
  

 
  

sinଶ୬مي توان روابط زير را براي  حال با توجه به ضرايب دو جمله اي  φ تنظيم نمود.  
  
  
  

20  
 

 
  

cosو مرتب سازي آن نسبت به  19در معادله  20با جايگذاري  2߮ , cos 4߮   .به رابطه زير مي رسيم …,
  

21   
  

,ܣكه در آن ضرايب  ,ܤ ,ܥ   :عبارتند از …
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  .، طول نصف النهاري به صورت زير به دست مي آيد16در معادله  21معادله با جايگذاري 
  

22  
 

  

را به عنوان طول  m، مقدار با انتگرال گيري جمله به جمله رابطه فوق و توجه به 
  .به صورت زير تعيين مي شود كمان نصف النهاري از استوا تا يك نقطه دلخواه در عرض ژئودتيك 

  
23  

 
  

,ܣو ضرايب  است بر حسب راديان كه در آن عرض ژئودتيك  ,ܤ ,ܥ  23از رابطه . قبلا داده شده است …
  .يعني از استوا تا قطب را به صورت زير نمايش داد) Q(مي توان طول ربع كمان نصف النهاري 

  
24  

 
  

,ܣرا مي توان با ضرب ضرايب  23معادله  ,ܤ ,ܥ ሺ1در  … െ eଶሻ به صورت زير نيز نمايش داد.  
  

25  
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  .صرف نظر كنيم به رابطه ساده تر زير مي رسيم 25به بعد در معادله  e଺چنانچه از عبارت 
  

26   
  

  كه در آن 
  
  

 
  

به عنوان توضيح تكميلي بايد اضافه نمود كه براي محاسبه هر قطعه كمان دلخواه در امتداد نصف النهار از 
محاسبه و  1و تا  2، مطابق روابط داده شده در بالا، طول كمان از استوا تا 2تا  1عرض ژئودتيك 

  .طول قطعه كمان دلخواه مي رسيمسپس با اختلاف گيري آنها به 
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  مساحت بيضوي
يكي از مواردي نيز كه گاهي اوقات در محاسبات ژئودزي مورد نياز مي باشد، محاسبه مساحت يك قطعه 

بر روي بيضوي از رابطه زير تعيين مي  مساحت يك چهارضلعي ديفرانسيلي. بيضوي مي باشددلخواه بر روي 
  .)10نگاره ( شود

  
27  ݀

 

 
  بر روي بيضوي مساحت يك چهارضلعي ديفرانسيلي -10نگاره 

  
و  2و  1حال با استفاده از انتگرال زير مي توان مساحت يك چهارضلعي  محدود به نصف النهارات 

  . را به دست آورد 2و  1مدارات 
  

28  

 
  

به صورت زير نوشته مي  28انتگرال  2و  1براي محاسبه تعيين مساحت يك منطقه واقع بين دو مدار  
  .شود

  
  
  

29  
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با استفاده از برخي روابط رياضي و ساده سازي ها مي توان به رابطه نهايي زير براي تعيين مساحت يك 
  .رسيد 2و  1منطقه واقع بين دو مدار  

  
30  

 
  

  كه در آن 
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1߮(استوا مي توان با در نظر گرفتن دو عرض  29مطابق رابطه  بر همين اساس ൌ و قطب شمال ) 0
)߮2 ൌ

గ

ଶ
  .برابر مساحت واقع بين آنها يعني مساحت كل سطح بيضوي را محاسبه نمود، دو )

  
31  

 
  

با استفاده از برخي روابط رياضي و بعد از كمي مرتب سازي، سرانجام به رابطه مساحت سطح كل بيضوي به 
  .صورت زير مي رسيم

  
32  
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  6فصل 
  

  تصحيح و تبديل مشاهدات بر روي بيضوي
  

  
اين در . شوند تمام اندازه گيري ها و مشاهدات ژئودزي در يك فضاي فيزيكي بر روي سطح زمين انجام مي

حالي است كه محاسبات مربوط به تعيين موقعيت و مختصات ژئودتيك نقاط در يك فضاي هندسي بر روي 
بنابراين تبديل اندازه گيري ها و انتقال آنها از سطح زمين به سطح بيضوي . سطح بيضوي انجام مي شوند

ضوي بايد دقت نمود كه آنها تحت در تبديل اندازه گيري ها از سطح زمين به سطح بي. امري ضروري است
اثرات . مي باشند و لازم است به هر دو نوع اثرات مذكور توجه شود فيزيكي و هندسيتاثير دو نوع عوامل 

فيزيكي به اثر ميدان ثقل زمين كه باعث جدايي و اختلاف ژئوييد و بيضوي است، و اثر شرايط جوي مانند 
نجا كه در اين درس اثر شرايط جوي ارتباطي به بيضوي مرجع زمين از آ. تقسيم مي شونددما، فشار و رطوبت 

همچنين اثرات هندسي نيز . ندارد، از آن صرف نظر كرده و فقط به اثر ميدان ثقل زمين پرداخته مي شود
ناشي از هندسه بيضوي دو محوره دوراني زمين است كه به دليل تنافر قائم هاي بر بيضوي و عدم تطابق 

  .ستقيم و معكوس بر روي بيضوي مي باشندمقاطع قائم م

  

  ي افقيتبديل آزيموت ها، امتدادها و زوايا

 تصحيح انحراف قائم  

وقتي كه يك دستگاه زاويه ياب را بر روي نقطه اي واقع بر روي سطح زمين مستقر مي كنيم، در عمل محور 
و آزيموت ها، امتدادها و زواياي  كنيممي قائم زاويه ياب را منطبق بر راستاي بردار ثقل ايستگاه مشاهداتي 

از طرف ديگر مي دانيم كه براي انجام  .)1نگاره ( افقي را در صفحه تراز محلي اندازه گيري مي كنيم
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محاسبات تعيين موقعيت بر روي بيضوي بايد محور قائم زاويه ياب منطبق بر راستاي قائم بر بيضوي در نقطه 
  ).2نگاره (اندازه گيري باشد 

  

  
  اندازه گيري آزيموت در دستگاه مختصات نجومي محلي -1نگاره 

  

  
  اندازه گيري آزيموت در دستگاه مختصات ژئودتيك محلي -2نگاره 
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اختلاف بين اين دو راستا كه به زاويه انحراف قائم معروف است ناشي از ميدان ثقل زمين به عنوان يك  
مشاهدات آزيموتي، تصحيح انحراف قائم بايد به كليه  بنابراين. تصحيح فيزيكي بايد در نظر گرفته شود

هم پتانسيل ايستگاه مشاهداتي انجام مي شوند، اعمال گردد تا قائم بر  ي افقي كه در سطحاامتدادي و زوايه
، چنانچه 3مطابق نگاره . سطح هم پتانسيل در ايستگاه مشاهداتي به قائم بر بيضوي در آن نقطه تبديل شود

ଵܲبر روي نقطه دلخواه 
ᇱ آزيموت  بخواهيم مستقر شده وଵܲ

ᇱ  بهଶܲ
ᇱ  را اندازه گيري نماييم، بايد اثر زاويه

طور كه در نگاره نهما. انحراف قائم را در ايستگاه مذكور به عنوان تصحيح انحراف قائم روي آن اعمال نماييم

ଵଶߙو  ଵଶߙن اختلاف بين ديده مي شود، اثر اين تصحيح هما 3
ᇱ  است و بيانگر زاويهଶܲ

ᇱᇱ
ଵܲ
ᇱ෡

ଶܲ
ᇱᇱᇱ  مي

صفحه نشانه روي شامل . است ݄∆اختلاف ارتفاع ايستگاه هاي استقرار و نشانه روي نسبت به بيضوي . باشد

ଵܲايستگاه 
ᇱ امتداد قائم بر ژئوييد و نقطه نشانه روي ،ଶܲ

ᇱ  است كه تصويرଶܲ
ᇱ  بر روي افق فيزيكي ايستگاه

ଵܲ
ᇱ ،ଶܲ

ᇱᇱ بعد از انجام تصحيح انحراف قائم صفحه نشانه روي شامل ايستگاه . استଵܲ
ᇱ امتداد قائم بر ،

ଶܲبيضوي و نقطه نشانه روي 
ᇱ  است كه تصويرଶܲ

ᇱ  بر روي افق هندسي ايستگاهଵܲ
ᇱ ،ଶܲ

ᇱᇱᇱ است.  
  

  
  2و  1ي بين دو نقطه آزيموته تصحيح انحراف قائم براي يك مشاهد -3نگاره 
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، و ௜௝ߙآزيموت ژئودتيك را با  ،௜௝ܣآزيموت نجومي را با  ،jنقطه نشانه روي را با  ،iقرار را با تاگر نقطه اس
زاويه زنيتي و ) 4نگاره ( ௜ߟ و ௜ߦرا به ترتيب با  ௜ߠمولفه هاي نصف النهاري و قائم اوليه زاويه انحراف قائم 

كه تصحيح  را مي توان با رابطه زير α௜௝∆، تصحيح انحراف قائم نمايش دهيم ௜௝ܼبين اين دو نقطه را با 
  .بيان نمود لاپلاس نيز ناميده مي شود،

  
α௜௝߂ 1

஘ ൌ ௜௝ߙ െ ௜௝ܣ ൌ െߟ௜ tan ߮௜ െ ൫ߦ௜ sin ௜௝ߙ െ ௜ߟ cos ௜௝൯ߙ cot ܼ௜௝ ൌ ൅ܥଵ ൅  ଶܥ

  

  
  مولفه هاي نصف النهاري و قائم اوليه  زاويه انحراف قائم  -4نگاره 

  

஠برابر با  ௜௝ܼيا زاويه زنيتي صفر  ௜ߠ رابطه فوق، چنانچه زاويه انحراف قائممطابق 

ଶ
باشد، در آن صورت مقدار  

صفر نيست، شبكه هاي ژئودزي را به  ௜ߠاز آنجا كه معمولا زاويه انحراف قائم . تصحيح فوق صفر خواهد شد

஠نزديك به  ௜௝ܼگونه اي طراحي مي كردند كه زاويه زنيتي 

ଶ
، يعني اختلاف ارتفاعات نقاط تا حد امكان باشد 
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چنانچه زاويه انحراف قائم  .بتوان عملا از تصحيح مذكور اغماض نمودو  كوچك و فواصل بين آنها زياد باشد
ه روي قرار گيرد، بيشترين تصحيح ناشي از آن را خواهيم داشت، و چنانچه در صفحه عمود بر صفحه نشان

 .زاويه انحراف قائم در صفحه نشانه روي قرار گيرد، هيج تصحيحي ناشي از آن براي آزيموت نخواهيم داشت

௜ߦبا فرضيات  5در نگاره  ൐ ௜ߟ، 0 ൏ 0 ،ܼ௜௝ ൐
గ

ଶ
௜߮و   ൐ تصحيح انحراف يك مثال از تغييرات  0

  . نشان داده شده استقائم نسبت به آزيموت 
  

  
  تغييرات تصحيح انحراف قائم نسبت به آزيموت -5نگاره 

  
به دست آمد، با توجه به ارتباط آن با مشاهدات امتدادي و  آزيموت برايانحراف قائم اكنون كه مقدار تصحيح 

  .مشاهدات امتدادي و زاويه اي نيز رسيدبراي انحراف قائم زاويه اي، مي توان به روابط تصحيح 
  

 تصحيح تنافر قائم ها  

اين تصحيح كه به تصحيح ارتفاع نقطه نشانه روي نيز معروف است ناشي از هندسه بيضوي است و در صورت 
، حتي با فرض اعمال 6مطابق نگاره . وجود ارتفاع صفر براي نقطه نشانه روي، مقدار آن صفر خواهد شد

، چنانچه ௜௝ߙو رسيدن به آزيموت ژئودتيكي   ௜௝ܣبه آزيموت نجومي  زاويه انحراف قائمتصحيح ناشي از 
نسبت به بيضوي باشد، در آن صورت تصوير آن در صفحه نشانه روي  ௝݄نقطه مورد نشانه روي داراي ارتفاع 

  . مي شودبر روي بيضوي متفاوت از زماني است كه فاقد ارتفاع باشد و موجب يك اختلاف آزيموت 
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  اثر ارتفاع نقطه نشانه روي بر روي آزيموت -6نگاره 

  
௜௝ߙو  ௜௝ߙ، اين اختلاف بين آزيموت هاي 6مطابق نگاره 

ᇱ تصحيح هندسي مربوط به . نشان داده شده است
پيچش امتداد قائم هاي بر بيضوي براي نقطه نشانه روي كه تصحيح پيچش قائم نيز ناميده مي شود از رابطه 

  . زير تعيين مي شود
  
௜௝ߙ 2

ᇱ െ ௜௝ߙ ൌ ௝݄

௠ߩ2
݁ଶ sin ௜௝ߙ2 cosଶ ߮௠ ൌ ൅ܥଷ 

  
عرض متوسط ژئودتيك  ௠߮متوسط شعاع نصف النهاري و  ௠ߩ خروج از مركزي اول بيضوي، ݁ كه در آن

  .نقاط استقرار و نشانه روي مي باشند
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௠ߩ ൌ

1
2 ൫ߩ௜ ൅  ௝൯ߩ

߮௠ ൌ
1
2 ൫߮௜ ൅ ߮௝൯ 

  
௜߮براي مثال تصحيح مذكور براي  ൌ ௝߮و  40° ൌ  100درجه و دو ارتفاع  90تا  0به ازاي آزيموت  41°

  .خواهد بود 7متر براي نقطه نشانه روي مطابق نگاره  1000متر و 
  

  
௜߮تصحيح تنافر قائم ها براي  - 7نگاره  ൌ ௝߮و  40° ൌ 41°   

  
 ௜௝ܣ، مي توان مجموع تصحيح هاي مورد نياز براي آزيموت نجمومي )ଶܥو  ଵܥ(با احتساب تصحيحات قبلي 

  .را تا اين بخش به صورت زير نوشت و آنها را يكجا اعمال نمود
  
௜௝ߙ 3

ᇱ ൌ ௜௝ߙ ൅ ଷܥ ൌ ௜௝ܣ  ൅ ଵܥ ൅ ଶܥ ൅ ଷܥ

  
باز هم تاكيد مي شود با داشتن تصحيح مربوط به آزيموت به راحتي مي توان تصحيح هاي متناظر با 

  . مشاهدات امتدادي و زاويه اي را محاسبه نمود
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  خم ژئودزيكتصحيح  

௜௝ߙ، در واقع به آزيموت ژئودتيكي ௜௝ܣاكنون پس از اعمال تصحيحات قبلي به آزيموت نجومي 
ᇱ  مي رسيم

بنابراين، لازم است تصحيح مربوط به مقطع خم ژئودزيك نيز به . كه منتسب به مقطع قائم مستقيم مي باشد
௜௝ߙآن اعمال شود تا به آزيموت ژئودتيكي 

ா 8نگاره ( كه منتسب به خم ژئودزيك است، برسيم(.  
  

  
  تصحيح مربوط به مقطع خم ژئودزيك -8نگاره 

  
  .اين تصحيح هندسي كه موسوم به تصحيح ژئودزيك است از رابطه زير به دست مي آيد 

  
4 

௜௝ߙ
ா െ ௜௝ߙ

ᇱ ൌ
݁ଶ ∆r୧୨

ଶ cosଶ ߮௠ sin ௜௝ߙ2

12߭௠
ଶ ൌ ൅ܥସ 

  

عرض  ௠߮ و متوسط شعاع قائم اوليه ௠߭ طول فضايي، r୧୨∆ خروج از مركزي اول بيضوي، ݁كه در آن 

براي مثال، مقدار اين نوع تصحيح براي دو . هستند) j( و نشانه روي )i( متوسط ژئودتيك نقاط استقرار
  .نمايش داده شده است 9كيلومتر در نگاره  100درجه به ازاي طول فضايي صفر تا  45و  15آزيموت 
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  درجه 45و  15تغييرات تصحيح خم ژئودزيك براي دو آزيموت  -9نگاره 

  
را مي توان با رابطه زير  ௜௝ܣنجومي به اين ترتيب مجموع تصحيحات فيزيكي و هندسي براي آزيموت 

  . نمايش داد
  
௜௝ߙ 5

ா െ ௜௝ܣ ൌ ଵܥ  ൅ ଶܥ ൅ ଷܥ ൅  ସܥ

  
كه در سطح زمين اندازه گيري  ߱يك زاويه دلخواه اينكه  تصحيحات فوق برايبنابر آنچه گفته شد، مجموع 

  .شده است به سطح بيضوي منتقل شود به صورت زير خواهد بود
  
6 ߱ா െ ߱ ൌ  Δܥଶ ൅ Δܥଷ ൅ Δܥସ 

  
در واقع رابطه فوق حاصل تفاضل مجموع تصحيحات فيزيكي و هندسي براي آزيموت هاي دو امتداد مربوط 

  .مي باشد ߱به زاويه 
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  ي قائمتبديل امتدادها و زوايا

در نظر  jو نقطه نشانه روي  iقرار ترا بين دو نقطه اس ௜௝ܼچنانچه براي سادگي يك زاويه زنيتي مانند 
به عنوان يك انحراف قائم همان تصحيح  )10نگاره ( تصوير زاويه انحراف قائم در صفحه نشانه رويبگيريم، 

  .است كه با رابطه زير معرفي مي شود ௜௝ܼزاويه زنيتي  برايتصحيح فيزيكي 
  
Z௜௝߂ 7

஘ ൌ ௜௝ݖ െ ܼ௜௝ ൌ ൫ߦ௜ cos ௜௝ߙ ൅ ௜ߟ sin ௜௝൯ߙ

  

  
  تصوير زاويه انحراف قائم در صفحه نشانه روي -10نگاره 

  
بيشترين مقدار تصحيح برابر ( قرار داشته باشد در صفحه نشانه روي انحراف قائمهمانطور كه پيداست، چنانچه 

و در صورت قرار گيري در صفحه عمود بر صفحه نشانه روي، تصحيح مذكور صفر  )انحراف قائمبا زاويه 
  .خواهد بود
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  تبديل طول فضايي به طول ژئودتيك

بين دو نقطه  r୧୨∆ طول فضاييدر عمل آنچه به عنوان طول بر روي سطح زمين اندازه گيري مي شود، 

اين در حالي است كه در محاسبات تعيين موقعيت بر روي . )10نگاره ( است jو نقطه نشانه روي  iقرار تاس
S௜௝بيضوي به طول ژئودتيك منتسب به خم ژئودزيك 

E 10نگاره ( نياز داريم( .  
  

  
௜ܵ௝ طول ژئودتيك در مقابل r୧୨∆طول فضايي  -10نگاره 

ா  
  
  .از رابطه زير استفاده مي شودتبديل طول فضايي به طول ژئودتيك منظور  به
  
8  ௜ܵ௝

ா ൌ 2ܴ௠ ଵି݊݅ݏ ൬
௟೔ೕ

బ

ଶோ೘
൰ 
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  . عناصر و پارامترهاي بكار رفته در رابطه فوق به صورت زير تعيين و يادآوري مي شوند
  
 

݈௜௝
଴ ൌ ඨ

∆rij
2 െ ൫ ௝݄ െ ݄௜൯

ଶ

ሺ1 ൅ ݄௜ ܴ௠⁄ ሻ൫1 ൅ ௝݄ ܴ௠⁄ ൯
 

 ܴ௠ ൌ
ଵ

ଶ
ቀܴ௜ሺߙሻ ൅ ௝ܴሺߙሻቁ 

ܴ௜ሺߙሻ ൌ
௜߭௜ߩ

௜ߩ sinଶ ߙ ൅ ߭௜ cosଶ ߙ
 

  
  در روابط فوق 

݈௜௝
଴:  ،طول وتر بين دو نقطه بر روي بيضوي 

݄௜:  ،ارتفاع ژئودتيك نقطه استقرار 

௝݄:  ،ارتفاع ژئودتيك نقطه نشانه روي 

ܴ௠:  ،شعاع انحناي متوسط اولر براي نقاط استقرار و نشانه روي  

ܴ௜ሺߙሻ:  استقرارهشعاع انحناي اولر براي نقط، 

௝ܴሺߙሻ:  ،شعاع انحناي اولر براي نقطه نشانه روي 

 شعاع انحناي نصف النهاري براي نقطه استقرار،  :௜ߩ

߭௜:  شعاع انحناي قائم اوليه براي نقطه استقرار مي باشند.  

  
كمك گرفت و با استفاده از قانون كسينوس ها در مثلث  11، مي توان از نگاره 8براي اثبات رابطه تبديل 

ܱ ଵܲ
ᇱ

ଶܲ
ᇱ در نظر گرفتن زاويه ،ψ  ߰ݏ݋ܿو رابطه ൌ 1 െ ଶ݊݅ݏ2 ట

ଶ
ܱ، در نظر داشتن مثلث  ଵܲ ଶܲ  و

଴݈رابطه  ൌ ݊݅ݏ2ܴ
ట

ଶ
ܵ، رابطه  ൌ ܴ߰ ൌ 2ܴ ଵି݊݅ݏ ቀ

௟బ

ଶோ
ቁ  و برخي ساده سازي ها و مرتب

  .سازي ها به رابطه مذكور رسيد
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  Sبه طول ژئودتيك  lتبديل طول فضايي  -11نگاره 
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  7فصل 
  

  بيضويتعيين موقعيت بر روي 
  
  

- يكي از مهمترين موضوعات مورد بحث در ژئودزي هندسي، محاسبات تعيين موقعيت بر روي بيضوي مي

مختلف از تعيين موقعيت روبرو رداري با دو صورت بت ژئودزي نيز مانند محاسبات نقشهدر محاسبا. باشد
موقعيت يك نقطه به عنوان نقطه معلوم و اندازه گيري هاي طول و آزيموت بين آن و  اول، در حالت. هستيم

بدست آوردن موقعيت نقطه مجهول و آزيموت معكوس  است ويك نقطه مجهول بر روي بيضوي داده شده 
اين صورت مسئله مورد بحث، اصطلاحا مسئله مستقيم در  .مورد نظر است) از نقطه مجهول به نقطه معلوم(

باشد و هدف به  مي اطلاعات داده شده مختصات دو نقطه بر روي بيضوي در حالت دوم،. اطلاق مي شود
ا با حدر اين صورت اصطلا .باشدمي دست آوردن طول بين دو نقطه و آزيموت هاي مستقيم و معكوس 

هاي مختلف  دو نوع مسئله ياد شده با روشحل تلاش مي شود  در اين فصل. مسئله معكوس مواجه هستيم
مورد بررسي قرار گيرند و علاوه برآن موضوع ارتفاع يابي مثلثاتي و سرشكني بر روي بيضوي نيز مورد بررسي 

  .قرار گيرد
  

  مسئله مستقيم
,φ୧(به صورت   P୧فرض مي كنيم مختصات يك نقطه دلخواه مانند  λ୧( ߙ، آزيموت ژئودتيكي௜௝

ா  و طول
௜ܵ௝ژئودتيكي 

ா خواهيم مختصات ژئودتيك نقطه و مي اندبر روي بيضوي داده شدهP୨   را به صورت)φ୨, λ୨ (
௝௜ߙو آزيموت معكوس 

ா  روش هاي مختلفي براي اين منظور وجود دارد كه مي توان آنها را . به دست آوريمرا
  .طبقه بندي نمود بر اساس منحني واصل بين دو نقطه به سه گروه

 بر پايه خم ژئودزيك،  :گروه اول  
 و  ،بر پايه مقطع قائم :گروه دوم  
 استوار استبر پايه مقطع قائم يك كره كه بيضوي را به صورت محلي تقريب مي كند :گروه سوم ،.  

. فرمول هاي گروه اول مي باشد كه به فرمول هاي خطوط بلند معروف هستندمربوط به دقيق ترين جواب ها 
دقت هاي حاصل از  .از اين دسته هستند Sodanoو  Bessel ،Rainsfordبه عنوان مثال فرمول هاي 

تنها اختلاف بين . هر يك از اين سه روش تنها محدود به تعداد عبارات در سري هاي مورد استفاده است
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 Rainsfordو ) خروج از مركزي اول( eଶاز  Besselدر اين است كه  Rainsford و Besselروش 
 Sodanoمزيت اصلي روش . استفاده مي كند كه در سرعت همگرايي جواب ها موثرند) فشردگي( fاز 

نسبت به دو روش ديگر در اين است كه حل مسئله مستقيم يا معكوس توسط آن نيازمند فرآيند تكرار نيست 
  .و در واقع داراي يك فرمول بسته است

دو دسته ديگر شامل فرمول هاي تقريبي هستند و بنابراين نمي توان آنها را براي طول هاي بلند يا براي هر 
مي باشد كه براي طول  Rabbinsكي از فرمول هاي مربوط به مقطع قائم ي. مكاني در سطح زمين بكار برد

فرمول هايي كه از تقريب كروي محلي استفاده مي كنند نيز معروف به فرمول . هاي متوسط مناسب است
براي يك طول  1ppmمي باشد كه داراي دقت  Puissantهاي خطوط كوتاه هستند كه نمونه آن فرمول 

 60كيلومتري براي نقاط با عرض جغرافيايي بزرگتر از  250براي يك طول  40ppmكيلومتري و  100
  . درجه مي باشد

  
  خطوط كوتاهفرمول هاي  

 )1(با توجه به نگاره  مثلثات كرويروابط از براين تعدادي انب. اساس اين روش مبتني بر تقريبات كروي است
  .دنزير يادآوري مي شوبه صورت 

  

  
  مثلث كروي -1نگاره 

  
݊݅ݏ  )1( ߮ଶ ൌ ݊݅ݏ ߮ଵ ݏ݋ܿ ෢ܤܣ ൅ ݏ݋ܿ ߮ଵ ݊݅ݏ ෢ܤܣ ݏ݋ܿ  ଵଶߙ

  
)2(  sin ଵଶߣ

sin ௌభమ
జమ

ൌ
sin ௜௝ߙ

sin ቀ
ߨ
2 െ ߮ଶቁ
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)3(  
tan ൬

ߨ
2

െ
ߙ݀
2

൰ ൌ cot
ଵଶߣ

2

cos ଵ
ଶ ቂቀ

ߨ
2 െ ߮ଶቁ െ ቀ

ߨ
2 െ ߮ଵቁቃ

cos ଵ
ଶ ቂቀ

ߨ
2 െ ߮ଶቁ ൅ ቀ

ߨ
2 െ ߮ଵቁቃ

 

  
  فرمول پواسون

طول هاي تا براي  10ି଺دقت حفظ اعتبار آن با  از آنجا كه فرمول پواسون مبتني بر تقريبات كروي است،
  .كيلومتر مي باشد و براي طول هاي بزرگ تر از آن پيشنهاد نمي شود 100

برخي روابط هندسي ديگر و مرتب سازي  ، بسط توابع سينوس و كسينوس،)1(مثلثات كروي با توجه به رابطه 
عرض ژئودتيك معرفي مي اختلاف  عرض ژئودتيك نقطه دوم به صورتفرمول پواسون براي تعيين  ها،آن

  .شود
  

)4(  
∆φ௞ାଵ ൌሶ ቆ ௜ܵ௝ cos ௜௝ߙ

௜ߩ
െ ௜ܵ௝

ଶ tan ߮௜ sinଶ ௜௝ߙ

௜߭௜ߩ2

െ ௜ܵ௝
ଷ cos ௜௝ߙ sinଶ ௜௝ߙ ሺ1 ൅ 3tanଶ߮௜ሻ

௜߭௜ߩ6
ଶ ቇ ቆ1 െ

3݁ଶ sin 2߮௜

4ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮௜ሻ
∆φ௞ቇ 

   
Δ߮௞ାଵ|(، تا زمانيكه قدر مطلق اختلاف بين دو تكرار آخر مطابق رابطه تكراري فوق െ Δ߮௞| ( كمتر از
اجرا  رابطه فوق نشود، بايد) ميلي متر موقعيت مسطحاتي 6معادل (راديان  10ିଽيك مقدار مشخص مانند 

به ) ௜߮(با جمع نتيجه آخرين تكرار و عرض ژئودتيك نقطه اول  ،پس از دستيابي به مقدار حدي مذكور. شود
  .خواهيم رسيد) ௝߮(عرض ژئودتيك نقطه مورد نظر 

، استفاده از بسط تابع سينوس، )2( از رابطه مثلثات كروي ،)௝߮(تعيين عرض ژئودتيك نقطه دوم  پس از
  .مي رسيم طول ژئودتيكبراي محاسبه اختلاف ها به رابطه زير آنبرخي روابط هندسي و ساده سازي 

 
 
)5( ∆λ ൌሶ ௜ܵ௝

௝߭

sin ௜௝ߙ

cos ߮௝
ቈ1 െ ௜ܵ௝

ଶ

6 ௝߭
ଶ ቆ1 െ

sinଶ ௜௝ߙ

cosଶ ߮௝
ቇ቉ 

  
 كمك ، مي توان به௜௝ߙاكنون با داشتن مختصات عرض و طول ژئودتيك دو نقطه و نيز آزيموت مستقيم 

رابطه زير اختلاف بين آزيموت مستقيم و معكوس را تعيين و سپس با اعمال آن به آزيموت مستقيم به 
  .آزيموت معكوس رسيد
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ߙ∆ )6( ൌ ௝௜ߙ

ா െ ௜௝ߙ
ா െ ߨ ൌሶ ∆λ

sin ߮௠

cos
∆φ
2

൅
∆λ

ଷ

12
൦
sin ߮௠

cos
∆φ
2

െ
sinଷ ߮௠

cosଷ ∆φ
2

൪ 

  
  فرمول گوس

فرمول گوس نيز بر مبناي تقريبات كروي است كه به دليل ساده سازي زياد در آن، براي طول هاي كمتر از 
فرمول هاي مسئله مستقيم آن به ترتيب زير . درجه پيشنهاد شده است 80كيلومتر و عرض هاي كمتر از  40

  .مي باشد
  
  
  
)7( 

Δߙ ൌሶ ௜௝ߣ݀ sin ߮௜௝ 

Δ߮௜௝ ൌሶ ௜ܵ௝ cos ௠ߙ

௠ߩ
 

Δߣ௜௝ ൌሶ ௜ܵ௝ sin ௠ߙ

߭௠ cos ߮௠
 

 
௠ߙكه در آن  ൌ ௜௝ߙ ൅ Δߙ شعاع انحناي نصف النهاري متوسط و عرض به ترتيب ௠߮ و  ௠ߩ، ⁄2

  .ژئودتيك متوسط هستند كه به صورت تكراري به دست مي آيند
  

  مسئله معكوس
,φ୧(به صورت  ௝ܲو  ௜ܲدر مسئله معكوس، فرض مي كنيم مختصات دو نقطه دلخواه مانند  λ୧ ( و

)φ୨, λ୨ ( بر روي بيضوي داده شده اند و مي خواهيم طول ژئودتيكي௜ܵ௝
ா ߙ، آزيموت ژئودتيكي مستقيم௜௝

ா  و
௝௜ߙمعكوس 

ா در اين حالت نيز مانند مسئله مستقيم با توجه به دقت هاي . را بر روي بيضوي به دست آوريم
  .مورد نياز از فرمول هاي مختلفي استفاده مي شود

  
 فرمول پواسون

و بسط تابع تانژانت و برخي مرتب سازي ها استفاده ) 3(براي حل مسئله معكوس نيز از رابطه مثلثات كروي 
به ترتيب زير با استفاده از روابط  ௝ܲو  ௜ܲ عرض و طول ژئودتيك دو نقطهبا فرض وجود مختصات . مي شود

منتسب به خم (تقريبي پواسون، مي توان به آزيموت و طول ژئودتيك بين دو نقطه در سطح بيضوي 
  .دست يافت) ژئودزيك
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)8( 
௜௝ߙ

ா ൌሶ tanିଵ ቈ ௝߭Δߣ௜௝

௜Δ߮௜௝ߩ
cos ߮௝ ቆ1 െ

3݁ଶ sin 2߮௜

4ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮௜ሻ
ቇ቉ 

  
  
  
)9( ௜ܵ௝

ா ൌሶ
Δ߮௜௝

cos ௜௝ߙ

௜ߩ

1 െ
3݁ଶ sin 2߮௜ Δ߮௜௝

4ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮௜ሻ

 

  
 براي تمام حالات Pittman جامع روش

در اين روش جواب هاي مستقيم و معكوس با دقتي بهتر از ميلي متر براي هر اندازه طول در هر جا از 
شند كه براي نخستين بار توسط با صورت تكراري ميروابط اين روش به . بيضوي به دست مي آيند

Pittman  به رغم جديد بودن اين روش، مطالب زيادي از آن منتشر نشده . ه اندمعرفي شد 1986در سال
پرداخته مي شود تا بيشتر مورد توجه قرار گيرد و در صورت لزوم  آنبه  به همين دليل در اين بخش و است

  .براي مسائل ژئودزي مورد استفاده قرار گيرد
، خم ژئودزيك، آزيموت با طول و عرض ژئودتيك آنها Bو  Aموقعيت دو نقطه ) 2(در نگاره براي يادآوري 

    .اندو قائم هاي بر بيضوي در نقاط مذكور مشخص شده مستقيم و معكوس، 
  

  
  خم ژئودزيك و برخي پارامترهاي ديگر بر روي بيضوي مرجع زمين -2ره نگا

  
  .برخي روابط مورد نياز در اين بخش به صورت زير آورده مي شوند همچنين
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)10( 

 
 

)11( 

 
)12( 

  
و  Pبر اساس مختصات نقطه  Q، مختصات نقطه در يك چهارضلعي ديفرانسيلي) 3(همچنين مطابق نگاره 

Q߮اختلاف مختصات ديفرانسيلي بين آنها به صورت  ൌ ߮P ൅ Qߣو   ߮∆ ൌ Pߣ ൅ قابل  ߣ∆
  . محاسبه است

  

  
  چهارضلعي ديفرانسيلي بر روي بيضوي -3نگاره 

  
مي توان  ،)Q  )αبه   Pو آزيموت  ݏ݀ ، طول ديفرانسيليهمچنين با توجه به هندسه چهارضلعي ديفرانسيلي

  .روابط زير را تنظيم نمود
 

)13( 
 

  
  معادله مشخصه ژئودزيك

) مستقيم و معكوس(تعريف رياضي خم ژئودزيك كمك شاياني در محاسبه طول آن و مسئله تعيين موقعيت 
  .بر همين پايه، معادله زير به عنوان معادله مشخصه ژئودزيك معرفي مي شود. بر روي بيضوي مي كند

 
)14(  
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  بر روي يك بيضوي   Bو  Aنمايش كامل خم ژئودزيك گذرنده از دو نقطه  -4نگاره 

  
رابطه فوق نشاندهنده حاصل ضرب شعاع مداري در سينوس آزيموت هر نقطه دلخواه روي خم ژئودزيك 

ثابت بودن كميت مذكور بيانگر اين نكته است كه حداكثر عرض ژئودتيك . است كه كميتي ثابت مي باشد
كوچكترين شعاع مداري را فراهم مي سازد كه با توجه به ، )଴ܲ( ژئودزيك، موسوم به راس خمروي خم 

sinمعادله مشخصه ژئودزيك، بايد  α  در ه از آنجا ك. وي خم ژئودزيك برسدربه بزرگترين مقدار خود در
݊݅ݏرسد، مي درجه  90آزيموت در نقطه راس خم به نيمكره شمالي  معادله  ثابت برابر يك شده و مقدار ߙ

  .)4نگاره ( مشخصه ژئودزيك در آن نقطه برابر با شعاع مداري مي شود
  

)15(  
  

,φ୧(به صورت   P୧اكنون با فرض داشتن مختصات يك نقطه دلخواه مانند  λ୧( ߙ، آزيموت ژئودتيكي௜௝
ா  و

௜ܵ௝طول ژئودتيكي 
ா  بر روي بيضوي، به ترتيب زير عمل نموده و مختصات ژئودتيك نقطهP୨   را به صورت

)φ୨, λ୨ (به دست مي آوريم.  
  
  و راس خم ژئودزيك ܑ۾ عرض تبديل يافته و عرض ژئودتيكتعيين  -1

به ) 15(، معادله )߰(و عرض تبديل يافته ) ߮(با در نظر گرفتن رابطه عرض ژئودتيك ) 5(مطابق نگاره 
  .صورت زير بازنويسي مي شود

  
)16( ܽ cos ߰଴ ൌ ܽ cos ߰ sin  ߙ
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  مقطع نصف النهاري يك بيضوي مرجع -5نگاره 

  
cosبنابراين  ߰଴ به صورت زير تعريف مي شود.  

  
)17(  

  
sinଶبا استفاده از قانون  ߙ ൅ cosଶ ߙ ൌ   .رسيد ߙمي توان به رابطه زير براي محاسبه آزيموت  1

  
)18( 

  
  .با استفاده از  روابط زير مي توان عرض ژئودتيك راس خم را نيز به دست آورد همچنين

  
)19( 

 
  
)20( 
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,૚ࣅP଴ )ઢو  P୧ همحاسبه فاصله و اختلاف طول ژئودتيك بين نقط -2   )૚ࡿ

و نقطه راس خم ) نقطه با مختصات معلوم( ௜ܲبر اساس رابطه انتگرالي زير مي توان طول بين نقطه دلخواه 
  .را به دست آورد ଴ܲژئودزيك 

 
  
)21( 

  
ݑكه در آن  ൌ sin ଴ݑ، ߰ ൌ sin ߰଴ ،ߝ ൌ ሺ݁Ԣሻଶ  وsin ߰ ൑ ݌ ൑ sin ߰଴.  

  
مي  ଵܵبا اعمال بسط سري دو جمله اي و برخي مرتب سازي ها، نهايتا به رابطه زير براي محاسبه طول 

  .رسيم
  
  
  
)22( 

 
  

  كه در آن 
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و نقطه ) نقطه با مختصات معلوم( ௜ܲبر اساس رابطه زير مي توان اختلاف طول ژئودتيك بين نقطه دلخواه 

به طول ژئودتيك ) ௜ߣ( ௜ܲكه با افزودن آن به طول ژئودتيك نقطه  را به دست آورد ଴ܲراس خم ژئودزيك 
  .مي رسيم) ଴ߣ( ଴ܲنقطه 

 
)23( 

 

  
  كه در آن 
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و اختلاف طول ژئودتيك بين آنها ) ૝ࡿ(محاسبه طول نقطه گرهي تا راس خم  -3
)ઢࣅ૝(  

ݑروي استوا قرار مي گيرد، لذا ) Bيا   A(نقطه گرهي ) 4(از آنجا كه مطابق نگاره  ൌ sin ߰ ൌ و با  0
و ) ସܵ(استفاده از روابط و الگوريتم معرفي شده در بخش قبلي مي توان به طول نقطه گرهي تا راس خم 

  .دست يافت) ସߣΔ(اختلاف طول ژئودتيك بين آنها 
  

 ) ૛ࡿ(تا راس خم ژئودزيك ) مختصات مجهول( ௝ܲمحاسبه طول نقطه دوم  -4

௜ܵ௝(بر روي بيضوي  ௝ܲو   ௜ܲ با توجه به طول مفروض بين 
ா ( و طول محاسباتي بين௜ܲ  و راس خم)଴ܲ( ،

  . نيز از رابطه ساده زير به دست مي آيد) ଴ܲ(و راس خم  ௝ܲطول بين بين 
   
  ௜ܲبا در نظر گرفتن نزديكترين راس خم به نقطه   

ܵଶ ൌ ቐ
௜ܵ௝
ா െ ଵܵ

௜ܵ௝
ா ൅ ଵܵ

   

          

  
  ௜ܲبا در نظر گرفتن دورترين راس خم به نقطه 

   
ଶܵاگر  ൐ ଶܵقرار دارد و اگر  ଴ܲبعد از  ௝ܲآنگاه نقطه  0 ൏ توجه شود . قرار دارد ଴ܲقبل از  ௝ܲآنگاه  0

ଶܵ، )4(كه در نگاره  ൏   .قرار دارد ଴ܲقبل از  ௝ܲزيرا  0
  

 به صورت تكراري ࢐࣒ عرض تبديل يافته محاسبه -5

௝߰در اين بخش با يك مقدار تقريبي اوليه مانند 
ᇱ محاسبات تكراري خود را  كه از رابطه زير تعيين مي شود

  . آغاز مي كنيم
  

)24( 
݊݅ݏ ߰௝

ᇱ ൌ ݊݅ݏ ߰଴ ݏ݋ܿ ൬
ܵଶ

ܾ
൰ 

  
  .را به دست مي آوريم ψ௝مذكور، با استفاده از رابطه تكراري زير مقدار  پس از تعيين مقدار تقريبي

  
  
ݑ݀ )25( ൌ

ݏ݀
ܾ

ඨݑ଴
ଶ െ ଶݑ

1 ൅  ଶݑߝ
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ݑكه در آن   ൌ ݊݅ݏ ߰௝
ᇱ  ،݀ݏ ൌ ܵଶ

ᇱ െ ܵଶ  ܵوଶ
ᇱ  ߰نيز از مقدار تقريبي௝

ᇱ پايه جواب . به دست مي آيد
مي توان فرآيند تكرار را  ݑ݀است كه با دستيابي به يك مقدار حدي كوچك براي  ݏ݀و  ݑ݀تكراري فوق 
  .را به كمك آن به دست آورد φ௝مي توان مقدار  ψ௝پس از تعيين . متوقف نمود

  
 ) ࢐ૃ(محاسبه طول ژئودتيك نقطه مجهول  -6

مي توان به اختلاف طول ژئودتيك نقطه مجهول  )23( هابطر، به كمك ௝߰عرض تبديل يافته پس از تعيين 
  .و سپس به طول ژئودتيك نقطه مورد نظر رسيد) Δλ௝(تا نقطه راس خم 

  
࢏࢐ࢻتعيين آزيموت معكوس  -7

  ࡱ

به آن، آزيموت  πبا اعمال تصحيح . قابل محاسبه مي باشد) 15(از رابطه ) ௝ܲ(در نقطه دوم  ௝ߙآزيموت 
௝௜ߙمعكوس 

ா به دست مي آيد.  
  

  مسئله معكوس
بر روي بيضوي داده شده اند و مي خواهيم طول ژئودتيكي  ௝ܲو  ௜ܲمختصات ژئودتيك دو نقطه در اينجا 

௜ܵ௝
ா ߙ، آزيموت ژئودتيكي مستقيم௜௝

ா  ߙو معكوس௝௜
ா براي اين منظور از . را بر روي بيضوي به دست آوريم

  .دستورالعمل زير استفاده مي كنيم
  

 ࢐ࡼو  ࢏ࡼتبديل طول ژئودتيك نقاط  -1

0به گونه اي كه تبديل نموده  به طول هاي شرقيرا  ௝ܲو  ௜ܲژئودتيك نقاط  طول ൏ λଵ, λଶ ൏ و  ߨ2
െπدر محدوده ) Δλ(اختلاف آنها  ൑ Δλ ൑ π علامت . محاسبه مي شودΔλ  بستگي به جهت

  .دارد ௜ܲغربي خم ژئودزيك از نقطه /شرقي
 

  و محاسبه طول و آزيموت تقريبي ૐ࢐و  ࢏ૐمحاسبه عرض تبديل يافته  -2

تبديل نموده و سپس  ψ௝و  ψ௜به عرض هاي ) 19( هابطبا استفاده از ررا  φ௝و  φ௜عرض هاي ژئودتيك 
و زواياي  σن طول كروي مي توا ،طول ژئودتيك در مرحله قبل بر روي يك كرهبا داشتن آنها و اختلاف 

و آزيموت مستقيم  ܵاز اين كميت ها مي توان براي محاسبه طول تقريبي . را به دست آورد βଶو  βଵكروي 
  .استفاده نمود α୧୨تقريبي 
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 ) ૐ૙(محاسبه عرض تبديل يافته راس خم  -3

Δߣو صرفنظر از ترم هاي بالاي آن، مقادير تقريبي ) 23(با استفاده از رابطه  ଵ

ᇱ  ߣوΔ ଶ

ᇱ  به دست آمده و
  .به روش تكراري زير تعيين مي گردد ψ଴سپس مقدار 

  
  
  
)26( 

Δߣ ଵ

ᇱ
ൌ cosିଵ ൬

tan ߰ଵ

tan ߰଴
൰ 

Δߣ ଶ

ᇱ
ൌ cosିଵ ൬

tan ߰ଶ

tan ߰଴
൰ 

݂ሺ߰଴ሻ ൌ Δߣ
ᇱ

െ Δߣ

ൌ ൜േ cosିଵ ൬
tan ߰ଵ

tan ߰଴
൰ േ cosିଵ ൬

tan ߰ଶ

tan ߰଴
൰ േ Δߣ ସ

ᇱ
ൠ െ Δߣ  

  
حال با استفاده از روش . غربي خم ژئودزيك تعيين مي شوند/علامت هاي فوق متناسب با جهت شرقي
به دست ) 17(را مي توان از رابطه  ψ଴مقدار اوليه . رسيد ψ଴تكراري نيوتن رافسون مي توان به مقدار 

  .آورد
  

)27( 
ሺ߰଴ሻ௡ାଵ ൌ ሺ߰଴ሻ௡ െ

݂ሺ߰଴ሻ

݂ᇱሺ߰଴ሻ
 

 
  
  محاسبه طول و آزيموت مستقيم و معكوس -4

Δߣ، ଵܵمي توان مقادير  ψ଴پس از معلوم شدن  ଵ ،ܵଶ ،ߣΔ ଶ ،ܵସ ،ߣΔ ସ  بين دو  ܵو نهايتا طول
معادله مشخصه خم ژئودزيك به دست مي آزيموت مستقيم و معكوس نيز از رابطه . نقطه را تعيين نمود

  .آيد
  

  
φدر پايان براي مثال پارامترهاي عددي اين روش براي عرض ژئودتيك  ൌ 9° 35ᇱ 24"  و آزيموت

α ൌ 43° 12ᇱ 36"  روي بيضويGRS80  در موجود همچنين ضرايب مختلف . آمده اند) 1(در جدول
  .آمده اند) 4(و  )3(، )2(گذشته نيز براي بيضوي مذكور در جدول هاي روابط 
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  GRS80يضوي خم ژئودزيك بر روي ب پارامترهاي عددي -1جدول 
  

  
  
  

  )23(و ) 22(در معادله هاي  GRS80يضوي ضرايب و ثابت هاي خم ژئودزيك بر روي ب -2جدول 

 
  
  

  )22(مقادير بازگشتي در معادله  -3جدول 
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  )23(مقادير بازگشتي در معادله  -4جدول 

  
 
  

را بدون  ௜௝ߣ∆و  ௝߮، مي توان )2(و ) 1(همچنين براي حل مستقيم بر اساس روابط مثلثات كروي 
  .پيچيدگي هاي روابط قبلي تعيين نمود

  
)28(  ߮௝ ൌ sinିଵ൫݊݅ݏ ߮௜ ݏ݋ܿ పܲ ఫܲ෢ ൅ ݏ݋ܿ ߮௜ ݊݅ݏ ෢ܤܣ ݏ݋ܿ  ௜௝൯ߙ

  

పܲكه در آن  ఫܲ෢ ൌ
ௌ೔ೕ

ಶ

ோതഀ
.  

  
)29(  

௜௝ߣ∆ ൌ sinିଵ ቆ
sin పܲ ఫܲ෢ sin ௜௝ߙ

cos ߮௝
ቇ 
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  تعيين موقعيت ارتفاعي نسبي
، زاويه )௜௝ܼ( ௜ܲزاويه قائم بر روي نقطه : مشاهدات مورد نياز در ترازيابي مثلثاتي عبارتند از) 6(مطابق نگاره 

از آنجا كه محاسبات تعيين موقعيت بر روي بيضوي . ௜௝ݎ∆، و طول فضايي )௝ܲ )௝ܼ௜قائم بر روي نقطه 
انجام مي گيرد، لذا بر پايه روابط مورد بحث در فصل ششم، هر سه مشاهده مذكور به مشاهدات ژئودتيك 

௜௝ܼبه ترتيب  ௜௝ݎ∆و  ௜௝ ،௝ܼ௜ܼتبديل مي شوند و به جاي 
ᇱ ،௝ܼ௜

ᇱ  و௜ܵ௝
ா همچنين به . را خواهيم داشت

  .نيز نياز مي باشد) ௝݄و  ௝ܲ )݄௜و  ௜ܲتقريبي ارتفاعات ژئودتيك نقاط  مقادير
  

  
  ارتفاع يابي مثلثاتي -6نگاره 

  
ܥبراساس فرمول تانژانت ها در مثلث  ௜ܲ ௝ܲ خواهيم داشت:  

  
  
)30( 

൫ܴ௠ ൅ ௝݄ െ ܴ௠ െ ݄௜൯

൫ܴ௠ ൅ ௝݄ ൅ ܴ௠ ൅ ݄௜൯
ൌ

tan ଵ
ଶ൫ߨ െ ܼ௜௝

ᇱ െ ߨ ൅ ௝ܼ௜
ᇱ ൯

tan ଵ
ଶ൫ߨ െ ܼ௜௝

ᇱ ൅ ߨ െ ௝ܼ௜
ᇱ ൯

 

  

௠ܴ  كه در آن ൌ
ோഀ೔ೕ

ାோഀೕ೔

ଶ
.  
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  . با اندكي مرتب سازي به رابطه زير مي رسيم
  

)31( 
Δ݄୧୨ ൌ ௝݄ െ ݄௜ ൌ

ሺ2ܴ௠ ൅ 2݄௠ሻ tan ଵ
ଶ൫ ௝ܼ௜

ᇱ െ ܼ௜௝
ᇱ ൯

tan ଵ
ଶ ቀߨ െ ൫ ௝ܼ௜

ᇱ ൅ ܼ௜௝
ᇱ െ ൯ቁߨ

 

  
௠݄كه در آن  ൌ భ

మ
൫݄௜ ൅ ௝݄൯.  

  
  .از طرفي با تقريب كروي رابطه زير را داريم

   
)32( ߰௜௝ ൌ ൫ܼ௜௝

ᇱ ൅ ௝ܼ௜
ᇱ ൯ െ ߨ ൌ ௜ܵ௝

ா ܴ௠⁄  

  
  .را به صورت زير بازنويسي نمود) 31(، مي توان )32(با در نظر گرفتن رابطه 

  
  
)33( Δ݄୧୨ ൌ ௝݄ െ ݄௜ ൌ

ሺ2ܴ௠ ൅ 2݄௠ሻ tan ଵ
ଶ൫ ௝ܼ௜

ᇱ െ ܼ௜௝
ᇱ ൯

cot൫ ௜ܵ௝
ா 2ܴ௠⁄ ൯

 

 

Δ݄୧୨ ൌ tan൫ ௜ܵ௝
ா 2ܴ௠⁄ ൯ ሺ2ܴ௠ ൅ 2݄௠ሻ tan ଵ

ଶ
൫ ௝ܼ௜

ᇱ െ ܼ௜௝
ᇱ ൯ 

  
tan(حال با بسط سري تيلور براي تابع تانژانت  ݔ ൌ ݔ ൅

௫య

ଷ
൅

ଶ௫ఱ

ଵହ
൅ و اكتفا به دو جمله اول آن ) ڮ

  .به رابطه زير مي رسيم
  

)34( 
Δ݄୧୨ ൌሶ ൭ ௜ܵ௝

ா

ܴ௠
൅

൫ ௜ܵ௝
ா ൯

ଷ

12ܴ௠
ଷ ൱ ሺܴ௠ ൅ ݄௠ሻ tan ଵ

ଶ
൫ ௝ܼ௜

ᇱ െ ܼ௜௝
ᇱ ൯ 

  
به رابطه نهايي زير براي اختلاف ارتفاع ژئودتيك بين دو نقطه ) 34(اكنون با ساده سازي و مرتب سازي رابطه 

௜ܲ  و௝ܲ مي رسيم.  
  

)35( 
Δ݄୧୨ ൌሶ ௜ܵ௝

ா ቆ1 ൅
݄௠

ܴ௠
൅ ௜ܵ௝

ாଶ

12ܴ௠
ଶ ቇ tan ቆ ௝ܼ௜

ᇱ െ ܼ௜௝
ᇱ

2
ቇ 
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  شبكه هاي دو بعديدر  سرشكنيمدل رياضي و 
همانطور كه قبلا مي دانيم، به دليل وجود مشاهدات اضافي در شبكه هاي نقشه برداري مي بايست سرشكني 

بر خلاف شبكه هاي مسطحاتي كه با معادلات مشاهدات و چگونگي سرشكني مشاهدات در . انجام گيرد
شند و در اين درس سرشكني آشنا شده ايم، معادلات مشاهدات شبكه هاي ژئودزي متفاوت از آنها مي با

در شبكه هاي ژئودزي دو بعدي، پس از تبديل مشاهدات بر روي بيضوي بايد . بخش به آنها پرداخته مي شود
  .سپس فرم خطي آن را براي انجام سرشكني به روش پارامتريك بنويسيممعادلات مشاهدات هر يك نوشته و 

  
 معادله مشاهده آزيموت نجومي  

 

  
  امتداد نجوميمشاهده آزيموت و  -7نگاره 

  
 ௝ܲو نقطه نشانه روي  ௜ܲمشاهده آزيموت نجومي تابع مختصات ژئودتيك نقطه استقرار ) 7(مطابق نگاره 

  . است كه معادله مشاهده خطي شده آن به صورت زير مي باشد
 
  
)36( 

௜௝ܣ ൌ ,൫߮௜ܣ ,௜ߣ ߮௝,  ௝൯ߣ

௜௝ݎ
஺ ൌ

ܣ߲
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
ܣ߲
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
ܣ߲
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
ܣ߲
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅ ௜௝ܣ
଴ െ  ௜௝ܣ

௜௝ݎ
஺ ൌ ܽଵ߮ߜ௜ ൅ ܽଶߣߜ௜ ൅ ܽସ߮ߜ௝ ൅ ܽହߣߜ௝ ൅ ௜௝ܣ

଴ െ  ௜௝ܣ
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مشتقات جزيي معادله مشاهده آزيموت نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك  ௜ܽدر معادله فوق ضرايب 
  .معرفي شده اند) 5(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲنقاط 

  
  ژئودتيكمعادله مشاهده آزيموت  

  

  
  مشاهده آزيموت و امتداد ژئودتيك -8نگاره 

  
است كه معادله  ௝ܲو نقطه نشانه روي  ௜ܲمشاهده آزيموت ژئودتيك تابع مختصات ژئودتيك نقطه استقرار 

  . مشاهده خطي شده آن به صورت زير مي باشد
 
  
)37( 

௜௝ߙ ൌ ,൫߮௜ߙ ,௜ߣ ߮௝,  ௝൯ߣ

௜௝ݎ
ఈ ൌ

ߙ߲
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
ߙ߲
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
ߙ߲
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
ߙ߲
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅ ௜௝ߙ
଴ െ  ௜௝ߙ

௜௝ݎ
ఈ ൌ ܽଵ

ᇱ ௜߮ߜ ൅ ܽଶ
ᇱ ௜ߣߜ ൅ ܽସ

ᇱ ௝߮ߜ ൅ ܽହ
ᇱ ௝ߣߜ ൅ ௜௝ߙ

଴ െ  ௜௝ߙ

  
௜ܽدر معادله فوق ضرايب 

ᇱ  مشتقات جزيي معادله مشاهده آزيموت ژئودتيك نسبت به مولفه هاي مختصات
  .معرفي شده اند) 5(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲژئودتيك نقاط 
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  امتدادمعادله مشاهده  

و  ௝ܲو نقطه نشانه روي  ௜ܲمختصات ژئودتيك نقطه استقرار  ي ازتابع امتداد نيزمشاهده ) 8(مطابق نگاره 
  . است كه معادله مشاهده خطي شده آن به صورت زير مي باشدصفر لمب افقي 

 
  
)38( 

݀௜௝ ൌ ݀൫߮௜, ,௜ߣ ߮௝, ,௝ߣ Ω௜൯ 

௜௝ݎ
ௗ ൌ

߲݀
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲݀
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲݀

߲߮௝
௝߮ߜ ൅

߲݀
௝ߣ߲

௝ߣߜ െ δΩ௜ ൅ ௜௝ߙ
଴ െ ݀௜௝

െ Ω௜
଴ 

௜௝ݎ
ௗ ൌ ܽଵ

ᇱ ௜߮ߜ ൅ ܽଶ
ᇱ ௜ߣߜ ൅ ܽସ

ᇱ ௝߮ߜ ൅ ܽହ
ᇱ ௝ߣߜ െ δΩ௜ ൅ ௜௝ߙ

଴ െ ݀௜௝ െ Ω௜
଴ 

  
௜ܽدر معادله فوق ضرايب 

ᇱ  مشتقات جزيي معادله مشاهده آزيموت ژئودتيك نسبت به مولفه هاي مختصات
  .معرفي شده اند) 5(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲژئودتيك نقاط 

  
  زاويهمعادله مشاهده   

  

  
  اختلاف دو امتدادمشاهده زاويه ژئودتيك به صورت  -9نگاره 

  
 ي ازتابع زاويه به صورت اختلاف دو امتداد مي تواند در نظر گرفته شود كه بنابراينمشاهده ) 9(مطابق نگاره 

است كه معادله مشاهده خطي شده  ௞ܲو  ௝ܲنشانه روي  هاي و نقطه ௜ܲمختصات ژئودتيك نقطه استقرار 
  . آن به صورت زير مي باشد
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)39( 

߱௜௝௞ ൌ ߱൫߮௜, ,௜ߣ ߮௝, ,௝ߣ ߮௞,  ௞൯ߣ

௜௝ݎ
ఠ ൌ

߲߱
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲߱
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲߱
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
߲߱
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅
߲߱

߲߮௞
௞߮ߜ ൅

߲߱
௞ߣ߲

௞ߣߜ

൅ ߱௜௝௞
଴ െ ߱௜௝௞ 

௜௝ݎ
ఠ ൌ ሺܽଵ

ᇱ ሺ݇ሻ െ ܽଵ
ᇱ ሺ݆ሻሻ߮ߜ௜ ൅ ሺܽଶ

ᇱ ሺ݇ሻ െ ܽଶ
ᇱ ሺ݆ሻሻߣߜ௜ െ ܽସ

ᇱ ሺ݆ሻ߮ߜ௝

െ ܽହ
ᇱ ሺ݆ሻߣߜ௝ ൅ ܽସ

ᇱ ሺ݇ሻ߮ߜ௞ ൅ ܽହ
ᇱ ሺ݇ሻߣߜ௞ ൅ ௜௝ߙ

଴ െ  ௜௝ߙ

  
௜ܽدر معادله فوق ضرايب 

ᇱ  مشتقات جزيي معادله مشاهده زاويه نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك نقاط
௜ܲ ،௝ܲ  و௞ܲ  معرفي شده اند) 5(هستند كه در جدول.  
  

  طول فضاييمعادله مشاهده  

است كه معادله  ௝ܲو نقطه نشانه روي  ௜ܲنيز تابعي از مختصات ژئودتيك نقطه استقرار  طول فضاييمشاهده 
  .مشاهده خطي شده آن به صورت زير مي باشد

 
  
)40( 

Δݎ௜௝ ൌ Δݎ൫߮௜, ,௜ߣ ߮௝,  ௝൯ߣ

௜௝ݎ
୼௥ ൌ

߲Δݎ
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲Δݎ
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲Δݎ
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
߲Δݎ
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅ Δݎ௜௝
଴ െ Δݎ௜௝ 

௜௝ݎ
୼௥ ൌ ܿଵ߮ߜ௜ ൅ ܿଶߣߜ௜ ൅ ܿସ߮ߜ௝ ൅ ܿହߣߜ௝ ൅ Δݎ௜௝

଴ െ Δݎ௜௝ 

  
نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك نقاط  طول فضاييمشتقات جزيي مشاهده  ௜ܿدر معادله فوق ضرايب 

௜ܲ  و௝ܲ  معرفي شده اند) 5(هستند كه در جدول.  
  

  طول ژئودتيكمعادله مشاهده 

است كه  ௝ܲو نقطه نشانه روي  ௜ܲنيز تابعي از مختصات ژئودتيك نقطه استقرار  ژئودتيكمشاهده طول 
  .معادله مشاهده خطي شده آن به صورت زير مي باشد

 
  
)41( 

௜ܵ௝ ൌ ܵ൫߮௜, ,௜ߣ ߮௝,  ௝൯ߣ

௜௝ݎ
ௌ ൌ

߲ܵ
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲ܵ
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲ܵ

߲߮௝
௝߮ߜ ൅

߲ܵ
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅ ௜ܵ௝
଴ െ ௜ܵ௝ 

௜௝ݎ
ௌ ൌ ܿଵ

ᇱ ௜߮ߜ ൅ ܿଶ
ᇱ ௜ߣߜ ൅ ܿସ

ᇱ ௝߮ߜ ൅ ܿହ
ᇱ ௝ߣߜ ൅ ௜ܵ௝

଴ െ ௜ܵ௝ 
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௜ܿدر معادله فوق ضرايب 

ᇱ  ژئودتيك نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك طول مشتقات جزيي مشاهده
  .معرفي شده اند) 5(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲنقاط 

  
  ژئودزي نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيكمشتقات جزيي معادلات مشاهدات  -5جدول 

  
  
بيانگر كميت ها براي  'شعاع انحناي قائم اوليه، علامت  Nشعاع انحناي نصف النهاري،  M)  5(در جدول  

  . يا آزيموت معكوس است ௝ܲنقطه 
  :مدل رياضي غير خطي كلي معادلات مشاهدات را به صورت زير نمايش دهيم چنانچه

  
)42(  ݈ ൌ ݂൫ݔ൯ 

  
ݔ∆، بردار اختلاف مختصات را با ଴ݔبردار مختصات ژئودتيك تقريبي را با و   ൌ ݔ െ ، بردار مشاهدات ଴ݔ

଴݈، بردارمشاهدات تقريبي را با ݈را با  ൌ ݂൫ݔ଴൯ بردار اختلاف مشاهدات را با ،∆݈ ൌ ݈ െ ݈଴ ماتريس ،

ܣو ماتريس مشتقات جزيي را با   ܲوزن را با  ൌ
డ௙

డ௫
نمايش دهيم، در آن صورت برآورد سرشكني كمترين  

  .مربعات اختلاف مختصات و ماتريس وريانس كوريانس آنها به صورت زير خواهد بود
  

)43(   
xxx

lPAAPAx TT

ˆˆ

ˆ

0

1






 

)44(    1

ˆ


 APAC T

x  

  
بيضوي بر روي  در پايان اين بخش بايد اضافه نماييم كه امكان سرشكني مشاهدات پس از انتقال از روي
  .صفحه نقشه نيز وجود دارد كه در اين صورت سرشكني بر روي صفحه نقشه انجام مي گيرد
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  شبكه هاي سه بعديدر  مدل رياضي و سرشكني

، )௜௝ܼزاويه زنيتي  يا معادل آن( ௜௝ݒ قائم، زاويه ௜௝ܣچنانچه هدف از انجام مشاهداتي مانند آزيموت نجومي 
دستيابي به مختصات سه بعدي كارتزين نقطه  Λ௜طول نجومي و ، Φ௜، عرض نجومي ௜௝ݎΔطول فضايي 

بر قرار نمود و پس از تشكيل را باشد، در اين صورت مي توان معادلات مشاهدات آنها  ௝ܲو  ௜ܲهاي  
  .معادلات به سرشكني آنها پرداخت

و مشاهدات را در يك دستگاه مختصات مدل رياضي عمومي مورد استفاده كه ارتباط بين مختصات نقاط 
  .بيان مي كند، به صورت زير معرفي مي شود) LA(نجومي محلي 

  
)45( 

௜݂௝ ൭ݔ௜, ,௜ݕ ,௜ݖ ,௝ݔ ,௝ݕ ௝ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫݖ
௨௡௞௡௢௪௡௦

; ,௜௝ܣ ,௜௝ݒ Δݎ௜௝, Φ௜, Λ௜
ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇫ

௢௕௦௘௥௩௔௕௟௘௦

൱ ൌ 0 

  
خطي شده براي مدل رياضي و سرشكني سه مشابه با مدل رياضي و سرشكني دو بعدي، معادلات مشاهدات 
  .بعدي نيز به ترتيب زير براي مشاهدات مختلف معرفي مي شوند

  
 معادله مشاهده آزيموت نجومي  

و  ௜ܲمعادله مشاهده خطي شده آزيموت نجومي به عنوان تابعي از مختصات ژئودتيك سه بعدي نقطه استقرار 
  . به صورت زير مي باشد ௜ܲو مختصات نجومي  ௝ܲنقطه نشانه روي 

 
  
)46( 

௜௝ܣ ൌ ,൫߮௜ܣ ,௜ߣ ݄௜, ߮௝, ,௝ߣ ௝݄ , Φ௜, Λ௜൯ 

௜௝ݎ
஺ ൌ

ܣ߲
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
ܣ߲
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
ܣ߲
߲݄௜

௜݄ߜ ൅
ܣ߲
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
ܣ߲
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅
ܣ߲
߲ ௝݄

ߜ ௝݄

൅
ܣ߲

߲Φ௜
Φ௜ߜ ൅

ܣ߲
߲Λ௜

Λ௜ߜ ൅ ௜௝ܣ
଴ െ  ௜௝ܣ

௜௝ݎ
஺ ൌ ܽଵ߮ߜ௜ ൅ ܽଶߣߜ௜ ൅ ܽଷ݄ߜ௜ ൅ ܽସ߮ߜ௝ ൅ ܽହߣߜ௝ ൅ ܽ଺ߜ ௝݄ ൅ ܽ଻ߜΦ௜

൅ Λ௜ߜ଼ܽ ൅ ௜௝ܣ
଴ െ  ௜௝ܣ

  
و مشتقات جزيي معادله مشاهده آزيموت نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك  ௜ܽدر معادله فوق ضرايب 

  .معرفي شده اند) 6(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲنقاط نجومي 
  
  



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 24 

  امتدادمعادله مشاهده  

و نقطه  ௜ܲمختصات ژئودتيك سه بعدي نقطه استقرار  ي ازتابع معادله مشاهده خطي شده امتداد به عنوان
  . به صورت زير مي باشدو صفر لمب افقي  ௜ܲ، مختصات نجومي ௝ܲنشانه روي 

 
  
)47( 

݀௜௝ ൌ ݀൫߮௜, ,௜ߣ ݄௜, ߮௝, ,௝ߣ ௝݄ , Φ௜, Λ௜, Ω௜൯ 

௜௝ݎ
ௗ ൌ

߲݀
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲݀
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲݀
߲݄௜

௜݄ߜ ൅
߲݀

߲߮௝
௝߮ߜ ൅

߲݀
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅
߲݀
߲ ௝݄

ߜ ௝݄

൅
߲݀

߲Φ௜
Φ௜ߜ ൅

߲݀
߲Λ௜

Λ௜ߜ െ δΩ௜ ൅ ௜௝ܣ
଴ െ ݀௜௝ െ Ω௜

଴ 

௜௝ݎ
ௗ ൌ ܽଵ߮ߜ௜ ൅ ܽଶߣߜ௜ ൅ ܽଷ݄ߜ௜ ൅ ܽସ߮ߜ௝ ൅ ܽହߣߜ௝ ൅ ܽ଺ߜ ௝݄ ൅ ܽ଻ߜΦ௜

൅ Λ௜ߜ଼ܽ െ δΩ௜ ൅ ௜௝ܣ
଴ െ ݀௜௝ െ Ω௜

଴ 

  
مشتقات جزيي معادله مشاهده امتداد نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك و  ௜ܽدر معادله فوق ضرايب 

  .معرفي شده اند) 6(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲنجومي نقاط 
  

  افقي زاويهمعادله مشاهده  

 به صورت اختلاف دو امتداد مي تواند در نظر گرفته شود كه بنابراين افقي زاويهمعادله مشاهده خطي شده 
است  ௜ܲو مختصات نجومي  ௞ܲو  ௝ܲنشانه روي  هاي و نقطه ௜ܲمختصات ژئودتيك نقطه استقرار  ي ازتابع

  . كه به صورت زير مي باشد
  
  
  
)48( 

߱௜௝௞ ൌ ߱൫߮௜, ,௜ߣ ݄௜, ߮௝, ,௝ߣ ௝݄ , ߮௞, ,௞ߣ ݄௞, Φ௜, Λ௜൯ 

௜௝ݎ
ఠ ൌ

߲߱
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲߱
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲߱
߲݄௜

௜݄ߜ ൅
߲߱
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
߲߱
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅
߲߱
߲ ௝݄

ߜ ௝݄

൅
߲߱

߲߮௞
௞߮ߜ ൅

߲߱
௞ߣ߲

௞ߣߜ ൅
߲߱
߲ ௝݄

ߜ ௝݄ ൅
߲߱
߲Φ௜

Φ௜ߜ ൅
߲߱
߲Λ௜

Λ௜ߜ

൅ ߱௜௝௞
଴ െ ߱௜௝௞ 

௜௝ݎ
ఠ ൌ ሺܽଵሺ݇ሻ െ ܽଵሺ݆ሻሻ߮ߜ௜ ൅ ሺܽଶሺ݇ሻ െ ܽଶሺ݆ሻሻߣߜ௜

൅ ሺܽଷሺ݇ሻ െ ܽଷሺ݆ሻሻ݄ߜ௜ ൅ ܽସሺ݆ሻ߮ߜ௝ ൅ ܽହሺ݆ሻߣߜ௝

൅ ܽ଺ሺ݆ሻ݄ߜ௝ ൅ ܽସሺ݇ሻ߮ߜ௞ ൅ ܽହሺ݇ሻߣߜ௞ ൅ ܽ଺ሺ݇ሻ݄ߜ௞

൅ ሺܽ଻ሺ݇ሻ െ ܽ଻ሺ݆ሻሻߜΦ௜ ൅ ሺ଼ܽሺ݇ሻ െ ଼ܽሺ݆ሻሻߜΛ௜ ൅ ߱௜௝௞
଴

െ ߱௜௝௞ 
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مشتقات جزيي معادله مشاهده امتداد نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك و  ௜ܽدر معادله فوق ضرايب 
  .معرفي شده اند) 6(هستند كه در جدول  ௞ܲو  ௜ܲ ،௝ܲنجومي نقاط 

  قائم زاويهمعادله مشاهده  

نشانه  و نقطه ௜ܲمختصات ژئودتيك نقطه استقرار  ي ازتابع معادله مشاهده خطي شده زاويه قائم به عنوان
  . به صورت زير مي باشد ௜ܲو مختصات نجومي  ௝ܲروي 

  
  
)49( 

௜௝ݒ ൌ ,൫߮௜ݒ ,௜ߣ ݄௜, ߮௝, ,௝ߣ ௝݄ , Φ௜, Λ௜൯ 

௜௝ݎ
௩ ൌ

ݒ߲
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
ݒ߲
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
ݒ߲
߲݄௜

௜݄ߜ ൅
ݒ߲

߲߮௝
௝߮ߜ ൅

ݒ߲
௝ߣ߲

௝ߣߜ ൅
ݒ߲
߲ ௝݄

ߜ ௝݄

൅
ݒ߲

߲Φ௜
Φ௜ߜ ൅

ݒ߲
߲Λ௜

Λ௜ߜ ൅ ௜௝ݒ
଴ െ  ௜௝ݒ

௜௝ݎ
௩ ൌ ܾଵ߮ߜ௜ ൅ ܾଶߣߜ௜ ൅ ܾଷ݄ߜ௜ ൅ ܾସ߮ߜ௝ ൅ ܾହߣߜ௝ ൅ ܾ଺ߜ ௝݄ ൅ ܾ଻ߜΦ௜

൅ Λ௜ߜ଼ܾ ൅ ௜௝ݒ
଴ െ  ௜௝ݒ

  
مشتقات جزيي معادله مشاهده زاويه قائم نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك  ௜ܾدر معادله فوق ضرايب 

  .معرفي شده اند) 6(هستند كه در جدول  ௝ܲو  ௜ܲو نجومي نقاط 
  

  طول فضاييمعادله مشاهده  

 ௝ܲو نقطه نشانه روي  ௜ܲبه عنوان تابعي از مختصات ژئودتيك سه بعدي نقطه استقرار  طول فضاييمشاهده 
  .است كه معادله مشاهده خطي شده آن به صورت زير مي باشد

 
  
)50( 

Δݎ௜௝ ൌ Δݎ൫߮௜, ,௜ߣ ݄௜, ߮௝, ,௝ߣ ௝݄൯ 

௜௝ݎ
୼௥ ൌ

߲Δݎ
߲߮௜

௜߮ߜ ൅
߲Δݎ
௜ߣ߲

௜ߣߜ ൅
߲Δݎ
߲݄௜

௜݄ߜ ൅
߲Δݎ
߲߮௝

௝߮ߜ ൅
߲Δݎ
௝ߣ߲

௝ߣߜ

൅
߲Δݎ
߲ ௝݄

ߜ ௝݄ ൅ Δݎ௜௝
଴ െ Δݎ௜௝ 

௜௝ݎ
୼௥ ൌ ܿଵ߮ߜ௜ ൅ ܿଶߣߜ௜ ൅ ܿଷ݄ߜ௜ ൅ ܿସ߮ߜ௝ ൅ ܿହߣߜ௝ ൅ ܿ଺ߜ ௝݄ ൅ Δݎ௜௝

଴

െ Δݎ௜௝ 

  
نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك نقاط  طول فضاييمشتقات جزيي مشاهده  ௜ܿدر معادله فوق ضرايب 

௜ܲ  و௝ܲ  معرفي شده اند) 6(هستند كه در جدول.  
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  عرض و طول نجوميمعادله مشاهده  

اين نوع مشاهدات خطي هستند ولي چون در كنار ساير مشاهدات غير خطي قرار مي گيرند، فرمت خطي شده 
  .استآنها به صورت زير 

  
௜ݎ )51(

஍ ൌ Φ௜ߜ ൅ Φ௜
଴ െ Φ௜ 

௜ݎ
ஃ ൌ Λ௜ߜ ൅ Λ௜

଴ െ Λ௜ 
  

، مولفه هاي انحراف قائم داده شوند، در اين صورت عرض و طول نجوميمشاهده چنانچه به جاي 
  .فرمت خطي شده آنها به صورت زير است

  
௜ݎ )52(

ஞ ൌ Φ௜ߜ െ  φ௜ߜ
௜ݎ

஗ ൌ sec ߮௜ Λ௜ߜ െ sec ߮௜  λ௜ߜ

  
  ارتفاع ژئودتيكاختلاف معادله مشاهده  

اين نوع مشاهده نيز خطي است ولي چون در كنار ساير مشاهدات غير خطي قرار مي گيرد، فرمت خطي شده 
  .آن به صورت زير است

  
௜௝ݎ )53(

୼௛ ൌ െߜh௜ ൅ h௝ߜ ൅ Δ݄௜௝
଴ െ Δ݄௜௝ 

  
  

  مشتقات جزيي معادلات مشاهدات سه بعدي نسبت به مولفه هاي مختصات ژئودتيك و نجومي -6جدول 
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، بردار اختلاف ଴ݔبا در نظر گرفتن معادلات مشاهدات فوق و تشكيل بردار مختصات ژئودتيك تقريبي 
ݔ∆مختصات  ൌ ݔ െ ଴݈، بردارمشاهدات تقريبي ݈، بردار مشاهدات ଴ݔ ൌ ݂൫ݔ଴൯ بردار اختلاف ،

݈∆مشاهدات  ൌ ݈ െ ݈଴ ܣو ماتريس مشتقات جزيي  ܲ، ماتريس وزن ൌ
డ௙

డ௫
كمترين  ، برآورد سرشكني

  .به دست خواهد آمد) 44(و ) 43(مربعات اختلاف مختصات و ماتريس وريانس كوريانس آنها از روابط 
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  8فصل 
  
  در ژئودزي متشابه سيستم هاي تصوير

  )UTMبا تاكيد بر (
  

در بسياري از مواقع لازم است عوارض تصوير شده بر روي سطح بيضوي مرجع زمين از جمله موقعيت 
مدل رياضي مورد استفاده در نگاشت از . مسطح نگاشت شوندايستگاه ها و طول ها و زوايا به يك صفحه 

از آنجا . سيستم تصوير مي گويند) سطح دو بعدي(را به سطح تخت ) سطح سه بعدي(سطح منحني بيضوي 
آيد كه  يك سطح سه بعدي به يك سطح دو بعدي تبديل مي شود به ناچار اعوجاجاتي در آن به وجود مي

براي  ات و اهميت آنع اعوجاجانوا تاثير سيستم هاي تصوير مختلف در توليدبا توجه به . اجتناب ناپذبرند
  .را در سه دسته كلي با ويژگي هاي زير طبقه بندي كرده اندسيستم هاي تصوير كاربران مختلف، 

  متشابه(سيستم هاي تصوير هم زاويه(  

 سيستم هاي تصوير هم طول  

  تصوير هم مساحتسيستم هاي 

در ژئودزي و نمايش عوارض زميني داراي كاربرد بيشتري  سيستم هاي تصوير متشابهاز بين سه دسته فوق، 
در اين نوع سيستم هاي تصوير اندازه زواياي روي سطح بيضوي پس از تصوير به همان اندازه اصلي . هستند

 هندسي اين به معني حفظ شكل. وير با هم برابرندخود حفظ مي شوند و در واقع اندازه زوايا قبل و بعد از تص
تلاش مي شود با بهره گيري از سيستم هاي تصوير  در اين فصل. در اينگونه سيستم هاي تصوير است

,φ୧(عرض و طول ژئودتيك هر نقطه دلخواه بر روي بيضوي مانند  متشابه روابط مربوط به تبديل λ୧ ( به

,x୧(تصوير مختصات دو بعدي آن  بر روي صفحه  y୧ (و بر عكس را ارائه نماييم.  
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  مروري بر هندسه ديفرانسيل سطوح

  :پارامتريك يك سطح در يك دستگاه مختصات كارتزين عبارت است از معادلات
  

 

)1(  
x ൌ Xሺφ, λሻ 

y ൌ Yሺφ, λሻ 

z ൌ Zሺφ, λሻ 
  

. مختصات منحني الخط ناميده مي شوند و   مختصات كارتزين و zو   x،yهمانطور كه قبلا مي دانيم 
  .براي مثال معادلات پارامتريك سطح بيضوي به صورت زير مي باشند

 

 
)2(  

ݔ ൌ ߭ ݏ݋ܿ ߮ ݏ݋ܿ  ߣ

ݕ ൌ ߭ ݏ݋ܿ ߮ ݊݅ݏ  ߣ

ݖ ൌ ߭ሺ1 െ ݁ଶሻ ݊݅ݏ ߮ 
  

  . خروج از مركزي اول بيضوي است ݁شعاع انحناي قائم اصلي و  ߭كه در آن 
  

  كميت هاي اصلي گوس

بر  )1(مطابق نگاره  چنانچه. كميت هاي اصلي گوس براي بيان خواص هندسي يك سطح استفاده مي شوند

S يك خم اختياريروي  ൌ Sሺφ, λሻ   دو نقطه ،بر يك سطحواقعP   وQ  با فاصله بي نهايت كوچك به

,x(ترتيب با مختصات  y, z ( و)x ൅ Δx, y ൅ Δy, z ൅ Δz(  در نظر گرفته شود و طول وترPQ  را با

ΔL  كمان طول وPQ  را باΔS  ابط زير را خواهيم داشتونمايش دهيم، ر.  
  
)3(  ΔLଶ ൌ Δݔଶ ൅ Δݕଶ ൅ Δݖଶ 

  



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 3 

)4(  
൬

Δܮ
Δܵ

൰
ଶ

ൌ ൬
Δݔ
Δܵ

൰
ଶ

൅ ൬
Δݕ
Δܵ

൰
ଶ

൅ ൬
Δݖ
Δܵ

൰
ଶ

 

 

  
سطحيك خم اختياري واقع بر روي  -1نگاره   

  

بسيار به هم  ΔSو طول كمان  ΔL، طول وتر Qو   Pفاصله بي نهايت كوچك بين دو نقطهبا فرض 
به صورت ) 4(يكسان فرض كرد و در اين صورت رابطه  را نزديك شده و بنابراين عملا مي توان مقدار آنها

  .زير قابل ارائه است
  

)5(  
൬

ݔ݀
݀ܵ

൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
݀ܵ

൰
ଶ

൅ ൬
ݖ݀
݀ܵ

൰
ଶ

ൌ 1 

   

ௗ௫مقادير 

ௗௌ
 ،ௗ௬

ௗௌ
ௗ௭و  

ௗௌ
را مي توان ) 5(رابطه  .را مي توان به كسينوس هاي هادي خطي روي سطح تعبير نمود 

  .به صورت زير نيز بازنويسي نمود
  
ଶݏ݀  )6( ൌ ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀ ൅  ଶݖ݀
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  .را به صورت زير تعيين نمود) 6(مي توان ديفرانسيل هاي رابطه ) 1(با توجه به معادلات پارامتريك 
  

 
  
)7(  

ݔ݀ ൌ
߲ܺ
߲߮

݀߮ ൅
߲ܺ
ߣ߲

 ߣ݀

ݕ݀ ൌ
߲ܻ
߲߮

݀߮ ൅
߲ܻ
ߣ߲

 ߣ݀

ݖ݀ ൌ
߲ܼ
߲߮

݀߮ ൅
߲ܼ
ߣ߲

 ߣ݀
  

  .به رابطه زير مي رسيم) 6(در ) 7(اكنون با جايگذاري معادلات 
  

ଶݏ݀  )8( ൌ ଶ߮݀ܧ ൅ ߣ݀߮݀ܨ2 ൅  ଶߣ݀ܩ
 

  كه در آن 

 

 

)9(  

ܧ ൌ ൬
߲ܺ
߲߮

൰
ଶ

൅ ൬
߲ܻ
߲߮

൰
ଶ

൅ ൬
߲ܼ
߲߮

൰
ଶ

 

ܨ ൌ
߲ܺ
߲߮

߲ܺ
ߣ߲

൅
߲ܻ
߲߮

߲ܻ
ߣ߲

൅
߲ܼ
߲߮

߲ܼ
ߣ߲

 

ܩ ൌ ൬
߲ܺ
ߣ߲

൰
ଶ

൅ ൬
߲ܻ
ߣ߲

൰
ଶ

൅ ൬
߲ܼ
ߣ߲

൰
ଶ

 
  

اين كميت ها . معروف به كميت هاي اصلي گوس براي سطح مورد نظر هستند ܩو  ܨ، ܧكميت هاي 
اين كميت ها . با برخي از آنها آشنا خواهيم شدكه كاربردهاي مختلفي در ژئودزي و سيستم هاي تصوير دارند 

  .به صورت زير مي باشند) بيضوي مرجع زمين(براي سطح بيضوي دو محوره دوراني 
  

 

)10(  
ܧ ൌ  ଶߩ

ܨ ൌ 0 

ܩ ൌ ߭ଶ cosଶ ߮ 
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  .زير در مي آيد هاي براي بيضوي نيز به صورت) 8(، معادله )10(با توجه به روابط 
  

ଶݏ݀  )11( ൌ ሺ߮݀ߩሻଶ ൅ ሺ߭ cos ߮  ሻଶߣ݀
  
)12(  

ଶݏ݀ ൌ ߭ଶ cosଶ ߮ ቆ
ଶߩ

߭ଶ secଶ ߮ ݀߮ଶ ൅  ଶቇߣ݀

  

  .را در راستاهاي نصف النهاري و مداري نمايش مي دهد ܵ݀طول كمان ) 2(نگاره 

  

 

  مولفه هاي طول ديفرانسيلي بر روي يك بيضوي مرجع –2نگاره 
  

  

  زاويه بين منحني هاي پارامتريك 

߮زاويه بين دو خم ) 3(چنانچه مطابق نگاره  ൌ ߣو  ଵܥ ൌ مورد نظر باشد، مي توان با استفاده از  ଶܥ
با در نظر گرفتن دو خم ) 7(نشاندهنده مقادير معادلات ) 1(جدول  .كميت هاي اصلي گوس آنها را تعيين نمود

را براي دو خم مذكور  ܵ݀براي اين منظور بايد ديفرانسيل كامل از طول كمان همچنين . مذكور مي باشد
   .داشته باشيم
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)13(  ݀ܵఝ ൌ  ߮݀ܧ√
 

)14(  ݀ ఒܵ ൌ  ߣ݀ܩ√
  

  
߮زاويه بين دو خم  -3نگاره  ൌ ߣو  ଵܥ ൌ   ଶܥ

  

߮خم با در نظر گرفتن دو ) 7(قادير معادلات م -1جدول  ൌ ߣو  ଵܥ ൌ   ଶܥ
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߮اكنون زاويه بين دو خم  ൌ ߣو  ଵܥ ൌ بر اساس كسينوس هاي هادي دو بردار مماس بر منحني ها  ଶܥ
  .از رابطه زير به دست مي آوريم

  

)15(  cos ߠ ൌ ଶܬଵܬ ൅ ଶܭଵܭ ൅  ଶܮଵܮ
  

  .ها از روابط زير به دست مي آيند௜ܮها و  ௜ܭ،  ها ௜ܬمقادير  
  

 
  
)16(  

 
  
 

  
)17(  

 
  

  .به رابطه زير مي رسيم) 15(در ) 17(و ) 16(با جايگذاري روابط 
  
)18(  

cos ߠ ൌ ൬
߲ܺ
߲߮

߲ܺ
ߣ߲

൅
߲ܻ
߲߮

߲ܻ
ߣ߲

൅
߲ܼ
߲߮

߲ܼ
ߣ߲

൰
1

ܩܧ√
ൌ

ܨ

ܩܧ√
 

 

  .درجه به دست مي دهد 90را برابر با  ߠبراي بيضوي مرجع زمين مقدار ) 18(اعمال رابطه 
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  سيستم هاي تصوير متشابه

سيستم هاي تصوير اندازه زواياي واقع بر روي يك بيضوي پس از تصوير به همانطور كه گفته شد در اين نوع 
در اين نگاره، مثلث . ده مي شوددي) 4(مفهوم چنين تصويري در نگاره . همان اندازه اصلي خود حفظ مي شود

௜ܲبيضوي  ௝ܲ ௞ܲ  به مثلث مسطحاتي  مستقيم،پس از اعمال تابع نگاشت௜ܲ ௝ܲ ௞ܲ  ديل تب ݕݔدر صفحه

௜ܲنيز مثلث مسطحاتي معكوس همچنين در اين نگاره، تابع نگاشت . شده است ௝ܲ ௞ܲ  بيضوي را به

௜ܲ ௝ܲ ௞ܲ تبديل كرده است .  
  

 
نگاشت متشابه از سطح يك بيضوي به يك صفحه و بر عكس - ۴نگاره   

  
با توجه به اينكه هدف اصلي از اعمال توابع مذكور حفظ زاويه راس هاي مثلث هست، بنابراين مقدار زاويه 

߱ா  ߱بر روي بيضوي برابر با زاويهெ مسئله اساسي در اين بخش يافتن تابع . بر روي صفحه تصوير است
چنانچه تابع هاي نگاشت . آيندهاي نگاشت مستقيم و معكوس است، به گونه اي كه تصاوير متشابه به دست 

ଵ݂  وଶ݂ مختصات ،)φ୧, λ୧ ( يك نقطه دلخواهP୧  بر روي بيضوي را به)ݔ௜, و  ଵ݃و تابع هاي نگاشت ) ௜ݕ

݃ଶ ݔ(، مختصات௜, ,φ୧(را بر روي صفحه به  P୧يك نقطه دلخواه ) ௜ݕ λ୧ ( تبديل نمايد، در آن صورت مدل
  .رياضي زير را مي توانيم بنويسيم



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 9 

  
௜ݔ  )19( ൌ ଵ݂ሺφ୧, λ୧ሻ 

௜ݕ ൌ ଶ݂ሺφ୧, λ୧ሻ 
 

)20(  φ୧ ൌ ݃ଵሺݔ௜,  ௜ሻݕ

λ୧ ൌ ݃ଶሺݔ௜,  ௜ሻݕ
  

بي در مورد صفحه ايزومتريك، ضريب مقياس، شرط تشابه، هندسه خم لبراي رسيدن به توابع مذكور، ابتدا مطا
  .هاي تصوير شده و تقارب نصف النهارات خواهيم داشت

  

  صفحه ايزومتريك

در ژئودزي . شده اطلاق مي گرددو صفحه تصوير  هدنتصوير شو رويهبه صفحه واسطه بين  صفحه ايزومتريك
با يادآوري  .رويه تصوير شونده بيضوي مرجع زمين است و صفحه تصوير شده همان صفحه نقشه ها است

  .صفحه ايزومتريك را تعريف مي كنيم) 12(معادله 
  
ଶݏ݀  )21( ൌ ߭ଶ cosଶ ߮ሺ݀ݍଶ ൅  ଶሻߣ݀

  
  كه در آن 

  
ݍ݀  )22( ൌ

ߩ
߭

sec ߮ ݀߮ 

  
به چنين . عبارت داخل پرانتز بيانگر مربع يك فاصله ديفرانسيلي بر روي يك صفحه است) 21(در رابطه 

و ) ߣ(مقادير مختصات بر روي چنين صفحه اي طول ژئودتيك . صفحه اي، صفحه ايزومتريك مي گويند
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از ) ߮(بر حسب عرض ژئودتيك ) ݍ(ايزومتريك براي بيان عرض . ناميده مي شوند) ݍ(عرض ايزومتريك 
  .رابطه زير استفاده مي شود

  
)23(  

න ݍ݀
௤

଴
ൌ න

ߩ
߭

sec ߮ ݀߮
ఝ

଴
 

  
  با يادآوري روابط شعاع هاي انحناي نصف النهاري و قائم اصلي 

  
 

ߩ ൌ
ܽሺ1 െ ݁ଶሻ

ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮ሻଷ/ଶ 

߭ ൌ
ܽ

ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮ሻଵ/ଶ 

  
  :داشتخواهيم ) 23(با قرار دادن روابط فوق در معادله 

  
)24(  

න ݍ݀
௤

଴
ൌ න

ሺ1 െ ݁ଶሻ
ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮ሻ cos ߮

݀߮
ఝ

଴

ൌ න
݀߮

cos ߮

ఝ

଴
െ ݁ଶ න

cos ߮ ݀߮
ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮ሻ

ఝ

଴
 

  
  تگرال اول برابر است با ننتيجه ا

  
 

න
݀߮

cos ߮

ఝ

଴
ൌ ln ቂtan ቀ

ߨ
4

൅
߮
2

ቁቃ 

  

݊݅ݏبا تغيير متغيير  ߮ ൌ cosو  ݌ ߮ ݀߮ ൌ   .، انتگرال دوم نيز به صورت زير خواهد بود݌݀
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݁ଶ න
݌݀

1 െ ݁ଶ݌ଶ

ఝ

଴
ൌ ݁ଶ ln ൤

1 ൅ ݌݁
1 െ ݌݁

൨ ൌ ln ൤
1 െ ݁ sin ߮
1 ൅ ݁ sin ߮

൨
௘/ଶ

 

  

  .مي رسيم  ݍبا تركيب دو انتگرال فوق به رابطه نهايي زير براي 
  
)25(  

ݍ ൌ ln ቈtan ቀ
ߨ
4

൅
߮
2

ቁ ൬
1 െ ݁ sin ߮
1 ൅ ݁ sin ߮

൰
௘/ଶ

቉ 

  

، براي برخي )2(به عنوان مثال در جدول . وجود دارد ݍمقدار  كي ߮مشاهده مي شود كه براي هر مقدار 

ܽبا پارامترهاي  براي بيضوي اورست ݍ، مقادير منتاظر ߮مقادير  ൌ و  ݉ 6377276.345

1 ݂⁄ ൌ  12تا عرض ژئودتيك حدود ، )5(و نگاره ) 2(مطابق جدول . محاسبه شده است 300.8017
 12است و براي عرض هاي ژئودتيك بزرگتر از حدود درجه، مقدار عرض ايزومتريك كمتر از عرض ژئودتيك 

اين بدان معني است كه در . درجه، عرض ايزومتريك به تدريج خيلي بزرگتر از عرض ژئودتيك مي باشد
ف النهارات و مدارات رويه يك بيضوي، در حالي كه نصف النهارات به موازات هم و در فواصل صتصوير ن

له بين صل مدارات مساوي نيست و هر چه از استوا دورتر مي شويم، فامساوي از هم قرار مي گيرند، فواص
  .مدارات بيشتر مي شود
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  تصوير متشابه مدارات و نصف النهارات براي بيضوي اورست -5نگاره 

  
  برخي عرض هاي ژئودتيك و ايزومتريك براي بيضوي اورست -2جدول 
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اما  .به دست آورد ݍ را از عرض ايزومتريك ߮ ژئودتيكمي توان مقدار عرض ) 25(اكنون با توجه به رابطه 
. رافسون بهره برد-اين كار به سادگي امكان پذير نيست و به ناچار بايد از روش هاي تكراري مانند نيوتن

  .را به صورت زير بازنويسي مي كنيم) 25(براي اين منظور ابتدا رابطه 
  
)26(  

ݍ ൌ
1
2

ሾlnሺ1 ൅ sin ߮ሻ െ lnሺ1 െ sin ߮ሻ

൅ ݁ lnሺ1 െ ݁ sin ߮ሻ െ ݁ lnሺ1 ൅ ݁ sin ߮ሻሿ 
  

  .رافسون ارائه نمود-بنابراين تابع زير را مي توان براي روش تكراري نيوتن
  
)27(  

݂ሺ߮ሻ ൌ
1
2

ሾlnሺ1 ൅ sin ߮ሻ െ lnሺ1 െ sin ߮ሻ

൅ ݁ lnሺ1 െ ݁ sin ߮ሻ െ ݁ lnሺ1 ൅ ݁ sin ߮ሻሿ െ ݍ ൌ 0 
  

  :مشتق تابع فوق نيز عبارتست از
  
)28(  

݂ᇱሺ߮ሻ ൌ
݂݀ሺ߮ሻ

݀߮
ൌ

ሺ1 െ ݁ଶሻ
ሺ1 െ ݁ଶ sinଶ ߮ሻ cos ߮

 

  

݁مي باشد كه با تقريب كروي به جاي بيضوي، يعني  ଴߮براي شروع تكرار نياز به مقدار اوليه  ൌ ، مي 0
  .توان آن را به صورت زير تعيين نمود

  
ݍ  )29( ൌ ln ቂtan ቀ

ߨ
4

൅
߮଴

2
ቁቃ 

   
)30(  ߮଴ ൌ 2 tanିଵሾ݁݌ݔሺݍሻሿ െ

ߨ
2
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مقدار كوچك براي اختلاف  رافسون به صورت زير، مي توان تا دستيابي به يك-حال با استفاده از روش نيوتن
  .دو تكرار آخر به تكرار ادامه داد

  
)31(  

߮௡ ൌ ߮௡ିଵ െ
݂ሺ߮௡ିଵሻ

݂ᇱሺ߮௡ିଵሻ
 

  

  ضريب مقياس

ضريب مقياس در هر نقطه بيانگر ميزان ضايعه يا اعوجاج در يك طول ديفرانسيلي است كه در سيستم هاي 
بنا به تعريف نسبت طول نقطه اي بر روي نقشه به . اعمال شرط تشابه بوجود مي آيد به دليلتصوير متشابه 

  . همان طول نقطه اي روي رويه بيضوي ضريب مقياس گويند
  
)32(  

݇ ൌ
݀ܵ௉

݀ܵா
 

  
از آنجا كه سيستم . قبلا ديديم كه نصف النهارات و مدارات واقع بر روي يك بيضوي عمود بر هم هستند

. تصوير انتخابي نيز متشابه است، لذا تصوير اين منحني ها نيز بر روي صفحه تصوير عمود بر هم مي باشند
  . ريف مي شودمربع يك طول ديفرانسيلي بر روي بيضوي به صورت زير تع) 11(مطابق معادله 

  
)33(  ݀ܵா

ଶ ൌ ሺ߮݀ߩሻଶ ൅ ሺ߭ cos ߮  ሻଶߣ݀
  

  .معادل طول فوق بر روي صفحه تصوير از رابطه زير تعيين مي گردد
 

)34(  ݀ܵ௉
ଶ ൌ ଶݔ݀ ൅  ଶݕ݀
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  .، مربع ضريب مقياس از رابطه زير به دست مي آيد)32(بنابراين بر اساس 
  
)35(  

݇ଶ ൌ
݀ܵ௉

ଶ

݀ܵா
ଶ ൌ

ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀

ሺ߮݀ߩሻଶ ൅ ሺ߭ cos ߮  ሻଶߣ݀

  

,௜ݔ(مختصات چنانچه  ,q୧(را بر روي صفحه ايزومتريك به صورت تابعي از   P୧يك نقطه دلخواه ) ௜ݕ λ୧ (
  .در نظر بگيريم، در آن صورت مدل رياضي زير را مي توانيم بنويسيم

  
௜ݔ  ൌ ଵ݂ሺq୧, λ୧ሻ 

௜ݕ ൌ ଶ݂ሺq୧, λ୧ሻ 
  

  .ديفرانسيلي بر روي صفحه ايزومتريك نوشت، مي توان رابطه زير را براي طول )8(حال بر پايه رابطه 
  
)36(  ݀ܵ௉

ଶ ൌ ଶݍ݀݁ ൅ ߣ݀ݍ2݂݀ ൅  ଶߣ݀݃
  

  كه در آن

 

 

 

  

݁ ൌ ൬
ݔ߲
ݍ߲

൰
ଶ

൅ ൬
ݕ߲
ݍ߲

൰
ଶ

 

݂ ൌ
ݔ߲
ݍ߲

ݔ߲
ߣ߲

൅
ݕ߲
ݍ߲

ݕ߲
ߣ߲

 

݃ ൌ ൬
ݔ߲
ߣ߲

൰
ଶ

൅ ൬
ݔ߲
ߣ߲

൰
ଶ

 

  
باشد، بايد رابطه زير نيز  ر روي صفحه تصويرمتناظر ب ياز آنجا كه زوايا بر روي بيضوي بايد برابر با زوايا

  .برقرار باشد
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 ݀ܵ௉

ଶ ൌ ଶݍ݀݁ ൅  ଶߣ݀݃
  

  .بنابراين رابطه نهايي ضريب مقياس به صورت زير ارائه مي شود
  
)37(  

݇ଶ ൌ
݀ܵ௉

ଶ

݀ܵா
ଶ ൌ

ଶݍ݀݁ ൅ ଶߣ݀݃

߭ଶ cosଶ ߮ሺ݀ݍଶ ൅ ଶሻߣ݀
 

  

  شرط تشابه بين صفحه نقشه و صفحه ايزومتريك

  .تنظيم نمود  ߙرابطه زير را مي توان براي آزيموت ) 6(مطابق نگاره 
  
)38(  tan ߙ ൌ

߭ cos ߮
߮݀ߩ

 ߣ݀

  

  
  بيضوييك ديفرانسيلي بر روي  يك قطعه -6نگاره 

  
  .مي رسيم) 41(و  )40(به رابطه  )38(در معادله و جايگذاري ) 22(با يادآوري رابطه 
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)39(  
ݍ݀ ൌ

߮݀ߩ
߭ cos ߮

 

  
)40(  

tan ߙ ൌ
ߣ݀
ݍ݀

 

  
ߣ݀  )41( ൌ tan ߙ  ݍ݀

  
  .مقدار ضريب مقياس به صورت تابعي از آزيموت معرفي مي شود) 37(در ) 41(حال با جايگذاري 

  
)42(  

݇ଶ ൌ
ߙଶݏ݋ܿ ݁ ൅ ߙଶ݊݅ݏ ݃

߭ଶ cosଶ ߮
 

با توجه به اينكه در سيستم هاي تصوير متشابه، ضريب مقياس بايد مستقل از امتداد باشد، لذا براي برقراري 
  .شرط بايد رابطه زير را داشته باشيماين 

  
)43(  ݇ଶ ൌ

݁ 
߭ଶ cosଶ ߮

ൌ
݃

߭ଶ cosଶ ߮
 

  
تشابه بر اساس كميت هاي اصلي گوس به صورت زير معرفي كند كه شرط ايجاب مي) 43(بنابراين رابطه 

  .شود
   
)44(  ݂ ൌ 0 

݁ ൌ ݃ 
  

  .در نظر مي گيريمابتدا مجددا كميت هاي اصلي گوس را . اكنون به تحليل شروط فوق مي پردازيم
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݁ ൌ ൬
ݔ߲
ݍ߲

൰
ଶ

൅ ൬
ݕ߲
ݍ߲

൰
ଶ

 

݂ ൌ
ݔ߲
ݍ߲

ݔ߲
ߣ߲

൅
ݕ߲
ݍ߲

ݕ߲
ߣ߲

 

݃ ൌ ൬
ݔ߲
ߣ߲

൰
ଶ

൅ ൬
ݔ߲
ߣ߲

൰
ଶ

 

  
  :خواهيم داشت) 44(با در نظر گرفتن معادلات 

  
 
)45(  

 
  
 
)46(  

 
  
 
)47(  

 

  
 
)48(  
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)49(  

 
  

  .از دو حالت زير برقرار مي شود معادله فوق تنها در يكي
  
)50(  

 
  
)51(  

 
  .به رابطه زير مي رسيم )51(از معادله 

  
)52(  

 
  

  :خواهيم داشت) 45(و جايگزيني در ) 52(با در نظر گرفتن علامت مثبت رابطه 
  
)53(  

 
  

علامت مثبت، موسوم به معادلات كوشي و ريمان هستند كه در زير بازنويسي با ) 52(و معادله ) 53(معادله 
  .مي شوند
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)54(  

 
  

با علامت منفي نيز، موسوم به معادلات كوشي و ريمان هستند كه در زير معرفي ) 52(و معادله ) 53(معادله 
  .مي شوند

  
 

  
)55(  

 
  

سيستم هاي تصوير مي باشند و در تعريف و تعيين معادلات كوشي و ريمان در واقع بيانگر شرط تشابه در 
  .توابع نگاشت بسيار كاربرد دارند

  

  تعيين ضريب مقياس

  : با يادآوري رابطه ضريب مقياس نقطه اي
  
)56(  

݇ଶ ൌ
݀ܵ௉

ଶ

݀ܵா
ଶ ൌ

ଶݔ݀ ൅ ଶݕ݀

߭ଶ cosଶ ߮ሺ݀ݍଶ ൅ ଶሻߣ݀
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به و برخي جايگذاري ها و ساده سازي ها به دو رابطه زير براي تعيين ضريب مقياس مي رسيم كه بسته 
  .متشابه، يكي از آنها مورد استفاده قرار مي گيرد هايسيستم تصوير شرايط خاص

  
 

  
)57(  

 

  

  هندسه خم هاي تصوير شده

هاي ژئودزيك تصوير شده در صفحه در اين بخش مختصري در مورد هندسه نصف النهارات، مدارات و خم 
  .تصوير و روابط آنها در شبكه مختصات نقشه مورد بررسي قرار مي گيرد

و  1و خم ژئودزيك بين  1، مشاهده مي شود كه چگونه نصف النهار و مدار گذرنده از نقطه )7(مطابق نگاره 
در . روي صفحه نقشه تصوير شده اند و ارتباط آنها با محورهاي مختصات نقشه چگونه برقرار شده است 2

ژئودزيك  آزيموت ܶآزيموت ژئودزيك تصوير شده،  αمحورهاي مختصات صفحه نقشه،  Ԣݕو  xԢاين نگاره 

 تقارب   γ، نسبت به شمال نقشه ژئودزيك تصوير شده وتر آزيموت ݐ، نسبت به شمال نقشه تصوير شده

  .طول وتر خم ژئودزيك تصوير شده مي باشند ݀طول خم ژئودزيك تصوير شده و  ݏنصف النهار، 
  



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 22 

  
  روي صفحه نقشه 2 و 1و خم ژئودزيك بين  1تصوير نصف النهار و مدار گذرنده از نقطه  -7نگاره 

  
  

  قارب نصف النهاراتت

به صورت زير تعريف  xԢبه عنوان زاويه بين خم ژئودزيك تصوير شده و محور   βزاويه ) 8(بر پايه نگاره 
  .شودمي
  
)58(  
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  xԢزاويه بين خم ژئودزيك تصوير شده و محور  -8نگاره 

  
ايزومتريك و طول ژئودتيك را مي توان به معادله پارامتريك خم ژئودزيك تصوير شده بر حسب عرض 

  .صورت زير نمايش داد
  
)59(  

 
  

  .با ديفرانسيل گيري از معادلات مذكور به روابط زير خواهيم رسيد
  
)60(  

 
  
)61(  

 
  



    ژئودزي و محاسباتجزوه درس 

 24 

  .، خواهيم داشت)58(با جايگذاري روابط فوق در معادله 
  
 
)62(  

 
  يا 

 
)63(  

 
tan) (40(با يادآوري رابطه  ߙ ൌ

ௗఒ

ௗ௤
  :، خواهيم داشت)63(و جايگذاري آن در رابطه ) 

  
 
)64(  

 
  

  .و بنابراين مي توان رابطه زير را نيز به دست آورد
  
 
)65(  

 
  

مي توان مقدار ) 9(بر اساس نگاره . براي يافتن رابطه تقارب نصف النهارات از معادلات فوق استفاده مي شود

β  وγ همچنين مقدار . را يكسان در نظر گرفتα  را به ) 64(حال رابطه . درجه در نظر مي گيريم 90را نيز
  .صورت زير بازنويسي مي كنيم و سپس آن را با فرضيات مذكور ادامه مي دهيم
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)66(  

 
  
  
 
)67(  

 
  

  
  نمايش تقارب نصف النهارات -9نگاره 

  
  

  .مي آيد به صورت زير در) 67(با استفاده از معادلات كوشي ريمان، رابطه 
  
 
)68(  

 
  

  .مورد استفاده قرار مي گيرد) 67(يا ) 66(بسته به شرايط خاص سيستم تصويرهاي متشابه، يكي از روابط 
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  سيستم تصوير مركاتور

در اين سيستم تصوير، ضريب مقياس . بوسيله مركاتور معرفي گرديد 1550اين نوع سيستم تصوير حدود سال 

براي برقرار شروط مذكور لازم است . ها بر روي تصوير استوا مي باشد ݕمحور در روي استوا حقيقي و مبدا 
  ).مسئله مستقيم( روابط پارامتريك مورد استفاده در اين سيستم تصوير به صورت زير باشند

  
ݔ  )69( ൌ  ߣܽ

ݕ ൌ ݍܽ ൌ ܽ ln ቈtan ቀ
ߨ
4

൅
߮
2

ቁ ൬
1 െ ݁ sin ߮
1 ൅ ݁ sin ߮

൰
௘/ଶ

቉ 

  

رابطه ضريب مقياس نيز از . بيضوي زمين استخروج از مركزي اول  ݁و نيم قطر بزرگ  ܽدر رابطه فوق 
  . به صورت زير به دست مي آيد) 57(

  
)70(  ݇ ൌ

ܽ
ݒ cos ߮

 

  
اين بدان معني . ، مقدار تقارب نصف النهارات برابر صفر مي شود)67(در اين سيستم تصوير براساس رابطه 

و آنچه ) 10(مطابق نگاره . صفحه نقشه منطبق بر مماس بر تصوير نصف النهارات است  ݕاست كه محور 
  .گفته شد، مي توان ويژگي هاي اين سيستم تصوير را به صورت زير بيان نمود

 مقدار تقارب نصف النهارات برابر صفر است.  

 ضريب مقياس در طول استوا برابر يك است.  

 بر هم هستند تصوير مدارات و نصف النهارات عمود.  

 فواصل بين نصف النهارات مساوي است.  

 فواصل بين مدارات با دور شدن از استوا افزايش مي يابد.  
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  نمايش تصوير مدارات و نصف النهارات در سيستم مركاتور -10نگاره 

  
  ).مسئله معكوس(به طور معكوس مي توان روابط زير را نيز به دست آورد 

  
 
)71(  

ߣ ൌ
ݔ
ܽ

 

ݍ ൌ
ݕ
ܽ

 

  

  معكوس سيستم تصوير مركاتور

در اين سيستم تصوير ضريب مقياس . معرفي گرديد 1772اين سيستم تصوير متشابه توسط لامبرت در سال 

ها بر روي تصوير  ݔها بر روي تصوير استوا و مبدا محور  ݕدر طول نصف النهار مركزي حقيقي، مبدا محور 
مذكور لازم است روابط پارامتريك مورد استفاده در اين براي برقرار شروط . نصف النهار مركزي مي باشد
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درجه  3ميلي متر براي  1البته روابط زير داراي دقت  ).مسئله مستقيم(سيستم تصوير به صورت زير باشند 
  .)گروگر-فرمول گوس( دوري از نصف النهار مركزي مي باشند

  
 

  
)72(  

 
  

 
  
)73(  

 
  

در ) 36(تا ) 22(طول كمان نصف النهاري بر پايه روابط  ఝܵهمان شعاع انحناي قائم اصلي،  Nكه در آن 
  .فصل پنج و ساير پارامترها به صورت زير تعريف مي شوند

  
 

 

  
  .مقدار تقارب نصف النهارات نيز از رابطه زير تعيين مي گردد
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)74(  

 

  
  .به دست مي آيد ضريب مقياس نيز از رابطه زير

  
 

  
)75(  

 
  

  ).مسئله معكوس(به طور معكوس مي توان روابط زير را نيز به دست آورد 
  

 
  
  
)76(  
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)77(  

 
  

تصوير هر نقطه دلخواه در صفحه اين نقطه . است) ଵ߮(نشاندهنده نقطه پايه يا نقطه مبنا  1كه در آن انديس 

نقطه  به ترتيب شعاع انحناي قائم اصلي و نصف النهاري Mଵو  Nଵ .مركزي است نقشه بر روي نصف النهار
  .و ساير پارامترها به صورت زير تعريف مي شوند مبنا

  
 

 

  

در سيستم تصوير مركاتور معكوس است، لذا بر  Yطول نصف النهاري نقطه پايه همان مولفه از آنجا كه 
  .مي توان تابع زير را نوشت 5در فصل  25اساس رابطه 

  

)78(   
  

)79(   
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݁مي باشد كه با تقريب كروي به جاي بيضوي، يعني  ଴߮براي شروع تكرار نياز به مقدار اوليه  ൌ - ، مي0

  .توان آن را به صورت زير تعيين نمود
   
)80(  

߮଴ ൌ
ܻ
ܽ

 

  
رافسون به صورت زير، مي توان تا دستيابي به يك مقدار كوچك براي اختلاف -حال با استفاده از روش نيوتن
  .دو تكرار آخر به تكرار ادامه داد

  
)81(  

߮௡ ൌ ߮௡ିଵ െ
݂ሺ߮௡ିଵሻ

݂ᇱሺ߮௡ିଵሻ
 

  

  
  )ଵ߮(عرض نقطه پايه  -11نگاره 

  
  .توان ويژگي هاي اين سيستم تصوير را به صورت زير بيان نمودو آنچه گفته شد، مي ) 12(مطابق نگاره 

 افزايش مي يابدمركزي  مقدار تقارب نصف النهارات با دور شدن از نصف النهار.  

 برابر يك استمركزي  ضريب مقياس در طول نصف النهار.  

 تصوير مدارات و نصف النهارات عمود بر هم هستند.  
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  و نصف النهارات در سيستم مركاتورنمايش تصوير مدارات  -12نگاره 

  

  )UTM(معكوس جهاني  سيستم تصوير مركاتور

  :است كه مشخصات آن عبارتند از سيستم تصوير مركاتور معكوساين سيستم تصوير متشابه نوع خاصي از 

  درجه اي است 6سيستم تصوير مركاتور معكوس براي قاج هاي.  

  متر است 5000000مبدا محور طول ها، نصف النهار مركزي با مقدار.  

  متر براي  10000000مبدا محور عرض ها، استوا با مقدار صفر متر براي نيمكره شمالي و
  .نيمكره جنوبي است

 ضريب مقياس در نصف النهار مركز ݇଴ ൌ   .است 0.9996

  60درجه غربي شروع و به  174ي تا درجه غرب 180براي نصف النهار  1شماره گذاري قاچ ها از 
  ).13نگاره (ختم مي گردد  درجه شرقي 180درجه شرقي تا  174براي نصف النهار 
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  قاچ بتدي در سيستم مركاتور معكوس جهاني -13نگاره 

  
روابط مستقيم سيستم تصوير مركاتور معكوس جهاني با اصلاحات زير به روابط مستقيم سيستم تصوير 

  .آيندبه دست مي) 73(و ) 72(مركاتور معكوس عادي 
  
 
)82(  

ܺ௎்ெ ൌ ݇଴்ܺெ 

௎்ܻெ ൌ ݇଴்ܻ ெ 

݇௎்ெ ൌ ݇଴்݇ெ 

௎்ெߛ ൌ  ெ்ߛ
  

்ܻو  ெ்ܺنيز به جاي سيستم تصوير مركاتور معكوس جهاني  در  روابط معكوسدستيابي به براي  ெ  در

௑ೆ೅ಾبايد به ترتيب ) 77(و ) 76(روابط 

௞బ
௒ೆو   ೅ಾ

௞బ
  .را جايگذاري نمود 

گانه سيستم تصوير مركاتور معكوس جهاني  60هاي ضريب مقياس در يكي از قاچتغييرات ) 14(در نگاره 
  .ديده مي شود
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  تغيير ضريب مقياس در سيستم مركاتور معكوس جهاني -14نگاره 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  


