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جای به و v راس جای به f(v) ∈ R٢ نقطه که کشید طوری R٢ صفحه روی را آن بتوان اگر است مسطح گراف ͷی
در جز به را دیͽر ͷی یالͬ دو هیچ که شرطͬ به باشد، شده کشیده f(v) و f(u) بین پیوسته خم ͷی ، (u, v) یال

نکنند. قطع انتهایی نقاط
های ناحیه ها وجه دارند. وجود نیز ها وجه ها، یال و ها راس بر علاوه مسطح، گراف ͷی از مسطح نمایش ͷی در

اند. مسطح نمایش از ها یال و ها راس حذف از پس R٢ ی بسته
Cn چرخ هر است، مسطح درختͬ هر مثال برای است. ای ساده کار مسطح های گراف از هایی نمونه آوردن دست به
شود. مͬ منجر شͺست به K۵ بودن مسطح نمایش برای مبتدیانه تلاش ͷی اما . ... و است مسطح K۴ است، مسطح
مͬ اشاره آن به تر بعد که نیست ای ساده کار گراف ͷی نبودن مسطح دادن نشان نیست. مسطح اصلا K۵ واقعیت در
ارضا را ها ویژگͬ این K۵ دهیم، نشان بعد و بیابیم را مسطح های گراف عمومͬ های ویژگͬ کنیم مͬ سعͬ ابتدا کنیم.

کند. نمͬ

١



اویلر١ رابطه ١

داریم: باشد. G از مسطح نمایش ͷی های وجه مجموعه F و باشد مسطح گراف G = (V,E) اگر ١ قضیه

|V | − |E|+ |F | = ٢

ها. یال تعداد روی استقرا به اثبات.
بدون های گراف استقرا ی پایه . |E| = |V | − ١ چون است برقرار قضیه و است |F | = ١ باشد، دور بدون G اگر

اند. دور
گراف ،G گراف از e حذف با بͽیرید. نظر در دور ͷی از یال ͷی را e دارد. دور ͷی حداقل گراف صورت این غیر در
وجه دو ادغام باعث دور ͷی از یال ͷی (حذف دارد وجه |F | − ١ و یال |E| − ١ راس، |V | که شود مͬ حاصل G′

شود). مͬ
.|V | − |E|+ |F | = ٢ نتیجه در و |V | − (|E| − ١) + (|F | − ١) = ٢ داریم استقرا به

⋄

صورت به رابطه این بیان در چون دهد، نمͬ ما به ها گراف نبودن مسطح دادن نشان برای ابزاری تنهایی به اویلر رابطه
شود. مͬ داده ارجاع گراف از مسطح نمایش ͷی در ها وجه ی مجموعه به ضمنͬ

آوریم. دست به را بودن مسطح برای زیر لازم شرط اویلر، رابطه از استفاده با توانیم مͬ اما

.|E| ≤ ٣|V | − ۶ گاه آن ،|V | > ٢ و باشد مسطح G = (V,E) گراف اگر ٢ لم
.(|V | > ٢ کنید (دقت شود مͬ تحقیق بررسͬ با قضیه درستͬ |E| ≤ ٣ اگر اثبات.

هر این بر علاوه دارند. قرار وجه هر پیرامون یال ٣ کم دست دارد، یال ٣ حداقل G که جایی آن از صورت این غیر در
.|٣F | ≤ |٢E| نتیجه در است. وجه ٢ مجاور حداکثر یال

.|E| ≤ ٣|V | − ۶ داریم: اویلر رابطه در رابطه این گذاری جای با

⋄

است. ۶ از کوچͺتر اکیدا مسطح گراف ͷی های راس درجات میانگین ٣ نتیجه

وجود ͷکوچ های طول با دور که شرایط این با یافت ها یال تعداد برای بهتری های کران توان مͬ مشابه استدلالͬ با
یا شد گرفته نتیجه |E| ≤ ٣|V | − ۶ رابطه و نداشت وجود ٣ از کمتر طول به دور قبل لم در مثال (برای باشد نداشته

دارد). وجود یال |V | − ١ حداکثر باشد نداشته وجود گراف در دوری هیچ اگر مثلا

داریم: گاه آن باشد، نداشته g از کمتر طول با دوری هیچ و باشد |E| ≥ g با مسطح G = (V,E) گراف اگر ۴ لم

|E| ≤ g

g − ٢
(|V | − ٢)

دارد. محیطش روی یال g حداقل وجه هر دانیم مͬ که تفاوت این با است قبلͬ اثبات مشابه دقیقا اثبات اثبات.
.|E| ≥ g

g−٢(|V | − ٢) داریم: اویلر رابطه و g|F | ≤ ٢|E| از

⋄
١Euler
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نامسطح گراف چند ٢

مسطح زیر های گراف کنیم مͬ ثابت آوردیم، دست به گراف بودن مسطح برای قبل بخش در که هایی شرط ͷکم به
نیستند.

نیست. مسطح ٢ لم طبق درنتیجه است، یال ١٠ و راس ۵ شامل K۵ :K۵ •

دوبخشͬ چون که باشید داشته توجه اما کند. نمͬ ͬͺکم ٢ لم مورد این در دارد. یال ٩ و راس ۶ K٣,٣ :K٣,٣ •
نیست. مسطح نتیجه در K٣,٣ خورد. مͬ درد به g = ۴ با ۴ لم جا این ندارد. ٣ طول به دور است

اند. نامسطح K۴,۵ و K۶ پس است. نامسطح باشد، نامسطح زیرگراف ͷی شامل که گرافͬ هر •

گذشته در دانان رایاضͬ دهند. مͬ نشان را نامسطح های گراف ی همه بالا گزاره سه که است این کننده شوکه حقیقت
(١٩٣۵)٢ͬͺکوراتوس قضیه اند. اساسͬ چقدر مثال دو این دانستند نمͬ ولͬ بودند خبر با K٣,٣ و K۵ بودن نامسطح از

گوید: مͬ

نباشد. K٣,٣ و K۵ با همریخت زیرگراف هیچ شامل اگر فقط و اگر است مسطح G گراف ۵ قضیه

مسطح های گراف آمیزی رنگ ٣

چند گردد. مͬ بر ١٨٠٠ سده ی در رنگ چهار حدس به مسطح های گراف با رابطه در تحقیق مهیج های زمینه از ͬͺی
نباشد؟ یͺسان ای همسایه راس دو هیچ رنگ که طوری به است نیاز مسطح گراف ͷی رئوس آمیزی رنگ برای رنگ
به جغرافیایی نقشه ͷی های ناحیه رنگ برای نیاز مورد های رنگ تعداد کرد: بیان توان مͬ نیز طریق این به را (سوال
۴ که زد حدس گوتر٣ فرانسیس پیش وقت خیلͬ است؟). چقدر نباشند، رنگ هم مجاوری ی ناحیه دو هیچ که شرطͬ
بدنام مساله این قدر آن و خوردند شͺست حدس این اثبات راه در بسیاری دانان ریاضͬ است. کافͬ امر این برای رنگ

گرفت. شهرت رنگ چهار مرض به زمان طͬ در که شد
است. کافͬ مسطح های گراف آمیزی رنگ برای رنگ ۵ که کرد خواهیم اثبات مقاله این پایان در

کرد. آمیزی رنگ رنگ، ۶ با توان مͬ را مسطح گراف هر ۶رنگ) (قضیه ۶ قضیه
.G های راس تعداد روی استقرا به اثبات.

مانده باقͬ گراف کنید. حذف G از را v دارد. وجود ۵ درجه حداکثر با G در v راس گیریم مͬ نتیجه ٣ ی نتیجه از
همسایه از ͷی هیچ که دارد وجود رنگ ͷی حداقل برگردانید. را v است. پذیر ۶رنگ استقرا فرض طبق و است مسطح
کنید؛ رنگ هایش همسایه در نشده استفاده های رنگ از ͬͺی با را v اگر نیستند. رنگ آن به راس) ۵ (حداکثر v های

است. شده آمیزی رنگ رنگ، ۶ با جدید گراف

⋄
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۵رنگ مسطح های گراف کرد ثابت او کرد. مطرح را مساله این حل برای اساسͬ های ایده اولین هیوود۴ ،١٨٩٠ در
عموم توسط سال ١١ مدت به که رنگ چهار حدس برای کمپ اثبات در را نقصͬ وی اثبات، مسیر میان (در اند پذیر

کرد). پیدا بود شده پذیرفته

کرد. آمیزی رنگ رنگ، ۵ با توان مͬ را G مسطح گراف هر ۵رنگ) (قضیه ٧ قضیه
.G های راس تعداد روی استقرا به اثبات.

رنگ ۶ قضیه اثبات مانند را استقرا گام و کنیم مͬ حذف را راس آن باشد، داشته وجود ۴ ≥ درجه با راس ͷی اگر
کنیم. مͬ اثبات

مسطح گراف استقرا فرض طبق و کنید حذف G از را v .(٣ (نتیجه دارد ۵ درجه از v راس ͷی حداقل نبود، چنین اگر
رابرگردانید. v اکنون است. پذیر رنگ ۵ مانده باقͬ

گام و کنیم مͬ رنگ نشده استفاده رنگ با را v بودند، نشده استفاده رنگ ۵ ی همه G در v ی همسایه ۵ میان در اگر
شود. مͬ برقرار استقرا

به که اند v ی همسایه دو w و u کنید فرض اند. مختلف های رنگ به v ی همسایه ۵ ی همه صورت این غیر در
این خود دارند. یال دیͽر ͷی به های همسایه ی همه یعنͬ باشد نداشته وجود راسͬ دو چنین (اگر ندارند یال دیͽر ͷی
حذف G از را v است). تضاد در G بودن مسطح فرض با که دهند، مͬ K۵ با همریخت زیرگراف ͷی تشͺیل رئوس
راس سپس کنید، حذف را دو آن ابتدا که صورت این به کنید. ادغام دیͽر ͷی با را w و u راس دو حذف از پس کنید.

کنید. وصل d به را w و u های همسایه های مجموعه اجتماع حال کنید. اضافه G به ها آن جای به را d
اگر کرد. آمیزی رنگ رنگ، ۵ با استقرا فرض طبق را آن توان مͬ نتیجه در دارد، کمتری های راس آمده دست به گراف
چه آن آید. مͬ دست به v جز به رئوس ی همه از رنگ ۵ با آمیزی رنگ ͷی کنیم، جدا دیͽر ͷی از را w و u راس دو
را v اکنون بود. v های همسایه میان در همرنگ ی همسایه دو آوردیم، دست به w و u کردن جدا دوباره و ادغام از که

آید. مͬ دست به G برای رنگ ۵ با آمیزی رنگ ͷی و کنیم مͬ رنگ هایش همسایه میان در نشده استفاده رنگ با

⋄

رنگ برای کارآمد الͽوریتم ͷی حقیقت در کند. مͬ هم دیͽری کار رنگ ۵ قضیه اثبات بر علاوه بالا استقرایی اثبات
قبل از باید و دهد نمͬ ارائه گراف برای مسطح نمایش که کنید (دقت دهد مͬ ارائه رنگ ۵ با مسطح های گراف آمیزی

باشد). شده رسم مسطح
دو بر مبتنͬ ها آن غیرمرسوم اثبات کردند. اثبات را رنگ ۴ حدس هیͺن۶ و ایپل۵ میلادی ٧٠ ی دهه در انجام سر

بود: چیز

(١٩۵٠ در هش٧ های کار اساس (بر گراف متناهͬ تعدادی بررسͬ به حدس کاهش •

از که ای ساده روش هیچ امروز به تا کامپیوتر. وسیله به خاص حالات برای آمیزی رنگ آوردن دست به و •
است! نشده کشف نکند استفاده کامپیوتر
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