
 
 
  ! جوب  همه به نام او که تنها او حق است و باق
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 دقیقه  270زمان آزمون: 

 کهکشانی مبحث: اخترفیزیک 

 کسری حاجیان

 پرشان جوانرود

 

پیش از شروع آزمون از کامل بودن   .برگ )به همراه جلد( به شما تحویل داده شده است  5  صفحه سوال در  9  در این آزمون •

  آن اطمینان حاصل کنید.

 صفحه پیوست.   1صفحه ثوابت، و  1صفحه روکش،  1سوال است.  6آزمون شامل  •

 استفاده از ماشین حساب مجاز است. •

 استفاده از هر گونه یادداشت، اطلس های نجومی و لوازم الکترونیکی ممنوع است. •

بنویسید. استفاده از غلط گیر غیرمجاز   خودکار آبی و یا مشکی، تمیز و خوش خط با  سفید  4Aپاسخ سوالات را در برگه   •

 است و در صورت استفاده تقلب محسوب می شود.
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 ی ثوابت فیزیکی و نجوم

 

𝐺 6.67 ثابت جهانی گرانش × 10−11 𝑚3𝑘𝑔−1𝑠−1 

𝜎 5.67 ثابت استفان بولتزمن × 10−8 𝑊𝑚−2𝐾−4 

𝑘𝐵 1.38 ثابت بولتزمن × 10−23 𝐽𝐾−1 

ℎ 6.63 ثابت پلانک × 10−34 𝐽𝑠 

𝐶  3.00 سرعت نور× 108 𝑚𝑠−1 

𝑝𝑐 3.09 پارسک× 1016 𝑚 

𝐴𝑈 1.50 واحد نجومی × 1011 𝑚 

𝑙𝑦 9.46 سال نوری × 1015 𝑚 

𝑅⨀ 6.99 شعاع خورشید × 108𝑚 

𝑀⨀  1.99 جرم خورشید× 1030 𝑘𝑔 

𝐿⨀  3.85 درخشندگی خورشید× 1026 𝑊 

𝑀𝑏𝑜𝑙,⨀  4.72 قدر مطلق بولومتریک خورشید 𝑚𝑎𝑔 

𝑚⨀  26.8− قدر ظاهری خورشید 𝑚𝑎𝑔 

𝑚𝑝  1.67 جرم پروتون × 10−27 𝑘𝑔 

𝑚𝑒 9.11 جرم الکترون   × 10−31 𝑘𝑔 

𝑒 1.60 بار الکترون × 10−19 𝐶 

𝑀⨁  5.97 جرم زمین× 1024 𝑘𝑔 

𝑅⨁  6.38 زمینشعاع × 106 𝑚 

𝜖 23.5 زاویه تمایل محور زمین° 

𝜖𝑝𝑝 0.007 ضریب کارایی همجوشی هیدروژن 

𝑖𝑛𝑐ℎ 2.54 اینچ 𝑐𝑚 

𝐻0 69 پارامتر هابل 𝑘𝑚𝑠−1𝑀𝑝𝑐−1 

𝑟𝐿𝑀𝐶 45 فاصله ابرماژلانی بزرگ از مرکز کهکشان 𝑘𝑝𝑐 

𝑀𝐿𝑀𝐶 1010 جرم ابرماژلانی بزرگ 𝑀𝑠𝑢𝑛 

𝑅𝑚𝑖𝑙𝑘𝑦 𝑤𝑎𝑦 شیری شعاع راه  15 𝑘𝑝𝑐 
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 نمره( 60) ( توزیع ستارگان در کهکشان1سوال 

 در کهکشان به صورت زیر باشد : Sفرض کنید چگالی تعداد ستارگان نوع 

𝑛(𝑆, 𝑧, 𝑅) = 𝑛(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑧
ℎ𝑧𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅 

 را بدست آورید. 𝑆الف( تابعیت چگالی سطحی ستارگان نوع 

 را بیابید. 𝑆ب( تابعیت روشنایی سطحی برای نوع 

را بر حسب ارتفاع از دیسک در مرکز کهکشان را نمایش می   𝐾و    𝐺و ستارگان نوع    𝐴ج( نمودار زیر چگالی تعداد ستارگان نوع  

برای  ℎ𝑅ین ستارگان، جرم و درخشندگی کهکشان را بدست آورید.)فرض کنید دهد؛ با توجه به اطلاعات داده شده در مورد ا

 کیلوپارسک است.( 4تمام ستارگان برابر 

 د( نسبت جرم به درخشندگی را محاسبه کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 راهنمایی:

𝑇𝑦𝑝𝑒 𝐴 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑠 ∶  0.7 < 𝑀𝑉 < 2.5 

𝑇𝑦𝑝𝑒 𝐾 𝑎𝑛𝑑 𝐺 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑠 ∶  5 < 𝑀𝑉 < 6 

𝐿 ∝ 𝑀3 
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 نمره( 100) دونات خودمه!( 2سوال 

 های کهکشان بیابیم.خواهیم، المان حجم بهتری برای پیدا کردن تعداد برخوردهای یک ستاره با دیگر ستارهدر این سوال می

به  2𝜋𝑏 𝑑𝑏شود، از حرکت سطح مقطع موثر برخوردی به شکل نواری از دایره با سطح المان حجمی که معمولا استفاده می

ها در کهکشان در مدارهای تقریبا دایروی که ستارهبا توجه به اینشود، که به شکل یک استوانه است. تشکیل می 𝑣Δ𝑡طول 

آید. این شکل یک دونات وجود میحول محور چرخش ستاره به 2𝜋𝑏 𝑑𝑏حجمی بهتر از دوران سطح  کنند، المانحرکت می

 خامتی ناچیز است.ضتوخالی با 

باشد، تعداد برخوردها را  𝑛های کهکشان مقدار ثابت و چگالی عددی ستاره 𝑑𝑏و ضخامت آن  𝑆الف( اگر مساحت این دونات 

 بیابید.

 شود را بدست آورید.از آن ایجاد می 𝑟𝐶و با فاصله  𝑧حول محور   𝑏ای با شعاع دوناتی که از دوران دایرهب( معادله 

,𝑥)ای با مختصات ج( معادله بردار عمود بر سطح این دونات را در نقطه 𝑦, 𝑧) .بیابید 

ای انتگرالی برای بدست آوردن و رابطه بخش قبل، رابطه 𝑥𝑦د( با توجه به تصویر شدن المان مساحت دونات به روی صفحه 

 (𝑦و  𝑥صورت انتگرال دوگانه روی مساحت دونات بنویسید. )به

 ه( با تغییر دستگاه مختصات از دکارتی به قطبی مساحت این دونات را محاسبه کنید.

𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜙)      , 𝑦 = 𝑅𝑠𝑖𝑛(𝜙) 

 آید، را محاسبه کنید.بدست می 𝑧از محور  𝑟با فاصله  𝑅ا شعاع ای بو( حجم دوناتی که از دوران دایره

𝑏تا   𝑏های در فاصله های قبلی تعداد برخورد با ستارهز( با توجه به نتیجه قسمت + 𝑑𝑏    در مدتΔ𝑡   را محاسبه کنید. تفاوت

 ای چقدر است؟در المان دوناتی و المان استوانه Δ𝑡ها در مدت تعداد برخورد
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 نمره𝑵𝑭𝑾 (120 )( 3سوال 

 :به شکل زیر است    𝑁𝐹𝑊مدل 

𝜌𝑁𝐹𝑊(𝑟) =
𝜌𝑠

(
𝑟
𝑟𝑠
) (1+

𝑟
𝑟𝑠
)

2 

 الف ( سعی کنید)!!!( تابعیت چگالی سطحی را بدست آورید.

محاسبه آن کاری بس دشوار است؛ اما برای در قسمت الف برای محاسبه تابعیت چگالی سطحی به یک انتگرال رسیدید که 

 محاسبه جرمی که درون حلقه ای که ما مشاهده می کنیم راه دیگری نیز وجود دارد.

 𝑅ب( یک دستگاه مختصات کروی در مرکز کهکشان قرار دهید، جرمی که مشاهده می کنیم جرم درون یک سیلندر به شعاع 

سیلندر از انتگرال گیری بدست آوریم، اما انتگرالی متفاوت، المان حجم خود را در و ارتفاع بی نهایت می باشد، جرم درون این 

 گذاری ها دقت کنید.(دستگاه کروی بنویسید و با محاسبه انتگرال سه گانه رابطه زیر را اثبات کنید. )در حد

𝑀2𝐷(𝑅) = ∫ 𝑀3𝐷(
𝑅

√1− 𝑢2
)

1

0
𝑑𝑢 

)𝑀3𝐷که 
𝑅

√1−𝑢2)  جرم محصور در کره ای به شعاع
𝑅

√1−𝑢2  است که𝑢 = cos 𝜃  و𝑅  باشد.میشعاع تصویر شده 

را بدست آورده و سپس با استفاده از نتیجه قسمت قبل نشان دهید جرم درون حلقه ای به  𝑟د( جرم درون کره ای به شعاع 

 به صورت زیر است :  𝑅شعاع 

𝑀2𝐷(𝑅) = 4𝜋𝑟𝑠3𝜌𝑠 (ln
𝑅

2𝑟𝑠
+ 𝐹𝑁𝐹𝑊 (

𝑅

𝑟𝑠
)) 

𝐹𝑁𝐹𝑊(𝑥) =

{
 
 

 
 

1

√𝑥2 − 1
arctan√𝑥2 − 1  ; 𝑥 > 1

1 ;  𝑥 = 1
1

√1− 𝑥2
arctanh√1− 𝑥2  ; 𝑥 < 1

 

 ه( اکنون تابعیت چگالی سطحی را بدست آورید.
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 نمره( 120) زلورنتنیروی+ اختلال ( 4سوال 

مشاهدات و بررسی های انجام شده در کهکشان های مارپیچ نشان می دهند که میدان مغناطیسی ای با منشا نامعلوم در این 

 کهکشان ها وجود دارد؛ در این سوال قصد داریم به تاثیر این نیرو در حرکت ابر های هیدروژنی غیر خنثی بپردازیم.

منطبق بر  𝑅0در نظر بگیرید؛ در ابتدا این ابر در یک مدار دایروی به شعاع  𝑄و بار  𝑚یک ابر هیدروژنی غیر خنثی با جرم 

 بوده است، فرم پتانسیل کهکشان به صورت زیر می باشد : Ω0صفحه کهکشان در حال حرکت با سرعت زاویه ای 

𝜙(𝑅) = 𝑣𝑐
2 ln(𝑅2 + 𝑅𝑐

2 +
𝑧2

𝑞2) 

مولفه های دستگاه استوانه ای هستند. اگر کهکشان یک میدان مغناطیسی یکنواخت  𝑧و  𝑅ثابت هستند و  𝑣𝑐و   𝑞و  𝑅𝑐که 

= �⃗�به صورت   𝐵0 �̂�    داشته باشد، علاوه بر نیروی گرانش نیروی لورنتز به فرم𝐹 𝐿 = 𝑄 𝑣 × �⃗�    .نیز روی ابر تاثیر می گذارد 

 را بدست آورید. Ω0الف( سرعت زاویه ای حرکت دایره ای 

 رت اعمال یک اختلال شعاعی به ابر، حرکت نوسانی انجام خواهد داد؛ فرکانس این نوسان را بیابید.ب( نشان دهید در صو

ج( فرض کنید همانطور که ابر در حال حرکت دایره ای بود ناگهان متوقف شود، سرعت سقوط آن را برحسب فاصله از مرکز 

𝑣𝑓𝑓(𝑅)   .بدست آورید 
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 نمره𝑮𝒂𝒍𝒂𝒄𝒕𝒊𝒄 𝑪𝒂𝒏𝒏𝒊𝒃𝒂𝒍𝒊𝒔𝒎 (120 )( 5سوال 

دلیل اصطکاک دینامیکی را بررسی کنیم. خواهیم بلعیده شدن یک کهکشان کوتوله توسط کهکشان میزبان بهدر این سوال می

گریزند، رانش آن میشوند و از قید گهای کهکشان کوتوله از آن کنده میدلیل نیروهای کشندی ناشی از کهکشان میزبان ستارهبه

دست رفتن جرم فرض کرد که چگالی کهکشان کوتوله جای ازتوان بهکند. میپس جرم کهکشان کوتوله با گذشت زمان تغییر می

 گیریم.کند. شعاع کهکشان کوتوله را مساوی با شعاع ژاکوبی )شعاع روچ( آن درنظر میثابت است، و شعاع آن تغییر می

کنند. فاصله این دو جرم از شان در مدار دایروی حرکت میرا درنظر بگیرید، که حول مرکز جرم 𝑀و  𝑚ای الف( دو جرم نقطه

بر روی  𝑚از  𝑥گذارد، در فاصله نمی 𝑀و  𝑚که اثری بر روی مدار  𝜇است. فرض کنید جرم بسیار کوچک  𝑑یکدیگر برابر 

,𝑓(𝑥ای به شکل قرار گرفته است. معادله 𝑀و  𝑚خط واصل  𝑑,𝑚,𝑀) = بر  𝜇طوری که اگر برقرار باشد، بنویسید، به 0

 باقی بماند. 𝑀و  𝑚روی خط واصل 

که ب( بافرض این
𝑚

𝑀
≪ و  1

𝑥

𝑑
≪ باشد، معادله بخش قبل را تا مرتبه اول نسبت به   1

𝑚

𝑀
و  

𝑥

𝑑
دهید شعاع ساده کنید و نشان 

 آید:دست میاز رابطه زیر به 𝑚ژاکوبی جرم 

𝑟𝑗,𝑚 = (
𝑚

3𝑀
)

1
3
𝑑 

 شکل:به 𝜌هنگام حرکت در توزیعی با چگالی  𝑀فرض کنید نیروی اصطکاک دینامیکی وارد بر جرم 

𝑓 𝑑 = −
4𝜋 ln(𝛬)𝐺2𝑀2𝜌

𝑣𝑀
2 (erf(𝑋) −

2

√𝜋
𝑋𝑒−𝑋

2
) 𝑣𝑀 

𝑋یک ثابت مربوط به سیستم و  Λباشد.  ≡
𝑣𝑀

√2𝜎
سرعت حرکت در مدار دایروی در پتانسیل ناشی از  2𝜎√است، که در آن  

 تابع خطا )پاسخ یک انتگرال غیرقابل حل( است. erf(𝑋)باشد. می 𝜌توزیع 

ای برای تابعیت چگالی ای تخت شده دارند. باتوجه به این، رابطهها منحنی سرعت حرکت دایرهج( طبق نتایج رصدی، کهکشان

𝜎𝑠𝑎𝑡ید. ضمنا برای کهکشان کوتوله تعریف کنید: دست آورکهکشان کوتوله و میزبان به ≡
𝑣𝑐

√2
𝜎𝐺𝐿𝑋و کهکشان میزبان:   ≡

𝑣𝑐
′

√2
𝑣𝑐سرعت حرکت در مدار دایروی در کهکشان کوتوله و  𝑣𝑐که  

 سرعت حرکت در مدار دایروی در کهکشان میزبان است. ′

( کهکشان کوتوله 2کند. ای با جرم متغیر رفتار می( کهکشان کوتوله به صورت یک جرم نقطه1در ادامه حل سوال فرض کنید: 

فاصله کهکشان کوتوله از مرکز کهکشان  کند.در هر لحظه در مداری دایروی در پتانسیل ناشی از کهکشان میزبان حرکت می

 تعریف کنید. 𝑟میزبان را 

 آورید.ای برای گشتاور وارد بر کهکشان کوتوله ناشی از اصطکاک دینامیکی بدست د( رابطه

 بدست آورید. 𝑟ای برای جرم کهکشان کوتوله برحسب  ه( رابطه

 دست آورید.ای برای مدت زمان سقوط کهکشان کوتوله بهو( باتوجه به نتایج قسمت قبل، رابطه

Λز( اگر  ≈
𝑅𝐺𝐿𝑋𝑣𝑀

2

2𝐺𝑀
𝜎𝑠𝑎𝑡را تخمین بزنید. ) 𝐿𝑀𝐶باشد، مدت زمان سقوط   = 300 

𝑘𝑚

𝑠
  , 𝜎𝐺𝐿𝑋 = 150 

𝑘𝑚

𝑠
) 
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 نمره( 120) زاویه انحراف( 6سوال 

 فضا زمان در نزدیکی اجرام سنگین به وسیله متریک شوارتزشیلد توصیف می شود :

𝑑𝑠2 = (1−
2𝐺𝑀
𝑐2𝑟

) 𝑐2𝑑𝑡2 − (1−
2𝐺𝑀
𝑐2𝑟

)
−1

𝑑𝑟2 − 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2(𝜃) 𝑑𝜙2) 

 به شکل زیر است : 𝑀نظریه نسبیت عام نشان می دهد که پتانسیل موثر یک جسم در نزدیکی جرم 

Φ𝑒𝑓𝑓 = −
𝐺𝑀𝐿2

𝑐2𝑟3 +
𝐿2

2𝑟2 −
𝐺𝑀

𝑟
 

اما برای نور این رابطه متفاوت است، یکی از دلایل این تفاوت آن است که ناظر در مجاورت جرم سنگین تجربه متفاوتی از زمان 

 خواهد داشت که به این زمان، زمان ارجح گفته می شود اما یک ذره بی جرم )مانند فوتون( درکی از زمان ارجح نخواهد داشت. 

 

 

 

 

 

 

 

 ه صورت زیر خواهند بود :این معادلات برای نور ب

�̇�2 =
𝜖2

𝑐2 −
𝐿2

𝑟2 (1−
𝑅𝑠
𝑟
) 

Φ𝑒𝑓𝑓 = −
𝐺𝑀𝐿2

𝑐2𝑟3 +
𝐿2

2𝑟2 

 همانطور که ملاحظه می کنید در رابطه پتانسیل موثر برای فوتون جمله مربوط به مکانیک نیوتونی حذف شده است.

 را به دست آورید. �̂�اکنون با توجه به توضیحات داده شده و با استفاده از پایستگی تکانه زاویه ای، زاویه انحراف 

 راهنمایی : برای محاسبه انتگرال از بسط تیلور استفاده کنید.

 

 



  

9 

 

 (𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛پیوست: تابع خطا )

 (:𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛تعریف تابع خطا )

erf(𝑋) ≡
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥

𝑋

0
 

 است.نوشته شده 𝑋. در ادامه پاسخ آن برای مقادیر مختلف اما این انتگرال حل تحلیلی ندارد

 

𝑿 𝐞𝐫𝐟(𝑿) 𝑿 𝐞𝐫𝐟(𝑿) 𝑿 𝐞𝐫𝐟(𝑿) 

1.8 0.9891 0.7 0.6778 0 0 

1.9 0.9928 0.8 0.7421 0.02 0.0226 

2 0.9953 0.9 0.7969 0.04 0.0451 

2.1 0.997 1 0.8427 0.06 0.0676 

2.2 0.9981 1.1 0.8802 0.08 0.0901 

2.3 0.9989 1.2 0.9103 0.1 0.1125 

2.4 0.9993 1.3 0.934 0.2 0.2227 

2.5 0.9996 1.4 0.9523 0.3 0.3286 

3 1 1.5 0.9661 0.4 0.4284 

3.5 1 1.6 0.9763 0.5 0.5205 

∞ 1 1.7 0.9838 0.6 0.6039 

 

 

 

 

 

 

 

 

 با آرزوی موفقیت 

 چهاردهمین تیم ملی المپیاد نجوم  و اخترفیزیک 



 
 
  ! جوب  همه به نام او که تنها او حق است و باق

 آزمایشیآزمون  دومینپاسخنامه 
 المپیاد نجوم و اخترفیزیک

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 کسری حاجیان

 پرشان جوانرود
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 ]پرشان جوانرود  [ ( توزیع ستارگان در کهکشان1سوال 

 می آیند :با توجه به فرم چگالی تعداد، چگالی جرمی و چگالی درخشندگی اینگونه بدست 

𝑛(𝑆, 𝑧, 𝑅) = 𝑛(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑧
ℎ𝑧𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅 

𝜌(𝑆, 𝑧, 𝑅) = 𝑀𝑆𝑛(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑧
ℎ𝑧𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅 

𝑗(𝑆, 𝑧, 𝑅) = 𝐿𝑆𝑛(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑧
ℎ𝑧𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅 

 چگالی سطحی به صورت زیر محاسبه می شود :

Σ(𝑆, 𝑅) = 2∫ 𝜌(𝑆, 𝑧, 𝑅)𝑑𝑧
+∞

0
= 2𝑀𝑆𝑛(𝑆, 0,0)𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅∫ 𝑒

−
𝑧
ℎ𝑧  𝑑𝑧

+∞

0
 

∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥
+∞

0
= 1 

⇒ Σ(𝑆, 𝑅) = 2𝑀𝑆ℎ𝑧𝑛(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅 

,𝐺یک ضابطه می تواند تابع را توصیف کند، اما برای ستارگان    𝐴با توحه به نمودار برای ستارگان نوع   𝐾   به منظور افزایش دقت

 بهتر است که تابع را دو ضابطه ای کنیم :

,𝐺در صورتی که چگالی تعداد همانند ستارگان نوع  𝐾 ه ای باشد داریم :طدو ضاب 

𝑛(𝑆, 𝑧, 𝑅) = {
𝑛1(𝑆, 0,0)𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅𝑒

−
𝑧
ℎ𝑧1  ; 0 < 𝑧 < 𝑧𝑡

𝑛2(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅𝑒

−
𝑧
ℎ𝑧2  ;  𝑧𝑡 < 𝑧

  

Σ(𝑆, 𝑅) = 2𝑀𝑆𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅[𝑛1(𝑆, 0,0)∫ 𝑒

−
𝑧
ℎ𝑧1  𝑑𝑧

𝑧𝑡

0
+ 𝑛2(𝑆, 0,0)∫ 𝑒

−
𝑧
ℎ𝑧2  𝑑𝑧

+∞

𝑧𝑡

] 

∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥
𝑋2

𝑋1

= −(𝑒−𝑥)𝑋1

𝑋2 = 𝑒−𝑋1 − 𝑒−𝑋2  

Σ(𝑆, 𝑅) = 2𝑀𝑆𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅[𝑛1(𝑆, 0,0)ℎ𝑧1(1− 𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧1) + 𝑛2(𝑆, 0,0)ℎ𝑧2𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧2] 

 محاسبه روشنایی سطحی همانند چگالی سطحی است اما بجای جرم هر ستاره درخشندگی هر یک را ضرب می کنیم :

𝐼(𝑆, 𝑅) = 2𝐿𝑆ℎ𝑧𝑛(𝑆, 0,0)𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅 

𝐼(𝑆, 𝑅) = 2𝐿𝑆𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅[𝑛1(𝑆, 0,0)ℎ𝑧1(1− 𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧1) + 𝑛2(𝑆, 0,0)ℎ𝑧2𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧2] 
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 استفاده از نمودار و برازش تقریبی خطوط بدست می آوریم :اکنون با 

ln 𝑛(𝑆, 𝑧, 0) = ln 𝑛(𝑆, 0,0) −
𝑧

ℎ𝑧
 

 

⇒ 𝑡𝑦𝑝𝑒 𝐴 ∶  {
𝑛(𝑆, 0,0) ≈ 1.14

1
(10𝑝𝑐)3

ℎ𝑧 ≈ 0.18 𝑘𝑝𝑐
 

⇒ 𝑡𝑦𝑝𝑒 𝐺, 𝐾 ∶  

{
 

 𝑛1(𝐺, 𝐾, 0,0) ≈ 4.26
1

(10𝑝𝑐)3

ℎ𝑧1 ≈ 0.68 𝑘𝑝𝑐
0 < 𝑧 < 1.36 𝑘𝑝𝑐

 ,

{
 

 𝑛2(𝐺, 𝐾, 0,0) ≈ 0.11
1

(10𝑝𝑐)3

ℎ𝑧2 ≈ 3.30 𝑘𝑝𝑐
𝑧 > 1.36 𝑘𝑝𝑐

 

با توجه به راهنمایی و با فرض اینکه تعداد ستارگان هر نوع تابعی از جرم و درخشندگی آن نیست، جرم و درخشندگی میانگین 

 ستارگان را برای هر نوع بدست می آوریم :

𝑡𝑦𝑝𝑒 𝐴 ∶  0.7 < 𝑀𝑉 < 2.5 ⇒ 40.55 >
𝐿

𝐿⨀
 > 7.73 , 3.44 >

𝑀

𝑀⨀
 > 1.98 ⇒ {

�̅�𝐴 = 2.71 𝑀⨀
�̅�𝐴 = 24.14 𝐿⨀

 

𝑡𝑦𝑝𝑒 𝐾 𝑎𝑛𝑑 𝐺 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑠: 5 < 𝑀𝑉 < 6 ⇒ 0.77 >
𝐿

𝐿⨀
 > 0.31, 0.92 >

𝑀

𝑀⨀
 > 0.68

⇒ {
�̅�𝐺,𝐾 = 0.80 𝑀⨀
�̅�𝐺,𝐾 = 0.54 𝐿⨀
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 همانطور که پیش تر مشاهده کردیم چگالی سطحی و روشنایی سطحی بدین صورت است :

Σ(𝑆, 𝑅) = Σ0(𝑆)𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅 

𝐼(𝑆, 𝑅) = 𝐼0(𝑆)𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅 

𝑡𝑦𝑝𝑒 𝐴 ∶  

{
 

 Σ0(𝐴) = 2�̅�𝐴𝑛(𝐴, 0,0)ℎ𝑧 = 111.75
𝑀⨀

(10𝑝𝑐)2

𝐼0(𝐴) = 2�̅�𝐴𝑛(𝐴, 0,0) = 996.76
𝐿⨀

(10𝑝𝑐)2

 

𝑡𝑦𝑝𝑒 𝐺, 𝐾: 

{
 
 

 
 Σ0(𝐺, 𝐾) = 2�̅�𝐺,𝐾 [𝑛1(𝐺, 𝐾, 0,0)ℎ𝑧1 (1 − 𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧1) + 𝑛2(𝐺, 𝐾, 0,0)ℎ𝑧2𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧2] = 436.87

𝑀⨀
(10𝑝𝑐)2

𝐼0(𝐺, 𝐾) = 2�̅�𝐺,𝐾 [𝑛1(𝐺, 𝐾, 0,0)ℎ𝑧1 (1− 𝑒
−
𝑧𝑡
ℎ𝑧1) + 𝑛2(𝐺, 𝐾, 0,0)ℎ𝑧2𝑒

−
𝑧𝑡
ℎ𝑧2] = 296.33

𝐿⨀
(10𝑝𝑐)2

 

 اکنون با انتگرال گیری مجدد جرم و درخشندگی کل را بدست می آوریم :

Σ𝑡𝑜𝑡(𝑅) = Σ(𝐴, 𝑅) + Σ(𝐺, 𝐾, 𝑅) = (Σ0(𝐴) + Σ0(𝐺, 𝐾))𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅  

𝐼𝑡𝑜𝑡(𝑅) = 𝐼(𝐴, 𝑅) + 𝐼(𝐺, 𝐾, 𝑅) = (𝐼0(𝐺, 𝐾) + 𝐼0(𝐴)𝑒
−
𝑅
ℎ𝑅 

𝑀𝑡𝑜𝑡 = ∫ 2𝜋𝑅Σ𝑡𝑜𝑡(𝑅) 𝑑𝑅
∞

0
= 2𝜋(Σ0(𝐴) + Σ0(𝐺, 𝐾))∫ 𝑅𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅  𝑑𝑅

∞

0
 

𝐿𝑡𝑜𝑡 = ∫ 2𝜋𝑅𝐼𝑡𝑜𝑡(𝑅) 𝑑𝑅
∞

0
= 2𝜋(𝐼0(𝐴) + 𝐼0(𝐺, 𝐾))∫ 𝑅𝑒

−
𝑅
ℎ𝑅  𝑑𝑅

∞

0
 

∫𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 +∫𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥(𝑥 + 1) ⇒ ∫ 𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
= 1 

𝑀𝑡𝑜𝑡 = 2𝜋(Σ0(𝐴) + Σ0(𝐺, 𝐾))ℎ𝑅
2  

𝐿𝑡𝑜𝑡 = 2𝜋(𝐼0(𝐴) + 𝐼0(𝐺, 𝐾))ℎ𝑅
2  

⇒ 𝑀𝑡𝑜𝑡 = 5.52 × 108𝑀⨀  , 𝐿𝑡𝑜𝑡 = 1.30× 109𝐿⨀  

 و نسبت جرم درخشندگی بدین صورت خواهد بود :

𝑌 =
𝑀𝑡𝑜𝑡
𝐿𝑡𝑜𝑡

= 0.42 
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 ]کسری حاجیان  [دونات خودمه! ( 2سوال 

 :𝑑𝑏با توجه به دیفرانسیلی بودن  الف(

𝑑𝑉 = 𝑆 𝑑𝑏 

𝑑𝑁 = 𝑛 𝑑𝑉 = 𝑛 𝑆 𝑑𝑏  

 از مرکز: 𝑟𝐶وصفحه دایره عمود بر آن و فاصله  𝑥𝑦ای با مرکز برروی صفحه معادله دایره ب(

(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)
2
+ 𝑧2 = 𝑏2  

 دانیم گرادیان تابع یک سطح در هر نقطه عمود برآن سطح است:می ج(

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)
2
+ 𝑧2 − 𝑏2 = 0 

∇𝑓 =  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖̂ +  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗̂ +  

𝜕𝑓

𝜕𝑧
�̂� 

⇒ ∇𝑓 =
2(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
𝑖̂ +

2(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
 𝑗̂ + 2𝑧 �̂� 

 بردار یکه عمود برسطح بردار یکه جهت گرادیان است:

|∇𝑓| = √∇𝑓 ∙ ∇𝑓 = √(
2(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
)

2

+ (
2(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
 )

2

+ (2𝑧)2 

|∇𝑓| = √
4(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)

2

(𝑥2 + 𝑦2)
(𝑥2 + 𝑦2) + 4𝑧2 

 همچنین با توجه به معادله دونات:

⇒ |∇𝑓| = √4 ((√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)
2
+ 𝑧2) = √4𝑏2 = 2𝑏 

 پس بردار یکه:

�̂� =
∇𝑓

|∇𝑓|
=
(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)

𝑏√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂) +

𝑧

𝑏
�̂�  
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 المان مساحت در دستگاه دکارتی: 𝑑𝐴المان سطح روی دونات باشد و  𝑑𝑆اگر  د(

𝑑𝐴 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 �̂� 

𝑑𝐴 = 𝑑𝑆 cos(𝜃) 

cos(𝜃) = �̂� ∙ �̂� =
𝑧

𝑏
 

𝑆 = ∫𝑑𝑆 = ∫
𝑑𝐴

cos(𝜃)
= ∬

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑧
𝑏⁄

 

 طبق معادله دونات:

𝑧 = ±√𝑏2 − (√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)
2
 

چون برای یکی  cos (𝜃)وجود دارد.  𝑑𝐴یکی در پایین و یکی در بالای  𝑑𝑆دو المان  𝑑𝐴المان مساحت چون به ازای هر 

دلیل تقارن مسئله انتگرال را  شود، برای جلوگیری از این اتفاق و بهگیری جواب انتگرال صفر میشود، پس از انتگرالمنفی می

 کنیم:ضرب می 2نویسیم و در آن می 𝑧فقط برای مقدار مثبت 

⇒ 𝑆 = 2∫ ∫
1

√1−
(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟𝐶)

2

𝑏2

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥=+(𝑟𝐶+𝑏)

𝑥=−(𝑟𝐶+𝑏)

𝑦=+(𝑟𝐶+𝑏)

𝑦=−(𝑟𝐶+𝑏)

 

 ه( باتوجه به راهنمایی سوال طبق تبدیل دستگاه دکارتی به قطبی داریم:

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑅𝑑𝑅 𝑑𝜙      , √𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅 

⇒ 𝑆 = 2∫ ∫
𝑅𝑑𝑅 𝑑𝜙

√1−
(𝑅 − 𝑟𝐶)2

𝑏2

𝑅=(𝑟𝐶+𝑏)

𝑅=(𝑟𝐶−𝑏)

𝜙=2×𝜋

𝜙=0
 

⇒ 𝑆 = 4𝜋∫
𝑅𝑑𝑅

√1−
(𝑅 − 𝑟𝐶)2

𝑏2

(𝑟𝐶+𝑏)

(𝑟𝐶−𝑏)

 

 کنیم:حال از تغییرمتغیر زیر استفاده می

𝑅 − 𝑟𝐶
𝑏

= 𝑢 ⇒ 𝑑𝑅 = 𝑏𝑑𝑢 

⇒ 𝑆 = 4𝜋∫
(𝑟𝐶 + 𝑏𝑢) 𝑏 𝑑𝑢

√1− 𝑢2

+1

−1
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⇒ 𝑆 = 4𝜋 (∫
𝑟𝐶𝑏 𝑑𝑢

√1− 𝑢2

+1

−1
+∫

𝑏2 𝑢𝑑𝑢

√1− 𝑢2

+1

−1
) 

 و اما جواب انتگرال اول:

𝑟𝐶𝑏 ∫
𝑑𝑢

√1− 𝑢2

+1

−1
= 𝑟𝐶𝑏 sin

−1(𝑢) = 𝑟𝐶𝑏 (
𝜋

2
− (−

𝜋

2
)) = 𝜋𝑟𝐶𝑏  

 و انتگرال دوم:

1− 𝑢2 = 𝑥 ⇒ 𝑢𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

2
 

⇒ ∫
𝑏2 𝑢𝑑𝑢

√1− 𝑢2

+1

−1
=
𝑏2

2
∫ 𝑥−

1
2 𝑑𝑥

0

0
= 0 

 پس مساحت دونات:

⇒ 𝑆 = 4𝜋(𝜋𝑟𝐶𝑏 + 0) 

⇒ 𝑆 = 4𝜋2𝑟𝐶𝑏 = (2𝜋𝑟𝐶)(2𝜋𝑏)  

 »محیط دایره دوران یافته« رسیدیم. به رابطه »محیط دایره مرکز دایره دوران یافته« ضربدر

 است: 𝑑𝑥در ضخامت ناچیز  𝑥المان حجم مساوی سطح دونات با شعاع دایره داخلی  و(

𝑑𝑉 = 𝑆(𝑥) 𝑑𝑥 = 4𝜋2𝑟 𝑥𝑑𝑥 

𝑉 = ∫ 4𝜋2𝑟 𝑥𝑑𝑥
𝑅

0
 

⇒ 𝑉 = 2𝜋2𝑟𝑅2 = (2𝜋𝑟)(𝜋𝑅2)  

 افته« رسیدیم.به رابطه »مساحت دایره مرکز دایره دوران یافته« ضربدر »محیط دایره دوران ی

 با توجه به زاویه طی شده توسط ستاره: ز(

𝑑𝑁 = 𝑛 𝑑𝑉    , 𝑑𝑉 = 𝑆 𝑑𝑏 

𝑆𝑑𝑜𝑛𝑢𝑡 = Δ𝜙 2𝜋𝑏𝑟𝐶     , Δ𝜙 =
𝑣Δ𝑡

𝑟𝐶
 

⇒ 𝑑𝑁𝑑𝑜𝑛𝑢𝑡 = 𝑛 𝑣Δ𝑡 2𝜋𝑏 𝑑𝑏  

ای است. در واقع چون مساحت دوناتی با شعاع دایره دست آمده با درنظر گرفتن المان استوانه که این دقیقا برابر تعداد برخورد به

هیچ تفاوتی میان این دو المان باشد، می 2𝜋𝑟و ارتفاع  𝑅ای با شعاع قاعده برابر مساحت استوانه 𝑟و فاصله از مرکز  𝑅داخلی 

 وجود ندارد.
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𝑧 

𝑅 

𝜙 

90− 𝜃 

 ]پرشان جوانرود   [𝑵𝑭𝑾( 3سوال 

 بدست آوریم :تلاش می کنیم تا تابعیت چگالی سطحی را 

Σ(𝑅) = ∫
𝜌𝑠

(
√𝑅2 + 𝑧2

𝑟𝑠
)(1+ √

𝑅2 + 𝑧2

𝑟𝑠
)

2

+∞

−∞

𝑑𝑧 

  محاسبه انتگرال بالا بسیار دشوار است به همین دلیل از روش مطرح شده در قسمت ب استفاده می کنیم.

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑀2𝐷 = ∫𝜌(𝑟) 𝑑
3𝑟 = ∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑟)𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜙 𝑑𝑟 𝑑𝜃

2𝜋

0

𝑅
sin𝜃

0

+
𝜋
2

−
𝜋
2

 

𝑀2𝐷 = ∫ ∫ 2𝜋𝑟2𝜌(𝑟)𝑑𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝑅
sin𝜃

0

+
𝜋
2

−
𝜋
2

 

∫ 2𝜋𝑟2𝜌(𝑟)𝑑𝑟 =
1
2

𝑅
cos𝜃

0
∫ 4𝜋𝑟2𝜌(𝑟)𝑑𝑟

𝑅
sin𝜃

0
=

1
2
𝑀3𝐷 (

𝑅

sin 𝜃
) 

⇒ 𝑀2𝐷 = ∫
1
2
𝑀3𝐷 (

𝑅

sin 𝜃
)

+
𝜋
2

−
𝜋
2

sin 𝜃 𝑑𝜃 = ∫ 𝑀3𝐷 (
𝑅

sin 𝜃
)

+
𝜋
2

0
sin 𝜃 𝑑𝜃 

𝑢 = cos 𝜃 ⇒ 𝑑𝑢 = sin 𝜃 𝑑𝜃 

⇒ ∫ 𝑀3𝐷 (
𝑅

sin 𝜃
)

+
𝜋
2

0
sin 𝜃 𝑑𝜃 = −∫ 𝑀3𝐷 (

𝑅

√1− 𝑢2
)

0

1
𝑑𝑢 
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𝑴𝟐𝑫 = ∫ 𝑴𝟑𝑫 (
𝑹

√𝟏 − 𝒖𝟐
)

𝟏

𝟎

𝒅𝒖 

𝑀3𝐷(𝑟) = ∫ 4𝜋𝑟2𝜌(𝑟′)𝑑𝑟′
𝑟

0

𝑥≡
𝑟′

𝑟𝑠
⇒  = 4𝜋𝑟𝑠3𝜌𝑠∫

𝑥

(1+ 𝑥)2 𝑑𝑥
𝑋

0
 

𝑥

(1+ 𝑥)2 =
1 + 𝑥
(1+ 𝑥)2 −

1
(1+ 𝑥)2 =

1
1+ 𝑥

−
1

(1+ 𝑥)2 

⇒ ∫
𝑥

(1+ 𝑥)2 𝑑𝑥
𝑋

0
= ∫

𝑑𝑥

1+ 𝑥

𝑋

0
−∫

𝑑𝑥

(1+ 𝑥)2

𝑋

0
= ln(1+ 𝑋) − (1 −

1
1+ 𝑋

) 

⇒ 𝑴𝟑𝑫(𝒓) = 𝟒𝝅𝒓𝒔
𝟑𝝆𝒔 [𝐥𝐧 (𝟏 +

𝒓

𝒓𝒔
) −

𝒓
𝒓𝒔

𝟏 +
𝒓
𝒓𝒔

] 

بگذاریم  𝑟اکنون باید در عبارت بالا به جای 
𝑅

√1−𝑢2  و سپس روی𝑢  انتگرال بگیریم. 1تا  0از 

𝑀2𝐷 = 4𝜋𝑟𝑠3𝜌𝑠∫ [ln(1+

𝑅
𝑟𝑠

√1− 𝑢2
)

1

0
−

𝑅
𝑟𝑠

√1− 𝑢2

1+

𝑅
𝑟𝑠

√1− 𝑢2

]𝑑𝑢 

𝑅

𝑟𝑠
≡ 𝑎 , 𝐴 ≡ ∫[ln (1 +

𝑎

√1− 𝑢2
) −

𝑎

√1− 𝑢2

1+
𝑎

√1− 𝑢2

]𝑑𝑢 

𝐵 = ∫ ln (1+
𝑎

√1− 𝑢2
) 𝑑𝑢

جزء  به  جزء 
⇒    = 𝑢 ln (1+

𝑎

√1− 𝑢2
) − ∫𝑢 𝑑 (ln (1+

𝑎

√1− 𝑢2
)) 

𝑑

𝑑𝑢
(ln (1 +

𝑎

√1− 𝑢2
)) =

𝑎𝑢

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
 

⇒ 𝐵 = 𝑢 ln (1 +
𝑎

√1− 𝑢2
) − ∫

𝑎𝑢2

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑑𝑢 

⇒ 𝐴 = 𝑢 ln (1+
𝑎

√1− 𝑢2
) − ∫

𝑎𝑢2

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑑𝑢 − ∫

𝑎

√1− 𝑢2 + 𝑎
𝑑𝑢 

 از ترکیب دو جمله پایانی بدست می آوریم :

−∫
𝑎𝑢2

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑑𝑢 −∫

𝑎

√1− 𝑢2 + 𝑎
𝑑𝑢 = −∫

𝑎

√1− 𝑢2 + 𝑎
(1+

𝑢2

1− 𝑢2)𝑑𝑢 
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= −∫
𝑎

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑑𝑢 

⇒ 𝐴 = 𝑢 ln (1 +
𝑎

√1− 𝑢2
) − ∫

𝑎

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑑𝑢 

 اکنون انتگرال جمله دوم را در دو مرحله محاسبه می کنیم :

𝐶 = ∫
𝑎

(1− 𝑢2)(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑑𝑢  

تغییر  متغیر 
⇒    𝑢 = tanh𝑦 , 𝑑𝑢 =

𝑑𝑦

cosh2 𝑦
 , 1− 𝑢2 =

1
cosh2 𝑦

 

𝐶 = 𝑎∫

𝑑𝑦
cosh2 𝑦

1
cosh2 𝑦

(
1

cosh 𝑦
− 𝑎)

= ∫
a cosh 𝑦

1+ 𝑎 cosh 𝑦
𝑑𝑦 

a cosh𝑦

1+ 𝑎 cosh 𝑦
=

1+ 𝑎 cosh 𝑦
1+ 𝑎 cosh 𝑦

−
1

1+ 𝑎 cosh 𝑦
= 1−

1
1+ 𝑎 cosh 𝑦

 

⇒ 𝐶 = ∫( 1−
1

1+ 𝑎 cosh 𝑦
)𝑑𝑦 = 𝑦 − ∫

𝑑𝑦

1+ 𝑎 cosh 𝑦
 

𝐷 = ∫
𝑑𝑦

1+ 𝑎 cosh 𝑦
 

 حال از یک اتحاد برای توابع هایپربولیکی استفاده می کنیم :

cosh(𝑡 + 𝑧) = cosh 𝑡 cosh 𝑧 + sinh 𝑡 sinh 𝑧 

⇒ cosh 𝑦 = cosh2 𝑦

2
+ sinh2 𝑦

2
= 2 cosh2 𝑦

2
− 1 

cosh2 𝑦

2
=

1

1− tanh2 𝑦
2
⇒ cosh 𝑦 =

1+ tanh2 𝑦
2

1− tanh2 𝑦
2

 

 نتایج بدست آمده را در انتگرال جاگذاری و ساده سازی انجام میدهیم :

𝐷 = ∫
(1− tanh2 𝑦

2)𝑑𝑦

1− tanh2 𝑦
2 + 𝑎 + 𝑎 tanh

2 𝑦
2 
= ∫

sech2 𝑦
2 𝑑𝑦

(1+ 𝑎) − (1− 𝑎) tanh2 𝑦
2

 

 متفاوت است : 𝑎محاسبه انتگرال بالا برای مقادیر مختلف 

𝑎 < 1 ∶ 𝐷 = ∫
sech2 𝑦

2 𝑑𝑦

(1+ 𝑎) − (1− 𝑎) tanh2 𝑦
2
=

1
1+ 𝑎

∫
sech2 𝑦

2 𝑑𝑦

1 −
(1− 𝑎)
(1+ 𝑎) tanh

2 𝑦
2
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تغییر  متغیر 
⇒    √

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

tanh
𝑦

2
= 𝑟 , 𝑑𝑟 =

1
2
√
(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

sech2 𝑦

2
𝑑𝑦 

⇒ 𝐷 =
2

√1− 𝑎2
∫

𝑑𝑟

1 − 𝑟2 

∫
𝑑𝑟

1− 𝑟2 = arctanh 𝑟 ⇒ 𝑫 =
𝟐

√𝟏 − 𝒂𝟐
 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡(√

(𝟏 − 𝒂)

(𝟏 + 𝒂)
𝐭𝐚𝐧𝐡 (

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡𝒖

𝟐
)) {𝒂 < 𝟏} 

𝑎 > 1 ∶ 𝐷 = ∫
sech2 𝑦

2 𝑑𝑦

(1+ 𝑎) + (𝑎 − 1) tanh2 𝑦
2
=

1
1+ 𝑎

∫
sech2 𝑦

2 𝑑𝑦

1 +
(𝑎 − 1)
(1+ 𝑎) tanh

2 𝑦
2

 

تغییر  متغیر 
⇒    √

(𝑎 − 1)
(1+ 𝑎)

tanh
𝑦

2
= 𝑟 , 𝑑𝑟 =

1
2
√
(𝑎 − 1)
(1+ 𝑎)

sech2 𝑦

2
𝑑𝑦 

⇒ 𝐷 =
2

√1− 𝑎2
∫

𝑑𝑟

1 + 𝑟2 

∫
𝑑𝑟

1− 𝑟2 = arctan 𝑟 ⇒ 𝑫 =
𝟐

√𝟏 − 𝒂𝟐
 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√

(𝒂 − 𝟏)

(𝟏 + 𝒂)
𝐭𝐚𝐧𝐡(

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡𝒖

𝟐
) {𝒂 > 𝟏} 

𝑎 = 1 ∶ 𝐷 =
1
2
∫sech2 𝑦

2
𝑑𝑦 = tanh

𝑦

2
 ⇒ 𝑫 = 𝐭𝐚𝐧𝐡 (

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡𝒖

𝟐
) {𝒂 = 𝟏} 

 نتایج بدست آمده را در انتگرال اصلی جاگذاری می کنیم : 

⇒ 𝐴 = 𝑢 ln (1+
𝑎

√1− 𝑢2
) − arctanh𝑢 + 𝐷 

𝑢هنگامی که میخواهیم حد ها را اعمال کنیم به یک مشکل بر می خوریم، در  = دو جمله اول و دوم عبارت بی نهایت می  1

 شوند، به همین منظور باید حد بگیریم، برای حد گرفتن عبارت فرم آن را با استفاده از یک اتحاد اندکی تغییر می دهیم :

 : اثبات کنید 

arctanh 𝑡 =
1
2
ln

1 + 𝑡
1 − 𝑡

 

 راه حل :

𝑧 = arctanh 𝑡 ⇒  𝑡 = tanh 𝑧 =
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧
=
𝑒2𝑧 − 1
𝑒2𝑧 + 1

⇒ 𝑡 + 𝑡𝑒2𝑧 = 𝑒2𝑧 − 1 

⇒ 𝑒2𝑧 =
1+ 𝑡
1− 𝑡

⇒ 𝑧 =
1
2
ln

1+ 𝑡
1− 𝑡
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−arctanh 𝑢 = −
1
2
ln

1+ 𝑢
1− 𝑢

= ln (
1− 𝑢
1+ 𝑢

)

1
2
 

⇒ 𝑢 ln (1+
𝑎

√1− 𝑢2
) − arctanh𝑢 = ln[

(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑢

(1− 𝑢)
𝑢
2(1+ 𝑢)

𝑢
2
(

1− 𝑢
1+ 𝑢

)

1
2
]

= ln[(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑢 (1− 𝑢)

1−𝑢
2

(1+ 𝑢)
1+𝑢

2

] 

𝐴 = ln[(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑢 (1− 𝑢)

1−𝑢
2

(1+ 𝑢)
1+𝑢

2

] + 𝐷 

𝑢 = 0 ∶  

ln[(√1− 𝑢2 + 𝑎)
𝑢 (1− 𝑢)

1−𝑢
2

(1+ 𝑢)
1+𝑢

2

](𝑢 = 0) = 0 

𝐷𝑎<1(𝑢 = 0) = 0 

𝐷𝑎>1(𝑢 = 0) = 0 

𝐷𝑎=1(𝑢 = 0) = 0 

𝑢 = 1 ∶ 

lim
𝑢→0
(1− 𝑢)

1−𝑢
2 = 1 ⇒ ln[(√1− 𝑢2 + 𝑎)

𝑢 (1− 𝑢)
1−𝑢

2

(1+ 𝑢)
1+𝑢

2

](𝑢 = 1) = ln
𝑎

2
 

arctanh 1 = ∞ ⇒ 𝐷𝑎<1(𝑢 = 1) =
2

√1− 𝑎2
 arctanh(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) 

𝐷𝑎>1(𝑢 = 1) =
2

√1− 𝑎2
 arctan(√

(𝑎 − 1)
(1+ 𝑎)

) 

𝐷𝑎=1(𝑢 = 1) = 1 
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⇒ 𝐴(1) − 𝐴(0) = ln
𝑎

2
+

{
  
 

  
 2

√1− 𝑎2
 arctanh(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) ; 𝑎 < 1

2

√1− 𝑎2
 arctan(√

(𝑎 − 1)
(1+ 𝑎)

 ; 𝑎 > 1

1 ; 𝑎 = 1

 

اکنون قصد داریم تا عبارت های جمله دوم را مقداری ساده تر کنیم، به این منظور از اتحادی که اثبات کردیم استفاده می کنیم 

: 

2 arctanh(√
(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) = ln

√
(1− 𝑎)
(1+ 𝑎) + 1

1−√
(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

= ln
√1+ 𝑎 + √1− 𝑎

√1+ 𝑎 − √1− 𝑎
=

1
2
ln

2+ 2√1− 𝑎2

2− 2√1− 𝑎2
 

⇒ 2 arctanh(√
(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) =
1
2
ln

1+ √1− 𝑎2

1− √1− 𝑎2
= arctanh√1− 𝑎2 

⇒
2

√1− 𝑎2
 arctanh(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) =
1

√1− 𝑎2
arctanh√1− 𝑎2 

𝑎می توان با استفاده از عبارت بالا و با اعمال مقداری تغییر جمله مربوط به  >  را نیز اندکی ساده تر کرد. 1

 : ثابت کنید 

arctanh 𝑡′ = 𝑖 arctan 𝑡′ (𝑖 = √−1) 

 راه حل :

𝑧 = arctanh 𝑡 ⇒ 𝑡 = tanh 𝑧 =
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧
 

𝑧 = 𝑖𝑥 ⇒ 𝑡 = tanh 𝑖𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥
 

 

𝑒𝑖𝑥 = cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 ⇒ 𝑒−𝑖𝑥 = cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥 

⇒ {𝑒
𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥 = 2𝑖 sin 𝑥
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥 = 2 cos 𝑥

 ⇒ 𝑡 = 𝑖 tan 𝑥 = tanh 𝑧 ⇒ 𝑥 = −arctan 𝑖𝑡 = −𝑖𝑧 = −𝑖 arctanh 𝑡 

⇒ arctan 𝑖𝑡 = 𝑖 arctanh 𝑡 

𝑡 = 𝑖𝑡′ ⇒ −arctan 𝑡′ = 𝑖 arctanh 𝑖𝑡′ ⇒ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝐡 𝒊𝒕′ = 𝒊 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 𝒕′ 
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𝑎برای ساده سازی عبارت مربوط به  >  ابتدا نشان می دهیم : 1

2

√1− 𝑎2
 arctanh(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) =
2

√𝑎2 − 1
arctan(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) 

و سپس 
1

√1−𝑎2 arctanh√1− 𝑎2 .را تبدیل می کنیم 

⇒ √1− 𝑎 = 𝑖√𝑎 − 1 , √1− 𝑎2 = 𝑖√𝑎2 − 1 

2

√1− 𝑎2
 arctanh(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) =
2

𝑖√𝑎2 − 1
arctanh(𝑖√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) =
2

√𝑎2 − 1
arctan(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) 

1

√1− 𝑎2
arctanh√1− 𝑎2 =

1

𝑖√𝑎2 − 1
arctanh 𝑖√𝑎2 − 1 =

1

√𝑎2 − 1
arctan√𝑎2 − 1 

⇒
2

√𝑎2 − 1
arctan(√

(1− 𝑎)
(1+ 𝑎)

) =
1

√𝑎2 − 1
arctan√𝑎2 − 1 

𝑀2𝐷(𝑅) = 4𝜋𝑟𝑠3𝜌𝑠 (ln
𝑅

2𝑟𝑠
+ 𝐹𝑁𝐹𝑊 (

𝑅

𝑟𝑠
)) 

𝐹𝑁𝐹𝑊(𝑥) =

{
 
 

 
 

1

√𝑥2 − 1
arctan √𝑥2 − 1  ; |𝑥| > 1

1 ;  |𝑥| = 1
1

√1− 𝑥2
arctanh√1− 𝑥2  ; |𝑥| < 1

 

Σ(𝑅) =
𝑑𝑀2𝐷

𝑑𝐴
=

1
2𝜋𝑅

𝑑𝑀2𝐷

𝑑𝑅
 

𝑎 ≡ (
𝑅

𝑟𝑠
) ⇒

𝑑𝑀2𝐷

𝑑𝑅
=
𝑑𝑀2𝐷

𝑑𝑎

1
𝑟𝑠

 

𝑑

𝑑𝑎
(ln (

𝑎

2
)) =

1
𝑎

 

𝑎 > 1 ∶  

𝑑

𝑑𝑎
(

1

√𝑎2 − 1
arctan√𝑎2 − 1) = −

𝑎

𝑎2 − 1
𝐹𝑁𝐹𝑊(𝑎) +

1
𝑎 (𝑎2 − 1)
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⇒ Σ(𝑅) = 2𝜌𝑠𝑟𝑠
1 − 𝐹𝑁𝐹𝑊(

𝑅
𝑟𝑠
)

(
𝑅
𝑟𝑠
)

2

− 1
 

𝑎 < 1 ∶  

𝑑

𝑑𝑎
(

1

√1− 𝑎2
arctanh√1− 𝑎2) =

𝑎

1− 𝑎2 𝐹𝑁𝐹𝑊(𝑎) −
1

𝑎(1− 𝑎2)
 

کلی حالت در ⇒ Σ(𝑅) = 2𝜌𝑠𝑟𝑠
1− 𝐹𝑁𝐹𝑊(

𝑅
𝑟𝑠
)

(
𝑅
𝑟𝑠
)

2

− 1
 

نمودار  
Σ

𝜌𝑠𝑟𝑠
 : 
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 ]پرشان جوانرود  [لورنتز نیروی+ اختلال ( 4سوال 

 برای یک ذره باردار که روی صفحه کهکشان حرکت می کند را بدست می آوریم : نیروی لورنتز

�⃗�𝐿 = 𝑄 �⃗� × �⃗⃗� = 𝑄 [
�̂� 𝜃 �̂�
�̇� 𝑅�̇� 0
0 0 𝐵0

] = 𝑄𝐵0𝑅�̇��̂� − 𝑄𝐵0�̇�𝜃 

 قانون دوم نیوتون را می نویسیم و شروط مدار دایروی را اعمال می کنیم :

�⃗� = �⃗� +
�⃗�𝐿
𝑚
= (𝑔(𝑅) +

𝑄𝐵0

𝑚
𝑅�̇�) �̂� + (−

𝑄𝐵0

𝑚
�̇�)𝜃 

𝑅 = 𝑅0 , �̇� = 𝛺0, �̈� = 0 ⇒ 𝑔(𝑅0) +
𝑄𝐵0

𝑚
𝑅0𝛺0 = −𝑅0𝛺0

2 

⇒ 𝛺0
2 +
𝑄𝐵0

𝑚
𝛺0 +

𝑔(𝑅0)

𝑅0
= 0 

 معادله درجه دو را حل می کنیم و سرعت زاویه ای مدار دایروی را بدست می آوریم :

𝛺0 = −
𝑄𝐵0

2𝑚
±√(

𝑄𝐵0

2𝑚
)

2

−
𝑔(𝑅0)

𝑅0
 الف ) 

 برای سادخ نویسی دو تعریف زیر را ارائه می دهیم :

𝑄𝐵0

2𝑚
≡ 𝜔𝐿 , √(

𝑄𝐵0

2𝑚
)

2

−
𝑔(𝑅0)

𝑅0
≡ 𝜔0 

⇒ 𝛺0 = 𝜔0 −𝜔𝐿 

 شتاب را در راستای مماسی می نویسیم و شرایط اولیه را اعمال می کنیم :

𝑎𝜃 = 2�̇��̇� + 𝑅�̈� =
1
𝑅

𝑑

𝑑𝑡
(𝑅2�̇�) = −

𝑄𝐵0

𝑚

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

⇒ ∫𝑑(𝑅2�̇�) = −∫
𝑄𝐵0

𝑚
𝑅𝑑𝑅 ⇒ 𝑅2�̇� = −

𝑄𝐵0

2𝑚
𝑅2 + 𝐶 

⇒ 𝑅2(�̇� + 𝜔𝐿) = 𝐶 

𝑡 = 0 ∶  �̇� = 𝛺0 ⇒ 𝐶 = 𝑅0
2(𝛺0 + 𝜔𝐿) = 𝑅0

2𝜔0 

 مرتبه اول : اختلال شعاعی تا

𝑅 = 𝑅0 + 𝛿𝑅 
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⇒ 𝑅2(�̇� + 𝜔𝐿) = 𝑅0
2𝜔0 ⇒ �̇� + 𝜔𝐿 =

𝑅0
2

𝑅2𝜔0 ≈ (1− 2
𝛿𝑅

𝑅0
)𝜔0 ⇒ �̇� = (𝜔0 − 𝜔𝐿) − 2𝜔0

𝛿𝑅

𝑅0
  

⇒ �̇� = 𝛺0 (1− 2
𝜔0

𝛺0
 
𝛿𝑅

𝑅0
 ) 

𝑎𝑅 = �̈� − 𝑅�̇�
2 ≈ 𝛿�̈� − 𝑅0𝛺0

2 (1 +
𝛿𝑅

𝑅0
) (1 − 2

𝜔0

𝛺0
 
𝛿𝑅

𝑅0
 )

2

= 𝛿�̈� − 𝑅0𝛺0
2 (1+ (1 − 4

𝜔0

𝛺0
)
𝛿𝑅

𝑅0
) 

𝑎𝑅 = 𝑔(𝑅) +
𝑄𝐵0

𝑚
𝑅�̇� ≈ 𝑔(𝑅0) + 𝑔

′(𝑅0)𝛿𝑅 + 2𝑅0𝜔𝐿𝛺0 (1 +
𝛿𝑅

𝑅0
) (1 − 2

𝜔0

𝛺0
 
𝛿𝑅

𝑅0
 ) 

≈ 𝑔(𝑅0) + 𝑔
′(𝑅0)𝛿𝑅 + 2𝑅0𝜔𝐿𝛺0 (1 + (1− 2

𝜔0

𝛺0
)
𝛿𝑅

𝑅0
) 

 از شرایط مدار دایروی داریم :

−𝑅0𝛺0
2 = 𝑔(𝑅0) + 2𝑅0𝜔𝐿𝛺0 

⇒ 𝛿�̈� ≈ 𝑅0𝛺0
2 (1− 4

𝜔0

𝛺0
)
𝛿𝑅

𝑅0
+ 𝑔′(𝑅0)𝛿𝑅 + 2𝑅0𝜔𝐿𝛺0 (1− 2

𝜔0

𝛺0
)
𝛿𝑅

𝑅0
= 𝜅2𝛿𝑅 

𝜅2 = 𝛺0
2 − 4𝜔0𝛺0 + 𝑔

′(𝑅0) + 2𝜔𝐿𝛺0 − 4𝜔0𝜔𝐿 

𝛺0 = 𝜔0 − 𝜔𝐿 ⇒ 𝜅
2 = 𝜔0

2 + 𝜔𝐿
2 − 2𝜔0𝜔𝐿 − 4𝜔0(𝛺0 + 𝜔𝐿) + 𝑔

′(𝑅0) + 2𝜔𝐿(𝜔0 − 𝜔𝐿) 

⇒ 𝛿�̈� + (3𝜔0
2 − 𝑔′(𝑅0) + 𝜔𝐿

2)𝛿𝑅 = 0 

 با توجه به تابع پتانسیل داده شده داریم :

�⃗� = −∇⃗⃗⃗Φ = −2
𝑣𝑐

2

𝑅2 + 𝑅𝑐
2 (𝑅�̂� +

𝑧

𝑞2 �̂�) 

𝑧 = 0 ⇒ 𝑔(𝑅) = −2
𝑣𝑐

2

𝑅2 + 𝑅𝑐
2 𝑅 

𝑔′ = −2𝑣𝑐2 (
1

𝑅2 + 𝑅𝑐
2 −

2𝑅2

(𝑅2 + 𝑅𝑐
2)2) =

2𝑣𝑐2

(𝑅2 + 𝑅𝑐
2)2 (𝑅

2 − 𝑅𝑐
2) 

𝜔0
2 = 𝜔𝐿

2 −
𝑔(𝑅0)

𝑅0
= 𝜔𝐿

2 +
2𝑣𝑐2

𝑅0
2 + 𝑅𝑐

2 

𝜅2 = 3𝜔𝐿
2 +

2𝑣𝑐2

(𝑅0
2 + 𝑅𝑐

2)2
(3𝑅0

2 + 3𝑅𝑐2) −
2𝑣𝑐2

(𝑅2 + 𝑅𝑐
2)2 (𝑅

2 − 𝑅𝑐
2) + 𝜔𝐿

2  

⇒ 𝜅2 = 4𝜔𝐿
2 +

4𝑣𝑐2

(𝑅0
2 + 𝑅𝑐

2)2
(2𝑅0

2 + 4𝑅𝑐2)(ب 
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 کردید نیروی لورنتز باعث نوسان سریعتر در این راستا شد.بدین صورت نوسان شعاعی را محاسبه کردیم، همانطور که مشاهده 

 

قرار داشته  𝑅0بار دیگر شتاب را در راستای مماسی می نویسیم، اما این بار شرایط اولیه متفاوت است؛ هنگامی ک جسم در 

 است متوقف شده :

𝑎𝜃 = 2�̇��̇� + 𝑅�̈� =
1
𝑅

𝑑

𝑑𝑡
(𝑅2�̇�) = −

𝑄𝐵0

𝑚

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

⇒ ∫𝑑(𝑅2�̇�) = −∫
𝑄𝐵0

𝑚
𝑅𝑑𝑅 ⇒ 𝑅2�̇� = −

𝑄𝐵0

2𝑚
𝑅2 + 𝐶 

⇒ 𝑅2(�̇� + 𝜔𝐿) = 𝐶 

𝑡 = 0 ∶  �̇� = 0 ⇒ 𝐶 = 𝑅0
2𝜔𝐿 

⇒ 𝑅2(�̇� + 𝜔𝐿) = 𝑅0
2𝜔𝐿 ⇒ �̇� = 𝜔𝐿 (

𝑅0
2

𝑅2 − 1) 

 شتاب راستای شعاعی را می نویسیم و با انتگرال گیری سرعت را بدست می آوریم :

𝑎𝑅 = �̈� − 𝑅�̇�
2 = 𝑔(𝑅) +

𝑄𝐵0

𝑚
𝑅�̇� ⇒ �̈� = 𝜔𝐿

2 (2
(𝑅0

2 − 𝑅2)

𝑅
+
(𝑅0

2 − 𝑅2)2

𝑅3 ) + 𝑔(𝑅) 

�̈� = �̇�
𝑑�̇�

𝑑𝑅
= 𝜔𝐿

2 (2
(𝑅0

2 − 𝑅2)

𝑅
+
(𝑅0

2 − 𝑅2)2

𝑅3 ) + 𝑔(𝑅) 

⇒ ∫�̇� 𝑑�̇� = 𝜔𝐿
2 ∫(2

(𝑅0
2 − 𝑅2)

𝑅
+
(𝑅0

2 − 𝑅2)2

𝑅3 )𝑑𝑅 + ∫𝑔(𝑅) 𝑑𝑅 + 𝐶 

2
(𝑅0

2 − 𝑅2)

𝑅
+
(𝑅0

2 − 𝑅2)2

𝑅3 =
2𝑅0

2

𝑅
− 2𝑅 +

𝑅0
4

𝑅3 + 𝑅 −
2𝑅0

2

𝑅
=
𝑅0

4

𝑅3 − 𝑅 

⇒ ∫(2
(𝑅0

2 − 𝑅2)

𝑅
+
(𝑅0

2 − 𝑅2)2

𝑅3 )𝑑𝑅 = ∫(
𝑅0

4

𝑅3 − 𝑅)𝑑𝑅 = −
1
2
𝑅0

4

𝑅2 −
1
2
𝑅2 = −

𝑅0
4 − 𝑅4

2𝑅2  

∫𝑔(𝑅) 𝑑𝑅 = −Φ(𝑅) 

⇒
�̇�2

2
≡
𝑣𝑓𝑓

2 (𝑅)

2
= −𝜔𝐿

2 𝑅0
4 − 𝑅4

2𝑅2 −Φ(𝑅) + 𝐶 

𝑅 = 𝑅0 ⇒ �̇�(𝑅0) = −Φ(𝑅0) + 𝐶 = 0 

⇒ 𝑣𝑓𝑓
2 (𝑅) = 2𝑣𝑐2 ln

𝑅2 + 𝑅𝑐
2

𝑅0
2 + 𝑅𝑐

2 − 𝜔𝐿
2 𝑅0

4 − 𝑅4

2𝑅2  ج)
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 ]کسری حاجیان   [𝑮𝒂𝒍𝒂𝒄𝒕𝒊𝒄 𝑪𝒂𝒏𝒏𝒊𝒃𝒂𝒍𝒊𝒔𝒎( 5سوال 

 ای چرخش این سیستم برابر:دانیم سرعت زاویهچنین مینویسیم. همرا می 𝜇به شکل زیر معادلات دینامیکی  الف( باتوجه

Ω = √
𝐺(𝑀 +𝑚)

𝑑3  

𝑎𝜇 = −
𝐺𝑀

(𝑑 − 𝑥)2 +
𝐺𝑚

𝑥2  

بچرخد.  Ωای با سرعت زاویه 𝑀و  𝑚همواره برروی این خط باقی بماند، باید در مداری دایروی حول مرکزجرم  𝜇که برای این

 از دید مرکزجرم:

𝑚𝑟𝑚 +𝑀𝑟𝑀 = 0   , |𝑟𝑀 − 𝑟𝑚| = 𝑑 

𝑟𝑚 = −
𝑀

𝑚
𝑟𝑀 ⇒ |𝑟𝑀 +

𝑀

𝑚
𝑟𝑀| = 𝑑 

⇒ 𝑟𝑀 = 𝑑
𝑚

𝑚 +𝑀
 

𝑟𝜇 = (𝑑 − 𝑥) − 𝑟𝑀 = (𝑑 − 𝑥) − 𝑑
𝑚

𝑚 +𝑀
 

𝑟𝜇 = (𝑑
𝑀

𝑚 +𝑀
− 𝑥) 

 ای:برای حرکت در مدار دایره

𝑎𝜇 = −𝑟𝜇Ω
2 = −(𝑑

𝑀

𝑚 +𝑀
− 𝑥)

𝐺(𝑀 +𝑚)

𝑑3  

 با جایگذاری در معادله نیرو:

⇒ −
𝐺𝑀

(𝑑 − 𝑥)2 +
𝐺𝑚

𝑥2 = −(𝑑
𝑀

𝑚 +𝑀
− 𝑥)

𝐺(𝑀 +𝑚)

𝑑3  

با ضرب هر دو طرف در 
𝑑2

𝐺𝑀
 سازی:و کمی ساده 

⇒ 𝑓(𝑥, 𝑑,𝑚,𝑀) = −(1−
𝑥

𝑑
)
−2
+ (
𝑚

𝑀
)(
𝑥

𝑑
)
−2
+ ((1+

𝑚

𝑀
)
−1
−
𝑥

𝑑
) (1+

𝑚

𝑀
) = 0 

⇒ 𝑓(𝑥, 𝑑,𝑚,𝑀) = 1− (
𝑥

𝑑
) (1+

𝑚

𝑀
) + (

𝑚

𝑀
)(
𝑥

𝑑
)
−2
− (1−

𝑥

𝑑
)
−2
= 0  

 

𝑚 𝑀 𝜇 

𝑑 

𝑑 − 𝑥 𝑥 
𝐶𝑀 
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است، که جرم کوچکی که در آن نقطه قرار دارد، در آستانه فرار از قید گرانشی   𝑚ای از جرم  ب( شعاع ژاکوبی طبق تعریف فاصله

𝑚  باشد. این شعاع دقیقا همان𝑥  1)است. ار تقریب+ 𝑥)𝛼 ≈ 1+ 𝛼𝑥 کنیم:برای بسط تا مرتبه اول استفاده می 

𝑓(𝑥, 𝑑,𝑚,𝑀) ≈ 1− (
𝑥

𝑑
) + (

𝑚

𝑀
)(
𝑥

𝑑
)
−2
− (1 + 2

𝑥

𝑑
) = 0 

⇒ 3
𝑥

𝑑
= (
𝑚

𝑀
)(
𝑥

𝑑
)
−2

 

⇒ 𝑟𝑗,𝑚 = 𝑥 = (
𝑚

3𝑀
)

1
3
𝑑  

 ج( باتوجه به تخت شدن سرعت حرکت مدار دایروی در توزیع کروی داریم:

−
𝑣2

𝑟
= −

𝐺𝑀(𝑟)

𝑟2 ⇒ 𝑀(𝑟) =
𝑣2𝑟

𝐺
 

𝜌(𝑟) =
𝑑𝑀

𝑑𝑟

1
4𝜋𝑟2 =

𝑣2

𝐺

1
4𝜋𝑟2 

برای چگالی کهکشان کوتوله   𝜎است. با توجه به تعریف  از مرکز هر کهکشان برای یافتن چگالی آن کهکشان سنجیده شده  𝑟که  

 داریم:

𝜌𝑠𝑎𝑡 =
𝜎𝑠𝑎𝑡

2

2𝜋𝐺𝑟2  

 و کهکشان میزبان:

𝜌𝐺𝐿𝑋 =
𝜎𝐺𝐿𝑋

2

2𝜋𝐺𝑟2  

 که کهکشان کوتوله در هر لحظه در مدار دایروی باشد:د( با فرض این

𝑣𝑐,𝑚 = √2𝜎𝐺𝐿𝑋 ⇒ 𝑋 =
𝑣𝑐,𝑚

√2𝜎𝐺𝐿𝑋
= 1 

 𝑚)جرم کهکشان کوتوله  پس با توجه به جواب تابع خطا و جایگذاری سرعت کهکشان کوتوله و تابعیت چگالی میزبان داریم:

 درنظر گرفته شده است.(

𝜏 = |𝑟 × �⃗�𝑑| = 𝑟 × −
4𝜋 ln(𝛬)𝐺2𝑚2𝜌

𝑣𝑀
2 (erf(𝑋) −

2

√𝜋
𝑋𝑒−𝑋

2
) 

⇒ 𝜏 = −
4𝜋 ln(𝛬)𝐺2𝑚2𝜌

2𝜎𝐺𝐿𝑋
2 𝑟 (erf(1) −

2

√𝜋
𝑒−1) 
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⇒ 𝜏 = −0.428×
4𝜋 ln(𝛬) 𝐺2𝑚2

2𝜎𝐺𝐿𝑋
2 𝑟 ×

𝜎𝐺𝐿𝑋
2

2𝜋𝐺𝑟2 

⇒ 𝜏 = −0.428 ln(𝛬)
𝐺𝑚2

𝑟
 

 شعاع کهکشان کوتوله است.( 𝑅فاصله مرکز کوتوله از میزبان و  𝑟) ه( باتوجه به نتیجه بخش ب و ج داریم:

𝑅 = (
𝑚

3𝑀
)

1
3
𝑟  , 𝑚 =

2𝜎𝑠𝑎𝑡
2 𝑅

𝐺
 

⇒ 𝑚 =
2𝜎𝑠𝑎𝑡

2

𝐺
(
𝑚

3𝑀
)

1
3
𝑟 

 است. 𝑟جرم کهکشان میزبان تا شعاع  𝑀همچنین 

⇒ 𝑚
2
3 =

2𝜎𝑠𝑎𝑡
2

𝐺
(

1

3 (
2𝜎𝐺𝐿𝑋

2 𝑟
𝐺

)

)

1
3

𝑟 

⇒ 𝑚
2
3 =

2𝜎𝑠𝑎𝑡
2

𝐺
2
3(6𝜎𝐺𝐿𝑋

2 )
1
3

𝑟
2
3 

⇒ 𝑚 =
√8𝜎𝑠𝑎𝑡

3

√6𝐺𝜎𝐺𝐿𝑋
𝑟 

⇒ 𝑚 = √
4
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

3 𝑟

𝐺𝜎𝐺𝐿𝑋
 

ت در مدار دایروی در کهکشان نویسیم و سرعت برابر سرعت حرکای و گشتاور وارد بر کهکشان کوتوله را میو( رابطه تکانه زاویه 

 کنیم:میزبان است و جرم آن را ازقسمت قبل جایگذاری می

𝐿 = 𝑚𝑟𝑣 = √
4
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

3 𝑟

𝐺𝜎𝐺𝐿𝑋
× 𝑟 × √2𝜎𝐺𝐿𝑋 

⇒ 𝐿 = √
8
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

3 𝑟2

𝐺
⇒ �̇� = 2√

8
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

3

𝐺
𝑟�̇� 

𝜏 = −0.428 ln(𝛬)
𝐺𝑚2

𝑟
= −0.428 ln(𝛬)

𝐺

𝑟

4
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

6 𝑟2

𝐺2𝜎𝐺𝐿𝑋
2  
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�̇� = 𝜏 ⇒ 2√
8
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

3

𝐺
𝑟�̇� = −0.428 ln(𝛬)

4
3
𝜎𝑠𝑎𝑡

6 𝑟

𝐺𝜎𝐺𝐿𝑋
2  

⇒
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −0.175 ln(𝛬)

𝜎𝑠𝑎𝑡
3

𝜎𝐺𝐿𝑋
2  

 است.بوده 𝑟𝑖کنیم فاصله اولیه کهکشان کوتوله  گیریم. فرض میاز عبارت بالا انتگرال می

⇒ ∫ 𝑑𝑟
0

𝑟𝑖

= ∫ −0.175 ln(𝛬)
𝜎𝑠𝑎𝑡

3

𝜎𝐺𝐿𝑋
2

𝑡∗

0
𝑑𝑡 

⇒ 𝑡∗ =
𝜎𝐺𝐿𝑋

2

0.175 ln(𝛬)𝜎𝑠𝑎𝑡
3 𝑟𝑖  

 کنیم:ز( ابتدا لاندا را باتوجه به رابطه صورت سوال محاسبه می

Λ =
𝑅𝐺𝐿𝑋𝑣𝑀

2

2𝐺𝑀
=
𝑅𝐺𝐿𝑋𝜎𝐺𝐿𝑋

2

𝐺𝑀
 

𝑅𝐺𝐿𝑋همچنین  ≈ 15 𝑘𝑝𝑐  و𝑀 = 1010 𝑀𝑠𝑢𝑛 :پس 

Λ = 7.86 

𝑟𝑖چنین هم ≈ 45 𝑘𝑝𝑐: 

𝑡𝐿𝑀𝐶
∗ = 4.89 𝐺𝑦𝑟  
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 ]جوانرود پرشان  [زاویه انحراف ( 6سوال 

 را به دست آورده و سپس از آن روی کل مسیر انتگرال می گیریم. �̇�  ،�̇�ابتدا با استفاده از رابطه 

𝐿 = 𝑟2�̇� ⇒ �̇� =
𝐿

𝑟2 

𝑑𝜙

𝑑𝑟
=
�̇�

�̇�
= ± 𝐿[𝑟2√

𝜖2

𝑐2 −
𝐿2

𝑟2 (1 −
𝑅𝑠
𝑟
)]−1 

 مثبت خواهد بود. ∞تا  𝑟0منفی و سپس از  𝑟0تا  ∞ابتدا از  �̇�در رابطه بالا به این دلیل ظاهر شد که   ±علامت 

⇒ ∆𝜙 = −∫
�̇�

|�̇�|
𝑑𝑟

𝑟0

∞

+∫
�̇�

|�̇�|
𝑑𝑟

∞

𝑟0

= 2∫
�̇�

|�̇�|
𝑑𝑟

∞

𝑟0

 

 نیاز داریم و باید که آن را به دست آوریم. 𝜖برای محاسبه مقدار بالا به 

�̇�2 =
𝜖2

𝑐2 −
𝐿2

𝑟2 (1−
𝑅𝑠
𝑟
) 

 کمینه باشد عبارت بالا باید برابر صفر باشد : 𝑟اگر مقدار 

𝜖2

𝑐2 −
𝐿2

𝑟02 (1 −
𝑅𝑠
𝑟0
) = 0 

𝑀اگر جرم مرکزی را به صفر میل دهیم) → نیز برابر صفر خواهد بود و نور بدون خم شدن روی خط راست حرکت  𝑅𝑠( آنگاه  0

 خواهد بود : ξمی کند و کمترین فاصله از مبدا برابر 

𝜖2

𝑐2 −
𝐿2

ξ 2
= 0 ⇒ 𝜖 =

𝑐𝐿

ξ
 

𝐿2

ξ 2
−
𝐿2

𝑟02 (1 −
𝑅𝑠
𝑟0
) = 0 ⇒

𝜖2

𝑐2 =
𝐿2

ξ 2
=
𝐿2

𝑟02 (1 −
𝑅𝑠
𝑟0
) 

⇒ ∆𝜙 = 2∫  𝐿[𝑟2√
𝐿2

ξ 2
−
𝐿2

𝑟2 (1 −
𝑅𝑠
𝑟
)]−1𝑑𝑟

∞

𝑟0

= 2∫  𝑟−2[√
1
𝑟02 (1 −

𝑅𝑠
𝑟0
) −

1
𝑟2 (1 −

𝑅𝑠
𝑟
)]−1𝑑𝑟

∞

𝑟0

 

 انتگرال بالا را با اعمال یک تغییر متغیر مقداری ساده تر می کنیم :

𝑢 =
𝑟0
𝑟
⇒ 𝑟 =

𝑟0
𝑢
⇒ 𝑑𝑟 = −

𝑟0𝑑𝑢

𝑢2  

𝑟4

𝑟02 − 𝑟
2 + 𝑅𝑠 (𝑟 −

𝑟4

𝑟03) =
𝑟0

2

𝑢4 −
𝑟0

2

𝑢2 + 𝑅𝑠 (
𝑟0
𝑢
−
𝑟0
𝑢4) =

𝑟0
2

𝑢4 ((1− 𝑢
2) −

𝑅𝑠
𝑟0
(1− 𝑢3)) 

⇒ ∆𝜙 = 2∫ [(1− 𝑢2) −
𝑅𝑠
𝑟0
(1− 𝑢3)]−

1
2 𝑑𝑢

1

0
= 2∫ (1− 𝑢2)−

1
2(1−

𝑅𝑠
𝑟0

1− 𝑢3

1− 𝑢2)
−

1
2𝑑𝑢

1

0
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 فقط اندکی فضا زمان را خم کرده است، به این ترتیب رابطه بالا را بسط می دهیم : 𝑀فرض می کنیم که جرم 

(1 −
𝑅𝑠
𝑟0

1− 𝑢3

1− 𝑢2)

−
1
2
≈ 1+

𝑅𝑠
2𝑟0

1− 𝑢3

1− 𝑢2 + 𝑎2(𝑢) (
𝑅𝑠
𝑟0
)

2

+ 𝑎3(𝑢) (
𝑅𝑠
𝑟0
)

3

+⋯ 

 است.  𝑢تابعی از  𝑎𝑛(𝑢)در تابعیت بالا 

⇒ ∆𝜙 = 2∫ (
1

(1− 𝑢2)
1
2

+
𝑅𝑠
2𝑟0

1− 𝑢3

(1− 𝑢2)
3
2

+ 𝑎2
′(𝑢) (

𝑅𝑠
𝑟0
)

2

+ 𝑎3
′(𝑢) (

𝑅𝑠
𝑟0
)

3

+⋯)𝑑𝑢
1

0
 

 برای محاسبه انتگرال بالا یک تغییر متغیر جدید اعمال می کنیم :

𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃 ⇒ {
𝑢 = 0 ⇒ 𝜃 = 0

𝑢 = 1 ⇒ 𝜃 =
𝜋

2
 

∆𝜙 = 2(𝜃 +
𝑅𝑠
2𝑟0
∫ 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0
−
𝑅𝑠
2𝑟0
∫ 𝑠𝑖𝑛3𝜃 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0
) + 𝐴2 (

𝑅𝑠
𝑟0
)

2

+ 𝐴3 (
𝑅𝑠
𝑟0
)

3

+⋯ 

∫𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

∫𝑠𝑖𝑛3𝜃 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃
𝑠𝑖𝑛3𝜃=(1−𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜃
⇒               = ∫

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠2𝜃
𝑑𝜃 − ∫𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 = 𝑠𝑒𝑐𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 

⇒ ∫𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃 − ∫𝑠𝑖𝑛3𝜃 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 − 𝑠𝑒𝑐𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑠𝑖𝑛𝜃 − 1
𝑐𝑜𝑠𝜃

− 𝑐𝑜𝑠𝜃 

⇒ ∆𝜙 = 𝜋 +
𝑅𝑠
𝑟0
[
𝑠𝑖𝑛𝜃 − 1
𝑐𝑜𝑠𝜃

− 𝑐𝑜𝑠𝜃]0

𝜋
2 + 𝐴2 (

𝑅𝑠
𝑟0
)

2

+ 𝐴3 (
𝑅𝑠
𝑟0
)

3

+⋯ 

جمله  
𝑠𝑖𝑛𝜃−1

𝑐𝑜𝑠𝜃
در    

𝜋

2
برای محاسبه حد این عبارت در    صورت و مخرج برابر صفر می شوند، اکنون باید از قائده هوپیتال  

𝜋

2
استفاده    

 کنیم :

lim
𝜃→
𝜋
2

𝑠𝑖𝑛𝜃 − 1
𝑐𝑜𝑠𝜃

= lim
𝜃→
𝜋
2

−
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
= 0 

⇒ ∆𝜙 = 𝜋 +
2𝑅𝑠
𝑟0
+ 𝐴2 (

𝑅𝑠
𝑟0
)

2

+ 𝐴3 (
𝑅𝑠
𝑟0
)

3

+⋯ 

 را به دست می آوریم : 𝜙∆و  𝛼با توجه به شکل رابطه 

�̂� = 𝜋 − (2𝜋 − ∆𝜙) =
2𝑅𝑠
𝑟0
+ 𝐴2 (

𝑅𝑠
𝑟0
)

2

+ 𝐴3 (
𝑅𝑠
𝑟0
)

3

+⋯ 

⇒ �̂� ≈
𝟒𝑮𝑴

𝒓𝟎𝒄𝟐
 

 سلامت باشید!
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