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٢ فصل

اول مرتبه دیفرانسیل معادلات

مقدمه (٢ - ١

.[۳] می  باشد  F (x, y, y′) = ۰ فرم به معادلات اين کلی صورت

جدا) هم از (متغیرهای تفکیک پذیر معادلات (٢ - ٢

تابعی f۱ آن در که f(x, y) = f۱(x)f۲(y) باشيم داشته و باشد y′ = f(x, y) صورت به معادله اگر
داريم: صورت اين در باشد y از تنها تابعی f۲ و x از تنها

dy

dx
= f۱(x)f۲(y) يا dy

f۲(y)
= f۱(x)dx

کلی فرم به يا و

q(x)dx+ g(y)dy = ۰ (۱ - ۲) eq21 - 

.[۳] می آيد  بدست عمومی جواب از (۲ - ۱) انتگرال گيری با
A(x)dx = B(y)dy کلی قالب در را اول مرتبه ديفرانسيل معادله بتوان اگر که: شده گفته [۲] مرجع در

يافت. را جواب می توان طرفين از انتگرال گيری با آنگاه نوشت،

و می بريم بين از را مخرج ها ابتدا y′ = f(x, y) فرم به اول مرتبه معادلات حل برای ٢ - ٢ - ١ نکته
می نويسيم: زير فرم به را معادله سپس

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = ۰ (۲ - ۲) eq22 - 

۳



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۴

فرم به اگر (۲ - ۲)

f۱(x)f۲(y)dx+ f۳(x)f۴(y)dy = ۰ (۳ - ۲) eq23 - 

.[۳] درآيد  فرم (۲ - ۱) به تا می کنيم ضرب ۱
f۲(x)f۳(x)

در را طرفين (۲ - ۳) باشد.

dy

dx
=

x۲
۱− y۲ .[۴] کنيد  پيدا را آن جواب سپس، و است تفکيک پذير زير معادله که دهيد نشان ٢ - ١ مثال

حل:

(۱− y۲)dy = x۲dx ⇒
∫
(۱− y۲)dy =

∫
x۲dx ⇒ y − y۳

۳ =
x۳
۳ + c

.[۳] کنيد  حل را y′ = ex+y ديفرانسيل معادله ٢ - ٢ مثال

e−ydy = می کنيم ضرب e−y در را طرفين و dy = ex+ydx کرده، ضرب dx در را طرفين ابتدا حل:
می گيريم: انتگرال طرفين از سپس exdx∫

e−ydy =

∫
exdx ⇒ −e−y = ex + c

.[۳] کنيد  حل را y′ cotx = ۲+ y ديفرانسيل معادله ٢ - ٣ مثال

می گيريم: انتگرال سپس و کرده ضرب dx در را طرفين ابتدا حل:

cotxdy = (۲+ y)dx ⇒ dy

۲+ y
= tanxdx ⇒ ln |۲+ y| = − ln | cosx|+ ln c, c > ۰

ln |۲+ y| = ln
c

| cosx|
⇒ y + ۲ = c secx

.[۳] کنيد  حل را y′ = x(۱+ y)

y(x+ ۲) ديفرانسيل معادله ۴ - ٢ مثال

(۱+ y)(x+ ۲) بر را طرفين و y(x+ ۲)dy = x(۱+ y)dx می نويسيم: زير فرم به را معادله ابتدا حل:
داريم: معادله طرفين از انتگرال گيری با سپس و می کنيم تقسيم

y

۱ = y
dy =

x

x+ ۲dx ⇒ y − ln |۱+ y| = x− ۲ ln |x+ ۲|+ c

.[۳] کنيد  حل را y′ = ۱+ y۲
xy(۱+ x۲) ديفرانسيل معادله ۵ - ٢ مثال



۵ جدا) هم از (متغیرهای تفکیک پذیر معادلات . ٢ - ٢

حل:

xy(۱+x۲)dy = (۱+y۲)dx ⇒ y

۱+ y۲ dy =
dx

x(۱+ x۲) ⇒
∫

y

۱+ y۲ dy =

∫
dx

x(۱+ x۲)

کنيم: استفاده کسر تفکيک روش از بايد مسائل اينگونه حل برای

۱
x(۱+ x۲) ≡ A

x
+

Bx+ C

۱+ x۲ ⇒ ۱ = A(۱+ x۲) +Bx۲ + Cx

بدست را مجهول مقادير تا می کنيم حل را مجهولی چند معادله مجهولات) تعداد (به x مقدار چند ازای به حال
هستند. مناسب می کنند، صفر را مخرج که مقاديری و −۱ ،۱ ،۰ مثل مقاديری معمولا آوريم.

x = ۰ ⇒ ۱ = A

x = ۱ ⇒ ۱ = ۲+B + C

x = −۱ ⇒ ۱ = ۲+B − C

⇒ C = ۰, B = −۱

داريم: ∫حال
y

۱+ y۲ dy =

∫
dx

x
−
∫

x

۱+ x۲ dx ⇒ ۱
۲ ln

(
۱+ y۲

)
= ln |x| − ۱

۲ ln
(
۱+ x۲

)
+ ln c

⇒ ۱+ y۲ = cx۲
۱+ x۲

وقتی ديفرانسيل معادله اين جواب حد است. مفروض y′ = ۲x cos۲ y ديفرانسيل معادله ۶ - ٢ مثال

.[۲] کنيد  محاسبه x −→ ∞

حل:
dy

dx
= ۲x cos۲ y ⇒ dy

cos۲ y = ۲xdx ⇒
∫

(۱+ tan۲ y)dy =

∫
۲xdx ⇒ tan y = x۲ + c

⇒ y = tan−۱(x۲ + c) ⇒ lim
x−→∞

y = lim
x−→∞

tan−۱(x۲ + c) = tan−۱ ∞ =
pi

۲

[۲]؟ چيست  y′ =
y۲ − ۴
x۲ + ۹ ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٢ - ٧ مثال

داشت: خواهيم پس است، تفکيک پذير نظر مورد ديفرانسيل معادله حل:

y′ =
y۲ − ۴
x۲ + ۹ ⇒ dy

dx
=

y۲ − ۴
x۲ + ۹ ⇒ dy

y۲ − ۴ =
dx

x۲ + ۹ ⇒∫ ۱
۴
( ۱
y − ۲ − ۱

y + ۲
)
dy =

∫
dx

x۲ + ۹ ⇒ ۱
۴ ln

y − ۲
y + ۲ =

۱
۳ tan−۱ ( ۱

۳
)
+ ۳



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۶

y′ =
√۱+ x+ y + xy .[۲] کنيد  مشخص را زير ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٢ - ٨ مثال

حل:

y′ =
√۱+ x+ y(۱+ x) ⇒ dy

dx
=

√
(۱+ x)(۱+ y) ⇒ dy

dx
= (۱+ x)

۱
۲ (۱+ y)

۱
۲ ⇒

(۱+ y)

−۱
۲ dy = (۱+ x)

۱
۲ dx ⇒

∫
(۱+ y)

−۱
۲ dy =

∫
(۱+ x)

۱
۲ dx ⇒ ۲(۱+ y)

۱
۲

=
۲
۳ (۱+ x)

۳
۲ + c

فرم به معادلاتی ٢ - ٢ - ٢ نکته note2

y′ = f(ax+ by + c) (۴ - ۲) eq24 - 

نمود: جدا هم از متغيرهای فرم به تبيدل زير متغير تغيير با می توان را

u = ax+ by + x (۵ - ۲) eq25 - 

داريم: طرفين (۲ - ۴) از x به نسبت مشتق گيری با زيرا

u′ = a+ by′ ⇒ y′ =
۱
b
(u′ − a) (۶ - ۲) eq26 - 

:[۳] داريم  در (۲ - ۴)  ۶ - ۲ و جايگذاری (۲ - ۵) با

۱
b
(u′ − a) = f(u) ⇒ u′ = bf(u) + a = h(u) ⇒ du

h(u)
= dx

.[۳] کنيد  حل را y′ = tan(x+ y)− ۱ ديفرانسيل معادله ٢ - ٩ مثال

حل:

u = x+ y ⇒ y′ = u′ − ۱ ⇒ u′ − ۱ = tan(u)− ۱ ⇒ cot(u)du = dx∫
cot(u)du =

∫
dx ⇒ ln | sinu| = x+ c۱ ⇒ sinu = cex ⇒ y + x = sin−۱ cex

.[۳] کنيد  حل را y′ = ۱+ ۱
x− y

ديفرانسيل معادله ٢ - ١٠ مثال



۷ همگن اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ - ٣

حل:

u = x− y ⇒ y′ = ۱− u′ ⇒ ۱− u′ = ۱+ ۱
u
⇒ du

dx
= − ۱

u

⇒ udu = −dx ⇒
∫

udu = −
∫

dx ⇒ ۱
۲u

۲ = −x+ c ⇒ (x− y)۲ = −۲x+ c

.[۲] بيابيد  را y′ = (x+ y)۲ ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٢ - ١١ مثال

داشت: خواهيم نکته ۲ - ۲ - ۲ به توجه با حل:

u(x) = x+ y ⇒ u′ = ۱+ y′
معادله در جايگذاری →−−−−−−−−−با

داشت: خواهيم
u′ − ۱ = u۲ ⇒ du

dx
= ۱+ u۲ ⇒∫

du

۱+ u۲ =

∫
dx ⇒ tan−۱ u = x+ c ⇒ u = tan(x+ c)

u=x+y−−−−−−→
اينکه به توجه با

x+ y = tan(x+ c)

همگن اول مرتبه دیفرانسیل معادلات (٢ - ٣

[٣] اگر  گوییم، n درجه از همگن را f(x, y) تابع ٢ - ١ تعریف

f(λx, λy) = λnf(x, y)

f(x, y) = x۳ + ۵xy۲ + ۳y۳ :[۳] می باشد  ۳ درجه از همگن زير تابع دهيد نشان ٢ - ١٢ مثال

داريم: می گذاريم. λy ،y جای به و λx ،x جای به حل:

f(λx, λy) = λ۳x۳ + ۵λxλ۲y۲ + ۳λ۳y۳ = λ۳(x۳ + ۵xy۲ + ۳y۳) = λ۳f(x, y)

f(x, y) = x sin
y

x
:[۳] می باشد  ۱ درجه از همگن زير تابع دهيد نشان ٢ - ١٣ مثال

داريم: می گذاريم. λy ،y جای به و λx ،x جای به حل:

f(λx, λy) = λx sin
λy

λx
= λx sin

y

x
= λf(x, y)

می باشند ۱ و ۰ ،۲ ،۱ درجه از همگن ترتيب به x+√
xy و tan x

y
،x۲+xy ،xe

x

y توابع ١۴ - ٢ مثال

.[۳] نيستند  همگن (x۲ + y۳) cos y و xy + ۳ ،x۲ + y ،xex توابع و



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۸

و P (x, y) آن در که را P (x, y)dx+Q(x, y)dy = ۰ فرم به دیفرانسیل معادله هر ٢ - ٢ تعریف

این حل برای می شود. نامیده همگن دیفرانسیل معادله یک باشند، n درجه از همگن دو هر Q(x, y)

می کنیم: استفاده زیر متغیر تغییر از معادلات، نوع

y = vx, dy = vdx+ xdv

.[٣] می شود  جدا هم از متغیرهای نوع به تبدیل همگن، معادله متغیر، تغییر این با

.[۳] کنيد  حل را ۲xydy + (x۲ − y۲)dx = ۰ ديفرانسيل معادله ١۵ - ٢ مثال

می باشد: همگن معادله حل:

y = vx, dy = vdx+ xdv ⇒ ۲xvx(vdx+ xdv) + (x۲ − v۲x۲)dx = ۰

می کنيم: تقسيم x۲ بر را معادله طرفين

(v۲ + ۱)dx+ ۲vxdv = ۰

می شود: جدا هم از متغيرهای نوع به تبديل معادله
dx

x
+

۲v
۱+ v۲ dv = ۰ ⇒

∫
dx

x
+

∫ ۲v
۱+ v۲ dv =

∫
۰ ⇒ lnx+ ln

(
۱+ v۲

)
= ln c ⇒

x(۱+ v۲) = c ⇒ x(۱+ y۲
x۲ ) = c ⇒ y۲ + x۲ = cx

.[۳] کنيد  حل را x(y − x)y′ = y۲ ديفرانسيل معادله ١۶ - ٢ مثال

می نويسيم: زير فرم به را معادله ابتدا حل:

y۲dx = x(y − x)dy

می باشد: همگن نوع از معادله

v۲x۲dx = x(vx− x)(vdx+ xdv)

می کنيم: تقسيم x۲ بر را طرفين سپس

vdx = x(v − ۱)dv ⇒ dx

x
=

v − ۱
v

dv ⇒
∫

dx

x
=

∫
v − ۱
v

dv ⇒ lnx = v − ln v + ln c

⇒ ln
vx

c
= v ⇒ vx = cev ⇒ y = ce

y

x



۹ همگن اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ - ٣

.[۳] کنيد  حل را x(y − x)y′ = y۲ ديفرانسيل معادله ٢ - ١٧ مثال

پس است، همگن معادله حل:

x۳(۱+ v۳)dx+ ۳x۳v۲(vdx+ xdv) = ۰

می کنيم تقسيم x۳ بر را طرفين
(۱+ v۳)dx+ ۳v۳dx+ ۳xv۲dv = ۰ ⇒ (۱+ ۴v۳)dx+ ۳xv۲dv = ۰ ⇒
dx

x
+

۳v۲
۱+ ۴v۳ dv = ۰ ⇒

∫
dx

x
+

∫ ۳v۲
۱+ ۴v۳ dv = ۰ ⇒ lnx+

۱
۴ ln

(
۱+ ۴v۳

)
= ln c۱

⇒ x۴(۱+ ۴v۳) = c ⇒ x۴ + ۴xy۳ = c

.[۳] کنيد  حل را y′ = y

x+
√
xy

ديفرانسيل معادله ٢ - ١٨ مثال

می نويسيم زير فرم به را معادله حل:

(x+
√
xy)dy − ydx = ۰

می باشد. همگن معادله
(x+

√
x۲v)(vdx+ xdv)− vxdx = ۰

می کنيم تقسيم x بر را طرفين
(۱+√

v)(vdx+ xdv)− vdx = ۰ ⇒ v
√
vdx+ x(۱+√

v)dv = ۰ ⇒

⇒ dx

x
+

۱+√
v

v
√
v

= ۰ ⇒
∫

dx

x
+

∫ ۱+√
v

v
√
v

= c ⇒ lnx− ۲v−
۱
۲ + ln v = c

⇒ ln vx = c+ ۲v−
۱
۲ ⇒ ln y = c+ ۲

√
x

y

.[۳] کنيد  حل را y

x
cos

y

x
dx− (

x

y
sin

y

x
+ cos

y

x
)dy = ۰ ديفرانسيل معادله ٢ - ١٩ مثال

می باشد: همگن معادله حل:

v cos vdx− (
۱
v
sin v + cos v)(vdx+ xdv) = ۰ ⇒

− sin vdx− x(
۱
v
sin v + cos v)dv = ۰ ⇒ dx

x
+

dv

v
+ cot vdv = ۰ ⇒∫

dx

x
+

∫
dv

v
+

∫
cot vdv = ۰ ⇒ lnx+ ln v + ln | sin v| = ln c ⇒ xv sin v = c

⇒ y sin
y

x
= c



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۱۰

.[۳] کنيد  حل را y′ − y

x
+ csc

y

x
= ۰, y(۱) = ۰ ديفرانسيل معادله ٢ - ٢٠ مثال

می نويسيم: زير فرم به را معادله حل:

dy + (−y

x
+ csc

y

x
)dx = ۰

می باشد: همگن نوع از معادله

vdx+ xdv + (−v + csc v)dx = ۰ ⇒ xdv + csc vdx = ۰ ⇒ dx

x
+ sin vdv = ۰ ⇒∫

dx

x
+

∫
sin vdv = ۰ ⇒ lnx− cos v = c ⇒ lnx− cos

y

x
= c ⇒ ln ۱− cos ۰ = c

⇒ c = −۱ ⇒ lnx = cos
y

x
− ۱

فرم به معادلات ٢ - ٣ - ١ نکته

y′ = f(
ax+ by

cx+ ey
)

متغير تغيير با و می باشند همگن

y = vx,
dy

dx
= v + x

dv

dx

داريم: جايگذاری با زيرا می شوند. جدا هم از متغيرهای نوع به تبديل

v + x
dv

dx
= f(

a+ bv

c+ ev
) ⇒ x

dv

dx
= f(

a+ bv

c+ ev
)− v = F (v)

می باشد کسر يک از تابعی y′ که کنيد توجه می باشد. جدا هم از متغيرهای نوع از که dv

F (v)
=

dx

x
يا

می کنند. عبور مختصات مبدا از که هستند خط دو آن مخرج و صورت که

.[۳] کنيد  حل را y′ = y − x

y + x
ديفرانسيل معادله ٢ - ٢١ مثال

می نويسيم: زير فرم به را معادله حل:

(y + x)dy = (y − x)dx

می باشد: همگن معادله

(vx+ x)(vdx+ xdv) = (vx− x)dx



۱۱ همگن اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ - ٣

می کنيم: تقسيم x بر را طرفين

v۲dx+ xvdv + xdv = −dx ⇒ (v۲ + ۱)dx+ x(v + ۱)dv = ۰ ⇒ dx

x
+

v + ۱
v۲ + ۱dv = ۰∫

dx

x
+

∫
v

v۲ + ۱dv +
∫ ۱

v۲ + ۱dv = c۱ ⇒ lnx+
۱
۲ ln

(
v۲ + ۱

)
+ tan−۱(v) = c۱

⇒ ln
(
x۲(۱+ v۲)

)
+ ۲ tan−۱(y

x

)
= c, c = ۲c۱ ⇒

ln
(
x۲ + y۲

)
+ ۲ tan−۱(y

x

)
= c

فرم  به معادلات ٢ - ٣ - ٢ نکته

y′ = f(
ax+ by + c

ex+ hy + d
)

مبدا از مخرج و صورت خط دو معادله اين در هستند. همگن به تبديل قابل ولی نمی باشند. همگن
خط دو تلاقی محل به را مختصات مبدا که است کافی پس نيستند). صفر هم با d و c ) نمی گذرند

نباشند. موازی خط دو اگر البته دهيم؛ انتقال
قطع را يگديگر خط دو باشد، صفر مخالف اگر می کنيم، حساب را ah − be ابتدا حل: روش

دستگاه حل از را تلاقی نقطه مختصات }می کنند.
ax+ by + c = ۰
ex+ hy + d = ۰

می دهيم: متغير تغيير سپس باشد، (x۰, y۰) تلاقی نقطه کنيد فرض می کنيم. پيدا

x = X + x۰
y = Y + y۰

فرم به معادله می  دهيم.
dY

dX
= f(

aX + bY

eX + hY
)

است. همگن که می آيد در

.[۳] کنيد  حل را y′ = x+ y + ۲
x− y − ۴ ديفرانسيل معادله ٢ - ٢٢ مثال

حل از نيستند. موازی خط دو يعنی ah− be = −۱− ۱ ̸= ۰ می کنيم حساب را ah− be مقدار ابتدا
می آوريم: بدست را خط دو تلاقی نقطه مختصات زير }دستگاه

x+ y + ۲ = ۰
x− y − ۴ = ۰ ⇒ x۰ = ۱, y۰ = −۳



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۱۲

جايگذاری با
x = X + ۱, dx = dX

y = Y − ۳, dy = dY

داريم: معادله در
dY

dX
=

X + Y

X − Y

می دهيم: قرار و می باشد همگن که

Y = vX, dY = vdX +Xdv ⇒ (X − Y )dY = (X + Y )dX ⇒

X(۱− v)(vdX +Xdv) = X(۱+ v)dX

می کنيم: تقسيم X بر را طرفين

(۱+ v۲)dX +X(v − ۱)dv = ۰ ⇒ dX

X
+

v − ۱
۱+ v۲ dv = ۰ ⇒

∫
dX

X
+

∫
v − ۱
۱+ v۲ dv = c

⇒ lnX +
۱
۲ ln

(
۱+ v۲

)
− tan−۱(v) = c ⇒

lnX +
۱
۲ ln

(
۱+ Y ۲

X۲

)
− tan−۱

(
Y

X

)
= c ⇒

ln(x− ۱) + ۱
۲ ln

(
۱+ (y + ۳)۲

(x− ۱)۲
)
− tan−۱

(
y + ۳
x− ۱

)
= c

متغير تغيير از استفاده با ،(ah− be = ۰ ) باشند، موازی خط دو اگر ٢ - ٣ - ٣ نکته

u = ax+ by

يا
u = ex+ hy

مشتق x به نسبت طرفين از u = ax + by زيرا می شود. جدا هم از متغيرهای نوع به تبديل معادله
می گيريم:

du

dx
= a+ b

dy

dx
⇒ dy

dx
=

۱
b
(
du

dx
− a)

داريم: جايگذاری با

۱
b
(
du

dx
− a) = f(

u+ c

ku+ d
) ⇒ du

dx
= bf(

u+ c

ku+ d
) + a = H(u)

⇒ du

H(u)
= dx

.[۳] کنيد  حل را y′ = x+ y

۱− x− y
ديفرانسيل معادله ٢ - ٢٣ مثال



۱۳ همگن اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ - ٣

هستند. موازی خط دو حل:
u = x+ y, u′ = ۱+ y′, y′ = u′ − ۱
⇒ u′ =

u

۱− u
+ ۱ = ۱

۱− u
⇒ (۱− u)du = dx

u− ۱
۲u

۲ = x+ c ⇒ x+ y − ۱
۲ (x+ y)۲ = x+ c ⇒ y =

۱
۲ (x+ y)۲ + c

حل را (x− ۲ sin y + ۳)dx+ (۲x− ۴ sin y − ۳) cos ydy = ۰ ديفرانسيل معادله ٢۴ - ٢ مثال

.[۳] کنيد 

جايگذاری معادله در cos ydy = dz می گيريم: ديفرانسيل طرفين از .sin y = z می کنيم: فرض حل:
داريم: می کنيم.

(x− ۲z + ۳)dx+ (۲x− ۴z − ۳)dz = ۰ ⇒ dz

dx
= − x− ۲z + ۳

۲x− ۴z − ۳
داريم: u = x− ۲z متغير تغيير از استفاده با

du

dx
= ۱− ۲dz

dx
⇒ dz

dx
=

۱
۲ (۱−

du

dx
)

می کنيم: جايگذاری dz

dx
و x− ۲z جای به

۱
۲ (۱−

du

dx
) = − u+ ۳

۲u− ۳ ⇒ du

dx
=

۴u+ ۳
۲u− ۳ ⇒ ۲u− ۳

۴u+ ۳du = dx

⇒
∫ ۲u− ۳

۴u+ ۳du =

∫
dx ⇒ x =

u

۲ − ۹
۸ ln |۴x− ۸z + ۳|+ c

⇒ ۸ sin y − ۴x+ ۹ ln |۴x− ۸ sin y + ۳| = c

متغير تغيير با است ممکن ديفرانسيل معادلات از بعضی ۴ - ٢ - ٣ نکته

y = tα, dy = αtα−۱dt

شوند. تبديل همگن معادله به

.[۳] کنيد  حل را (y۴ − ۳x۲)dy + xydx = ۰ ديفرانسيل معادله ٢۵ - ٢ مثال

می دهيم: قرار معادله در را y = tα ⇒ dy = αtα−۱dt حل:

(t۴α − ۳x۲)(αtα−۱)dt+ xtαdx = ۰
α(t۵α−۱ − ۳x۲tα−۱)dt+ xtαdx = ۰



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۱۴

پس باشند. برابر همگنی درجه با همگن هردو dx و dt ضرايب بايد باشد، همگن بالا معادله آنکه برای
می دهيم: قرار

۵α− ۱ = ۲+ α− ۱ ⇒ ۴α = ۲ ⇒ α =
۱
۲

مقدار همين ازای به dx ضريب بايد حال می باشد. ۳
۲ درجه از همگن ،dt ضريب ،α =

۱
۲ ازای به

۳
۲ مساوی ،α =

۱
۲ ازای به که است ۱ + α مثال اين در ،dx ضريب درجه باشد. ۳۲ درجه از همگن ،α

داريم: است. همگن معادله به تبديل قابل y = t

۱
۲ متغير تغيير با معادله بنابراين، می شود.

۱
۲ (t

۳
۲ − ۳x۲t−

۱
۲ )dt+ xt

۱
۲ dx = ۰

می کنيم: ضرب t
۱
۲ در را طرفين

(t۲ − ۳x۲)dt+ ۲xtdx = ۰

t = vx, dt = vdx+ xdv می دهيم: قرار است، همگن بالا معادله

x۲(v۲ − ۳)(vdx+ xdv) + ۲x۲vdx = ۰

می کنيم: تقسيم x۲ بر را طرفين

(v۳ − v)dx+ x(v۲ − ۳)dv = ۰ ⇒ dx

x
+

v۲ − ۳
v۳ − v

dv = ۰

⇒
∫

dx

x
+

∫
v۲ − ۳
v۳ − v

dv = c۱

می کنيم: تجزيه را کسر ابتدا دوم انتگرال محاسبه برای

v۲ − ۳
v(v۲ − ۱) =

A

v
+

B

v − ۱
C

v + ۱ ⇒

v۲ − ۳ = A(v − ۱)(v + ۱) +Bv(v + ۱) + C(v − ۱)v
داريم: حال

v = ۰ ⇒ A = ۳, v = ۱ ⇒ B = −۱, v = −۱ ⇒ C = −۱



۱۵ خطی اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ۴ - ٢

می کنيم: انتگرال  گيری و می کنيم جايگزين را ∫مقادير
dx

x
+ ۳

∫
dv

v
−
∫

dv

v − ۱ −
∫

dv

v + ۱ = c۱ ⇒

ln(x) + ۳ ln(v)− ln(v − ۱)− ln(v + ۱) = ln(c) ⇒ xv۳
v۲ − ۱ = c

x
t۳
x۳

t۲
x۲ − ۱

= c ⇒ t۳
t۲ − x۲ = c

می دهيم: قرار y۲ ،t جای به
y۶

y۴ − x۲
= c

خطی اول مرتبه دیفرانسیل معادلات (۴ - ٢

فرم به بتوان را اول مرتبه دیفرانسیل معادله یک اگر ٢ - ٣ تعریف

A(x)
dy

dx
+B(x)y + C(x) = ۰

تقسیم A(x) بر را طرفین می توانیم باشد، A(x) ̸= ۰ که فاصله ای در گوییم. خطی را آن نوشت،

کنیم:

y′ + P (x)y = Q(x) (۷ - ۲) eq27 - 

نامند. ناهمگن را آن صورت این غیر در و همگن را معادله باشد، Q(x) = ۰ اگر

Q(x) کنيد فرض می پردازيم. بالا معادله عمومی جواب برای فرمولی کردن پيدا جهت روشی بررسی به زير در
اگر اول: روش می کنيم. پيدا فاصله اين در نيز را عمومی جواب باشند. پيوسته I فاصله در دو هر P (x) و

باشد: همگن معادله (۲ - ۷)

dy

dx
+ yP (x) = ۰ ⇒ dy

y
= −P (x)dx (۸ - ۲) eq28 - 

داريم: طرفين (۲ - ۸) از انتگرال گيری با می باشد. جدا هم از متغيرهای نوع از معادله (۲ - ۸)

ln y = −
∫

P (x)dx+ c۱ ⇒ y = Ce−
∫
P (x)dx



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۱۶

می نويسيم: زير فرم به را آن ابتدا باشد، ناهمگن معادله (۲ - ۷) اگر

(yP (x)−Q(x))dx+ dy = ۰ (۹ - ۲) eq29 - 

شرط لذا نيست. همگن و جدا هم از متغيرهای نوع از کلی حالت در معادله (۲ - ۹)
:[۲] می شود  نوشته زير فرم به حالت کلی ترين در خطی اول مرتبه ديفرانسيل معادله يک

y′ + P (x)y = Q(x) (۱۰ - ۲) eq210 - 

:[۲] است  حصول قابل زير رابطه از ديفرانسيل معادله اين عمومی جوای داد، نشان می توان

y(x) = e−
∫
P (x)dx

{∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx+ c

}
(۱۱ - ۲) eq211 - 

.[۳] کنيد  حل را y′ + ۲y = ex ديفرانسيل معادله ٢۶ - ٢ مثال

است اول مرتبه خطی نوع از معادله اين که می شود مشاهده معادله (۲ - ۱۰) با بالا معادله مقايسه با حل:
داريم: و

P (x) = ۲, Q(x) = ex

داريم: پس 

y = e−
∫ ۲dx

[ ∫
exe

∫ ۲dxdx+ c

]
⇒ y = e−۲x

[ ∫
e۳xdx+ c

]
⇒

y = e−۲x( ۱۳e
۳x + c) =

۱
۳e

x + ce−۲x

y′ + y tanx = cos۳(x) .[۲] بيابيد  را روبه رو ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٢ - ٢٧ مثال

است اول مرتبه خطی نوع از معادله اين که می شود مشاهده معادله (۲ - ۱۰) با بالا معادله مقايسه با حل:
داريم: و

P (x) = tanx, Q(x) = cos۳(x)

داريم: پس 

y = e−
∫
tan xdx

[ ∫
cos۳(x)e

∫
tan xdxdx+ c

]
⇒

y = eln(cos x)
[ ∫

cos۳(x)e− ln(cos x)dxdx+ c

]
⇒

y = cosx

[ ∫
cos۲(x)dx+ c

]
⇒ y = cosx

[ ∫ ۱+ cos(۲x)
۲ dx+ c

]
⇒

y = cosx

[ ۱
۲
(
x+

۱
۲ sin ۲x

)
+ c

]
⇒ y =

۱
۲x cosx+

۱
۴ sin ۲x cosx+ c cosx



۱۷ خطی اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ۴ - ٢

.[۲] بيابيد  را y(۱) حاصل زير شده داده کمکی شرط با همراه ديفرانسيل معادله در ٢ - ٢٨ }مثال
y′ + ۲y = x۲ + x

y(۰) = ۱
داشت: خواهيم لذا است، اول مرتبه خطی نوع از معادله اينکه به توجه با

P (x) = ۲, Q(x) = x۲ + x

y(x) = e−
∫ ۲dx[ ∫ (x۲ + x)e

∫ ۲dx + c
]
⇒ y(x) = e−۲x[ ∫ (x۲ + x)e۲xdx+ c

]
داشت: خواهيم جز به جز روش از فوق انتگرال محاسبه برای

مشتق انتگرال

x۲ + x e۲x

۲x+ ۱ ۱
۲e۲x

۲ ۱
۴e

۲x

۰ ۱
۸e۲x

+

−

+

∫
(x۲ + x)e۲xdx =

۱
۲ (x

۲ + x)e۲x − ۱
۴ (۲x+ ۱)e۲x +

۱
۴e

۲x

⇒ y(x) = e−۲x[ ۱
۲ (x

۲ + x)e۲x − ۱
۴ (۲x+ ۱)e۲x +

۱
۴e

۲x + c
]

⇒ y(x) =
x۲ + x

۲ − ۲x+ ۱
۴ +

۱
۴ + ce−۲x

داريم: y(۰) = ۱ اعمال با حال

y(۰) = ۱ ⇒ c = ۱ ⇒ y(x) =
x۲
۲ + e−۲x ⇒ y(۱) = ۱

۲ + e−۲

.[۲] بيابيد  را y′ + ۱ = xe−y ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٢ - ٢٩ مثال

فوق معادله ،u = ey, u′ = y′ey متغير تغيير با سپس و می کنيم ضرب ey در را معادله طرف دو ابتدا
می شود: تبديل اول مرتبه خطی معادله به

y′ + ۱ = xe−y ⇒ y′ey + ey = x ⇒ u′ + u = x ⇒ u(x) = e−
∫
dx
[
xedxdx+ c

]
⇒ u(x) = e−x

[ ∫
xexdx+ c

]
⇒ u(x) = e−x

[
xex − ex + c

]
⇒ u(x) = x− ۱+ ce−x ⇒ ey = (x− ۱+ ce−x) ⇒ y = ln

(
x− ۱+ ce−x

)



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۱۸

داريم: ∫ xexdx حل برای

مشتق انتگرال

x ex

۱ ex

۰ ex

⇒
∫

xexdx = xex − ex

−

+

برنولی نوع از اول مرتبه دیفرانسیل معادله (۵ - ٢

:[۲] می شود  بيان زير صورت به برنولی ديفرانسيل معادله يک

y′ + P (x)y = Q(x)yn

خواهد خطی معادله صورت، اين در باشد، يک يا صفر اگر زيرا نيست، يک يا صفر و n ∈ R معادله اين در
.[۳] بود 

می دهيم: انجام را زير متغير تغيير و می کنيم تقسيم yn بر را طرفين معادله اين حل برای

u(x) = y۱−n ⇒ u′(x) = (۱− n)y−ny′

می گردد. اول مرتبه خطی ديفرانسيل معادله به تبديل معادله آنگاه
dy

dx
− y = xy۲ .[۳] کنيد  حل را زير ديفرانسيل معادله ٢ - ٣٠ مثال

می کنيم: تقسيم y۲ بر را طرفين لذا است. برنولی نوع از n = ۲ ازای به فوق معادله است بديهی حل:

y−۲ dy
dx

− y−۱ = x

می دهيم: انجام را زير متغير تغيير

u = y۱−۲ = y−۱, du

dx
= −y−۲ dy

dx
⇒ du

dx
+ u = −x ⇒ P (x) = ۱, Q(x) = −x

⇒ g(x) =

∫
P (x)dx =

∫
۱dx = x ⇒

u = e−g(x)
[ ∫

Q(x)eg(x)dx+ c
]
= e−x

[ ∫
−xexdx+ c

]
= e−x

[
(۱− x)ex + c

]
⇒ u = ۱− x+ ce−x ⇒ ۱

y
= ۱− x+ ce−x



۱۹ کامل نوع از اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ۶ - ٢

معادله فرم به y از تابعی عنوان به x به نسبت می تواند اول مرتبه ديفرانسيل معادله يک ١ - ۵ - ٢ نکته
باشد: زير کلی صورت به و برنولی

dx

dy
+ xf(y) = xng(y)

جای که تفاوت اين با است، برنولی نوع از اول مرتبه ديفرانسيل معادله جواب همان آن عمومی جواب
.[۲] می شود  عوض y و x

y′ =
۳x۲

x۳ + y + ۱ .[۳] کنيد  حل را زير ديفرانسيل معادله ٢ - ٣١ مثال

حل:
dx

dy
=

x۳ + y + ۱
۳x۲ =

x

۳ +
۱
۳ (۱+ y)x−۲

می کنيم: تقسيم x−۲ بر را طرفين می باشد. برنولی معادله

x۲ dx
dy

− ۱
۳x

۳ =
۱
۳ (y − ۱)

می دهيم: انجام را زير متغير تغيير

u = x۳, du
dy

= ۳x۲ dx
dy

⇒ du

dy
− u = y + ۱ ⇒ P (y) = −۱, Q(y) = y + ۱

g(y) =

∫
P (y)dy =

∫
−۱dy = −y ⇒ u = e−g(x)

[ ∫
Q(x)eg(x)dx+ c

]
= ey

[ ∫
(y + ۱)e−ydy + c

]
= ey

[
− ye−y − ۲e−y + c

]
= −y + cey − ۲

x۳ = −y + cey − ۲

کامل نوع از اول مرتبه دیفرانسیل معادلات (۶ - ٢

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = ۰ بگيريد: نظر در را مقابل ديفرانسيل معادله
جواب داد، نشان می توان و می شود گفته کامل نوع از مذکور معادله باشد، برقرار ∂P

∂y = ∂Q
∂x چنانچه

آن: در که می باشد، u(x, y) = c آن عمومی

∂u

∂x
= P (x, y),

∂u

∂y
= Q(x, y) (۱۲ - ۲) eq212 - 

می شود: پيشنهاد اول روش که دارد وجود معادلات اين گونه حل برای روش دو



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۲۰

انتگرال فرمول (۲ - ۱۲) در معادله دو از معادله، بودن کامل بررسی از پس روش اين در [۲] اول روش
جواب جواب، دو اين مشترک غير جملات تمام می آيد. بدست u(x, y) برای جواب دو و می گيريم

بود. خواهد کامل اول مرتبه ديفرانسيل معادله

انتگرال فرمول (۲ - ۱۲) در معادلات از يکی از معادله، بودن کامل بررسی از پس روش اين در [۳] دوم روش
با شد. خواهد گرفته مشتق ديگر مستقل متغير به نسبت آمده بدست جواب از سپس و می شود گرفته
بدست ديفرانسيل معادله اصلی جواب Q(x, y) يا P (x, y) با مشتق از آمده بدست جواب مقايسه

آمد. خواهد

مبدا از که (۲x۳ + ۳xy۲)dx + (۲y۳ + ۳x۲y)dy = ۰ ديفرانسيل معادله از جوابی ٢ - ٣٢ مثال

[۲]؟ چيست  می گذرد مختصات

را بودن کامل شرط ابتدا حال می اندازد. غيرکامل و کامل ديفرانسيل معادلات ياد به را ما سوال شکل حل:
کنيم: }بررسی

P (x, y) = ۲x۳ + ۳xy۲ ⇒ ∂P
∂y = ۶xy

Q(x, y) = ۲y۳ + ۳x۲y ⇒ ∂Q
∂x = ۶xy ⇒ ∂P

∂y
=

∂Q

∂x
⇒ است. کامل نوع از معادله

اول): (روش داشت خواهيم لذا
∂u
∂x = P (x, y) = ۲x۳ + ۳xy۲ ⇒ u(x, y) =

۱
۲x

۴ + ۳
۲ x

۲y۲ +A(y)

∂u
∂y = Q(x, y) = ۲y۳ + ۳x۲y ⇒ u(x, y) =

۱
۲y

۴ + ۳
۲ x

۲y۲ +B(x)

جواب ها اجتماع
−−−−−−→

u(x, y) =
x۴
۲ +

۳
۲ x

۲y۲ + y۴
۲ = c

معادله مثال عنوان به می کنيم، حل را معادلات از يکی معادله، بودن کامل بررسی از پس دوم روش در
صورت به آن جواب کرده ايم را کار اين اول روش در اينکه به توجه با می کنيم. حل را ∂u

∂x = P (x, y)

می گيريم: مشتق y به نسبت جواب اين از حال بود. خواهد u(x, y) =
۱
۲x

۴ + ۳
۲ x

۲y۲ + f(y)

∂u

∂y
= ۰+ ۳x۲y + f ′(y) = Q(x, y) ⇒ f ′(y) = ۲y۳ ⇒ f(y) =

y۴
۲ ⇒

u(x, y) =
۱
۲x

۴ + ۳
۲ x

۲y۲ + y۴
۲ = c

داريم: بگذرد، مبدا از بايد معادله جواب اينکه به توجه با می پردازيم. سوال ادامه به حال

۱
۲x

۴ + ۳
۲ x

۲y۲ + y۴
۲ = c

مبدا از گذشتن →−−−−−−−−شرط
x=۰,y=۰ c = ۰



۲۱ انتگرال ساز عامل یافتن بحث . ٢ - ٧

است: چنين عمومی جواب پس

x۴ + ۳x۲y۲ + y۴ = ۰ ⇒ (x۲ + y۲)۲ + x۲y۲ = ۰ ⇒
{

x۲y۲ = ۰
(x۲ + y۲)۲

⇒ x = y = ۰

است. نقطه يک جواب پس
(
x۲ + ۱

y
+ by۲

)
dx + axy−۲dy = ۰ ديفرانسيل معادله تا باشد چگونه b و a مقادير ٢ - ٣٣ مثال

.[۲] باشد  کامل

می کنيم: بررسی را بودن کامل شرط حل: P (x, y) = x۲ + ۱
y
+ by۲ ⇒ ∂P

∂y = − ۱
y۲ + ۲by

Q(x, y) = axy−۲ ⇒ ∂Q
∂x = ay−۲

⇒ − ۱
y۲ + ۲by = ay−۲

⇒

{
a = −۱
b = ۰

انتگرال ساز عامل یافتن بحث (٢ - ٧

بگيريد: نظر در را زير ديفرانسيل معادله

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = ۰

را µ(x, y) مانند تابعی بتوان است ممکن اما بود، نخواهد کامل مذکور معادله باشد، ∂P
∂y ̸= ∂Q

∂x چنانچه
يعنی: شود، تبديل کامل ديفرانسيل معادله يک به معادله ديفرانسيل، معادله اين در آن ضرب با که يافت بگونه ای

∂(P.µ)

∂y
=

∂(Q.µ)

∂x

يافتن برای است. بوده نظر مورد ديفرانسيل معادله برای انتگرال ساز، عامل يک µ(x, y) گفت: می توان آنگاه
باشد: مناسب زير بحث دو از يکی است ممکن انتگرال ساز عامل

فرض در بوده، بيان قابل µ = xαyβ کلی قالب در که انتگرال ساز عامل کلی ساختار مواقع برخی الف)
را کلی ساختار آن می توان شرايط، اين در می گردد. مشخص شده داده گزينه های از استفاده با يا و مساله
عامل وضعيت تا بنويسيم، را حاصل معادله بودن کامل شرط و کرده ضرب نظر مورد ديفرانسيل معادله در

.[۲] شود  معلوم انتگرال ساز



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۲۲

باشيد: داشته خاطر به را زير بحث سه و بگيريد نظر در را Pdx+Qdy = ۰ ديفرانسيل معادله ب)

آنگاه: باشد ۱
Q

(
∂P
∂y − ∂Q

∂x

)
= h(x) اگر - ۱

µ(x) = e
∫
h(x)dx

آنگاه: باشد ۱
P

(
∂P
∂y − ∂Q

∂x

)
= h(y) اگر - ۲

µ(y) = e−
∫
h(y)dy

آنگاه: باشد ۱
yQ− xP

(
∂P
∂y − ∂Q

∂x

)
= h(xy) اگر - ۳

µ(xy) = e
∫
h(xy)d(xy)

است. انتگرال  فاکتور بی نهايت دارای آنگاه باشد، انتگرال گيری فاکتور يک دارای ديفرانسيل معادله اگر نکته:

.[۲] کنيد  پيدا ydx+ (x ln y+ y۶)dy = ۰ ديفرانسيل معادله برای انتگرال ساز عامل يک ٣۴ - ٢ مثال

}حل:
P (x, y) = y ⇒ ∂P

∂y = ۱
Q(x, y) = (x ln y + y۶) ⇒ ∂Q

∂x = ln y
⇒ ۱

P

(∂P
∂y

− ∂Q

∂x

)
⇒ h(y) =

۱− ln y

y
=

۱
y
− ln y

y

گقت: می توان پس

µ(y) = e−
∫
h(y)dy = e

∫ ( ln y
y

−
۱
y

)
dy

= e
− ln y+

(ln y)۲
۲ ⇒ µ(y) =

e

(ln y)۲
۲
y

يادآوری:
I =

∫ ۲ ln y
y

است بديهی
−−−−−−→
(ln y)′=

۱
y

I = ۲ (ln y)
۲

۲ = (ln y)۲

.[۲] کنيد  پيدا (۱+ x۲)dy − (tan−۱ x− y)dx = ۰ معادله برای انتگرال ساز عامل يک ٣۵ - ٢ مثال



۲۳ انتگرال ساز عامل یافتن بحث . ٢ - ٧

حل:

{
P (x, y) = y − tan−۱ x ⇒ ∂P

∂y = ۱
Q(x, y) = ۱+ x۲ ⇒ ∂Q

∂x = ۲x ⇒

۱
Q

(∂P
∂y

− ∂Q

∂x

)
= h(x) ⇒ h(x) =

۱− ۲x
۱+ x۲

µ(x) = e
∫
h(x)dx = e

∫ ۱− ۲x
۱+ x۲ dx

= e

∫ ( ۱
۱+ x۲−

۲x
۱+ x۲

)
= etan

−۱ x−ln(۱+x۲)

µ(x) = etan
−۱ x.e− ln(۱+x۲) =

etan
−۱ x

۱+ x۲

.[۳] کنيد  پيدا (y + x۴y۲)dx+ xdy = ۰ معادله برای انتگرال ساز عامل يک ٣۶ - ٢ مثال

حل:

{
P (x, y) = y + x۴y۲ ⇒ ∂P

∂y = ۱+ ۲x۴y
Q(x, y) = x ⇒ ∂Q

∂x = ۱ ⇒ ۱
yQ− xP

(∂P
∂y

− ∂Q

∂x

)
⇒ ۲x۴y

xy − xy − x۵y۲ = − ۲
xy

داريم: z = xy گرفتن نظر در با

µ(z) = e
−۲ ∫ dz

z = e−۲ ln z =
۱
z۲ ⇒ µ(xy) =

۱
x۲y۲

µ(x, y) = xαyβ صورت به انتگرال سازی عامل y(۲−۳xy)dx−xdy = ديفرانسيل۰ معادله ٢ - ٣٧ مثال

.[۲] بيابيد  را β و α دارد.

کامل شرط سپس و می کنيم ضرب معادله طرفين در را µ(x, y) = xαyβ انتگرال ساز عامل ابتدا حل:



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۲۴

داشت: خواهيم لذا می کنيم. بررسی β و α يافتن برای را بودن

(۲y − ۳xy۲)dx− xdy = ۰
می کنيم درµ=xαyβضرب
−−−−−−−−−−−−→ (۲xαyβ+۱ − ۳xα+۱yβ+۲)dx− xα+۱yβdy = ۰
⇒ بودن کامل شرط :

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
⇒{

P (x, y) = ۲xαyβ+۱ − ۳xα+۱yβ+۲ ⇒ ∂P
∂y = ۲(β + ۱)xαyβ − ۳(β + ۲)xα+۱yβ+۱

Q(x, y) = −xα+۱yβ ⇒ ∂Q
∂x = −(α+ ۱)xαyβ

⇒ ۲(β + ۱)xαyβ − ۳(β + ۲)xα+۱yβ+۱ = −(α+ ۱)xαyβ

⇒

{
۲(β + ۱) = −(α+ ۱)
−۳(β + ۲) = ۰

⇒ β = −۲;α = ۱
انتگرال ساز عامل : µ(x, y) = xy−۲

n درجه از اول مرتبه دیفرانسیل معادله (٢ - ٨

می شود: بيان زير فرم به n درجه از اول مرتبه ديفرانسيل معادله يک

y′n + P۱(x, y)y′n−۱ + P۲(x, y)y′n−۲ + · · ·+Q(x, y) = ۰

برحسب خطی، اول درجه عامل n حاصل ضرب صورت به و زير فرم به را ديفرانسيل معادله اين بتوان چنانچه
باشيم: داشته يعنی نمود، تجزيه y′

(y′ − L۱(x, y))(y′ − L۲(x, y)) · · · = ۰

کنيم: پيدا را زير جواب های و داده قرار صفر مساوی را فوق عوامل تک تک است، کافی

y′ − L۱(x, y) = ۰ ⇒ α(x, y, c) = ۰
y′ − L۲(x, y) = ۰ ⇒ β(x, y, c) = ۰

... ...
است: چنين معادله عمومی جواب داد، نشان می توان سپس و

α(x, y, c)β(x, y, c) · · · = ۰

.[۲] کنيد  پيدا را y′۲ lnx+ (y۲ + lnx)y′ + y۲ = ۰ ديفرانسيل معادله عمومی جواب ٢ - ٣٨ مثال



۲۵ N درجه از اول مرتبه دیفرانسیل معادله . ٢ - ٨

از: عبارتند ريشه دو و دارد ريشه دو فوق معادله که می شود مشاهده سادگی به حل:

y′ = −۱, y′ = − y۲
lnx

دو درجه جبری معادله حل يادآوری:

ax۲ + bx+ c = ۰ ⇒ x۱,۲ =
−b±

√
∆

۲a , ∆ = b۲ − ۴ac

ندارد. جواب معادله ∆ < ۰ اگر
داريم: همچنين دارد. x۱,۲ =

−b

۲a مضاعف ريشه دو معادله ،∆ = ۰ که صورتی در

x۱x۲ =
c

a
, x۱ + x۲ =

−b

a

نکته: چند

است. c
a

برابر ديگری و ۱ برابر ريشه ها از يکی آنگاه باشد، a+ b+ c = ۰ اگر - ۱

است. −c

a
ديگری و −۱ ريشه ها از يکی آنگاه باشد، a+ c = b اگر - ۲

دارد. هم معکوس جواب دو دارای معادله آنگاه باشد، a = c اگر - ۳

دارد. قرينه و معکوس جواب دو دارای معادله آنگاه باشد، a = −c اگر - ۴

y′ = −۱ ⇒ dy

dx
= −۱ ⇒ dy = −dx ⇒ y = −x+ c۱

y′ = − y۲
lnx

⇒ dy

dx
= − y۲

lnx
⇒ −dy

y۲ =
dx

lnx
⇒ ۱

y
=

∫
dx

lnx
+ c۲

از: است عبارت عمومی جواب پس

(y + x− c۱)
( ۱
y
−

∫
dx

lnx
− c۲

)
= ۰

.[۲] بيابيد  را y′۲ − (۳y۲ + cosx)y′ + ۳y۲ cosx = ۰ معادله عمومی جواب ٢ - ٣٩ مثال

داريم: (y′ − cosx)(y′ − ۳y۲) = ۰ صورت به معادله تجزيه با حل:

y′ = cosx ⇒ y = sinx+ k۱

y′ = ۳y۲ ⇒ dy

y۲ = ۳dx ⇒ − ۱
y
= ۳x+ k۲



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات . ٢ فصل ۲۶

از: است عبارت عمومی جواب بنابراين

(y − sinx− k۱)
(
۳x+

۱
y
+ k۲

)
= ۰

قائم مسیرهای (٢ - ٩

يک از منحنی هر که می کنيد ملاحظه می کنيم. بررسی را y = mx و x۲ + y۲ = c منحنی دسته دو
دسته يک باشد، برقرار دسته دو بين ارتباطی چنين هرگاه می باشد. عمود ديگر دسته منحنی های کليه بر دسته،

 .[۳] می ناميم  ديگر دسته های قائم مسيرهای را

قائم منحنی دسته :۱ - ۲ fig6شکل

می باشد: زير شرح به منحنی دسته يک قائم مسيرهای آوردن بدست روش
تا می دهيم قرار − ۱

y′
،y′ بجای معادله اين در سپس می کنيم، پيدا را اصلی مسير ديفرانسيل معادله ابتدا

قائم، مسير منحنی زاويه ضريب اصلی، مسير روی نقطه هر در (زيرا آيد بدست قائم مسير ديفرانسيل معادله
دسته می کنيم. حل را قائم مسير ديفرانسيل معادله آنگاه می باشد). اصلی مسير زاويه ضريب قرينه و عکس

.[۳] می آيد  بدست قائم مسير منحنی
x به نسبت موجود رابطه از است، کافی ϕ(x, y, c) = ۰ منحنی های دسته قائم مسيرهای يافتن برای
مسيرهای ديفرانسيل معادله ترتيب بدين تا می کنيم، حذف را c پارامتر موجود رابطه دو بين و گرفته مشتق
مسيرهای ديفرانسيل معادله اصلی مسيرهای ديفرانسيل معادله در − ۱

y′
به y′ تبديل با سپس شود. پيدا اصلی

.[۲] می آيد  بدست نظر مورد قايم مسيرهای آن، حل از که می شود پيدا قائم



۲۷ قائم مسیرهای . ٢ - ٩

را منحنی ها دسته اين قائم مسيرهای مفروضند. (x۳ + ۱)(y۳ + ۱) = c منحنی های دسته ۴٢ - ٠ مثال

.[۲] بيابيد 

از: عبارتند اصلی مسيرهای ديفرانسيل معادله حل:

۳x۲(y۳ + ۱) + ۳y۲y′(x۳ + ۱) = ۰

داريم: − ۱
y′

به y′ تبديل با قائم مسيرهای ديفرانسيل معادله

۳x۲(y۳ + ۱) + ۳y۲(− ۱
y′
)(x۳ + ۱) = ۰ ⇒ (۳x۲)(y۳ + ۱) = ۳y۲(x۳ + ۱) ⇒

y۳ + ۱
۳y۲ dy =

x۳ + ۱
۳x۲ dx ⇒

∫
y۳ + ۱
۳y۲ dy =

∫
x۳ + ۱
۳x۲ dx ⇒

y۲
۲ − ۱

y
=

x۲
۲ − ۱

x
+ k

x۲ + y۲ = c :[۳] آوريد  بدست را زير منحنی دسته قائم مسيرهای ۴٢ - ١ مثال

می دهيم: تشکيل را اصلی مسير ديفرانسيل معادله ابتدا }حل:
x۲ + y۲ = c

۲x+ ۲y′y = ۰ ⇒ y′ = −x

y

− ۱
y′

= −x

y
می آيد. بدست قائم مسير ديفرانسيل معادله می دهيم؛ قرار − ۱

y′
،y′ بجای

می کنيم: حل را معادله اين حال

y′ =
y

x
⇒ dy

y
=

dx

x
⇒ ln y = lnx+ ln k ⇒ y = kx
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