
 رضا عباسی   -درس دینامیک سیالات محاسباتی  دومتمرین سری  

1 
 

را برای     2(𝑥∆)تقریب تفاضل مرکزی مرتبه    -1
𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
 به دست آورید.    

 حل: با توجه به رابطه بیان شده در کتاب هافمن برای تقریب تفاضل مرکزی مرتبه فرد مشتقات یک تابع خواهیم داشت: 

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛
| 𝑖 =

∆𝑥
𝑛𝑓

𝑖−
𝑛−1
2
 
+ ∇𝑥

𝑛𝑓
𝑖+
𝑛−1
2

2(∆𝑥)𝑛
+ 𝑂(∆𝑥)2 

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

∆𝑥
3𝑓𝑖−1 + ∇𝑥

3𝑓𝑖+1
2(∆𝑥)3

+𝑂(∆𝑥)2 

 داریم:

∆𝑥
3𝑓𝑖−1 = ∆𝑥

2(𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1 ) = ∆𝑥((𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) − (𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1)) = ∆𝑥(𝑓𝑖+1 − 2𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1) 

= ((𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+1) − 2(𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) + (𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1)) = (𝑓𝑖+2 − 3𝑓𝑖+1 + 3𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) 

 و همچنین داریم:

∇𝑥
3𝑓𝑖+1 = ∇𝑥

2(𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) = ∇𝑥((𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) − (𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1)) = ∇𝑥(𝑓𝑖+1 − 2𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1) 

= ((𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) − 2(𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) + (𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖−2)) = (𝑓𝑖+1 − 3𝑓𝑖 + 3𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖−2) 

 با جایگزاری در فرمول اولیه خواهیم داشت: 

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

(𝑓𝑖+2 − 3𝑓𝑖+1 + 3𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) + (𝑓𝑖+1 − 3𝑓𝑖 + 3𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖−2)

2(∆𝑥)3
+ 𝑂(∆𝑥)2 

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

(𝑓𝑖+2 − 2𝑓𝑖+1 + 2𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖−2)

2(∆𝑥)3
+ 𝑂(∆𝑥)2 

تقریب تفاضل پسروی    -2
𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
 های زیر به دست آورید. از روش   𝑓𝑖     ،𝑓𝑖−1    ،𝑓𝑖−2   ،𝑓𝑖−3با استفاده از نقاط    (𝑥∆)از مرتبه   

 الف( بسط سری تیلور 

𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥) 

𝑓𝑖−1 = 𝑓(𝑥 − ∆𝑥) = 𝑓(𝑥) − (∆𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
(∆𝑥)2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
−
(∆𝑥)3

6

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
±⋯ 

𝑓𝑖−2 = 𝑓(𝑥 − 2∆𝑥) = 𝑓(𝑥) − (2∆𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
(2∆𝑥)2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
−
(2∆𝑥)3

6

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
±⋯ 

𝑓𝑖−3 = 𝑓(𝑥 − 3∆𝑥) = 𝑓(𝑥) − (3∆𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
(3∆𝑥)2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
−
(3∆𝑥)3

6

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
±⋯ 

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

𝑎𝑓𝑖 + 𝑏𝑓𝑖−1 + 𝑐𝑓𝑖−2 + 𝑑𝑓𝑖−3
(∆𝑥)3

+ 𝑂(∆𝑥) 

 بیابیم: تگاه معادلات زیر  ساز درا    dتا    aرا در این معادله جاگذاری و مقادیر    فوقحال باید مقادیر چهار سطر  
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{
 
 

 
 
∆𝑥0 → 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0
∆𝑥1 → −𝑏 − 2𝑐 − 3𝑑 = 0

∆𝑥2 →
𝑏 + 4𝑐 + 9𝑑

2
= 0

∆𝑥3 →
−𝑏 − 8𝑐 − 27𝑑

6
= 1}

 
 

 
 

→ 𝑎 = 1 , 𝑏 = −3 , 𝑐 = +3 , 𝑑 = −1 

→
𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

𝑓𝑖 − 3𝑓𝑖−1 + 3𝑓𝑖−2 − 𝑓𝑖−3
(∆𝑥)3

+ 𝑂(∆𝑥) 

 

 رابطه تفاضل پسروی برگشتی ب( استفاده از یک  

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

∇𝑥
3𝑓𝑖

(∆𝑥)3
+ 𝑂(∆𝑥) 

∇𝑥
3𝑓𝑖 = ∇𝑥

2(𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) = ∇𝑥((𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) − (𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖−2)) = ∇𝑥(𝑓𝑖 − 2𝑓𝑖−1 + 𝑓𝑖−2) 

((𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) − 2(𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖−2) + (𝑓𝑖−2 − 𝑓𝑖−3)) = (𝑓𝑖 − 3𝑓𝑖−1 + 3𝑓𝑖−2 − 𝑓𝑖−3) 

→
𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
| 𝑖 =

(𝑓𝑖 − 3𝑓𝑖−1 + 3𝑓𝑖−2 − 𝑓𝑖−3)

(∆𝑥)3
+ 𝑂(∆𝑥) 

 

 ای مرتبه سوم که از چهار نقطه بالا بگذرد. ج( استفاده از یک چند جمله 

𝑥𝑖مبدا را در نقطه   =  قرار می دهیم و داریم:  0

𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥3 +𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷 ,
𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
= 6𝐴 

𝑓𝑖 = 𝐴𝑥𝑖
3 + 𝐵𝑥𝑖

2 + 𝐶𝑥𝑖 + 𝐷 = 𝐷 → 𝐷 = 𝑓𝑖  (i) 

𝑓𝑖−1 = 𝐴𝑥𝑖−1
3 + 𝐵𝑥𝑖−1

2 + 𝐶𝑥𝑖−1 + 𝐷 = −𝐴(∆𝑥)
3 + 𝐵(∆𝑥)2 − 𝐶(∆𝑥) + 𝐷 (ii) 

𝑓𝑖−2 = 𝐴𝑥𝑖−2
3 + 𝐵𝑥𝑖−2

2 + 𝐶𝑥𝑖−2 + 𝐷 = −8𝐴(∆𝑥)
3 + 4𝐵(∆𝑥)2 − 2𝐶(∆𝑥) + 𝐷 (iii) 

𝑓𝑖−3 = 𝐴𝑥𝑖−3
3 + 𝐵𝑥𝑖−3

2 + 𝐶𝑥𝑖−3 + 𝐷 = −27𝐴(∆𝑥)
3 + 9𝐵(∆𝑥)2 − 3𝐶(∆𝑥) + 𝐷 (iv) 

 (𝑖𝑖) → 𝐶(∆𝑥) = −𝐴(∆𝑥)3 + 𝐵(∆𝑥)2 + 𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1 

(𝑖𝑖𝑖) → 𝐵(∆𝑥)2 =
𝑓𝑖−2 + 8𝐴(∆𝑥)

3 − 𝑓𝑖 − 2𝐴(∆𝑥)
3 + 2𝐵(∆𝑥)2 + 2𝑓𝑖 − 2𝑓𝑖−1

4
 

(𝑖𝑖𝑖) → 𝐵(∆𝑥)2 =
𝑓𝑖−2 + 8𝐴(∆𝑥)

3 − 𝑓𝑖 − 2𝐴(∆𝑥)
3 + 2𝑓𝑖 − 2𝑓𝑖−1

2
 ,  

→ 𝐶(∆𝑥) = −𝐴(∆𝑥)3 +
𝑓𝑖−2 + 8𝐴(∆𝑥)

3 − 𝑓𝑖 − 2𝐴(∆𝑥)
3 + 2𝑓𝑖 − 2𝑓𝑖−1

2
 + 𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1 
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 (𝑖𝑣) → 𝐴(∆𝑥)3 =
𝑓𝑖−3−9

𝑓𝑖−2+8𝐴(∆𝑥)
3−𝑓𝑖−2𝐴(∆𝑥)

3

4

−27
+ 3(−𝐴(∆𝑥)3 +

𝑓𝑖−2+8𝐴(∆𝑥)
3−𝑓𝑖−2𝐴(∆𝑥)

3+2𝑓𝑖−2𝑓𝑖−1

2
 + 𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1) − 𝑓𝑖  

→ 𝐴 =
𝑓𝑖−3−3𝑓𝑖−2+3𝑓𝑖−1−𝑓𝑖

−6(∆𝑥)3
 , 
𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
= 6𝐴 =

(𝑓𝑖−3𝑓𝑖−1+3𝑓𝑖−2−𝑓𝑖−3)

(∆𝑥)3
 

را برای    (𝑥∆)تقریب تفاضل پیشروی مرتبه    -3
𝜕6𝑓

𝜕𝑥6
 به دست آورید.   

 حل: طبق روابط داریم:

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛
| 𝑖 =

∆𝑥
𝑛𝑓𝑖

(∆𝑥)𝑛
+𝑂(∆𝑥) 

𝜕6𝑓

𝜕𝑥6
| 𝑖 =

1

(∆𝑥)6
∆𝑥
6𝑓𝑖 + 𝑂(∆𝑥) 

∆𝑥
6𝑓𝑖 = ∆𝑥

5(∆𝑥𝑓𝑖) = ∆𝑥
5(𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) = ∆𝑥

4(∆𝑥𝑓𝑖+1 − ∆𝑥𝑓𝑖) 

= ∆𝑥
4[(𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+1) − (𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖)] = ∆𝑥

4(𝑓𝑖+2 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖) 

= ∆𝑥
3(∆𝑥𝑓𝑖+2 − 2∆𝑥𝑓𝑖+1 + ∆𝑥𝑓𝑖) = ∆𝑥

3(((𝑓𝑖+3 − 𝑓𝑖+2) − 2((𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+1) + ((𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖)) 

= ∆𝑥
3(𝑓𝑖+3 − 3𝑓𝑖+2 + 3𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) = ∆𝑥

2(∆𝑥𝑓𝑖+3 − 3∆𝑥𝑓𝑖+2 + 3∆𝑥𝑓𝑖+1 − ∆𝑥𝑓𝑖) 

= ∆𝑥
2[(𝑓𝑖+4 − 𝑓𝑖+3) − 3(𝑓𝑖+3 − 𝑓𝑖+2) + 3(𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+1) − (𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖)] 

= ∆𝑥
2(𝑓𝑖+4 − 4𝑓𝑖+3 + 6𝑓𝑖+2 − 4𝑓𝑖+1+𝑓𝑖) = ∆𝑥(∆𝑥𝑓𝑖+4 − 4∆𝑥𝑓𝑖+3 + 6∆𝑥𝑓𝑖+2 − 4∆𝑥𝑓𝑖+1+∆𝑥𝑓𝑖) 

= ∆𝑥[(𝑓𝑖+5 − 𝑓𝑖+4) − 4(𝑓𝑖+4 − 𝑓𝑖+3) + 6(𝑓𝑖+3 − 𝑓𝑖+2) − 4(𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+1)+(𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖)] 

= ∆𝑥(𝑓𝑖+5 − 5𝑓𝑖+4 + 10𝑓𝑖+3 − 10𝑓𝑖+2 + 5𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) 

= (∆𝑥𝑓𝑖+5 − 5∆𝑥𝑓𝑖+4 + 10∆𝑥𝑓𝑖+3 − 10∆𝑥𝑓𝑖+2 + 5∆𝑥𝑓𝑖+1 − ∆𝑥𝑓𝑖) 

= [(𝑓𝑖+6 − 𝑓𝑖+5) − 5(𝑓𝑖+5 − 𝑓𝑖+4) + 10(𝑓𝑖+4 − 𝑓𝑖+3) − 10(𝑓𝑖+3 − 𝑓𝑖+2) + 5(𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+1) − (𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖) 

= (𝑓𝑖+6 − 6𝑓𝑖+5 + 15𝑓𝑖+4 − 20𝑓𝑖+3 + 15𝑓𝑖+2 − 6𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖) 

𝜕6𝑓

𝜕𝑥6
| 𝑖 =

1

(∆𝑥)6
[𝑓𝑖+6 − 6𝑓𝑖+5 + 15𝑓𝑖+4 − 20𝑓𝑖+3 + 15𝑓𝑖+2 − 6𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖] + 𝑂(∆𝑥) 

، تقریب تفاضل پسروی  استفاده از یک چند جمله ای مرتبه دومبا    -4
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  ریتصوهمانند  )  را به دست آورید. از نقاط شبکه با فواصل نامساوی   

 استفاده کنید.   (  1

 یریم و داریم:گدر شکل مشخص نشده، آن را برابر صفر می   𝑥𝑖حل: چون مقدار مبدا  

𝑥𝑖 = 0 , 𝑥𝑖−1 = −∆𝑥 , 𝑥𝑖−2 = −(1 + 𝑎)∆𝑥  

𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥2 +𝐵𝑥 + 𝐶 , 𝑓𝑖 = 𝐶 , (i) 

𝑓𝑖−1 = 𝐴(∆𝑥)
2 − 𝐵(∆𝑥) + 𝐶, (ii) 
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𝑓𝑖−2 = 𝐴(1 + 𝑎)
2(∆𝑥)2 − 𝐵(1 + 𝑎)(∆𝑥) + 𝐶 , (iii) 

 (ii) → 𝐵(∆𝑥) = 𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1 + 𝐴(∆𝑥)
2 

(iii) → A =
𝑓𝑖−2 + (𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1 + 𝐴(∆𝑥)

2)(1 + 𝑎) − 𝑓𝑖
(1 + 𝑎)2(∆𝑥)2

 

→
𝑎𝐴

(1 + 𝑎)
=
𝑓𝑖−2 + (𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1)(1 + 𝑎) − 𝑓𝑖

(1 + 𝑎)2(∆𝑥)2
→ 𝐴 =

𝑓𝑖−2 + (𝑓𝑖 + 𝑎𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1 − 𝑎𝑓𝑖−1) − 𝑓𝑖
𝑎(1 + 𝑎)(∆𝑥)2

 

𝐴 =
𝑓𝑖−2+𝑎𝑓𝑖−(𝑎+1)𝑓𝑖−1

𝑎(1+𝑎)(∆𝑥)2
 , 𝐵 =

𝑓𝑖−2−(𝑎+1)
2𝑓𝑖−1+(𝑎

2+2𝑎)𝑓𝑖

𝑎(1+𝑎)∆𝑥
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥𝑖 = 0) = 2𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝐵 =

𝑓𝑖−2−(𝑎+1)
2𝑓𝑖−1+(𝑎

2+2𝑎)𝑓𝑖

𝑎(1+𝑎)∆𝑥
    

 

 4نقاط شبکه برای مساله  1 ریتصو

ای مختلط  مرتبه اول را برای مشتق پاره   پسرو  تقریب تفاضل محدود  -5
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 به دست آورید.    

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑥
(
 𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗−1

∆𝑦
) + 𝑂(∆𝑦) =

1

∆𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑖,𝑗 −

𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑖,𝑗−1) + 𝑂(∆𝑦) = 

=
1

∆𝑦
(
𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖−1,𝑗

∆𝑥
−
𝑓𝑖,𝑗−1 − 𝑓𝑖−1,𝑗−1

∆𝑥
) + 𝑂(∆𝑥, ∆𝑦) =

𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖−1,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗−1 + 𝑓𝑖−1,𝑗−1

∆𝑦∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥, ∆𝑦) 

 روش دوم: 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑦
(
 𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖−1,𝑗

∆𝑥
) + 𝑂(∆𝑥) =

1

∆𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
|𝑖,𝑗 −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
|𝑖−1,𝑗) + 𝑂(∆𝑥) = 

=
1

∆𝑥
(
𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗−1

∆𝑦
−
𝑓𝑖−1,𝑗 − 𝑓𝑖−1,𝑗−1

∆𝑦
) + 𝑂(∆𝑥, ∆𝑦) =

𝑓𝑖,𝑗 − 𝑓𝑖,𝑗−1 − 𝑓𝑖−1,𝑗 + 𝑓𝑖−1,𝑗−1

∆𝑦∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥, ∆𝑦) 
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𝜕𝑓

𝜕𝑥
  را با دقت مرتبه سوم به دست آورید.   

 چون دقت مرتبه سوم خواسته شده از سه نقطه و چون به صورت پیشرو خواسته شده از نقاط بعدی استفاده می کنیم. 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑓(𝑥 + ∆𝑥) + 𝑐𝑓(𝑥 + 2∆𝑥) + 𝑑𝑓(𝑥 + 3∆𝑥)

∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥)3 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑓(𝑥) + 
∆𝑥

1
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
∆𝑥2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
∆𝑥3

6

𝜕𝑓

𝜕𝑥3
+⋯  

𝑓(𝑥 + 2∆𝑥) = 𝑓(𝑥) + 
2∆𝑥

1

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
4∆𝑥2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
8∆𝑥3

6

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
+⋯  

𝑓(𝑥 + 3∆𝑥) = 𝑓(𝑥) + 
3∆𝑥

1

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
9∆𝑥2

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+
27∆𝑥3

6

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
+⋯  

{
 
 

 
 

∆𝑥0 → 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0
∆𝑥1 → 𝑏 + 2𝑐 + 3𝑑 = 1

∆𝑥2 →
𝑏

2
+ 2𝑐 +

9

2
𝑑 = 0 → 𝑏 + 4𝑐 + 9𝑑 = 0

∆𝑥3 →
𝑏

6
+
4

3
𝑐 +

9

2
𝑑 = 0 → 𝑏 + 8𝑐 + 27𝑑 = 0}

 
 

 
 

→

{
 
 
 

 
 
 𝑎 = −

11

6

𝑏 =
18

6

𝑐 = −
9

6

𝑑 =
2

6 }
 
 
 

 
 
 

 

→
𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
−11𝑓(𝑥) + 18𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 9𝑓(𝑥 + 2∆𝑥) + 2𝑓(𝑥 + 3∆𝑥)

6∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥)3 

 


