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  نگاشت هاي خطي
11 ××× = nnnnA bx  

  
  A                                                         نگاشت 

  
  1V                   فضاي    Fهر دو روي ميدان                          1V فضاي            
  
  

  دهد، نگاشت مي تواند اندازه و جهت بردار را تغيير -
  

  .نگاشت مي تواند اندازه بردار را تغيير دهد و امتداد آن را حفظ نمايد -
  

   ردارهايي چنين خاصيتي دارند؟چه ب
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 (Eigenvalue and Eigenvector)مقدار ويژه و بردار ويژه 
   براي نگاشت زير،-

11 ××× = nnnnA bx  
   باشد،x برداري در امتداد بردار غير صفرb اگر بردار-

0xxx =−→= )( IAA λλ  
  

  A  مقدار ويژه ماتريس        Aبردار ويژه ماتريس                      
  

)( متعلق بهx  بردارهاي ويژه- IAN λ−هستند .  
−≠0 اگر- IA λ0 باشد، تنها جواب معادلهx =− )( IA λ0 پاسخ بديهيx   . است=
-  λيك مقدار ويژه از ماتريس Aاست اگر و فقط اگر پاسخ معادله درجه n 0=− IA λباشد .  
  

                                       (Characteristic Equation)    معادله مشخصه ماتريسA  
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  خواص

AIn اگر - −λدهيم، معادله مشخصه بصورت زير بيان مي گردد، را بسط   
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  ايب حقيقي مونيك با ضرچند جمله اي            
   

nnA براي ماتريس حقيقي- )(، مقادير ويژه حقيقي يا مختلط مزدوج× βα j±تند هس.  
  .باشد، مقادير ويژه حقيقي هستند) هرميتي(متقارنA اگر ماتريس-
nA محاسبه دترمينان ماتريس - λλλ L21)det( =  
k باشد، A مقدار ويژه ماتريسiλ اگر-

iλمقدار ويژه ماتريس kA  استمتناظر با همان بردار ويژه.  

 باشد، A غيرمنفرد مقدار ويژه ماتريسiλ اگر-
iλ

  . استA−1 مقدار ويژه ماتريس1

  . وجود داردMATLABدر نرم افزار  poly(A)و  d = eig(A)،  [v,d] = eig(A) دستور -
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0>iλ0<iλ

0≥iλ0≤iλ

 
  تعيين علامت ماتريس متقارن و مقادير ويژه ماتريس

  . مقادير ويژه ماتريس متقارن اعداد حقيقي هستند-
  ماتريس متقارن

  
  

  منفي نيمه معين       مثبت نيمه معين
  

  منفي معين  مثبت معين
  

  
  
  .استنامعين  در ساير موارد علامت ماتريس -
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  برخي از كاربردهاي مقادير ويژه و بردارهاي ويژه
  

  Modal Matrix   ←   قطري سازي ماتريس ها -
 

   حل دستگاه معادلات ديفرانسيل-
  

  Facial Recognition , Eigenfaces & Eigenvoices  ←  تشخيص هويت -
 

 Modern Control , Stability  ←  تحليل و طراحي سيستمها -
  

  Image Compression  ←اوير  فشرده سازي تص-
 

    زمين شناسي و اكتشاف نفت-
  

  Natural Frequency , Eigenfrequency  ←  تحليل ارتعاش سازه ها  -
 

  Searching the Web , Ranking Theory  ←   تئوري گراف-

         M  
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  1مثال
  .و بردارهاي ويژه را بدست آوريد خصه، مقادير ويژه معادله مشAبراي ماتريس
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  با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدست مي آوريم،
2,70)2)(7(149 21

2 −=−=→=++=++ λλλλλλ  
براي محاسبه بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از .  دو مقدار ويژه حقيقي متمايز يا غير تكراري داردAبنابراين ماتريس 

  مقادير ويژه بصورت زير عمل مي كنيم،
  استفاده از تعريف بردار ويژه،: روش اول
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  استفاده از ماتريس الحاقي،: روش دوم
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اي اين منظور دترمينان ماتريس  مستقل خطي هستند، بر2v و1vمي توان نشان داد كه در اين حالت بردارهاي ويژه

[ ]21 vv،را بدست مي آوريم   
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  . مستقل خطي هستند2v و1vاز آنجائيكه مقدار دترمينان مخالف صفر است، لذا بردارهاي ويژه
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   قضيه
  

nnA  اگر يك ماتريس-  بردار ويژه مستقل خطي n مقدار ويژه متمايز باشد، آنگاهn داراي×
  . وجود خواهد داشت
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  : اثبات

nvvv→بردارهاي ويژه نظير ,,, 21 K           مقادير ويژه متمايز  و  →nλλλ ,,, 21 K  
  

  تا از اين بردارها مستقل خطي باشند،k فقطفرض كنيم
)1(22111 kkk vvvv ααα +++=+ L  

  
   ضرب مي كنيم،A را در)1(طرفين رابطه 

kkk AAAA vvvv ααα +++=+ L22111  
  

iiiAمي دانيم  vv λ=،  
)2(22211111 kkkkk vvvv λαλαλαλ +++=++ L  

  

   كنيم، ضربkλ+1 را در)1(ين رابطهاگر طرف
)3(121211111 kkkkkkk vvvv +++++ +++= λαλαλαλ L  

  

)3()2(حال رابطه    را بدست مي آوريم،−
0vvv =−++−+− +++ kkkkkk )()()( 122121111 λλαλλαλλα L  

  

kvvvطبق فرض ,,, 21 K،مستقل خطي و مقادير ويژه مجزا هستند، لذا بايد   
021 ==== kααα L  

  

0v بايد)1(بنابراين طبق رابطه =+1k 0 باشد كه با شرطv ≠+1kبردار ويژه منافات دارد .  
kvvv را بصورت تركيب خطي از kv+1پس نمي توان ,,, 21 K نوشت و nvvv ,,, 21 K مستقل 
  .خطي هستند
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  :نكته
  

nnAاگر ماتريس  -  k داشته باشد، آنگاه حداقل يك و حداكثرk از مرتبهiλ يك مقدار ويژه تكراري×
  . وجود خواهد داشتiλريبردار ويژه مستقل خطي متناظر با اين مقدار ويژه تكرا

  

rank)(  تعداد بردارهاي مستقل خطي در اين حالت برابر با - IAn iλ−−است .  
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  2مثال
  .و بردارهاي ويژه را بدست آوريد  معادله مشخصه، مقادير ويژهAبراي ماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aشخصه ماتريسمعادله م
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  با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدست مي آوريم،
5,20)5()2(2016 32,1

223 =−=→=−+=−−− λλλλλλλ  
دارهاي ويژه متناظر با هر يك از حال بر.  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه متمايز داردAبنابراين ماتريس

  مقادير ويژه را با روش ماتريس الحاقي محاسبه مي كنيم،
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rank)(123از آنجاييكه  1 =−=−− IAn λ22,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري −=λار ويژه  فقط يك برد
  . مستقل خطي داريم
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  3مثال

  .و بردارهاي ويژه را بدست آوريد  معادله مشخصه، مقادير ويژهAبراي ماتريس
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  ه مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،پس از حل معادل
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  .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس
  

  بردارهاي ويژه متناظر با اين مقادير ويژه را با استفاده از تعريف بردار ويژه بدست مي آوريم،
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 (Cayley - Hamilton)  هاميلتون-قضيه كيلي

nnAهر ماتريس مربعي مانند   . در معادله مشخصه خود صدق مي كند×
  

  اگر معادله مشخصه بصورت زير باشد،
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  آنگاه داريم،
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n AAAI ++++= −
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1
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                           هاميلتون- اثبات قضيه كيلي
nnAبراي ماتريس     معادله مشخصه بصورت زير است،×
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   نمايش داد،n−1جهماتريس الحاقي را مي توان بصورت چندجمله اي ماتريس با در
)2()( 1
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10 ,, −nBB Kماتريس هايnn×هستند  .  
  از طرفي داريم،
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nnاوي قرار دادن ضرايب طرفين و ضرب معادلات دربا مس AAAAI ,,,,, 12 −K،داريم   
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  حال طرفين معادلات را با هم جمع مي كنيم،
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n AAAI ++++= −
−

1
110 ααα L0  
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   هاميلتون در محاسبه ماتريس معكوس-                             كاربرد قضيه كيلي4مثال
  . را بدست آوريدA−1 بررسي كنيد و سپس با استفاده از آن مقدار A هاميلتون را براي ماتريس-قضيه كيلي
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   بصورت زير بدست مي آيد،A مشخصه براي ماتريسمعادله
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   را در اين معادله قرار داده و حاصل را محاسبه مي كنيم،Aحال ماتريس
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  .  هاميلتون تصديق مي شود-بدين ترتيب صحت قضيه كيلي
  

   مي توان بصورت زير عمل كرد،A−1 محاسبهبراي
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   بصورت زير محاسبه مي شود،A−1بنابراين
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  ريسي هاميلتون در محاسبه چندجمله اي هاي مات-                  كاربرد قضيه كيلي5مثال 
  

  .را براي آن بدست آوريدAP)( را در نظر بگيريد و چند جمله اي Aماتريس

IAAAAAAPA +++++=⎥
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= 4163216)(,
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166 2345  

  جايگذاري مستقيم،: روش اول
   در چندجمله اي مذكور جواب را بدست مي آوريم،Aبا قرار دادن ماتريس
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 است و استفاده از آن براي چند Aهمانطور كه مشخص است اين روش مستلزم توان رساني هاي متعدد براي ماتريس
  .جمله اي هاي مرتبه بالا بسيار دشوار مي باشد

  
   هاميلتون،-استفاده از قضيه كيلي: روش دوم

حاصل تقسيم .  باشدA چندجمله اي مشخصه ماتريسλQ)( و m يك چندجمله اي مرتبهλP)(فرض كنيد

)(
)(

λ
λ

Q
P،را مي توان بصورت زير بيان كرد   

)()()()(
)(
)()(

)(
)( λλλλ

λ
λλ

λ
λ RQFP

Q
RF

Q
P

+=→+=  

iλλحال اگر.  باقيمانده تقسيم مي باشندλR)( خارج قسمت و λF)(كه در آن،   A يك مقدار ويژه ماتريس=
)(0باشد،  =iQ λ،خواهد بود و رابطه بالا بصورت زير قابل نوشتن است   

)()()()()()( iiiiii RPRQFP λλλλλλ =→+=  
   هاميلتون مي توان نوشت،-ل با توجه به قضيه كيليحا

)()( ARAP =  
 AR)( مي توان از چندجمله ايAP)( در چند جمله اي مرتبه بالا Aيعني مي توان بجاي جايگذاري ماتريس
  .ي دارداستفاده كرد كه به مراتب درجه كمتر

  
   را بدست مي آوريم، براي اين منظور دو راه كار وجود دارد،AP)(حال با اين مقدمه حاصل چند جمله اي

   با انجام تقسيم دو چندجمله اي،-1
   بدون انجام تقسيم چند جمله اي،-2
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   با انجام تقسيم چندجمله اي،-1

در اين روش ابتدا تقسيم
)(
)(

λ
λ

Q
Pرا انجام داده و چند جمله اي باقيمانده )(λR،را بدست مي آوريم   

82)(,4163216)( 22345 −−=+++++= λλλλλλλλλ QIP  
24971236)( += λλR  

   هاميلتون داريم،-با توجه قضيه كيلي
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   بدون انجام تقسيم چند جمله اي،-2

در اين روش تقسيم 
)(
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λ
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Q
Pبا توجه به مرتبه چند جمله اي مشخصه، بديهي است كه چندجمله اي .  انجام نمي شود

  لذا آن را بصورت كلي زير در نظر مي گيريم،.  از مرتبه يك مي باشدλR)(باقيمانده
01)( ccR += λλ  

   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار
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12361لذا با حل اين دستگاه معادلات مقدار =c24970 و =cبدست مي آيد .  

24971236)( += λλR  
   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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                   6ثال م
  . هاميلتون براي آن بدست آوريد-را به كمك قضيه كيليAP)( را در نظر بگيريد و چند جمله اي Aماتريس
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  ابتدا معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس را بدست مي آوريم،
2)2()( 321

3 ===→−==− λλλλλλ QAI  
 چندجمله اي مرتبه دو خواهد λQ)( برλP)( مرتبه سه است، چندجمله اي باقيمانده تقسيمλQ)(با توجه به اينكه 

  بود،
01

2
2)( cccR ++= λλλ  

21حال مقدار ,cc0 وcست مي آوريم، را بد  
21012110111 42)2()()(2 cccPcccPR ++=→++==→= λλλλλ  

  
در اين مواقع از مشتقات . چون مقادير ويژه تكراري هستند براي دو مقدار ويژه بعدي معادله جديدي بدست نمي آيد

)(λRدر اين مسئله دو معادله ديگر بايد بدست آوريم لذا از مشتق مرتبه اول و دوم.  كمك مي گيريم)(λR استفاده 
  مي كنيم،
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  حال داريم،
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21لذا مقدار ,cc0 وc،از حل دستگاه معادلات زير بدست مي آيد   
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  بنابراين داريم،
41591644672)( 2 −−= λλλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،- با توجه قضيه كيليو
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