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چͺیده
تعادل نقطه وجودی اثبات جمله از زیادی کاربردهای و معادل های بندی فرمول براور ثابت نقطه قضیه
کرد اثبات را ها مثلث های بندی برچسب مورد در اسپرنر ترکیبیاتͬ لم ١٩٢٨ سال در اسپرنر . دارد نش
لم ابتدا در است. پیوسته و گسسته فضای بین راهͬ نوعͬ به که است دو این میان ارتباط جالب نکته و
اسپرنر لم از کاربردی آن از پس کرد، خواهیم اثبات ادامه در و بیان را براور ثابت نقطه قصیه و اسپرنر
لم ͷکم به براور ثابت نقطه اثبات مشابه مطلب آن اثبات که کرد، خواهیم بیان را اقتصادی مسایل در

شود. مͬ جالب ای مساله حل باعث اثبات همان استدلال در ͷکوچ تغییر است. اسپرنر

اسپرنر١ لم ١

شرط شوند. مͬ نامیده مثلث زیر کوچͷ تر  های مثلث . است کوچͷ تر مثلث تعدادی به مثلث ͷی تقسیم بندی مثلث
بͽیرد. قرار مثلث دو دقیقا بین باید هر ضلع که است این دیͽر لازم

شروط: با است ١٬٢٬٣ اعداد با بندی مثلث ͷی های راس به دهͬ برچسب اسپرنر دهͬ برچسب

اند. شده داده برچسب ١٬٢٬٣ با ترتیب به گوشه .سه . ١

دارد. را j یا i شماره کند مͬ وصل j گوشه به را i گوشه که خطͬ روی راس هر . ٢

دارد. ١ ‐ ٢ ‐ ٣ های راس با ͷکوچ مثلث ͷی گاه آن باشد، داشته اسپرنر دهͬ برچسب بندی مثلث ͷی اگر ١ لم

این اثبات برای . است فرد بیرونͬ مثلث روی ١ ‐ ٢ های ضلع تعداد که داریم ساده گزاره این به نیاز ابتدا در اثبات.
±١ مقدار ١ ‐ ٢ های ضلع کنید. مقداردهͬ ضلع انتهای دو اسپرنر برچسب تفاضل با را بیرونͬ مثلث های ضلع گزاره
است گوشه دو برچسب تفاضل با برابر اضلاع مقدار مجموع . گیرند مͬ ٠ مقدار ٢ ‐ ٢ یا ١ ‐ ١ های ضلع و گیرند مͬ

است. فرد عددی ١ ‐ ٢ اضلاع تعداد پس . است فرد عددی که است ±١ با برابر که
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که مسیر ͷی . بͽذریم ها آن از توانیم مͬ و هستند در ١ ‐ ٢ های ضلع که کنیم مͬ نگاه خانه ͷی عنوان به مثلث به حال
پایان ١ ‐ ٢ ‐ ٣ مثلث ͷی در یا و شود مͬ خارج مثلث از یا مسیر این گیریم. مͬ نظر در را ͬ شود م شروع مثلث بیرون از
ندارد. ١ ‐ ٢ ضلع سه مثلثͬ هیچ زیرا آید؛ مͬ بدست یͺتا مسیر شود، تعیین مسیر ابتدایی درِ اگر که کنید توجه ͬ یابد. م
جهتشان فقط و باشند یͺسان دومسیر آن که این مͽر رسند، نمͬ همدیͽر به خانه ͷی در دومسیر گاه روهیچ این از

کرد.٢ نخواهند قطع را همدیͽر دومسیری هیچ کنیم نظر صرف مسیر جهت از اگر باشد. برعکس

شد. خارج و وارد بار ͷی توان مͬ ١ ‐ ٢ ‐ ٢ مثلث به اما شد وارد بار ͷی توان مͬ فقط ١ ‐ ٢ ‐ ٣ مثلث به :١ شͺل

آن از کند. مͬ تناظر هم به را ١ ‐ ٢ ضلع زوج ͷی شود مͬ خارج مثلث از که مسیری بͽیرید. نظر در را ها مسیر همه
مثلث ͷی به مسیرش انتهای که باشد داشته وجود ای ١ ‐ ٢ ضلع باید پس . است فرد ١ ‐ ٢ های ضلع تعداد که جایی

. شود ختم ١ ‐ ٢ ‐ ٣⋄

براور٣ ثابت نقطه ٢

.( {x ∈ Rn :∥ x ∥≤ ١} مجموعه واحد، ͷدیس (تعمیم است Rn اقلیدسͬ فضای در n‐بعدی گوی Bn ٢ قضیه
.(f(x) = x) دارد ثابت نقطه ͷی حداقل f : Bn → Bn تابع هر

ساده چندان اثبات بالاتر ابعاد در باشد. مͬ پذیر امͺان مقدار میانͬ قضیه ͷکم به n = ١ ازای به قضیه این اثبات
بعدی قسمت در ایده این . کرد اثبات نیز را ها آن توان مͬ اسپرنر لم ͷکم به n = ٢ حالت در اثبات مشابه اما نیست

شود. مͬ داده توضیح

. باشد مͬ هͽز مساله مسیر ویژگͬ مسیرمشابه خاصیت ٢این
3Brouwer Fixed Point
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ͷکی منصفانه توزیع ٣

کند مͬ تقسیم قسمت دو به را ͷکی فردی که شͺل این به است کافͬ برش ͷی نفر دو بین ͷکی منصفانه توزیع برای
های تکه که ببرد را ͷکی طوری اول نفر که شود مͬ باعث روش این کند. مͬ انتخاب را ها قسمت از ͬͺی دیͽر فرد و
توزیع ͷی این پس کند، مͬ انتخاب را اش تکه خودش دوم نفر همینطور و باشند نداشته تفاوتͬ برایش آمده دست به

. است حسادت بدون
فرض با ولͬ نیست، بدیهͬ قدر آن ؟ داریم نفر ٣ بین ͷکی حسادت بدون توزیع ͷی آیا که است این سوال حال

دارد.۴ وجود توزیعͬ چنین کنیم مͬ اثبات نکته چند
عبارات با که داریم برش دو به نیاز توزیع این برای

قسمت ٣ به ͷکی برش :٢ شͺل

نقطه ͷی ،ͷکی برش ͷی دهیم. مͬ نشان را ها را آن زیر
است. ͷکی iم قطعه اندازه xi که است (x١, x٢, x٣)

٣∑
i=١

xi = ١ (٠ ≤ xi ≤ ١)

برش ی همه فضای T نامیم. مͬ A,B,C را افراد اسم
مختصات است. R٣ در مثلث ͷی ،ͷکی ممͺن های

کنیم. مͬ افراد ترجیحات مورد در کلͬ فرض چند حال است. (١, ٠, ٠), (٠, ١, ٠), (٠, ٠, ١) با برابر T های راس

ها فرض

دارد بستگͬ این به تنها ͷکی برش ͷی در ها آن انتخابی های قطعه یا قطعه که معنا این به هستند عاقل افراد . ١
نفر هر ͷکی برش هر ازای به که بͽیرید درنظر را این دیͽران. انتخاب به نه و دهند مͬ ترجیح را قطعه کدام که

میدهد). کند(ترجیح مͬ انتخاب را قطعه ͷی حداقل

را صفر از تر بزرگ اندازه با هرقطعه دهند.( مͬ ترجیح هیچ به را چیزی هر که معنا این به هستند گرسنه افراد . ٢
دهند). مͬ ترجیح صفر قطعه به

در  کند انتخاب همͽرا های ͷکی برش از دنباله ͷی در را تکه ͷی نفر ͷاگری است. بسته انتخاب ها مجموعه . ٣
ͬ کند. م انتخاب را هم آن نقطه حدی

شͺلات که را ای قطعه نفر ͷی است ممͺن . شود نمͬ انتخاب اش اندازه برحسب لزوما قطعه ͷی که کنید توجه
. است صفر بر هرچیزی ترجیح فرض همان ها تکه اندازه مورد در فرض تنها دهد. ترجیح را باشد داشته بیشتری

در انتخاب متمایز قطعه ͷدارد(ی وجود بدون حسادت ͷبرش کی ͷی کنیم ثابت ͬ خواهیم م فرض ها این درنظرگرفتن با
باشد.) موجود برش آن در نفر هر های

هر در یͷ دیͽر مانند دقیقا نفر سه از هرکدام که است این بدیهͬ مثال ͷی نیست ممͺن چیزی چنین فرضͬ هیچ درنظرگرفتن بدون واقع ۴در

دهند. ترجیح را ١ تکه برش

٣



از ای زیرمجموعه Cα(x) کنیم مͬ تعریف x = (x١, x٢, x٣) ∈ T و α = A,B,C هر ازای به ٣ تعریف
: اگر گوییم مͬ انتخاب تابع ͷی Cα به باشد. {١, ٢, ٣}

Cα(x) ̸= ∅ ∀x ∈ T . ١

i /∈ Cα(x) گاه آن  باشد xi = ٠ اگر x = (x١, x٢, x٣) هر ازای به . ٢

است. پیوسته Cα . ٣

ͬ کند. م انتخاب x ͷکی برش در را iم قطعه α فرد گوییم مͬ باشد i ∈ Cα(x) اگر

متمایز های راس با بندی مثلث :٣ شͺل

و باشد شده داده برچسب A,B,C با بندی مثلث از راس هر که دارد وجود ͷکوچ دلخواه اندازه به بندی مثلث ۴ لم
باشند. داشته متمایز های برچسب زیرمثلث هر های راس

را (٠, ٠, ١) راس و ،B با را (٠, ١, ٠) راس ،A با را (١, ٠, ٠) راس دهیم: مͬ برچسب صورت این به را T اثبات.
زنیم. مͬ برچسب C با

مͬ برچسب شͺل مطابق را آن و شود ایجاد ͷکوچ مثلث ͷی تا ͬ کنیم م متصل هم به دو به دو را مثلث اضلاع وسط
را روند همین ها مثلث از کدام هر برای . داریم کدام هر های راس در متمایز های برچسب با مثلث چهار حال . دهیم
راس چون ͬ گیرند م یͺسان برچسب دهͬ برچسب این طبق هم هستند مشترک مثلث دو بین که (نقاطͬ . ͬ کنیم م تکرار

ͬ گیرد.) م را مقابلش راس برچسب ضلع هر وسط
و الاضلاع متساوی های مثلث ها مثلث زیر که داریم T از Tn بندی مثلث n ∈ N هر ازای به شده گفته روش طبق
براین علاوه کند. مͬ صفرمیل به اضلاع اندازه کند میل نهایت بی به n اگر داریم همچنین . هستند برابر اندازه نظر از

شده اند. داده برچسب A,B,C با مثلث هر های ⋄راس

دارد وجود A,B,C روی متمایز α, β, γ و x ∈ T نقطه . هستند T روی انتخاب های تابع CA, CB, CC ۵ قضیه
دارد دوست که ͷکی قطعه ͷی تواند مͬ هرکس x ∈ T نقطه در باشد. ١ ∈ Cα(x), ٢ ∈ Cβ(x), ٣ ∈ Cγ(x) که

است. حسادت بدون توزیع ͷی پس کند، انتخاب را
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برچسب v راس اگر که صورت این به کنیم مͬ تعریف Tn برای ١, ٢, ٣ های برچسب با دیͽری دهͬ برچسب اثبات.
.i ∈ Cα(v) که دهیم مͬ i دوم برچسب آن به باشد داشته α

است. اسپرنر دهͬ برچسب ͷی دوم دهͬ برچسب کنیم مͬ ادعا

٢ با برابر (٠, ١, ٠) در ١ با برابر (١, ٠, ٠) در A,B,C انتخابی تکه تنها اصلͬ مثلث ای گوشه های راس در . ١
است. ١ ‐ ٢ ‐ ٣ اصلͬ مثلث و اند شده انتخاب متمایز هایی برچسب پس است. ٣ با برابر (٠, ٠, ١) در و

مختصات کند. مͬ متصل هم به را (٠, ١, ٠) ,١)و ٠, ٠) های راس که که بͽیرید نظر در را T از ضلعͬ حال . ٢
نمͬ انتخاب را ٣ شماره قطعه A,B,C از کدام هیچ مختصات این در است. (x١, x٢, ٠) ضلع این های راس
روی های راس دوم برچسب یعنͬ است برقرار این هم دیͽر های ضلع برای است. صفر تکه٣م اندازه زیرا کنند،

. نیست ضلع آن مقابل راس برچسب با برابر ضلع هر

وجود ١ ‐ ٢ ‐ ٣ مثلث ͷی حداقل Tn در اسپرنر لم طبق حال . است اسپرنر دهͬ برچسب ͷی دوم دهͬ برچسب پس
آن دوم های برچسب و است (A,B,C) ،Tn های راس برچسب نامیم. مͬ Tn را Tn ١ ‐ ٢ ‐ ٣ زیرمثلث . دارد
کلͬ برچسب Tn به . باشد داشته ٣ برچسب C و ٢ برچسب B ،١ برچسب A کنید فرض حال . است (١, ٢, ٣)

میدهیم. A١B٢C٣
کند مͬ انتخاب مثلث از راس آن ͷکی برش  در را ١ تکه A ،Tn از راس ͷی در که است این معنای به دهͬ برچسب این
متناظرش ͷکی برش در را ٣ تکه C آخر راس در و کند مͬ انتخاب راس آن ͷبرش کی در را ٢ تکه B دیͽر راسͬ در و
کدام هر در که یافتیم متمایز نقطه سه که کنید توجه . نرسیدیم بدون حسادت ͷبرش کی ͷی به هنوز کند. مͬ انتخاب
موردنظر ͷکی توزیع به توانیم مͬ کنیم، تر ͷکوچ را ١ ‐ ٢ ‐ ٣ مثلث اگر . کند مͬ انتخاب را متمایز ای قطعه فرد هر

برسیم. دادن حد طریق از
دارد: وجود Tn برای کلͬ دهͬ برچسب نوع ۶ که کنید توجه

(A١, B٢, C٣), (A١, B٣, C٢), (A٢, B١, C٣), (A٢, B٣, C١), (A٣, B١, C٢), (A٣, B٢, C١)

تکرار بار نامتناهͬ که دارد وجود برچسبی پس است متناهͬ برچسب ها تعداد و است نامتناهͬ ها Tn تعداد که آنجایی از
که هایی زیرمثلث دنباله باشد. (A١, B٢, C٣) توزیع آن کنیم مͬ فرض مساله کلیت از کاسته شدن بدون . است شده
دنباله دارد. A برچسب که است Ti زیرمثلث از راسͬ vi . گیریم مͬ نظر در را باشند داشته (A١, B٢, C٣) توزیع
پس است T دار کران و بسته فضای در دنباله ͷی این که آنجایی از . v١, v٢, v٣, ... گیریم نظرمͬ در را ها راس این
میل صفر به ها مثلث های راس بین فاصله کند مͬ میل نهایت بی به n که زمانͬ دارد. v نقطه به همͽرا دنباله ی زیر
در است پیوسته A انتخاب تابع که آن جایی از کنند. مͬ میل v به هم B,C های راس متناظر دنباله زیر پس ͬ کند م
ͷی v کنند. مͬ انتخاب را ٣ و ٢ های قطعه C,B ترتیب همین به و کند مͬ انتخاب را ͷی قطعه A ،v حدی نقطه

ͬ دهند. م ترجیح را متمایز قطعه سه A,B,C که است ͷکی برش
باشد. داشته حسادت بدون توزیع که بیابیم T در ͬͺکی برش توانیم مͬ ⋄پس

کنیم. حل مشابه طریق به نفر n+١ بین را ͷکی توزیع مساله بعدی n فضای در اسپرنر لم ͷکم به توانیم مͬ ۶ تعمیم
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