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  انتگرال:

  انتشارت فاطمي –قسمت اول جلد اول ويرايش ششم  –استورات ترجمه: ارشك حميدي جيمز  –حساب و ديفرانسيل 

  را تخمين بزنيم؟ 1تا  0از  2y=xمثال: با استفاده از مستطيلها مي خواهيم مساحت زير سهمي 

  شكل:
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   براي محاسبه مساحت مي توانيم دو شكل زير را داشته باشيم:

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

0.21875بين مقادير  Sمساحت  ൏ ܵ ൏   است راه حل چيست؟ 0.46875
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஺ܵ೔ ൌ ݂ሺݔ௜ሻ∆مساحت هر مستطيل= طول در عرض ݔ 
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ܵ஻೔ ൌ ݂ሺݔ௜ሻ∆مساحت هر مستطيل= طول در عرض ݔ 

ܵ஻ ൌ ܵ஻భ ൅ ܵ஻మ ൅ ܵ஻య  

ܵ஻ ൌ ݂ሺݔଵሻ∆ݔ ൅ ݂ሺݔଶሻ∆ݔ ൅ ݂ሺݔଷሻ∆ݔ 
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 Sمي شوند بنابراين مساحت  Sهر دو تقريب هاي بهتري براي مساحت  S୆و  S୅زياد مي شود  nوقتي كه 
  مي كنيم يعني:واحد مجموع مساحت هاي مستطيل تقريب زن تعريف 

S ൌ lim
௡→ஶ

ሺ ஺ܵሻ௡ ൌ lim
௡→ஶ

ሺܵ஻ሻ௡ ൌ
1
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S ൌ lim
݊→∞

ሺ݂ሺ1ݔሻ∆ݔ ൅ ݂ሺ2ݔሻ∆ݔ ൅ ⋯൅ ݂ሺ݊ݔሻ∆ݔሻ 

S ൌ lim
݊→∞

෍݂ሺ݅ݔሻ∆ݔ

݊

݅ൌ1

ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

F  ܽتابعي مي باشد كه به ازاي ൑ ݔ ൑ روي  fتعريف شده است و اگر حد وجود داشته باشد مي گوئيم   ܾ
ሾܽ, ܾሿ .انتگرال پذير است  

  براي درك بهتر انتگرال دو شيوه محاسبه مساحت را داريم:

ሻݔሺܨ): فرض كنيد 1محاسبه مساحت ( فرخو:217رپ ൒ ,ሾܽروي  0 ܾሿ  انتگرال پذير باشد، مساحت ناحيه
  برابر است با y=0 و x=bو  x=aو خطوط  Fزير منحني 

ሻݏሺܣ ൌ න ݔሻ݀ݔሺܨ
௕

௔
 

 

  

  

ሻݔሺܨ): فرض كنيد 2محاسبه مساحت ( فرخو: 219و218رپ ൑ ,ሾܽروي  0 ܾሿ  انتگرال پذير باشد، مساحت
  برابر است با y=0 و x=bو  x=aو خطوط  Fمنحني بالاي  ناحيه 

ሻݏሺܣ ൌ െන ݔሻ݀ݔሺܨ
௕

௔
 

  شكل

  

  

F(X) 

S 

F(X) 

S 

a  b 

a  b 



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    24صفحه  ‐ 2جزوه درس رياضيات عمومي  -دانشگاه: محيط زيست   ( 

 

,ሾܽرا روي بازه  Fتابع انتگرال پذير  ܾሿ  در نظر بگيريد. فرض كنيد نمودارF :داريم 

  

 

 

  

ሻݏሺܣ		مساحت ൌ ଵሻݏሺܣ ൅ ଶሻݏሺܣ ൅  ଷሻݏሺܣ

ሻݏሺܣ ൌ න ݔሻ݀ݔሺܨ
௖

௔
െ න ݔሻ݀ݔሺܨ

ௗ

௖
൅ න ݔሻ݀ݔሺܨ

௕

	ௗ
 

,ሾܽروي  Fقضيه: فرض كنيد  ܾሿ  ܨپيوسته باشد. در اين صورت اگرሺݐሻ ൌ ׬ ݔሻ݀ݔሺܨ
௧
௔ 	 , ܽ ൑ ݐ ൑ ܾ  

ሖܨمشتق پذير است و  Fآنگاه  ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻ 

  

  

) استاد نيوتن در كيمبريج پي برد كه دو مساله حساب ديفرانسيل و انتگرال به 1677-1630آيزاك بارو (
عكس يكديگرند و هم مربوط اند. در حقيقت او متوجه شد كه مشتق گيري و انتگرال پذيري فرآيندهاي 

  نيوتن و لايپ نييتس بودند كه از اين رابطه نهايت استفاده را بردند.

ሻݔሺܨتابع اوليه آن  ሻݔሺ݂مثال : فرض مي كنيم  : 343پ ز ൌ   مي باشد داريم  ଶݔ

ሖܨ ሺݔሻ ൌ ሺݔଶሻሖ ൌ ݔ2 ൌ ݂ሺݔሻ 

  داشته باشيم Iاز  xمي ناميم هرگاه به ازاي هر  Iدر فاصله  ሻݔሺ݂را يك تابع اوليه  ሻݔሺܨ	تعريف: تابع

ሖܨ ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

ሻݔሺܨباشد عبارت  ሻݔሺ݂يك تابع اوليه  ሻݔሺܨاگر  انتگرال نامعين: ൅ مي گوئيم و  fرا انتگرال نامعين  ܿ
ሖܨنشان مي دهيم و بنابر تعريف فوق  ሻdxݔሺ݂׬به صورت  ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂׬آنگاهሺݔሻdx ൌ ሻݔሺܨ ൅

ܿ )c .(عددي ثابت است 

  :انتگرال معين

ଵܵ 
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يك تابع اوليه براي  F(x)پيوسته باشد و  [a,b]در  f(x)(دومين قضيه حساب ديفرانسل و انتگرال) هرگاه تابع 
f(x)  : باشد داريم  

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

  به عبارت ديگر داريم:

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ ሻݔሺܨ ฬ

ܾ
ܽ
ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

  گويند. مي [a,b]تابع در بازه تعريف فوق را انتگرال معين يك 

  روشهاي انتگرال گيري

  انتگرال گيري با فرمول هاي انتگرال گيري -1

  (تغيير متغير)انتگرال گيري به روش جانشيني -2

  انتگرال گيري توابع شامل راديكال-3

  انتگرال گيري به روش جزء به جزء-4

 انتگرال گيري از روش هاي تجزيه به كسرهاي جزئي (روش هويسايد)-5

  انتگرال معين توابع زوج و فرد در فاصله هاي متقارنانتگرال گيري از -6

  انتگرال گيري از توابع سينوسي و كسينوسي-7

  

  

  انتگرال:و فرمولهاي قوانين  :469قضايا و فرمولهاي رياضي 

ሻݔሾ݂ሺ׬ േ ݃ሺݔሻሿ݀ݔ ൌ ׬ fሺxሻ dx ൅ ׬ gሺxሻ dx									,							 ׬ ݂݇ሺݔሻ݀ݔ ൌ k. ׬ fሺxሻ   kمقداري ثابت 

ݔ݀׬ ൌ ݔ ൅ ׬                                ,             ܿ ݔ௡݀ݔ ൌ
ଵ

௡ାଵ
௡ାଵݔ ൅ ܿ						ሺ݊ ് 1ሻ 

ݔ݀ݔ√׬ ൌ
௡

௡ାଵ
௡ାଵݔ√
೙ ൅ ݔሺܽ׬          ,           	ܿ ൅ ܾሻ௡݀ݔ ൌ ଵ

ሺ௡ାଵሻ௔
ሺܽݔ ൅ ܾሻ௡ାଵ ൅ ܿ						݊ ് 1 
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ݑ݀در فرمولهاي زير      *نكته * ൌ   ሖݔ݀	ݑ	

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  روش هاي انتگرال گيري

  انتگرال گيري با فرمول هاي انتگرال گيري -1

න ݔ√
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න
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ሺ82	سيستم	ارشد	ሻන
ݔ݀

4 ൅ ଶݔ
ൌ

ஶ

଴
 

ሺ82	سيستم	ارشد	ሻන ݈݊ሺ1 ൅ ݔሻ݀ݔ ൌ
ଵ

଴
 

ሺ82	آمار	ارشد	ሻ න
1

ݔሺݔ ൅ 1ሻ
ݔ݀ ൌ

ାஶ

ଵ
 

  

  متغير)(تغيير انتگرال گيري به روش جانشيني -2

در اين روش ، يك متغير مناسب را معرفي مي كنيم و سپس انتگرال اصلي مان را بر حسب اين متغير جديد 
  بازنويسي مي كنيم و مساله را حل مي كنيم.

ሺ78	ژئوفيزيك	ارشد	ሻ න 2݁ଶ௫	݀ݔ ൌ
ଶ

଴
 

 

ሺ79	صنايع	ارشد	ሻ න
1

݁௫ ൅ ݁ି௫
ݔ݀	 ൌ

ஶ

଴
 

 

  انتگرال گيري توابع شامل راديكال-3

  در نظر مي گيرم. uدر محاسبه انتگرال هاي شامل راديكال بجزء حال خاص زير، همواره راديكال را برابر 

ଶݔܽ√ در محاسبه انتگرال هاي شامل تابع حالت خاص:  ൅ ݔܾ ൅ زير راديكال  تقشبه شرط آنكه نتوان م ܿ

ଶݑ√را ايجاد كرد ، ابتدا با مربع سازي آن را به يكي از شكل هاي  ൅ ܽଶ  ،√ݑଶ െ ܽଶ  و يا√ܽଶ െ  ଶݑ
ݑ  تبديل كرده و سپس به ترتيب از جانشيني هاي ൌ  ߠ݊ܽݐ	ܽ ݑ،    ൌ ݑو  ߠܿ݁ݏ	ܽ ൌ   ߠ݊݅ݏ	ܽ

 استفاده مي كنيم.

  چند فرمول مثلثاتي خاص :

√1 ൅ cosx ൌ 	√2 ቚܿݏ݋
ఏ

ଶ
ቚ                     **                      √1 െ cosx ൌ 	√2 ቚ݊݅ݏ

ఏ

ଶ
ቚ 
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√1 ൅ sinx ൌ ฬ݊݅ݏ
ߠ
2
൅ ݏ݋ܿ

ߠ
2
ฬ 													 ∗∗ 															√1 െ sinx ൌ ฬ݊݅ݏ

ߠ
2
െ ݏ݋ܿ

ߠ
2
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ሺ83	عمران	ارشد	ሻ න
ݔ݀

ݔ െ ݔ√
ൌ 

 

ሺ83	معدن	ارشد	ሻ න ݔ√

ݔ√ െ 1
ݔ݀ ൌ

ଽ

ସ
 

 

ቀ78	رياضي	ارشد	ቁන √1 ൅ sinx	݀ݔ ൌ

గ
ଶ

଴
 

 

ሺ82	رياضي	ارشد	ሻන
ݔ

ݔ4√ െ ଶݔ
ݔ݀ ൌ

ଷ

ଵ
 

 

 

  انتگرال گيري به روش جزء به جزء-4

.	ݑ׬ اين قاعده به اين صورت مي باشد : ݒ݀ ൌ ݒݑ െ 	ݑ݀ݒ׬

مي باشند و برخي مواقع لازم مي شود براي محاسبه يك انتگرال چند بار از  xتوابعي از متغير  v	و  uكه 
ضو مجموعه پائينتر انتخاب مي شود. در اين روش در ع uدر كليه موارد 	روش جزء به جزء استفاده كنيم.

  بايد دقت لازم را داشته باشيم. dvو  uانتخاب 

3  2  1 
݁௔௫	
Sin	bx	
Cos	bx	
Sinh	bx
Cosh	bx

  
  چند جمله اي ها

Lnx	
  معكوس هاي مثلثاتي
  معكوس هاي هذلولي

  روش جزء به جزء را براي انتگرال گيري از توابه زير بكار مي بريم:
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	1انتگرال گيري از توابع مجموعه  -1

	3توابع مجموعه حاصل ضرب هاي انتگرال گيري از  -2

	3در  2توابع مجموعه انتگرال گيري از  -3

	1در  2انتگرال گيري از توابع مجموعه  -4

ሺ82	ژئوفيزيك	ارشد	ሻ න ݔ݀	ݔ݈݊	ݔ ൌ
ଵ

଴
	

 

 

න݊݅ݏଶݔ ݔ݀ ൌ	

 

න ݔ݀	௫݁	ݔ ൌ
ଵ

଴
	

	

  مشتق        انتگرال 

	

 

ሺ79	ژئوفيزيك	ارشد	ሻ න ݔ݀	݁௫	ଶݔ ൌ
ଵ

଴
 

 

  مشتق        انتگرال 
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 جزئي (روش هويسايد)انتگرال گيري از روش هاي تجزيه به كسرهاي -5

 تا را كسر مخرج و صورت سپس هست مخرج از كوچكتر كسر صورت درجه كه كنيم مي فرض كار ابتداي در
  .ميكنيم ساده و كرده تجزيه دوم و اول درجه املعو حاصلضرب به است ممكن كه جا آن

ሻݔሺ݂صورت  بهگويا  كسر يكتجزيه به كسرهاي ساده ، براي  ൌ
௚ሺ௫ሻ

ሺ௫ି௔ሻయሺ௫ି௕ሻ೙
  داريم:	ܰ߳݊ كه  

݂ሺݔሻ ൌ 	
ଵܣ

ݔ െ ܽ
൅

ଶܣ
ሺݔ െ ܽሻଶ

൅
ଷܣ

ሺݔ െ ܽሻଷ
൅

ଵܤ
ݔ െ ܾ

൅
ଶܤ

ሺݔ െ ܾሻଶ
൅ ⋯൅

௡ܤ
ሺݔ െ ܾሻ௡

	

௡ܣ ൌ 	 lim௫→௔
ሺݔ െ ܽሻ௡݂ሺݔሻ 	

௡ܤ ൌ 	 lim௫→௔
ሺݔ െ ܾሻ௡݂ሺݔሻ 

 

ሻݔሺ݂صورت  گويا به كسر تجزيه به كسرهاي ساده ، براي يك ൌ
௚ሺ௫ሻ

ሺ௔௫మା௕௫ା௖ሻ೙
  داريم:ܰ߳݊ كه   

݂ሺݔሻ ൌ 	
ݔଵܣ ൅ ଵܤ

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ
൅

ݔଶܣ ൅ ଶܤ
ሺܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿሻଶ

൅ ൅⋯൅
ݔ௡ܣ ൅ ௡ܤ

ሺܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿሻ௡
 

در ادامه با مخرج مشترك گرفتن و معادل قرار دادن صورت ، كسر حاصل با صورت اصلي تابع ميتوانيم محاسبه 
  كنيم.

ሺ75	رياضي	ارشد	ሻන
ଶݔ െ 1

ଶݔሺݔ ൅ 1ሻ
ݔ݀	 ൌ

ଶ

ଵ
 

  

  

  

ሺ78	صنايع	ارشد	ሻ න
ݔ݀

ሺ1ݔ ൅ ሻଶݔ
ൌ 
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  انتگرال گيري از انتگرال معين توابع زوج و فرد در فاصله هاي متقارن-6

ሻݔሺെ݂يعني   تابع فرد f(x)اگر  ൌ െ݂ሺݔሻ   وg(x)  ݃يعني يك تابع زوج باشدሺെݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ :داريم   

׬ ݂ሺݔሻ	݀ݔ ൌ 0
௔
ି௔ ׬                                  ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ

௔
ି௔ 	2	 ׬ ݃ሺݔሻ

௔
଴  

ቀ77	ژئوفيزيك	ارشد	ቁන
ݔ݀

1 െ ଶݔ

ଵ
ଶ

ି
ଵ
ଶ

ൌ 

 

 

 

 

 

ቀ79	اي	هسته	مهندسي	ارشد	ቁන
ݔ݀ݔ

ସݔ ൅ ଶݔ ൅ 1

ଵ

ିଵ
ൌ 

 

 

 

 

  انتگرال گيري از توابع سينوسي و كسينوسي-7

  داريم: cosو  sin زوجالف) انتگرال گيري از توانهاي 

sinଶ ݔ ൌ
1 െ ݔ2ݏ݋ܿ

2
																										,																									cosଶ ݔ ൌ

1 ൅ ݔ2ݏ݋ܿ
2

 

  داريم: cosو  sin فرد) انتگرال گيري از توانهاي ب

sinଶ *نكته* ݔ ൅ cosଶ ݔ ൌ 1  
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sinଶାଵ ݔ ൌ ሺsinଶݔ	݊݅ݏ ሻ௡ݔ ൌ sin ݔ ሺ1 െ cosଶ  ሻ௡ݔ

cosଶାଵ ݔ ൌ ሺcosଶݔ	ݏ݋ܿ ሻ௡ݔ ൌ cos ݔ ሺ1 െ sinଶ  ሻ௡ݔ

׬فرمت   ) انتگرال گيري از ج ࢓ܖܑܛ ࢞ ܖܛܗ܋  داريم:   ࢞

  : mൌ2k൅1فرد باشد يعني  mفرض مي كنيم  يكي فرد باشدn	يا  m اگر

sin୫ x cos୬ x ൌ sin ݔ ሺ1 െ cosଶ xሻ௞ cos୬ x			   	

	: mൌ2kهر دو زوج باشد مثلا   , n	mاگر 

sin୫ x cos୬ x ൌ ሺ1 െ cosଶ xሻ௞ cos୬ x 

 داريم: cosو  sinتوابع گويا بر حسب ) انتگرال گيري از د

ݖ ൌ ݊ܽݐ
ݔ
2
						,				sin ݔ ൌ 	

ݖ2
1 ൅ ଶݖ

				,				cos ݔ ൌ 	
1 െ ଶݖ

1 ൅ ଶݖ
ݖ݀				,				 ൌ

1
2
ሺ1 ൅  ݔଶሻ݀ݖ

 .استفاده كردنيز تغيير متغير) (جانشيني غير از موارد فوق مي توان از روش *

׬ ݔଶ݊݅ݏ ݔ݀ ൌ( براي حل اين سوال به قسمت جزء به جزء توجه شود ) 

 sin 2x= 2sin x cos x ياداوري :

 

නsinସ x ݔ݀ ൌ 

 

 

නsinଷ x cos ݔ ݔ݀ ൌ 

  انتگرالهاي زير را حل كنيد؟

න
ݔ݀
ݔ ൅ ܽ

ൌ 
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න
ଶݔ

ଷݔ ൅ 4
ݔ݀ ൌ 

 

න
cos ݔ

2 sin ݔ ൅ 5
ݔ݀ ൌ 

 

නݔଶ	݈݊ݔ	ݔ݀ ൌ 

  كاربردهاي انتگرال

  محاسبه مساحت در مختصات دكارتي : 

انتگرال پذير باشد و نمودار ان به صورت زير باشد، مساحت سطح محصور بين  [a,b]در بازه  f(x)اگر تابع 
  زير محاسبه مي شود:به صورت [a,b]ها ، در فاصله xمنحني و محور 

  

  

  

  

  

  

  

 

ݔ، خط  4yور مساحت ناحيه محدود بين مح ൌ
గ

ସ
كدام  y=cos xو زير نمودار  y=sin xدار و بالاي نمو  

  )75(ارشد رياضي  است؟
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  :محاسبه حجم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ݔሺ حجم حاصل از دوران ناحيه محدود به نمودار  ൒ 0ሻ  3 وy=x   خط ،y=1  و محورy  حول محورy  كدام
  )83است؟ ( ارشد علوم كامپيوتر
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  انتگرال هاي چندگانه

توسط اولر معرفي  1769انتگرال هاي دوگانه روي ناحيه محدود به يك منحني بسته، براي اولين بار در سال 
  يگانه، انتگرال دوگانه را محاسبه نمود.شد وي راه حلي ارائه داد كه مي توان به كمك دو انتگرال 

انتگرال مفهومي است كه در محاسبه دقيق كميتهايي مكه به حاصلضرب دوكميت ديگر بستگي دارند مورد 
مانند محاسبه حجم كه برابر است با حاصلضرب مساحت قاعده در ارتفاع و يا جرم كه   استفاده قرار ميگيرد.

  ا حاصلضرب جرم در مجذور فاصله.لي و يا گشتاور كه برابر است بعبارت است از حاصلضرب حجم در چگا

زير ناحيه بسته  n، تقسيم آن به  Rباشد. منظور از افراز  xyناحيه بسته و متناهي در صفحه  Rفرض كنيد 
,	௡ܴمتناهي  …	, ܴଷ		ܴଶ	, ܴଵ  .مي باشد  
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  شكل:

 

 

  

,	௡ܴافراز شده به  Rهمانطور كه در شكل ميبينيد  …	, ܴଷ		ܴଶ	, ܴଵ .  

  

كه از طرف پائين  جسم صلبيحجم نامنفي باشد. ،  Rروي ناحيه بسته و متناهي  f(x,y) z=اگر :  1نتيجه 
ها محور آن  zمنحني هادي و محور ،  Rو از اطراف توسط استوانه اي كه مرز  xyواقع در  Rبوسيله ناحيه 

 :محصور شود برابر است با  z=f(x,y)باشد و از بالا بوسيله رويه 

࢜ ൌඵࢌሺ࢞, ࢟ሻ࡭ࢊ
ࡾ

 

هست كه فاصله ي ذرات  ثابت		زيادي ذراتشود كه شامل تعداد به سيستمي گفته مي : )(Rigid bodyانگليسي		هبجسم صلب  يادآوري :

ماند. دنياي پيرامون ما وارد شود و يا حركت كنيد نيز ثابت مي نيروجسم		از يكديگر همواره ثابت است. اين فاصله حتي در صورتي كه به
همگي اجسام صلب هستند. در واقع به جسمي كه فاصله  چنگال		هاي يكگرفته تا دندانه پل		هايباشد. از پايهسرشار از اجسام صلب مي
  .شودگفته مي	جسم صلب	بين نقاط آن تغيير نكند،

  فرض شود ، در اين صورت f(x,y) =1در فرمول بالا اگر   : 2نتيجه 

مساحت	ناحيه	ࡾ	 ൌඵ࡭ࢊ
ࡾ

 

  انتگرال دوگانه ، هميشه نماينده يك حجم نيست.نكته : 

انتگرال دوگانه ، تعميم انتگرال معين است ، بنابراين تمام خواص و قضاياي انتگرال معين را دارا مي نكته : 
  باشد.

ذير پانتگرال  Rپيوسته باشد ، آنگاه روي  Rروي ناحيه بسته و متناهي  f(x,y)اگر تابع دو متغيره قضيه : 
  است.
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  باشد آنگاه: Rتابعي پيوسته روي ناحيه مستطيل شكل  f(x,y)اگر نكته : 

න න ,ሺ࢞ࢌ ࢟ሻ࢞ࢊ࢟ࢊ ൌ	
ࢊ

ࢉ

࢈

ࢇ
න න ,ሺ࢞ࢌ ࢟ሻ࢟ࢊ࢞ࢊ	

࢈

ࢇ

ࢊ

ࢉ
 

  پيوسته نباشد، تساوي فوق الزاما برقرار نيست. Rدر  f(x,y)قابل ذكر است كه اگر تابع 
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  انتگرال هاي چند گانه زير را حل كنيد؟

න න
૚

ሺ࢞ ൅ ࢟ሻ૛
࢞ࢊ࢟ࢊ ൌ	

૛

૚

૝

૜
 

 

 

∬ ࢞ محصور است بوسيله خطوط Rبه طوري كه ناحيه   ࡾ࡭ࢊ		࢞࢔࢏࢙ ൌ ࣊	, ࢟ ൌ
࢞

૛
	 , ࢟ ൌ ૛࢞ ؟  

 

 

 

 

  مساحت ناحيه محصور بين منحني هاي داده شده را حساب كنيد؟

2,  y=x  3Y=x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


