
 مدرس عزت االله فريدنيا

    [Course title] 

    

 و كارشناسي مقطع كارداني



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    2صفحه  ‐ 2و  1جزوه درس رياضيات عمومي   ( 

 

  اي: ابتدا مباحثي در خصوص چندجمله

  شود.ميها تشكيل ايجملهشود كه از تركيب خطي  تكاي به عبارت متغيري اطلاق ميچندجمله

x x 5 4 1   

x x 
3

32 7   

ها در تمام مباحث رياضيات ايميلادي به وجود امده است. چندجمله 15ها از قرن ايشكل خطي چندجمله
نقش مهمي دارند. براي تقريب توابع در آناليز عددي و حسابي و همچنين معادلات اساسي اقتصاد و علم 

  شوند.اي بيان ميبا چندجملهفيزيك 

  شود.و تابع نمايي استفاده مي cosو  sinها مانند اي براي تقريب ساير تابعاز چندجمله -

  برداري هاي نقشهكاربرد در دوربين

  

  

  

  معادله چيست؟ 

  باشد.در لغت به معناي هم قيدي است، يعني به معناي تساوي برابري و معادل مي

ترين اسناد رياضي مكتوب مانند متون عدد از اولين دستاوردهاي رياضي بشرند. در قديميمعادلات همراه با 
  گردد. ميخي بابليهاي باستان كه به هزاره قبل ميلاد برمي

علامت = (تساوي) كه امروزه متداول است روبرت ركورد پزشك دربار سلطنتي مطرح شد و ساليان زيادي 
آيند را معادله بگيرد. تساويهاي كه برحسب مقدار نامعلومي بدست ميطول كشيد تا مورد قبول همه قرار 

  ناميم.ناميم و مقدار نامعلوم را مجهول ميمي

تساوي بين مقادير معلوم و مجهول، به شرطي كه تنها به ازاي  اصطلاح معادله در فرهنگ لغت دهخدا:
هاي معادله كند را ريشهمقاديري خاصي از مجهول، برقرار باشد. اين مقادير خاص كه در معادله صدق مي

xگويند.  3 ن تفاوت معادله با اتحاد اين مقادير خاص هما صحيح است. x5كه تنها به ازاي  15
  است.



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    3صفحه  ‐ 2و  1جزوه درس رياضيات عمومي   ( 

 

  ارتباط معادله و اتحاد وتوابع: -

 كند. در اتحاد معادله با اتحاد فرق ميx  هر چه باشد عبارت درست است

 x y x y xy   2 2 2 ، ولي معادله اتحاد نيست چون فقط به ازاي مقادير خاصي تساوي و 2

 برابري برقرار است.

  ت.اي تابع نيسبعداً بحث خواهد شد، كليه توابع معادله هستند ولي هر معادلهارتباط توابع و معادله 

نشان دهيم، نمودار اين  yو  xها را با ي خطي داشته باشند و آناگر مقدارهاي دو متغيير با هم رابطه -
  ناميم.معادله را نمودار خطي مي

y ax b      a  وb انداعداد ثابتي  

  مانند سن افراد با افزايش قد          

            x    y  
axمعادله درجه اول  b 0  

)تابع درجه اول  )f x ax b   

  

  معادلات يك مجهولي درجه اول:

B
Ax B x

A


  0 

)
B

if A x
A


  1   خواص    0

 A0        غير ممكن) &if A B  2 0 0  

(مبهم         &if A B  3 0 0  

  مثال براي معادلات خطي: (مفهوم بدست آوردن مجهول روي شكل)

y x
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3 6 3

6 

  

xدر معادله  x     3 6 6 3 3 

        x   3 6   معادله شكل 0

x x  3 6 12  

x x   3 12 6     x يك طرف  

,x x 2 18 9 

yمنظور از حل معادله وقتي كه  0  باشدx 9 باشد.مي  

  »x«تاريخچة 

ميلادي  16هاي خود (الجبر و المقابله) كه تا قرن دانان و منجم ايراني در يكي از كتابخوارزمي از رياضي
دانان اروپايي بود. خوارزمي در اين كتاب به جاي مجهول درجه اول از كلمة مبناي مطالعات علمي رياضي

» شيء«كردند براي كلمة استفاده كرد. اروپاييان كتاب را كه ترجمه مي» چيز نامعلوم«به مفهوم » شيء«
“Xei”  را انتخاب كردند و وقتي كه نوشتن معادلات به صورت نمادگذاري معمول شد، اروپاييان“x”  حرف

  اول واژه را به جاي مجهول درجة اول اختيار كردند.
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  مجهولي: 2دستگاه معادلات خطي 

براي يافتن اين مجهولات بيش از يك معادله مورد نياز در بسياري از مسائل بيش از يك مجهول وجود دارد، 
  گويند.است كه به اين معادلات، دستگاه معادلات مي

 مجهول درجه اول: 2معادله و  2دستگاه 
( )

( )

Ax By C

Ax By C

 
    

1
2 

  حل دستگاه : 

  آوريمرا بدست مي  y)، 1از رابطة ( روش اول (روش جايگذاري):

   C Ax
y

B


  

y  ) دهيم ) قرار مي2را در رابطة  

  C Ax
A x B C

B

    

 
B C BC AC A C

x y
AB A B AB A B

    
 

    
 

  كنيمرا ضرب مي -B)، 2و در معادله ( B)، 1در معادله ( روش دوم (روش حذفي):

  
AB x BB y  B C

A Bx B By


 

( )

BC

x AB A B B C BC


  

     

 

 
B C BC AC A C

x y
AB A B AB A B

    
 

    
 

  آيد.با جايگذاري مقادير جواب بدست مي

  
( )

( )

x y

x y

 
  

1 3
2 4 2 6 

  روش جايگذاري: -1



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    6صفحه  ‐ 2و  1جزوه درس رياضيات عمومي   ( 

 

  x y     )1از (   3

  ( )y y   4 3 2  ) جايگذاري2در (   6

 y y y y y y           4 12 2 6 4 2 6 6 6 1 

 y x x     (1) 1در 1 3 2  

  حذفيروش  -2

  
x y

x y

x

 
  



2 2 6
4 2 6

6 12
       

x y

x y

  
  

2 3
4 2 6 

 y y     2 3 x)   1جايگذاري در (     1  2  

  روش سوم دستور كرامر: (دترمينان مرتبه دوم)

  
A B

AB A B
A B

    
 

 

 
C B

x B C BC
C B

    
 

 

 
A C

y AC CA
A C

    
 

 

 
x y

x y
 

 
 

  

حل مثال قبلي با روش كرامر:  
x

x x
              


1 1 3 1 122 4 6 6 6 12 24 2 6 2 6  

 

 
y

y y
 

         


1 3 66 12 6 14 6 6 
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  دستگاه سه معادله و سه مجهولي:

  
( )

( )

( )

Ax By Cz D

A x B y C z D

A x B y C z D

  
      
      

1
2
3

 

  روش اول: (روش حذفي)

  ) را داريم.4كنيم، معادلة (را حذف مي x)، 2) و (1در دو معادلة (

  ) را داريم.5كنيم، معادلة (را حذف مي x) نيز 3) و (2و در دو معادلة (

 2معادله  2هاي دستگاه كه با استفاده از روش zو  y) داراي دو مجهول است، 5) و (4دو معادلة (
  كنيم.مجهول آنها را حل مي

  روش دوم: (جايگذاري)

  ) را داريم.4آوريم، معادلة (را بدست مي x)، 1از معادلة ( 

  ) را داريم.5آوريم، معادلة (را بدست مي y) قرار داده، 2) را در معادلة (4معادلة (

  آيد.را بدست مي zدهيم، ) قرار مي3) را در معادلة (5معادلة (

)z) دهيم، ) قرار مي5) را در معادلةy آيد.را بدست مي  

)y) دهيم، ار مي) قر4) را در معادلةx آيد.بدست مي  

  روش سوم: (كرامر) دترمينان مرتبه سوم

  

( ) ( ) ( )

A B C
B C A C A B

A B C A B C
B C A C A B

A B C
A B C C B B A C C A C A B A B

     
      

     
  

               

 

 

D B C A D C A B D

x D B C y A D C z A B D

D B C A D C A B D
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x y z

x y z
  

  
  

  

  مساله زير را با روش كرامر بدست مي آوريم :

 ( ) ( ) ( )

x y z

x y z

x y z

            

  
     
   

1 4 5 1 8 3 1 20 6 9 11 14 6
1 1 13
4 2 14 2 6
3 5 23 5 2 4

 

 ( ) ( ) ( )x


               



3 1 1
6 2 1 3 4 5 1 12 4 1 30 8 27 16 22 21
4 5 2

 

 ( ) ( ) ( )y              


1 3 1
4 6 1 1 12 4 3 8 3 1 16 18 16 33 2 15
3 4 2

 

 ( ) ( ) ( )z


            

1 1 3
4 2 6 1 8 30 1 16 18 3 20 6 22 2 42 18
3 5 4

 

 
x y z

x y z
   

       
     

21 15 18 36 6 6 

  تمرين:
x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

      
       
        

4 2 0 5 2 21
4 1 0 3 4 20
9 3 0 2 3

  

ميلادي توسط سامويل مورس براي استفاده در تلگراف  1838كد مورس در سال  هاي رياضي:دانستني
  فاصله الگوبرداري شده است.اختراع شد، از نقطه و خط

 )Samuel Morseبخشي از كد به صورت درختي: (

 

 

 

  معادلات يك مجهولي درجه دوم:
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  ,Ax Bx c A   2 0 0 

 A  وc اند        العلامتمختلف,
c c

if B Ax c x x
A A

 
      

2
1 20 

      B
x

A


1        يا( )if c Ax Bx x Ax B x        2

10 0 0 0 

 &if B c Ax x     20 0 0 0 

 B A C  2 4 

 , , ,
B B B

x x x
A A A

        
  1 2 1 22 2 2

 

xريشه حقيقي  2معادله   x1 ifدارد   2  0  

Bريشه مضاعف دارد  
x x

A


 1 2 2  if  0  

ifمعادله ريشه حقيقي ندارد     0 

2 (، (a0) 1(محاسبه ريشه كه جمع مقادير منفي باشد يعني ( 0(  

  مسئله را در منزل حل كنيد: 

  x  34 3 0 )1 

 x x 25 3 0 )2 

 x 210 0 )3 

 x 29 3 )4 

 x x  23 5 6 0 )5 

 x x  2 7 10 0 )6 
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 حل معادله با روش تجزيه

x Sx P
 

  2 0 

-ضرب ريشه       

-ها      جمع ريشه

  ها

)اتحاد مزدوج:  )( )a b a b a b   2 2  
,S x x P xx  1 2 1 2  

  x x  2 5 6 0  

( )( )x x
 

 3 2 

,x x   3 2 

 x x  22 5 6 0 

  

  نامعادلات

  نامعادله يك مجهولي درجه اول:

اگر در يك نامساوي يك مجهول وجود داشته باشد و آن نامساوي به ازاي بعضي از مقادير عددي وابسته به  
مجهول درست باشد و به ازاي بعضي مقادير ديگر درست نباشد، آن نامساوي را نامساوي شرطي يك 

  نامند.مجهولي يا نامعادله يك مجهولي مي

  , ( , )
b b

ax b ax b x x
a a

 
        0 الف. 

  , [ , )
b b

ax b ax b x x
a a

 
        0 ب.  

 , ( , )
b b

ax b ax b x x
a a

 
        0 ج. 

 , ( , ]
b b

ax b ax b x x
a a

 
        0 د. 
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,x x x    
25 2 0 5 2 5,x x x


    

23 2 0 3 2 3

x 
2

5
  x 

2

5
  x 

2

5
      

x



3

2
 x




3

2
  x




3

2
    

+ - x5 2+ -  x3 2 

  نامعادله يك مجهولي درجه دوم:

ax bx c  2 axيا           0 bx c  2 0  

axبراي حل آن ابتدا  bx c  2 كنيم و جواب بدين را محاسبه مي دهيم و مساوي صفر قرار مي 0
  صورت خواهد بود

 جواب نامعادله

ax bx c  2 0  

 جواب نامعادله

ax bx c  2 0  

 جواب معادله

ax bx c  2 0  b ac  2 4 

x x x 1 2  ,x x x x 1 2  ,x x1 2   0 

b  جواب ندارد
x

a


  b

x x
a


 1 2   0 

  حقيقي نداردجواب   Rاعداد حقيقي   جواب ندارد 0 

  تمارين:

 x x  2 7 10 ) را با روش تجزيه حل كنيد. 0 )( )x x  2 7 0  

  5  2     

+  + -  x2 

+  -  -  x5 

+  
  ج

-  +  
  ج

( )( )x x 2 5 
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a  را چنان تعيين كنيد كه معادلهax x  2 3 2 0 

a  ريشه حقيقي متمايز داشته باشد 2) 1 a      
90 9 8 0 8 

a  ) داراي ريشه مضاعف باشد2 a      
90 9 8 0 8  

a  ) ريشه حقيقي نداشته باشد3 a      
90 9 8 0 8  

 

)حل نامعادله،  )x x x x x x      2 2 0 1 0 

  1  0     

+  + -  x 

+  -  -  x 1 

+  
  ج

-  +  
  ج

( )x x  1 

  ( , ) ( , )x x x x       2 2 0 0 1 
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  رابطه و تابع
ميلادي توسط دكارت پديد آمد (اهل  17براي نخستين بار مفهوم تابع به عنوان مقدار متغيير در قرن 

) 1805-1589قرن ديريكله ( 2را براي تابع در نظر گرفت، بالاخره پس از  Fاو نماد  1748فرانسه). در سال 
  تعريف امروزي تابع را بيان كرد.دان آلماني در اواسط قرن نوزدهم، رياضي

  

  

  

  

باشد هرگاه ميان دو متغير پذير چنان تابع در فرهنگ لغت معين دهخدا: به معناي دنبال كننده و مطيع مي
و دومي را  »متغيير اصلي«بستگي وجود داشته باشد كه تغيير يكي در ديگري تغيير بوجود آورد. نخستين را 

  گويند.تابع مي

تايي  2زوج مرتب: هر 
( , )x y

 گوييم.ها مهم باشد را زوج مرتب ميكه ترتيب قرار گرفتن مؤلفه  

  ها كه غير مستقل استxها كه غير وابسته است     نمايانگر محور yنمايانگر محور 

ها با هم برابر هاي دوم آنها با هم و مؤلفههاي اول آناند كه مؤلفهزوج مرتب وقتي با هم مساوي 2نكته: 
  باشد.

  
( , ) ( , ) &

( , ) ( , )
1 1 2 2 1 2 1 2

2 7 7 2
x y x y x x y y   

  
  هاي اول مساوي نداشته باشند، تابع گويند. (چرا؟)تابع: هر دو زوج مرتبي را كه مولفه

 كننده و مطيع است.يعني در اين صورت دنبال

 عدد) 2، 1و3در تابع هدف ها يكسان است. (هدف 

, ( , )x A y B x y f       

F عناصر  بايد هريك ازA  را به عنصري ازB   .نسبت دهدFi A B  
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   ( , ) Fx y          يا
F

A B         ياF: A B  

  F ( )x               

                                                                                                                                                    

  Function        متغيير مستقل          

 y F( )x 


  وابسته

                   غير مستقل      

  

  

  تابع در نمودار:

  

  

                    )٢)                                                    (١(  

  

  ھا نمودار را در يک نقطه قطع کند، تابع است.yاگر ھر خط موازی محور 

Fدامنه      -قلمرو  دامنه و برد تابع: DomainD  

  Rangeبرد            

  تواند داشته باشد. مؤلفه اول يک زوج مرتب را دامنه گويند.دامنه يک تابع مجموع مقدارھايی که يک متغيير مستقل می

     FF ( , )x y x D   

  را برد گويند.تواند داشته باشد. مؤلفه دوم يک يک زوج مرتب برد يک تابع مجموعه مقداری که يک متغيير وابسته می

     FF ( , )x y y   

  

  مشخص كردن يك تابع: 

)Fضابطه تابع          آيا هر معاله يك تابع است؟ ) 2 3x x   

    متغيير مستقل  

  ) هم معادله دارد و هم تابع است.1) تابع نيست ولي معادله دارد.       شكل (2شكل (
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 شناسيها كاربردهاي متفاوتي دارند. مثلاً تابع نمايي در اقتصاد و زيستتوابع با توجه به نوع آن 

 ها و در فيزيك نيز كاربرد دارند.ها و الگوريتمسازي ساختمان دادهدر رايانه براي مدل 

 اي كه متغيير مستقل (تر هر معادلهبه عبارت سادهx به (y  تواند وابسته باشد نقش تابع را دارد و مي

 مطيع و فرمانبر باشد.پيرو 

   ( , ) F( )x y x x x x y x      2 3 2 3 2 3 

y x  F:  

3  

5  

0  

1  

 وجود دارد. yيك  xاين معادله تابع است، به ازاي هر 

  { , , ...} 1  اعداد طبيعي 2

 {..., , , , , , ...}  2 1 0 1  اعداد صحيح 2

 { , , }
m

m n n
n

  0  اعداد گويا 

 = R Q   اعداد گنگ  

  =Q Q   اعداد حقيقي  

  { i , , i }a b a b    1  اعداد مختلط 

)}  بررسي كنيد آيا تابع است؟ , ) , , }
[ , ,..., ]

2 10
1 2 10

F x y y x x x
x

   


  

  

y  x 

1  

4  

9  

1  

2  

3  
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F {( , ) } F: x y y x   0 

y x  

0  

1
  
2
  
3
  

0  

1  

2  

3  
         

      

كنددو نقطه قطع مي yتابع نيست، خط موازي 

       

 F( ) F: { }x
x

  

5   نمونه سوال     22

  3 0 3 xج3 y x y y             نمونه سوال 

 

x y a  

 

x y a 

 

)F  ضابطه (قانون) 2 )

F: R R

0
0

x x
x x

x x


   


 

F {( , ) , } {( , ) , }0 0x y y x x x y y x x       

0xبراي هر   ،y0براي هر  اي است، تابع استx ،y ،اي است
 تابع است

  اي (قانون):تابع چندضابطه بررسي مشخص كردن

 اي (قانون) معرف تابع باشد.هر ضابطه -1
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 ها تهي باشد.اشتراك دامنه -2

 باهم برابر باشند. yها اشتراك داشته باشند، به ازاي عضو مشترك دامنه، مقادير اگر دامنه -3

-اي استفاده ميتذكر: جاهايي نياز داريم كه روابط و معادلات تابع باشند، بدين خاطر از توابع چندضابطه

  كنيم. 

y  x

( )
4 3 1
5 2 1
x x

f x
x x

 
   

  

7  

11 

15 

1 

2 

3 

    

y  x 
2- 

7- 

12-

0 

1-

2-

    

0xها در تابع است، در دامنه    3باشد كه اشتراك ميy                    است و مشترك است

F( )
3 3 0

2 3 0
x x

x
x x

 
   

  

  دامنه و برد تابع: (كاربرد دامنه و برد)

F  ايتوابع چندجمله -1 F( ) ...n n
nD x ax ax a    10 1 

    
2

3 2

2 5
4 3

x

x

x x


 

  

 مجموعه اعداد حقيقي است. Fترين توان آن فرد باشد، آنگاه برد اي و بزرگتابع چندجمله fاگر  -2

    yy x x    3 25 4 1 
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2yجمله مانند  2ي برد در تابع براي محاسبه  -3 ax bx c   2 :راه داريم 

  كنيمتابع را به صورت مربع كامل درآورده و سپس برد را محاسبه مي الف:

    ( ) ( )2 22 3 1 1 3 1 2y x x x x          

  f( ) ( ) [ , )2 20 1 2 1 2 2x x             

2yب:  ax bx c    را نسبت بهx 0نموده، سپس شرط جواب در معادلة درجه دوم،  مرتب   يا
0  را نوشته و حدود ،y .همان برد تابع است  

2
2 2

2

0 4 04 5 4 5 0 0 0
b ac

y x x x x y
b ac

   
       

    
 

( ) ( y)24 4 5 0 16 20 4 0 4 4 0y y           

F FD , [ , )y y       4 4 1 1  

...دامنه توابع كسري  -4
( )

...

10 1
10 1

n n
n

n n
n

a x a x a
F x

b x b x b





  


  
F-هاي مخرج}{ريشه    RD  

FD { }
x

y x x x
x


          


2 2

2

2 15 4 0 4 4 24 

F, D { , }
x

y x x x x
x x

             


1 2 5 50 3 5 3 5 03 5 3 3 

 برد توابع هموگرافيك -5

FF( ) { }
ax b a

x
cx d c


   


 

0cشرط تابع: بايد    باشد.باشد. چون در غير اين صورت خط راست مي  

       0ad bc .در غير اين صورت برابر با تابع ثابت است ،  

6-    F( )
2

2

ax bx c a b c
x

a x b x c a b c
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0مرتب نموده و شرط وجود جواب  xضابطه را طرفين وسطين كرده، عبارت را نسبت به    0يا  

aي بدست آمده عدد در ابتدا و انتهاي بازهباشد كه برد تابع است. اگر مي

a
موجود باشد آن عدد را  

  آيد.حذف و برد بدست مي

  برد را محاسبه كنيد.
2 1
x

y
x




 

  

2

2 2 2

0

0 0
ax bx c

yx y x yx y x yx x y

  

            اول طرفين وسطين  

( )2 2 2 20 1 4 0 1 4 0 1 4y y y          

[ , ] { } [ , ] { }

[ , ) ( , ]

F

F

y y
a

           

   

2 1 1 1 1 1 0 1 10 04 2 2 2 2 2 2
1 10 02 2

 

  برد و دامنه سوال زير را محاسبه كنيد؟

( ) ( )
2

2 2 2 2 2
2

4 4 4 4 4 0 1 4 1 04
x

y y x y x x y x y x y y
x


             


  

)F  نكته كنكوري -7 ) ( )
( )

1
x q x

q x
  

    
; ( ) R [ , )

; ( ) R ( , ]
F

F

x g x

x g x

    
     

0 2
0 2 

  آيدسوال نمي    
  دامنه توابع راديكالي با فرجه فرد: برابر با دامنه توابع زير راديكال -8

F gF( ) g( ) D =Dnx x 2 1 

)FF  راديكالي با فرجه زوج برابر است بادامنه توابع  -9 ) g( ) D { g( ) }nx x x x  2 0 

 محاسبه دامنه:

  FF( ) D [ , ]x x x x x            2 2 24 4 0 4 2 2 2 2 
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 FF( ) , D { }
x x

x x x
x x

 
          

 
3 2 2 0 2 0 2 22 2

 

 F( ) ,
x x

x x x x
x x x x

 
       

     

2 2 0 2 0 2 0 22 2 2 0 2
 

  

 

( , ]D  2 2 

x x   2 0 هاي مخرج}{ريشه     2
D   

نكته كنكوري: دامنه توابع لگاريتمي: بايد لگاريتم مثبت باشد و مبناي لگاريتم مثبت و مخالف يك  -10

 باشد.

( )
( )F( ) ln { ( ) , ( ), ( ) }g x

h x F g hx D D D x g x h x h x      0 0  

 مثال زير را با توجه به نكته فوق حل كنيد؟

F( ) ln x

x
x 


 2

4
1  
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lim
→

| |
	 1																																													 lim

→

| |
	
| |

1 

  حد چپ و راست برابر نيستند 

  

  

 

 

	 1												 0
1												 0

 

 

 

lim
→

	 lim
→

1 1	 

lim
→

	 lim
→

1 1	 

limبرابر نيستند پس 
→

  موجود نيست  	

  

	 2 1												 2
4 3												 2

 

  

lim
→

	 lim
→

2 1 5	 

lim
→

	 lim
→

4 3 5	 

  

  برابر و موجود مي باشد  x=2حد راست و چپ با هم برابر هستند پس تابع در نقطه 

lim
→

	5	 
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  حد داشته باشد ؟ x=1در نقطه  fرا طوري بدست آوريد كه تابع  kدر مساله زير مقدار 

	 4 1														 1
2 													 1

 

  

  ( حدهاي بي نهايت) : حد نامتناهي

يا	∞توابعي كه داراي حد    مي باشند. ∞

→
	 ∞		

lim
→

1
	 ∞ 

lim
→

	
1

	 ∞																									 lim
→

1
	 ∞ 

lim
→

1 	فرد	باشد								∞ اگر	
	 	زوج	باشد									∞ اگر	

 

  حد در بينهايت : 

  ميل مي كند . - ∞+ يا  ∞حد تابع وقتي كه به   

→
	 	 ∞    

→

8
1

	
8
0

	 ∞ 

limقضيه : اگر 
→

x 	 	 limيا   ∞	
→
F x 	 يك عدد حقيقي و يا يكي از نمادهاي  aآنگاه   ∞	

limباشد .                                                                                         ∞+ ∞‐ ∞
→

0   

lim
→

1
	
1
∞

0 
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  نمونه مساله؟

lim
→

7 1
4 2 1	

 

كه در صورت  و مخرج آمده تقسيم مي كنيم و   xبراي حل اين مسائل، صورت و مخرج را بزرگترين توان 
  سپس قضيه حد خارج قسمت را بكار مي بريم .

lim
→

7 1

4 2 1
lim
→

7
1

4
2 1 	

7 0
4 0 0

7
4

 

  

lim
→

3 6 9
4 7 5

 

  تقسيم مي كنيم . رگترين توان يعني صورت و مخرج بز

lim
→

قضيه	حد	خارج	قسمت 	 lim
→

0	    

  

  

	اگر  داشته باشيم      
⋯

⋯
                                                                                

lim
→

	

									 اگر	توانهاي	صورت	و	مخرج	برابر	بودند			,	

0											 توان	صورت	كمتر	از	توان	مخرج	باشد			,	
∞							 توان	صورت	بزرگتر	از	توان	مخرج	باشد			,	

 

 نمونه مساله : 

limتوانها صورت بزرگتر                           
→

	 ∞  
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  حد مقابل را محاسبه كنيد ؟ 

lim
→

5 6

√2 7
 

lim
→

√ 1	 	√    

lim
→

5 	 
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  پيوستگي :

  پيوسته مي ناميم هر گاه سه شرط زير برقرار باشد. x=aرا در نقطه  F: تابع 162زپ 

1- F  درa  تعريف شده باشد يعنيF(a) .وجود داشته باشد 

2- F  درa  حد داشته باشد يعنيlim
→

وجود داشته باشد به عبارتي حد راست و حد چپ برابر  
 باشند.

limحد تابع برابر مقدار تابع در آن نقطه باشند يعني  -3
→

 برقرار باشد. 

پيوسته نباشد  aدر  Fناپيوسته مي ناميم. اگر  aدر  Fبرقرار نباشد  x=aاگر حتي يكي از شرايط بالا در 
a  را يك نقطه ناپيوستگيF .مي ناميم  

limپيوستگي چپ دارد هرگاه  aدر نقطه  Fتعريف:    تابع 
→

  

limپيوستگي راست دارد هرگاه  aنقطه در  Fتابع             
→

  

  پيوستگي (پيوستگي چپ و راست ) توابع را در نقطه داده شده بررسي نمائيد؟

165زپ  : F x
x 1															 2
2x 1										 2
2x 1										 2

 

  

163زپ  : F x
5x 3															 2
x 1																	 2
x 1																	 2

 

 

163زپ  : F x 3x x 					 1
4x														 1

 

 

164زپ  : F x
x 1													 1
2																						 1
x 1											 1
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در دامنه  cosو  sin: توابع چند جمله اي ، توابع راديكالي با فرجه فرد، توابع 48) ماهان كنكوري(نكته  
	براي هر  F(x)=[x]ان پيوسته اند. تابع تعريفش 	بر بازه  ∋ , xپيوسته است و در  1

  از راست پيوسته است. 

   :مشتق

  در نيمه دوم سدة هفدهم مطالعه در مساله مهم زير مورد علاقه دانشمندان بود:

از منحني  معادله يك منحني داده شده است معادله خط مماس بر آن را در يك نقطه دلخواه -1
 بدست آوريد.

معادله حركت غيريكنواخت متحركي داده شده است سرعت حركت را در يك لحظه دلخواه بدست  -2
 آوريد.

لايپنيس روي مساله اول و نيوتن روي مساله دوم كار مي كردند كه معلوم شد كه اين دو مساله در 
كه بعدها به نام مشتق به خود گرفت،  F، تابع ديگري به نام  Fاساس متفاوت نيستند كه با معلوم بودن 

  تعيين شود.

تعريف مشتق درفرهنگ معين : در رياضي حد نسبت نمو تابع به نمو متغير وقتي كه نمو متغير به صفر ميل 
  كند. يا آهنگ تغيير هر تابع نسبت به متغير آن.

اگر  ∋را در نظر مي گيرم فرض كنيم  y=F(x)براي حالت لايپنيس مساله اول : تابع 

lim
→

  نشان مي دهيم. مي ناميم و با  aدر نقطه  Fوجود داشته باشد آن را مشتق  

  شكل:

  

4مشتق تابع    را بدست آوريد؟ x=1را در نقطه  3

  

  شكل:
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در نظر ميگيريم مثلث  y=F(x)اين نقاط را روي  M(a,F(a)) و  N(a+h,F(a+h))با توجه به شكل بالا 
  را داريم: MHNقائم الزاويه 

αمقابل	ضلع
	 αمجاور	ضلع h

 

  مي گوئيم. MN را ضريب زاويه اي (شيب) خط كه

limمشتق پذير باشد در اين صورت  x=aدر  Fفرض مي كنيم 
→

به  hيعني وقتي  وجود دارد 
حركت مي كند  Mدر امتداد منحني به طرف  Nثابت مي ماند و نقطه  Mسمت صفر نزديك مي شود نقطه 

به عنوان حد   امتدادش را چنان تغيير مي دهد كه ضريب زاويه اي (شيب) آن به عدد MNو خط 
  نزديك مي شود.

كه روي نمودار قرار دارد  aه طول در نقطه اي ب y=F(x): نكته: معادله خط مماس بر نمودار تابع 187زپ
  برابر است با 

  معادله خط قائم اورده شود. : نكته:188زپ

  بدست آوريد؟ x=2را در نقطه  3F(x)=xمنزل: مشتق تابع و معادله خط مماس  :185زپ

  شكل:

  

  بدست آوريد؟ x=1را در نقطه  4x+32F(x)=x+مشتق تابع و معادله خط مماس 

  شكل:

  

به  h(همانطور كه در شكل گفته شد) مقداري ثابت است كه با حركت  Mدر دو مثال بالا مي بينيم كه 
  نزديك مي شود. Mنيز به  Nسمت صفر 

  : براي روش نيوتن حالت دوم : 192زپ 
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باشد(برحسب زمان) سرعت  S=S(t)به صورت  OSروي محور  Mفرض مي كنيم معادله حركت جسم 
  تعريف مي كنيم. را با  t=aدر لحظه  Mمتحرك 

	سرعت lim
→ t a

 

معادله حركت جسمي روي خط مستقيمي باشد سرعت اين متحرك  3t2s(t)=t+: فرض مي كنيم 192زپ 
  بدست آوريد؟ t=2 را در لحظه

  

مشتق پذير باشد در اين نقطه  x=aدر نقطه  F: رابطه پيوستگي و مشتق: اگر تابع 193و192قضيه: زپ 
پيوسته  x=0كه در نقطه  |F(X)=|xپيوسته خواهد بود. عكس اين قضيه درست نخواهد بود مانند تابع 

  است ولي مشتق ندارد.

  قضاياي مشتق :

  تركيب خطي مي باشند. u,vو  عددي ثابت است و  a: فرض مي كنيم 90و89ماهان 193زپ

 Function رديف derivative    Function  Derivative 

1      10  cot   csc  

2      11  sec   sec tan  

3      12  csc   csc cot  

4      13  sin  
1

√1
 

5   
1

  14  cos  
1

√1
 

6   
1
  15  tan  

1
1

 

7  sin   cos   16  cot  
1

1
 

8  cos   sin   17  sec  
1

| |√ 1
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9  tan   sec   18  csc  
1

| |√ 1
 

ونمادهاي مشتق:  ,  

  

  مشتق توابع زير را محاسبه كنيد؟

4 

7  

3  

2  

224تا  196سوالات زير از زپ   

3 5 2 3 7 4    

2 1   

1 3  

2 3
4 5

 

2
2 3

 

5
2 2

 

7 15 

1  

                    

3 2  
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4 

sin	 4  

sin	 4 7  

cos	
2 1

3
 

1
 

3  

3 √           91ماهان   

10     271رپ فرخو   

√2
√
    271رپ فرخو   

برابر باشند آنگاه   aو مشتق چپ در نقطه   a: تعريف :اگر مشتق راست در نقطه 199زپ
  . در غير اينصورت مشتق وجود ندارد.مشتق پذير است و  aدر  Fتابع 

  ير را در نقاط داده شده بررسي نمائيد؟پيوستگي و مشتق پذيري توابع ز

199زپ :  F x x 1					 3
2x 2			 3

 

 

زپ   201: F x x 3x					 1
5x 1						 1

 

F :201زپ  x x 4x					 1
4x 7						 1

 

F: تابع 201زپ  x ax 					 2
4 2b						 2

Fرا طوري تعيين كنيد كه  a,bداده شده مقادير   2 
  مشتق پذير باشد). x=2موجود باشد(يعني در 
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  ماكسيمم و مينيمم تابع:

وجود داشته باشد  cداراي ماكسيمم نسبي است هرگاه يك همسايگس از  cدر نقطه  Fتعريف : تابع  : 257زپ 
Fدر اين همسايگي  xدر آن همسايگي تعريف شده و به ازاي هر  Fبه طوري كه  c F  

 شكل:

  

وجود داشته باشد به طوري  cداراي مينيمم نسبي است هرگاه يك همسايگس از  cدر نقطه  Fتعريف : تابع 
Fدر اين همسايگي  xدر آن همسايگي تعريف شده و به ازاي هر  Fكه  c F  

  شكل:

  اكسترمم نسبي دارد. cدر  Fماكسيمم يا مينيمم نسبي داشته باشد گوئيم  cدر نقطه  Fتعريف : اگر تابع 

cموجود بوده و  (a,b)به ازاي همه مقادير در فاصله  F(x)قضيه : اگر  :261زپ ∈ a, b  اكسترمم نسبي
Fداشته باشد آنگاه در صورت وجود  c  : داريم ،F c 0.  

ه در آنها اكسترمم نسبي دارد آنهايي هستند ك Fكه  xمشتق پذير باشد تنها مقاديري از  Fاگر تابع  :261زپ
F   صدق كند كه عكس اين موضوع صادق نيست. 0

  شكل: براي مفهوم مورد بالا

 

  

cتعريف : نقطه  :261زپ ∈ D  را يك نقطه بحرانيF .مي ناميم هر گاه يكي از دو شرط زير برقرار باشد  

1- F c 0 

2- F c .(يعني مشتق پذير نباشد ) وجود نداشته باشد 

  در صورت وجود نقاط بحراني تابع را بدست آوريد؟ :261زپ

2 9 12x 1 
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F x 2 x							 1
2x 1				 1

 

 

  

| 1| 
  

Fبا در نظر گرفتن تعريف نقطه بحراني، معادله  :261زپ c   را با توجه به مفهوم مشتق بنويسيد؟ 0

  شكل-مهم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


