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ماه ارديبهشت هشتم و بيست

خيام عمر بزرگداشت روز با مصادف

است. ايرانی رياضيدان و شاعر فيلسوف، ستاره شناس،

نيشابوری. خيام عمر حکيم روح به می شود تقديم پرگار از شماره اين وی ادبی و علمی خدمات پاس به
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سرمقـاله

پرگار، محترم خوانندگان به سلام با
می گردد. شما تقديم اينک پرگار ۱۳۹۴ بهار  شماره

و است قبل شماره در عنوان همين با مقـاله ای ادامه که است ۲ شگفت انگيز اتحادهای مقـاله شماره ، اين مقـالات از يکی
است. اويلر به منسوب که می کند اثبات و بيان مقسوم عليه ها مجموع تابع مورد در را شگفت انگيز واقعاً اتحادی

ترکيبياتی مسائل برخی حل در را آن قدرت و می کند معرفی را احتمالاتی روش احتمالاتی ، ترکيبيات و توران عدد دوم ، مقـاله
می دهد. نشان

نابرابری چند اثبات در را آن و کرده معرفی را مربعات مجموع روش سپس و کرده مطرح را نابرابری ها از مقدماتی سوم ، مقـاله ٔ
موسوم رياضيات معروف مسائل از يکی طرح به منجر چه طور روش اين بسط که می دهد نشان نهايتاً و می برد کار به معروف

است. شده هيلبرت هفدهم مسأله به
اگر است. ارزشمند بسيار که هدفی است ، بوده معلمين جامعه ٔ با ارتباط آن ، انتشار ابتدای از پرگار مأموريت های از يکی
دوطرفه ارتباط يک وجود ولی هستيم بهره مند باتجربه اساتيد و معلمين برخی وجود از پرگار تحريريه هيئت در ما چه
در دوطرفه ارتباط اين ايجاد برای راه کارهايی دنبال به بايد انشاالله است. مغتنم بسيار ما برای عزيز معلمين و پرگار بين
پرگار رايانامه  ی  طريق از خصوص اين در را خود پيشنهادات می کنيم دعوت عزيز معلمان همه ٔ از جا همين در باشيم. آينده
در نخست گامی را آن بتوان شايد که داريم مقـاله ای شماره اين در بگذارند. ميان در ما با  ( pargar@mathysc.ir( 
برگزار مسأله حل محوريت با که ترکيبيات کلاس يک جلسه ٔ سه از است گزارشی ترکيبيات کلاس مقـاله ٔ دانست. راستا اين

می کنيم. توصيه جوان معلمان خصوصاً معلمان ، همه ٔ به را مقـاله اين مطالعه ٔ است. شده
نيز و شماره اين معماهای و مسائل نيز و امسال دوم مرحله آزمون راه حل های و مسائل مطالعه ٔ به را خواننده همچنين

می کنيم. دعوت شماره اين ويژه ٔ مسأله ٔ
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سيدصالحی حسين محمد سيد
کارشناسی دانشجوی

کامپيوتر مهندسی
شريف صنعتی دانشگاه

(۱) ترکيبيات کلاس

مقدمه ۱ . ۲
تصميم و داشتم دبيرستان سوم کلاس بچه های با قبلاً که است ترکيبياتی کلاس های درسنامه ی مجموعه: اين سلام،

گرفتم. آن نوشتن به
حس و دارند ترکيبيات اصول با آشنايی مختلف، کتاب های خواندن با احتمالاً قبل تر که هستند کسانی آن: مخاطب
عموم شهودی، طور (به کنند. ورزيده را خود مختلف ايده های و آسان و سخت مسائل با تا شده آن فرصت که می کنند
درستی کار سؤالات سطح بندی مخاطبی، چنين برای نظرم به بعد) به هستند دبيرستان سوم درآغاز که المپيادی هايی
بالاست. مجموعه اين در سؤالات عمومی سطح البته هستند. مقـاله اين جای همه در مختلف سطوح در سؤالات و نبود

و می شود گفته حل شان و مساله ها لای لابه در درس  است. محور مساله مجموعه اين ساختار: و موضوعی نظر از اما
بود خواهد خاص موضوع يک روی بر تاکيد جلسه هر در ترتيب به دارد. وجود مساله آن از فراتر نکاتی پاسخ ها قسمت در
پيدا که منظمی ذهن کنار در خواننده کار، اين با نظرم به دارد. وجود ديگر ايده  های از يا سخت سؤالاتی هرجلسه در اما
قسمت هر سوالات می شود توصيه ضمن در آموخته هايش. به تا کند تکيه خود خلاقيت به بيش تر که می گيرد ياد می کند،

بخوانيد. را آن به مربوط انتهايی نکات موقع همان سوال ، هر روی کردن فکر يا و حل از پس و کنيد حل ترتيب به را
موضوعات با سری اين داد. خواهد پوشش را مساله  حل برای اصلی نياز های و شد خواهد نوشته سری سه در مجموعه اين
ترکيبياتی.... هندسه شمارش، استقرا، فرعی موضوعاتی البته و ناوردايی گسستگی ، و پيوستگی حاشيه هايش، و گراف اصلی

شماست! خدمت در
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(۱) ترکيبيات کلاس

سوالات ۲ . ۲

اول جلسه ی ۱ . ۲ . ۲
گراف! تقريبا

آينه وار را اول عضو k ترتيب باشد، k جايگشت عدد اولين اگر مرحله هر در داريم. n تا ۱ اعداد از دل خواهی جايگشت .۱
می آيد. جايگشت ابتدای به ۱ مدتی از بعد کنيد ثابت می رسيم.) ۱ ۵ ۳ ۲ ۴ به ۳ ۵ ۱ ۲ ۴ از (مثال: می کنيم. عوض

همه ی از می توان سفر، ۲n−۴ حداکثر و دل خواه نقطه ی از يک شروع با کنيد ثابت داريم. رأسی n هم بند گراف يک .۲
يال يا يک  از  باره چند عبور که کنيد توجه مجاور. دلخواه رأس يک به  رأس يک از  رفتن (سفر: کرد. ديدن رئوس

است.) مجاز رأس

داشته وجود مسيری رأس دو بين اگر کنيد ثابت است. ۹۳ حداقـل رأس هر درجه ی رأس، ۱۹۹۳ با گراف در يک .۳
نيست. بيش تر ۶۲ از دو آن بين مسير کوتاه ترين فـاصله ی آن گاه باشد،

دارد وجود قـايق رانی خط ديگر طرف در شهر k به دقيقـاً شهر هر از دارد. وجود شهر تعدادی رودخانه طرفين يک در .۴
ديگری شهر هر به سفر تعدادی با می توانيم باشيم، که شهری هر در می دانيم هستند). طرفه دو قـايق رانی (خطوط
هر از سفر (امکان خاصيت اين هم باز نکند، کار و شده متوقف قـايق رانی خطوط از يکی اگر  کنيد ثابت کنيم. سفر

مرحله۲) (ايران، است. برقرار هم بندی) ديگر- شهر هر به شهر

مثل تيم دو هر برای می کنند). بازی هم با بار يک دقيقـاً تيم دو (هر داده اند مسابقه هم با دو به دو واليبال تيم n .۵
مرحله۲) (ايران، .n = ۴t+ کنيد۳ ثابت باخته اند. تيم دو اين دوی هر به که دارند وجود ديگر تيم t دقيقـاً ،B و A

هر با که افرادی تعداد طرفی از است، داده دست ديگر نفر ۳k+ ۶ با نفر هر کرده اند. شرکت مهمانی در يک نفر ۱۲k .۶
مرحله۲) (ايران، بيابيد. را k است. ثابت مقداری داده اند دست مشخص نفر دو

دوم جلسه ی ۲ . ۲ . ۲
گسستگی و پيوستگی تقريباً

هستند متوالی چکمه ی ۱۰ کنيد ثابت دارند. قرار نامرتب طور به هم کنار در رديف در يک جفت) ۱۵) چکمه ۳۰ .۱
هستند. چپ پای برای تا ۵ و راست پای برای آن ها تای ۵ که

که: است موجود ۱ ≤ k ≤ n انديس کنيد ثابت ،x۱, x۲, , xn ∈ [−۱, ۱] .۲
|(x۱ + x۲ + · · ·+ xk)− (xk+۱ + · · ·+ xn)| ≤ ۱

فقط منتظم از منظور سهمی باشد. روی رئوسش (يعنی داريم؟ منتظم ضلعی ۲۰۱۱ سهمی، يک روی يک بر آيا .۳
چطور؟ ضلعی ۲۰۱۲ است.) اضلاع طول تساوی

متوازی الاضلاع يک رأس های که دارد وجود نقطه چهار نمی کند، قطع را خود که محدب بسته ی خم هر روی کنيد ثابت .۴
هستند.
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(۱) ترکيبيات کلاس

خانم ها تعداد که باشند متوالی نفر ۲k که دارد وجود k طبيعی عدد کنيد ثابت نشسته اند. دايره دور يک نفر هزار .۵
باشد. برابر دوم نيمه ی با افراد اول نيمه ی در

يک تشکيل  آن ها مراکز که هستند جدول از خانه ۴ کنيد ثابت کرده ايم. انتخاب n × n جدول از يک ۲nخانه .۶
می دهد. متوازی الاضلاع

کنيد ثابت نيستند). هم دايره چهارتايی هيچ و هم خط تايی سه (هيچ داريم صفحه در عمومی وضعيت در نقطه n .۷
دايره آن درون نقـاط همه ی (يعنی می شوند. نقـاط کل شامل آن ها محيطی دايره ی که هستند صفحه در نقطه سه

می گيرند.) قرار

کنيد ثابت طور يکنواخت). به لزوماً (نه پخش کرده ايم قرار جعبه ۱۰۰ درون را پرتقـال عدد ۱۰۰ و سيب عدد ۱۰۰ .۸
باشند. آن ها درون پرتقـال ها از نيمی و سيب ها از نيمی حداقـل که کرد انتخاب جعبه ۵۰ می توان

سوم جلسه ی ۳ . ۲ . ۲
ناوردايی تقريبا

مجاور که هستند قرمز و آبی خانه ی دو کنيد ثابت کرده ايم. قرمز را خانه ۴۶ و آبی را خانه ۴۵ ،۱۰× ۱۰ جدول در يک .۱
دارند. قرار يک ديگر

آن ها جای به و می کنيم پاک تخته روی از را a, b, c عدد سه مرحله هر در نوشته ايم. تخته روی را ۲۵ تا ۱ اعداد .۲
بماند؟ باقی تخته روی ۲۰۱۳۲۰۱۳ عدد انتها در است ممکن آيا می نويسيم. تخته روی a۳ + b۳ + c۳ عدد

برخورد هم با مختلف رنگ های با آفتاب پرست دو که بار هر داريم. قهوه ای تا ۱۷ و آبی تا ۱۵ قرمز، پرست آفتاب ۱۳ .۳
شوند؟ هم رنگ همه انتها در است ممکن آيا می دهند. رنگ تغيير سوم رنگ به دو هر کنند،

۱ × ۳ يا و  ۳ × ۱ مستطيل مرحله، يک هر در گذاشته ايم. مهره يک دقيقـاً  خانه هر در ،۲۰۰۰ × جدول۲۰۰۰ در يک .۴
مهره يک کدام  هر از باشد، داشته وجود مهره يک حداقـل  آن کناری خانه ی دو هر در که صورتی در و کرده انتخاب
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(۱) ترکيبيات کلاس

جمع خانه در يک مهره ها همه ی انتها در است ممکن آيا می گذاريم. آن ها وسطی خانه ی در را دو آن و برداشته
شوند؟

تعداد يکسانی توسط خانه هر که پوشاند دوران هايش و زير شکل به مهره تعدادی با را ۵×۷ مستطيل می توان يک آيا .۵
بگيرد.)   قرار تريمينو ۴ جدول خانه ی هر روی مثلا (يعنی شود؟ پوشانده مهره

  

    
  

چپ سمت در x و x > y که yو x مجاور عدد دو می توانيم بار هر شده اند. نوشته سطر در يک طبيعی عدد تعدادی .۶
متناهی کار اين کنيد ثابت کنيم. تعويض (x − ۱, x) يا  (y + ۱, x) با را (x, y) جفت و کنيم انتخاب را دارد قرار y

است. انجام قـابل بار

اين در مهره تعدادی . باشد متناهی چپ سمت از که بگيريد نظر در خانه نامتناهی تعداد و سطر با يک جدولی .۷
انجام می توانيم را زير عمل دو باشد). گرفته قرار مهره از يک بيش خانه در يک است ممکن است( گرفته قرار جدول

دهيم: 
خانه دو را چپ سمت خانه ی مهره های از باشد، می توان يکی مهره تعدادی يک هر  در مجاور، خانه ی دو در اگر •  

کرد.  حذف راست سمت خانه ی از مهره و يک برد راست به
را  مهره ها از را می توان يکی باشد، داشته وجود مهره يک از  بيش بعد به سوم خانه های از يکی در که حالتی در •  

برد.  چپ به خانه يک را  ديگر مهره ی و يک راست، به خانه يک
دهيم.  انجام کاری نمی توانيم ديگر که می رسيم حالتی به حالتی، هر از آغاز با کنيد ثابت الف)  

از مهره ای هيچ کار ها اين انجام با کنيد ثابت دارد. قرار مهره يک ام  n تا ۱ خانه های از هر يک در کنيد فرض ب)  
رفت.   نخواهد جلوتر n+ ۱ خانه ی

  

    
  

راهنمايی ها و درسنامه ۳ . ۲

اول جلسه ی ۱ . ۳ . ۲
است صفر برابر ما عدد ام i رقم که طريق اين به می دهيم. نسبت دو مبنای در عدد يک جايگشت هر به :۱ حل .۱

کنيد.  بررسی را عدد اين مرحله هر در حال باشد. نداشته قرار i جايگاه در جايگشت در i عدد اگر
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نه. يا می آيد جايگشت انتهای به n عدد که کنيد حالت بندی اين روی بزنيد. استقرا حل۲:  

تعداد در و است مناسب تری گراف کردن سفر برای باشد، داشته بيشتری يال قدر چه هر گرافمان که است طبيعی .۲
وقتی يعنی مساله، حالت بدترين و می کنيم! عمل آن برعکس ما پس گشت. را گراف می توان کمتری سفرهای
می کنيم. حل استقرا و برگ يک حذف کمک به آن در را مساله ابتدا و می گيريم درنظر را باشد درخت يک گرافمان

دارد. فراگير زيردرخت يک گراف هر که کنيد توجه اين به حال

کوتاه ترين فرض همين می گويند.) اکسترمال گرفتن را "ترين" ها اين (به بگيريد. نظر در را رأس دو بين مسير کوتاه ترين .۳
هر حال دارد! اهميت حل در مسئله فرض های همه ی از بيش کرده ايد، اضافه مسئله به را آن خودتان که بودن،
برای نامساوی يک موضوع اين کمک به دارد. مسير راس های درون همسايه سه حداکثر مسير، اين از بيرون راس

بنويسيد. مسير اين از بيرون رئوس تعداد حداقـل

از يکی برای طرف دو از را يال ها تعداد سپس برود. دست از هم بندی کنيد فرض کنيد. خلف فرض است. ساده .۴
بشماريد. مولفه ها

"يک کنيد. کار آن ها با و کنيد توجه دارد وجود ديگری!) ساختمان هر (يا گراف يک در که مختلفی زيرساختار های به .۵
هستند"، مشترک خاصيتی در که رئوسی "همه ی مشترکشان"، همسايه های و رأس "دو يا ، همسايه هايش" و رأس
را آن ها رابطه ی می توان گراف با مربوط مسايل در و دارند وجود گراف يک در که ساختارهايی اند از نمونه هايی ....

سنجيد. سوال فرض های با

در بعد و بشماريد را گراف در دو طول به مسيرهای تعداد بايد است. قبل سوال مانند نيز سوال اين کار شروع در .۶
کنيد. استفـاده اعداد نظريه از آمده دست به رابطه ی

دوم جلسه ی ۲ . ۳ . ۲
به چپ از ترتيب به و بگيريد نظر در را چکمه ها از هم کنار ده تايی های همه ی است. آموزشی و ساده مسأله ای اين .۱
داشته خاطر به را روند اين بشماريد. را راست چکمه های تعداد مرحله هر در و کنيد حرکت آن ها بين در راست
تعريف و راست) به چپ از ترتيب (به آن ها بين حرکت تعريف هم)، کنار تاييهای حالت ها(۱۰ کردن مشخص : باشيد!

حالت. هر روی راست) چکمه های (تعداد تابعی
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داريد انديس انتخاب برای که مختلفی حالت های بين در و کنيد، مشخص را خود نهايی و ابتدايی حالت است! ساده .۲
يک گاهاُ کنيد! استفـاده مختصات محور يک روی نمايش از کنيد تقويت را خود شهود که اين برای کنيد. حرکت

دارد! فـايده بيشتر فکر ساعت چند از ديدن خوب

و دهيد قرار سهمی نقطه ی ترين پايين روی را راسش يک ضلعی ۲۰۱۱ برای . نه ضلعی ۲۰۱۲ و داريم ضلعی ۲۰۱۱ .۳
سهمی ضلع بالاترين طول مشکل تنها حال دهيد. قرار برابر فـاصله های با نقطه ۱۰۰۵ سهمی شاخه های دوطرف در
برابری فـاصله ی آن طول از تابعی ضلع اين طول که کنيد توجه می کند. متصل را طرف دو نقـاط بالاترين که است

بوديم. کرده انتخاب سهمی روی نقـاط برای که است

از و کند تقـاطع آن با تا دهيد حرکت خم سمت به راستايش حفظ با را آن و بگيريد نظر در خم خارج را خط يک .۴
دارد. قرار خم درون که کنيد تعريف خطتان از خطی پاره طول برابر مرحله هر در را خود تابع چنين هم بگذرد. آن
اين برابر و ناصفر مقدار دو دنبال به شما است. کرده اختيار نيز ناصفر مقـادير و است صفر انتها و ابتدا در تابع اين

هستيد. مختلف نقطه ی دو در تابع

دو.  سوال ، ترکيبيات سوالات ،۲۰۱۱ جهانی المپياد برای پيشنهادی سوالات به کنيد رجوع .۵
رياضی جهانی المپياد پيشنهادی سوالات آرشيو کنيد: دريافت لينک اين از می توانيد را سوالات اين  

به ببينيد. را نقـاط بقيه ی توسط خط اين ديده شدن   زاويه ی حال بگيريد. نظر در را نقـاط محدب پوش از ضلع يک .۶
می گويند.(بديهی!) ترکيبياتی هندسه ی دارند- هندسه هم و ترکيبيات هم خود درون –که دست اين از مسأله هايی
دست اين از مسائلی روی که کنيد فکر کمی خاصی، مسأله ی هيچ داشتن بدون و بگذاريد وقت کمی اگر نيست بد
. کنيد... ايجاد می توانيد ساختارهايی چه بزنيد، می توانيد ايده هايی چه دارند، وکار ...سر و دايره و نقطه و خط با که

می شود. تعريف صفحه در نقـاط از متناهی مجموعه ای روی بر که ساختارهاست همين از يکی محدب پوش مثلا

متوالی جعبه های از تايی ۴۹ دسته های کنيد. مرتب راست به چپ از سيب هايشان تعداد ترتيب به را جعبه ها ابتدا .۷
بگيريد. نظر در را پرتقـال ها تعداد مرحله هر در و کنيد حرکت آن ها بين چپ از ترتيب به و بگيريد نظر در را

سوم جلسه ی ۳ . ۳ . ۲
نهايی حالت حال می ماند. ثابت مرحله هر در که کنيد بررسی و بگيريد نظر در را سه پيمانه ی به اعداد مجموع .۱
و حرکت ها تحليل شويد!: آشنا بخوبی روند اين با کنيد. مقـايسه آن اوليه ی حالت با را سه پيمانه ی به اعداد مجموع
می شوند) نوشته تخته روی که اعداد از مختلفی (مجموعه های حالت ها که اين تحليل يعنی حالت ها، روی آن تاثير
چه جديد) عدد نوشتن و کردن پاک حرکت ها( و دارند، سه) پيمانه ی به باقيمانده متغيرهايی( چه و ويژگی ها چه
انتها و ابتدا اين جا در حرکت( حين در حساس نقـاط به که بگيريد ياد چنين هم و دارند. متغير ها اين روی تاثيری

کنيد. توجه می دانيم) را اعداد مجموع انتهايی و ابتدايی حالت (در داريم بيشتری فرض های آن ها مورد در که (

بگيريد. نظر در سه پيمانه ی به را آفتاب پرست ها تعداد اختلاف .۲

مسأله های (پيداکردن آن هاست. از ايده گرفتن و مسأله، ساده تر حالت های کردن پيدا توانايی ، تفکر مهارت های از يکی .۳
حل برای بگيريد. ايده آن از و کنيد فکر مساله بعدی يک حالت روی می توانيد مثلاً اوليه) سؤال به مربوط و ساده تر
مجموع و بکشيد بردار يک مهره ها همه ی به جدول وسط نقطه ی از الف) داريد: متفـاوت!) چندان (نه راه دو مساله

بگيريد. نظر در راستاها از کدام هر در را مهره ها دکارتی مختصات مجموع ب) کنيد. حساب را بردارها

https://www.imo-official.org/problems.aspx
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کنيد. بررسی را گرفته قرار رنگی خانه های روی آن ها از خانه يک که مهره هايی تعداد است! سخت نسبتاً سوال اين .۴
رنگ آميزی طور اين اول همان از چرا که کنيد تحليل نوشته ايد که نامساوی هايی به توجه با سوال، حل از بعد

بوده ايم.   خاصيتی چه دنبال به و کرده ايم
  

    
  

يک.  سوال ، ترکيبيات سوالات ،۲۰۱۳ جهانی المپياد برای پيشنهادی سوالات به کنيد رجوع .۵
جهانی المپياد پيشنهادی سوالات آرشيو کنيد: دريافت لينک اين از می توانيد را سوالات اين   

حکم خانه ی شماره ی نصف با خانه هايی در شما مهره های که کنيد فکر حالتی به بزنيد. قوی استقرای است. ساده .۶
دارند.  قرار استقرا

 .۶ سوال ،۱۳۸۰ سال  رياضی، المپياد دوم مرحله  ی سوالات حل کتاب به کنيد رجوع   .۷
رياضی المپياد کميته ی سايت انتشارات صفحه ی کنيد: دريافت لينک اين از می توانيد را کتاب اين  

https://www.imo-official.org/problems.aspx
http://mathysc.com/publications
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ملکيان ريحانه
کارشناسی دانش جوی

رياضی
شريف صنعتی دانش گاه

احتمالاتی ترکيبيات و توران عدد

چکيده
زيبايی معروف، قضيه ٔ چند اثبات با و می کنيم معرفی را احتمالاتی» «روش عنوان با ابزاری مقـاله اين در
مورد در کلاسيک قضيه ای برای نامعمول احتمالاتی اثبات يک خاص طور به می دهيم. نشان را آن ظرافت و

می دهيم. ارائه T (n, k, l) توران۱ عدد

مقدمه
پايه ريزی اردوش،۲ پال تاريخ، طول رياضی دانان بزرگ ترين از يکی توسط که است ترکيبيات از شاخه ای احتمالاتی، ترکيبيات
مثلاً می شود. اثبات وجودی نتايج گسسته)، احتمال نظريه ٔ (عمدتاً احتمال نظريه ٔ در مفـاهيمی از استفـاده با آن در و شد

می شود: ارائه زير سؤالات برای حل هايی راه

باشد؟ داشته را G يال های از نيمی حداقـل که کرد پيدا دوبخشی زيرگرافی می توان ،G گراف هر در آيا •

عضو دو می توان آيا بدانيم، را آن اندازه ٔ که باشد شده داده {۱, ۲, . . . , n} مجموعه ٔ زيرمجموعه های از F خانواده ٔ اگر •
؟ A ⊂ B که طوری يافت را A,B ∈ F

ديد. خواهيد ادامه در را دوم سؤال برای پاسخی
ترکيبيات در تکنيک ها دامنه ٔ می کنند. ياد احتمالاتی» «روش کلی اصطلاح با احتمالاتی ترکيبيات ابزارهای از رياضی دانان

کند. مراجعه [۲] مرجع به می تواند علاقه مند خواننده ٔ و است گسترده احتمالاتی
حل هدف، اين به رسيدن برای راه آسان ترين شايد می کنيم. معرفی را احتمالاتی روش اساسی ايده های تنوع، اين وجود با
اندازه ٔ به يال های تعداد با گراف هر در که می کند بيان است، [۴](۱۹۰۷) منتل به منسوب که زير قضيه ٔ باشد. مسئله يک
بيان قضيه اين برای نيز غيراحتمالاتی اثبات يک بحث، بيشتر شدن روشن تر برای دارد. وجود مثلث يک همواره زياد، کافی

می کنيم.

A. Aw, The Turan Number and Probabilistic Combinatorics, June-July 2012 مقـاله ٔ از ترجمه ای مقـاله اين
تصرف! و دخل اندکی با البته است. رسيده چاپ به American Mathematical Monthly نشريه ٔ در که است

Paul Turan (1910 -1976)۱

Paul Erdos (1913 -1996)۲
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.|E| ≤ [n
۲

۴ ] آن گاه: باشد، نداشته مثلثی هيچ ،|V | = n که G(V,E) گراف اگر .۱ قضيه

بيشترين با رأسی ،deg(vp) = k که vp رأس می کنيم فرض و می ناميم v۱, v۲, . . . , vn را گراف رئوس (غيراحتمالاتی) اثبات.
که باشد داشته وجود P در رأس دو اگر می گيريم. نظر در vp مجاور های رأس عضوی k مجموعه ٔ را P باشد. G در درجه

است. فرض خلاف که دارد مثلث G يعنی باشند، وصل هم به
n− k− ۱ هم چنين است. n− k حداکثر P در رأس هر درجه ٔ يعنی نيستند، وصل هم به P اعضای از رأسی دو هيچ پس

داريم: پس است. k حداکثر آن ها از يک هر درجه ٔ و نيستند P در که دارد وجود vp مخالف رأس

۲|E| =
n∑

i=۱
deg(vi) ≤ k + k(n− k) + (n− k − ۱)k = ۲(n− k)k,

هندسی: حسابی نامساوی از استفـاده با و

|E| ≤ (n− k)k ≤
(
(n− k) + k

۲

)۲
=

n۲

۴ .

پس: است، طبيعی عددی |E| چون و
|E| ≤

[
n۲

۴

]
.

دو هر که است رأس s از مجموعه ای عضوی، s انجمن يک از منظور اثبات اين در که کنيد توجه ابتدا (احتمالاتی) اثبات.
هستند. وصل هم به آن رأس

ترتيب اين به .∑
i

pi = ۱ و ∀i, pi ≥ ۰ که می گيريم نظر در گونه ای به را G رئوس با متناظر p۱, p۲, . . . , pn حقيقی اعداد
احتمال توزيع اين با را v و u رأس دو است. pi برابر vi شدن انتخاب احتمال که داريم G رئوس روی احتمالی توزيع يک

داريم: می کنيم. انتخاب هم از مستقـل و تصادفی صورت به

P({u, v} ∈ E) =
∑
i,j

{i,j}∈E

pipj .

شود. زياد امکان حد تا P({u, v} ∈ E) تا می دهيم تغيير را احتمال توزيع
می دهيم: قرار .pi, pj > ۰ که دارند وجود i, j مجاور غير رأس دو کنيد فرض

si =
∑
k

{i,k}∈E

pk

و pi + pj به pi از را i رأس احتمال .si ≥ sj کنيد فرض کليت از شدن کاسته بدون می کنيم. تعريف نيز را sj مشابهاً و
می کند، تغيير si(pi + pj) به pisi + pjsj از P({u, v} ∈ E) مقدار کار اين با می دهيم. تغيير ۰ به pj از را j رأس احتمال

می يابد. افزايش si(pi + pj)− (pisi + pjsj) = pj(si − sj) ≥ ۰ انداز ه ٔ به يعنی
می رسيم وضعيتی به گام متناهی از بعد کنيم، تکرار مثبت احتمال های با i, j غيرمجاور رأس دو هر برای را فرآيند اين اگر

پس: است. شده متمرکز Q انجمن يک روی احتمال توزيع يعنی .pipj = ۰ ،j و i غيرمجاور رأس دو هر برای که
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P({u, v} ∈ E) = P(u ̸= v) = ۱ −
∑
i∈Q

p۲
i .

تابع بودن محدب و ينسن۳ نامساوی به توجه با ندارد. وجود G در عضو ۲ از بيشتر با انجمنی هيچ پس ندارد، مثلث G

پس: .∀i, pi = ۱
|Q| که می شود بيشينه وقتی بالا عبارت ،f(z) = z۲

P({u, v} ∈ E) = ۱ −
∑
i∈Q

p۲
i ≤ ۱ − ۱

|Q|
≤ ۱ − ۱

۲ =
۱
۲ .

داريم: ، p۱ = p۲ = . . . = pn = ۱
n يعنی: باشد، يکنواخت ابتدا در احتمال توزيع اگر

P({u, v} ∈ E) =
∑
i,j

{i,j}∈E

pipj =
۲|E|
n۲ .

پس: دهيم، افزايش را P({u, v} ∈ E) کرديم سعی فرآيند اين طی

۲|E|
n۲ ≤ ۱

۲ =⇒ |E| ≤ n۲

۴ =⇒ |E| ≤
[
n۲

۴

]
.

رياضی دان توسط کلی حالت در مسئله اين يابد. تعميم نيز s ≥ ۳ اندازه ٔ با انجمن های برای می تواند [۱] قضيه ٔ واقع در
ببينيد. [۱] مرجع در می توانيد را آن از شگفت انگيز احتمالاتی اثبات يک و شد حل توران پال مجارستان، اهل

بيشتر مثال های
يافت بتوان را A,B ∈ F بايد باشد، زياد کافی اندازه ٔ به |F| اگر شهوداً، آوريد. ياد به را مقدمه در مطرح شده سؤال دومين

می کند. بيان آرزو(!) اين تحقق برای را |F| روی کافی شرط اسپرنر،۴ از زير قضيه ٔ .A ⊂ B که

باشيم: داشته A,B ∈ F هر برای يعنی باشد، {۱, ۲, . . . , n} مجموعه های زير از پادزنجير خانواده ٔ يک F اگر .۲ قضيه
آن گاه: ،B ⊈ A و A ⊈ B

|F| ≤
(

n

[n/۲]

)
.

n! از يکی .|Ai| = ai می گيريم، نظر در را Ai مثل F از دلخواهی عضو ،F = {A۱, A۲, . . . , A|F|} می دهيم: قرار اثبات.
می کنيم. انتخاب تصادف به است) ۱

n! جايگشت هر انتخاب (احتمال يکنواخت، احتمال توزيع با را {۱, ۲, . . . , n} جايگشت
داريم: می کنيم. تعريف شده انتخاب جايگشت ابتدايی عدد ai بين در Ai اعضای شدن ظاهر را Ei پيشامد

P(Ei) =
۱(
n
ai

) ≥ ۱(
n

[n/۲]
) .

.p = [n۲ ] که می شود بيشينه وقتی (np) که داريم توجه

۳Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 -1925)
۴Emanuel Sperner (1905 - 1980)
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و جايگشت ابتدايی عدد ai بين در Ai اعضای که است اين پيشامد Ei ∩Ej چون هستند، مجزا دو به دو Eiها هم چنين
است. فرض مخالف که Aj ⊂ Ai يا Ai ⊂ Aj يعنی شوند، ظاهر جايگشت ابتدايی عدد aj بين در Aj اعضای

داريم: حال

۱ ≥ P(
|F|∪
i=۱

Ei) =

|F|∑
i=۱

P(Ei) =

|F|∑
i=۱

۱(
n
ai

) ≥ |F|(
n

[n/۲]
) ,

می شود. نتيجه حکم و

که است X n-عضوی زيرمجموعه ٔ يک از l-عضوی زيرمجموعه های تعداد کمترين ،n ≥ k ≥ l که T (n, k, l) توران عدد
باشد. زيرمجموعه ها آن از يکی حداقـل شامل ،X از k-عضوی زيرمجموعه ٔ هر

معمول، غيراحتمالاتی اثبات با متفـاوت احتمالاتی اثبات يک و ديد خواهيم توران عدد مورد در را کلاسيکی قضيه ٔ ادامه در
می کنيم. بيان آن برای کنيد.) مراجعه [۳] اول فصل به می توانيد اثبات اين ديدن (برای

بالا شرط و باشد n-عضوی مجموعه ٔ يک از l-عضوی زيرمجموعه های از خانواده ای F که T (n, k, l) = |F| اگر .۳ قضيه
آن گاه: سازد، برآورده را

|F| ≥
(
n
l

)(
k
l

) .
از يکی به اول عضو l داشتن تعلق پيشامد A اگر می کنيم. انتخاب جای گذاری بدون و تصادف به را X از عضو k اثبات.

داريم: باشد، F اعضای

P(A) = |F|.( l
n
.
l − ۱
n− ۱ . . . . .

۱
n− l + ۱ ) = |F|. l!(n− l)!

n!
=

|F|(
n
l

) .
داريم: باشد، k-عضوی زيرمجموعه ٔ i-اُمين به اول عضو k داشتن تعلق پيشامد Ei اگر ديگر طرف از

P(A) =
(nk)∑
i=۱

P(A ∩ Ei) ≥
(nk)∑
i=۱

(
۱(
n
k

) . ۱(
k
l

) ) = ۱(
k
l

) ,
پس: است. F عضو يک حداقـل شامل X k-عضوی زيرمجموعه ٔ هر چون

|F|(
n
l

) ≥ ۱(
k
l

) ,
است. تمام اثبات و
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زاده اله عين مصطفی
دکتری دانش جوی

رياضی
شريف صنعتی دانش گاه

!۲ شگفت انگيز اتحادهای

در کرديم. منتشر شگفت انگيز» «اتحادهای عنوان با را فوخس ديميتری از مقـاله ای ترجمه ٔ پرگار، مجله ٔ قبلی شماره ٔ در
بود: شده تعريف زير صورت به اويلر» «تابع نام با نامتناهی سری يک مقـاله، آن ابتدای

ϕ(x) = (۱ − x)(۱ − x۲)(۱ − x۳) · · · .

بود: شده محاسبه نيز تابع اين بسط ابتدايی جملات همچنين

ϕ(x) = ۱ − x− x۲ + x۵ + x۷ − x۱۲ − x۱۵ + x۲۲ + x۲۶ − x۳۵ − x۴۰

+x۵۱ + x۵۷ − x۷۰ − x۷۷ + x۹۲ + x۱۰۰ + · · · .

هم ناصفر ضرايب همه ٔ و است ناصفر ۰, ۱, ۲, ۵, ۷, ۱۲, . . . توان های برای فقط اويلر تابع ضرايب که می داد نشان بسط اين
،ϕ تابع در شده ظاهر توان های بررسی با اويلر ديديم، فوخس مقـاله ٔ در که همان طور هستند. يک منفی يا و مثبت برابر
دو صورت به اول، ضريب از بعد هم ضرايب و هستند (تعميم يافته)» «مخمسی اعداد همان دقيقـاً توان ها اين که زد حدس

کند: ثابت را اتحاد اين توانست نهايتاً او می شوند. ظاهر ... و منفی تا دو مثبت، تا دو منفی، تا

ϕ(x) = ۱ +

∞∑
n=۱

(−۱)n
(
x

۳n۲−n
۲ + x

۳n۲+n
۲
)
.

زير نامتناهی سری برای اينکه آن و داشت ترکيبياتی جالب کاربرد يک اتحاد اين

π(x) =
∞∑
n=۰

p(n)xn

داشتيم: ( p(۰) = ۱ و n عدد افرازهای تعداد p(n) )

π(x)ϕ(x) = ۱.
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می آمد دست به افراز تابع برای زير بازگشتی رابطه ٔ طرف، دو ضرايب دادن قرار برابر و اويلر اتحاد به توجه با نتيجه در
:(n ≥ ۱)

p(n) = p(n− ۱) + p(n− ۲)− p(n− ۵)− p(n− ۷) + p(n− ۱۲) + p(n− ۱۵)− · · · .

k اضلاع از يک هر روی که بگيريد، نظر در زير شکل های مانند هم درون منتظم پنج ضلعی تعدادی از ساختاری
عدد پنج ضلعی، n− ۱ شامل ساختار در نقـاط تعداد به است. شده زده علامت نقطه k + ۱ درونی، پنج ضلعی امين

می شوند. داده (n ≥ ۱) ۳n۲−n
۲ صريح فرم با اعداد اين می گويند. ام n مخمسی

تعميم يافته» مخمسی «اعداد معمولاً دست آمده به اعداد به دهيم، اجازه را n صحيح اعداد همه ٔ تعريف اين در اگر
اعداد اصطلاح از هم اعداد اين برای راحتی، برای مقـاله اين در ما اما (۰, ۱, ۲, ۵, ۷, ۱۲, ۱۵, ۲۲, ۲۶, . . . (مثل: می گويند.

می کنيم. استفـاده مخمسی

مخمسی اعداد

مقسوم عليه ها جمع تابع می گويد که کردم برخورد اويلر از ديگری جالب بسيار قضيه ٔ به فوخس، مقـاله ٔ ترجمه ٔ از بعد مدتی
می کند: صدق افراز تابع برای بالا رابطه ٔ مشابه کاملاً بازگشتی رابطه ٔ يک در هم (σ)

σ(n) = σ(n− ۱) + σ(n− ۲)− σ(n− ۵)− σ(n− ۷) + σ(n− ۱۲) + σ(n− ۱۵)− · · · .

عبارت در اگر و می گيريم صفر برابر منفی اعداد در را σ مقـادير اينجا در اينکه آن و دارد وجود کوچک تفـاوت يک (البته
است. نامتناهی سری های در اتحاد يک با معادل هم بازگشتی رابطه ٔ اين می گيريم.) n با برابر را آن شود ظاهر σ(۰) بالا
خلاصه ای تا شد باعث همين و ([۱] (مرجع کنم پيدا اتحاد اين مقدماتی اثبات برای خوب مرجع يک توانستم خوشبختانه
از فصل يک شوم، يادآور که است خوب ضمناً کنم. تقديم پرگار مجله ٔ خوانندگان به ديگر مقـاله ای در را گرفتم ياد آنچه از
که اتحادهايی از بعضی برای آن در و است فوخس ديميتری قبلی مقـاله ٔ از کاملتر نسخه ای که است مقـاله ای ،[۲] مرجع
اين مطالعه ٔ است. شده اضافه تمرين تعدادی همچنين و شده ارائه مقدماتی اثبات های بودند، اثبات بدون قبل مقـاله ٔ در

می کنم. پيشنهاد علاقه مند خوانندگان به هم را مقـاله
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مقسوم عليه ها مجموع تابع
از استفـاده با می دهند. نشان σ(n) با معمولاً را n طبيعی عدد مثبت مقسوم عليه های جمع آمد، مقدمه در که همان طور

:n و m اول هم به نسبت عدد دو هر برای که داد نشان می توان نظريه اعداد مقدماتی قضايای

σ(mn) = σ(m)σ(n).

تعيين يکتا صورت به اول اعداد توان های در مقـاديرش با ضربی تابع يک می گويند. σ تابع بودن «ضربی» خاصيت، اين به
: p اول عدد هر برای که ديد سادگی به می توان هم σ تابع مورد در می شود.

σ(pk) = ۱ + p+ · · ·+ pk =
pk+۱ − ۱
p− ۱ .

داريم: است، متمايز) و اول ها pi) pα۱
۱ · · · pαk

k صورت به اول عوامل به آن تجزيه ٔ که n طبيعی عدد يک برای نتيجه در

σ(n) =
pα۱+۱

۱ − ۱
p۱ − ۱ · p

α۲+۱
۲ − ۱
p۲ − ۱ · · ·

pαk+۱
k − ۱
pk − ۱ .

دنباله ٔ به کردن نگاه باشد. اول n اگر فقط و اگر σ(n) = n + ۱ مثلاً دارد، n تجزيه ٔ با نزديکی رابطه ٔ σ(n) مقدار بنابراين
می دهد: نشان را آن پيچيدگی حدودی تا طبيعی، اعداد در هم σ مقـادير

۱, ۳, ۴, ۷, ۶, ۱۲, ۸, ۱۵, ۱۳, ۱۸, ۱۲, ۲۸, ۱۴, ۲۴, ۲۴, ۳۱, ۱۸, ۳۹, ۲۰, ۴۲, ۳۲, ۳۶, . . .

اعداد در مقـاديرش تفريق و جمع حسب بر (يعنی جمعی بازگشتی رابطه ٔ يک وسيله ٔ به را σ تابع مقـادير می توان آيا اما
اويلر لئونارد هجدهم، قرن معروف رياضيدان توجه قـابل کشفيات از يکی سؤال اين مثبت جواب آورد؟ دست به کوچکتر)

می گويد: است، نوشته رابطه اين در که مقـاله ای در او خود است.

۱, ۳, ۴, ۷, ۶, . . . دنباله ٔ جملات پيشرفت که مشخصی قـانون کردن پيدا که می آيد نظرم به علت، همين «به
ترقی نبايد را است، محاسبه قـابل پيشين جملات وسيله ٔ به دنباله از جمله هر آن وسيله ٔ به و می دهد نشان را
دنباله اين که می دهد نشان و است شگفت انگيز بسيار يافتم، من آنچه زيرا آورد؛ شمار به اعداد علم برای کمی
است صورتی به آنها طبيعت و می شوند ناميده بازگشتی معمولاً که است متعلق دنباله ها از مشخصی گونه ٔ به
که دنباله اين که می کرد باور کسی چه و می شود. تعيين مشخصی قـاعده ٔ با قبلی جملات توسط جمله هر که
از دسته اين در وجود اين با ندارد، بازگشتی دنباله های با مشترکی وجه هيچ ظاهر در و است آشفته بسيار

۱ باشد؟» ممکن آن برای بازگشتی رابطه ای يافتن و گيرد قرار دنباله ها

می گيريم: نظر در را σ مولد» «تابع بازگشتی، رابطه ٔ اين آوردن دست به برای

S(x) =
∞∑
n=۱

σ(n)xn.

۷ پاراگراف [۳]۱
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که: ببينيم می توانيم است، شده تشکيل مقسوم عليه ها جمع از σ اينکه به توجه با راحتی به

S(x) =

∞∑
d=۱

d(xd + x۲d + x۳d + · · · )

=

∞∑
d=۱

dxd

۱ − xd
.

اثبات اصلی ايده ٔ واقع در ساده نکته ٔ اين و آورد دست به مخرج مشتق از تغيير اندکی با می توان را dxd

۱−xd عبارت صورت
است. اويلر

S(x) = −x

∞∑
d=۱

−dxd−۱

۱ − xd

= −x

∞∑
d=۱

(۱ − xd)′

۱ − xd

داريم: g و f ناصفر و مشتق پذير تابع دو هر برای .۱ لم

(fg)′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
.

اثبات.
(fg)′

fg
=

f ′g + g′f

fg
=

f ′

f
+

g′

g
.

است.) (log(f))′ = f ′

f رابطه ٔ از استفـاده هم ديگر روش (يک

داد: گسترش توابع از دلخواهی تعداد به راحتی به می توان را بالا لم استقرا، کمک با

(f۱f۲ · · · fn)′

f۱f۲ · · · fn
=

f ′
۱
f۱

+ · · ·+ f ′
n

fn
.

است. برقرار هم صوری توانی سری های برای رابطه اين و
کنيم: استفـاده زير نمادگذاری از قبل مقـاله ٔ همانند اگر حال

ϕn(x) = (۱ − x)(۱ − x۲) · · · (۱ − xn),

داشت: خواهيم n هر برای لم از استفـاده با

n∑
d=۱

d(xd + x۲d + · · · ) = −x
n∑

d=۱

(۱ − xd)′

۱ − xd
= −x

ϕ′
n(x)

ϕ(x)
.

به nهای برای (يعنی بعد به جايی از تساوی طرف دو در xm ضريب ،xm مانند x از ثابت توان هر برای که کنيد توجه حال
زحمت کمی با هم راست طرف برای است. σ(m) برابر وضوح به چپ طرف برای مقدار اين است. ثابت بزرگ) کافی اندازه ٔ
شما توانايی زدن محک برای خوبی تمرين ادعا، اين (اثبات است. −xϕ′(x)

ϕ(x) در xm ضريب برابر ضريب اين که ديد می توان
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می رسيم: زير اتحاد به نهايتاً بنابراين است!) نامتناهی سری های با کردن کار در

S(x) = −x
ϕ′(x)

ϕ(x)
,

نتيجه: در و

S(x)ϕ(x) = −xϕ′(x). (۱)

داريم: اويلر اتحاد بنابر
ϕ(x) = ۱ +

∞∑
n=۱

(−۱)n
(
x

۳n۲−n
۲ + x

۳n۲+n
۲
)
.

می آيد: دست به طرفين از مشتق گيری با پس

−xϕ′(x) =
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱
(۳n۲ − n

۲ x
۳n۲−n

۲ +
۳n۲ + n

۲ x
۳n۲+n

۲

)
= x+ ۲x۲ − ۵x۵ − ۷x۷ + ۱۲x۱۲ + ۱۵x۱۵ − · · · .

يا مثبت برابر حالت ها اين در و باشد مخمسی و مثبت k که است ناصفر صورتی در تنها −xϕ′(x) در xk ضريب (يعنی
( است. k منفی

داريم: n ≥ ۱ هر برای ،۱ اتحاد در xn ضريب محاسبه ٔ با نتيجه در

σ(n)− σ(n− ۱)− σ(n− ۲) + σ(n− ۵) + σ(n− ۷)− · · · =

 (−۱)k+۱n, n = ۳k۲±k
۲

۰ اين صورت غير در

است هوشمندانه ای صورت بالا، بازگشتی رابطه ٔ بيان برای ديگر جالب روش يک گرفته ايم.) نظر در صفر را σ(۰) اينجا (در
قرارداد اين با می گيريم. نظر در n برابر شود، ظاهر بالا رابطه ٔ در اگر را σ(۰) مقدار که صورت اين به شد، ذکر مقدمه در که

بنويسيم: راحت خيلی می توانيم

σ(n) = σ(n− ۱) + σ(n− ۲)− σ(n− ۵)− σ(n− ۷) + · · · .

کوچک ها بی نهايت آناليز بين شگفت آوری و نزديک رابطه ٔ چه که ديد می توان دست آمده]، به [نتايج اين «از
آن با زيادی فـاصله ٔ نظر به (که اعداد نظريه ٔ با بلکه معمولی، آناليز با تنها نه انتگرال] و مشتق تئوری [يعنی

۲ دارد.» وجود دارد) پيشرفته حسابان نوع

مسأله چند
به که آورد دست به افراز تابع و مقسوم عليه ها جمع تابع بين ديگری روابط می توان مشابه، کاملاً ايده هايی از استفـاده با
و مقـاله اين در که مطالبی از استفـاده با قسمت ها اين از يک هر اثبات است. آمده زير در چندقسمتی مسأله ٔ يک صورت

۳ صفحه ٔ [۳]۲
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!۲ شگفت انگيز اتحادهای

بگيريد!) نظر در صفر با برابر را σ(۰) اينجا (در است. سرراست و ساده بسيار خوانديد، قبل مقـاله ٔ

آنگاه ،f(x)g(x) = ۱ اگر دهيد نشان الف)
f ′

f
+

g′

g
= ۰.

دهيد: نشان ب)
S(x) = −xϕ′(x)π(x),

و
S(x) = x

π′(x)

π(x)
.

،n ≥ ۱ هر برای دهيد نشان ج)

σ(n) = p(n− ۱) + ۲p(n− ۲)− ۵p(n− ۵)− ۷p(n− ۷) + ۱۲p(n− ۱۲) + · · · ,

و
np(n) = σ(n) + σ(n− ۱)p(۱) + σ(n− ۲)p(۲) + σ(n− ۳)p(۳) + · · · .

و افراز تابع دو رفتار مورد در نتايجی ديد، مقـاله اين در که بازگشتی ای روابط از استفـاده با می توانيد آيا ديگر: مسأله ٔ يک و
آوريد؟ دست به بزرگی) مرتبه ٔ و رشد يا و خاص عدد يک بر باقيمانده مانند حسابی خواص قبيل (از مقسوم عليه ها جمع
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و سی دوم مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات
کشور رياضی المپياد سومين

شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۴ ارديبهشت ۱۸ و ۱۷ تاريخ در کشور رياضی المپياد سومين و سی دوم مرحله آزمون
ساعت چهار مدت به روز هر در و روز دو در شرکت کنندگان گرديد. برگزار اول مرحله آزمون در شده پذيرفته دانش آموزان

گفتند. پاسخ تشريحی سؤال سه به نيم و
آن هاست. حل راه همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ نوشتهٔ

در کرده اند. تقسيم نابرابر قطعاتی به وسط، از نامنظم برش چند با را دايره شکل به کيکی بهرام و آرش کنيد فرض .۱
که بردارد را قطعه ای دو از يکی دارد حق فقط بهرام سپس بردارد. دل خواه به را قطعات از يکی می تواند آرش ابتدا
در که بردارد را قطعه ای دارد حق فقط خود نوبت در کس هر ترتيب، همين به و باشد شده برداشته مجاورش قطعهٔ
شده قطعه پنج شکل هر به کيک ابتدا در اگر کنيد ثابت باشد. شده برداشته مجاورش قطعهٔ قبلی مراحل از يکی

برسد. او به کيک نصف دست کم که کند عمل طوری می تواند قطعات، وزن دانستن با آرش، باشد،
حل. راه 

دست به را ق۴) و (ق۵ يا ق۳) و (ق۵ آرش اگر که است واضح می ناميم. ق۵ تا ق۱ سنگين، به سبک از را قطعات
است. سبک تر قطعه دو اين از يکی از کدام هر که دارد را قطعه دو بهرام زيرا است رسيده کيک از نيمی به آورد،

می کنيم: حل مختلف حالت چهار در را مسأله هم، به نسبت سنگين تر قطعهٔ سه موقعيت به توجه با اکنون
او زيرا بردارد را ق۵ آرش است کافی صورت اين در باشد. وسطی ق۵ و باشند هم کنار ق۵ و ق۴ ق۳، اول. حالت

بردارد. را ق۴ يا ق۳ از يکی می تواند بعد مرحلهٔ در

اول حالت .۱ شکل
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هر با بردارد، را ق۵ آرش اگر هم حالت اين در نباشد. وسط ق۵ و باشند هم کنار در ق۵ و ق۴ ق۳، دوم. حالت
بردارد. را ق۳ يا ق۴ از يکی می تواند بعد مرحلهٔ در آرش دهد انجام بهرام که انتخابی

دوم حالت .۲ شکل

بهرام که انتخابی هر با بردارد، را ق۵ آرش اگر هم حالت اين در نباشند. ق۵ مجاور هيچ کدام ق۴ ق۳، سوم. حالت
بردارد. را ق۳ يا ق۴ از يکی می تواند بعد مرحلهٔ در آرش دهد انجام

سوم حالت .۳ شکل

به بستگی آرش روش صورت اين در نباشد. دو اين مجاور ديگری و باشد ق۵ مجاور ق۴ يا ق۳ از يکی چهارم. حالت
حالت به ترين در ادامه در و برمی دارد را ق۵ بود، کم تر اگر نه. يا است نصف از کم تر ق۴ و ق۳ جمع آيا که دارد اين
اين در است.) کيک نصف دست کم ق۴ و ق۳ جمع که حالتی (يعنی صورت اين غير در می رسد. ق۴ و ق۳ به بهرام
بردارد، بعد نوبت در بهرام که قطعه ای هر بردارد. را نيست ق۵ مجاور که آنی ق۴ و ق۳ بين از بايد آرش صورت
تايش دو ق۵ و ق۴ ق۳، بين از لذا و يافت خواهد دست رسی ق۴ و ق۳ بين از باقی مانده قطعهٔ به يا ق۵ به يا آرش

نيست. کم تر نصف از قسمت اين فرض طبق که می رسد آرش به

چهارم حالت .۴ شکل



۲۲

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

کشور رياضی المپياد سومين و سی دوم مرحلهٔ آزمون حل های راه و سؤالات

ابتدا در و است نامحدود کامپيوتر حافظهٔ کند. ذخيره را جبری عبارات خود حافظهٔ در می تواند که داريم کامپيوتری .۲
داد: انجام را زير اعمال می توان کامپيوتر اين با است. شده ذخيره آن حافظهٔ در x عبارت فقط

f اين که شرط (به کرد ذخيره حافظه اش در نيز را ۱
f می توان باشد، کامپيوتر حافظهٔ در f جبری عبارت هرگاه •

نباشد). صفر با متحد
ذخيره حافظه اش در نيز را f − g و f + g می توان باشند، کامپيوتر حافظهٔ در g و f جبری عبارت های هرگاه •

باشند.) يکسان می توانند g و f ) کرد.

... و ۱
x− ۱

x
+ ۱

x ، ۱
x− ۱

x
،x− ۱

x ، ۱
x کرد: ذخيره حافظه در را عبارات اين می توان مثال عنوان به

جبری عبارت (دو کرد. ذخيره حافظه در را آن با متحد عبارتی يا و xn عبارت بتوان که بيابيد را n طبيعی اعداد همهٔ
باشند.) برابر باشد، دو هر دامنهٔ در که x مقدار هر برای اگر می گوييم متحد را x متغير با

حل. راه
است. فرد طبيعی اعداد مسأله، جواب می کنيم ثابت

حافظهٔ در ابتدا در که x عبارت زيرا است فرد تابعی کرد، ذخيره حافظه در بتوان که عبارتی هر که کنيد توجه اولاً
هستند. فرد توابعی نيز f − g و f + g ، ۱

f باشند، فرد توابعی g و f اگر نيز و است فرد تابعی است کامپيوتر
n برای می دهيم نشان اکنون کرد. ذخيره حافظه در را آن با متحد عبارتی يا و xn نمی توان زوج، nهای برای پس

کرد. ذخيره حافظه در را xn با متحد عبارتی می توان فرد،
اکنون است. واضح k = ۰ برای استقرا پايهٔ .n = ۲k + ۱ کنيد فرض می کنيم. ثابت n روی استقرا با را ادعا اين
کنيم. ذخيره حافظه در را آن ها) با متحد عبارت هايی (يا x۲k−۱ ،. . . ،x۵ ،x۳ ،x عبارت های توانسته ايم کنيد فرض
حافظه در را زير عبارات ترتيب به حال کنيم. ذخيره حافظه در نيز را ۱

x۲k−۱ نيز و x۲k−۱ + x۲k−۳ می توانيم بنابراين
می کنيم: ذخيره

x۲k−۱ + x۲k−۳ ⇒ ۱
x۲k−۱ + x۲k−۳ ⇒ ۱

x۲k−۱ − ۱
x۲k−۱ + x۲k−۳ ≡ ۱

x۲k+۱ + x۲k−۱

⇒ x۲k+۱ + x۲k−۱ ⇒ x۲k+۱

شد. ثابت استقرا حکم و کنيم ذخيره حافظه در نيز را x۲k+۱ توانستيم پس

قطع E و D نقـاط در ترتيب به را AB و AC اضلاع می گذرد، ABC مثلث C و B رئوس از که دلخواهی دايرهٔ .۳
ترتيب به N و M و باشد AC بر P از شده رسم عمود پای H و باشد CE و BD تقـاطع Pمحل اگر می کند.

متشابه اند. CAE و MNH مثلث های کنيد ثابت باشند، AP و BC وسط های
حل. راه

MNH مثلث های می کنيم ادعا صورت اين در می ناميم. K و T ترتيب به را M و H به نسبت P نقطه ی قرينه ی
پس است. PM = MK و PH = HT ،PN = NA که کنيد توجه ادعا اين برای هستند. متشابه KAT و
با ديگر طرف از است. شده ثابت ادعا بنابراين و هستند موازی هم با مثلث دو اين اضلاع تالس قضيه ی طبق
هستند. متشابه مثلث دو اين ACE و ABD مثلث دو در ∠BAC زاويه ی برابری و ∠EBD = ∠ECD به توجه
کنيد دقت هستند. متشابه ABD و AKT مثلث دو که کنيم ثابت است کافی  مسئله حکم اثبات برای بنابراين
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اگر تنها و اگر ∠BAD = ∠KAT (چون است ADT و ABK مثلث های بودن متشابه  با است معادل اين که
.AB
AD = AK

AT هم چنين و ∠BAD = ∠KAT که کنيم ثابت است کافی  يعنی .(∠BAK = ∠DAT

هم با ADP و ADT مثلث های آمده بود، دست به AC ضلع به نسبت P قرينه کردن از T که اين به توجه با اما
هستند. متشابه ADP و ABK مثلث دو که دهيم نشان بايد حکم اثبات برای بنابراين و هستند هم نهشت

لذا و است متوازی الاضلاع يک چهارضلعی اين کرده اند، نصف  را يک ديگر قطرها BKCP چهارضلعی در چون
که می دهد نتيجه اين .BK ∥ CE

∠ABK = ∠AEC = ۱۸۰◦ − ∠BEC = ۱۸۰◦ − ∠BDC = ∠ADP

کامل برای پس .BK = CP است، متوازی الاضلاع BKCP که اين به توجه با مجدداً که کنيد توجه ديگر سوی از
.AD
DP = AB

BK = AB
CP دهيم نشان بايد مثلث دو تشابه اثبات شدن
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کنيم: ثابت بايد PDC و ABD مثلث های در سينوس ها قضيه ی طبق هم اين برای

sin(∠ABD)

sin(∠ADB)
=

sin(∠DCP )

sin(∠CDP )

بنابراين و هستند برابر هم با زوايا اين سينوس های پس است، ∠ADB = ۱۸۰◦−∠CDP و ∠ABD = ∠DCP اما
می رسد. پايان به مسئله حکم اثبات بنابراين و هست برقرار ما نظر مورد تساوی

رسم عمودهای پای ترتيب، به Y و X .∠ADC = ∠ACB و است A زاويهٔ نيمساز AC ،ABCD چهارضلعی در .۴
يک ارتفـاعی (مرکز است. BD خط روی AXY مثلث ارتفـاعی مرکز کنيد ثابت هستند. CD و BC بر A از شده

است.) آن ارتفـاع های برخورد محل مثلث،
حل. راه

کنيم ثابت کافيست حکم اثبات برای بناميم P را BD با Y E تقـاطع اگر می ناميم. E را AX بر Y از وارد عمود پای
داريم: است. CD موازی XP معادلاً يا است عمود AY بر XP

Y E||CB ⇒ DY

Y C
=

DP

PB

ازطرفی
ADC ∼ ACB ⇒ DY

Y C
=

CX

XB

پس
DP

PB
=

CX

XB

است. موازی CD با XP تالس قضيه ی عکس طبق بنابراين
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n + ۱ ،. . . ،۲ ،۱ طول های به بازه n + ۱ کرده ايم. تقسيم مساوی قسمت ۲n به نقطه ۲n با را دايره يک محيط .۵
درون کاملاً بازه ها اين از يکی دهيد نشان است. نقـاط اين روی آنها ته و سر که دارند قرار نحوی به دايره اين روی

است. ديگری
حل. راه

نيست. ديگری داخل هيچ کدام که دارد وجود مسأله شرايط با بازه n+۱ دراين صورت نباشد. برقرار حکم کنيد فرض
با بازه ها بقيه ٔ نيست، بازه اين شامل ديگر بازه های از يک هيچ اين که به توجه با بگيريد. نظر در را ۱ طول به بازه ٔ
باقی مانده کمان و کنيم حذف دايره از را بازه  اين درون اگر و ندارند اشتراک انتهايی) نقـاط در احتمالاً (مگر بازه اين

داشت: خواهيم چيزی چنين کنيم، صاف را

با بازه n همچنين است. شده زده علامت آن روی واحد فـاصله  های با نقطه ۲n که ۲n− ۱ طول به پاره خطی
نيست. ديگری شامل کدام هيچ که n+ ۱ ،. . . ،۲ طول های به و نقـاط اين ته و سر

بقيه ٔ و ندارد قرار بازه اين درون کاملاً ديگری بازه ٔ هيچ که آن جايی از بگيريد. نظر در را n + ۱ طول به بازه ٔ حال
راست سمت در نقطه يک يا و چپ سمت در نقطه يک شامل بازه n − ۱ اين از کدام هر کوچکترند، آن از بازه ها
يک هر نقطه های) چپ ترين (يعنی سرهای حال می افتد. اتفـاق حالات اين از يکی فقط و است n+ ۱ طول به بازه ٔ
اگر چون هستند، متمايز و دارند قرار بازه  بزرگترين چپ سمت در نقـاط اين بگيريد. نظر در را اول دسته ٔ بازه های از
در را دوم دسته ٔ بازه های ته نقـاط ترتيب همين به می پوشاند. را کوچک تر بازه ٔ بزرگ تر بازه ٔ باشد، يکی بازه دو سر
(سرهای متمايز نقطه ٔ n− ۱ بايد مجموع در پس متمايزند. و دارند قرار بازه بزرگترين راست سمت در که بگيريد نظر
هستند. بازه بزرگترين بيرون و علامت زده شده نقـاط ميان از همگی که باشيم داشته دوم) دسته ٔ ته های و اول دسته ٔ
دارد، قرار آن بيرون علامت زده شده نقطه ٔ n − ۲ و است علامت زده شده نقطه ٔ n + ۲ شامل خود بازه بزرگترين اما
ثابت حکم و می انجامد تناقض به خلف فرض پس کرد. انتخاب آن بيرون علامت زده شده نقطه ٔ n− ۱ نمی توان پس

می شود.

هر اول عوامل که نوشت طبيعی عدد دو جمع صورت به را n می توان دهيد نشان است. طبيعی عددی n ≥ ۵۰ .۶
عوامل از يک هيچ که نوشت ۸۰+ ۱۴ صورت به می توان را ۹۴ مثال، برای نباشند. بزرگ تر √n از عدد دو آن از کدام

نيستند. بزرگ تر √۹۴ از عدد دو اين اول
حل. راه

ابتدا همين در می کنيم، استفـاده نيستند))، بيش تر y از x اول ((عوامل عبارت از بارها راه حل طول در که آن جا از
مساوی يا کم تر x اول عوامل همهٔ يعنی x ⊑ y که صورت اين به می کنيم. قرارداد مفهوم اين نمايش برای را ⊑ نماد

هستند. y

می کند. کمک n عدد برای نمايش اين به رسيدن در را ما ساده نکتهٔ دو

(.r > m بايد باشد، داشته m از بزرگ تر اولی عامل r (اگر .r ⊑ m ،r ≤ m طبيعی عدد هر برای •
است.) s يا r از عاملی rs اول عامل (هر .rs ⊑ m آن گاه ،s ⊑ m و r ⊑ m اگر •

m مساوی يا کم تر اعدادی حاصل ضرب صورت به را r عدد بتوان اگر که می دهند نتيجه نکته ها اين خاص طور به
.m۲ ⊑ m همواره مثال برای ،r ⊑ m نوشت
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.۰ ≤ r ≤ ۲m که n = m۲+r پس .m۲ ≤ n < (m+۱)۲ که باشند متوالی کامل مربع دو (m+۱)۲ و m۲ کنيد فرض
و a ⊑ m که نوشت a + b صورت به می توان را n که دهيد نشان بايد و [

√
n] = m صورت اين در که کنيد دقت

.b ⊑ m

است، شده فرض n ≥ ۵۰ چون که کنيد (توجه می کنيم. تقسيم حالت دو به m بودن فرد يا زوج حسب بر را مسئله
بود.) خواهد m ≥ ۷

بگيريد: نظر در را زير متوالی عدد m+ ۱ حال است. زوج m+ ۱ باشد، فرد m اگر

n− (m+ ۱), n−m, . . . , n− ۲, n− ۱

که می کنيم ادعا است. بخش پذير m+ ۱ بر n− j = m۲ + r − j مثلاً آن ها از يکی متوالی عدد m+ ۱ اين بين از
صورت اين در

n = (n− j)︸ ︷︷ ︸
a

+ j︸︷︷︸
b

j ≤ m اگر زيرا ،j ⊑ m داريم ،۱ ≤ j ≤ m+ ۱ هر برای که کنيد توجه می دهد. دست به را n برای مطلوب نمايش
و ۲ ≤ m چون و m + ۱ = ۲(m+۱

۲ ) آن گاه ،j = m + ۱ اگر و است واضح موضوع اين بالا نکتهٔ به توجه با باشد،
نحوهٔ به توجه با ديگر طرف از .j ⊑ m صورت هر در پس .m + ۱ ⊑ m بالا نکته های طبق مجدداً ،m+۱

۲ ≤ m

نوشت: می توان يعنی اين و n−j
m+۱ ⊑ m پس . n−j

m+۱ < m+ ۱ نتيجه در و n− j < (m+ ۱)۲ ،m تعريف

n = (m+ ۱)( n−j
m+۱ )︸ ︷︷ ︸

a

+ j︸︷︷︸
b

است. تمام کار بنابراين و a ⊑ m که می گيريم نتيجه n−j
m+۱ ⊑ m و m+ ۱ ⊑ m چون که

زير متوالی عدد m+ ۲ حالت اين در بود. خواهد زوج m+ ۲ بار اين قبل حالت به شبيه باشد، زوج m که حالتی در
می گيريم: نظر در را

n−m,n− (m− ۱), . . . , n− ۱, n, n+ ۱

است. بخش پذير m+ ۲ بر آن ها از يکی حتماً متوالی عدد n+ ۲ اين بين از

ديگر طرف از . n−j
m+۲ ⊑ m لذا و n−j

m+۲ ≤ m قبل حالت مشابه ،m + ۲|n − j که شود يافت ۱ ≤ j ≤ m اگر •
مطلوب نمايش b = j و a = n− j کل در بنابراين .m+ ۲ ⊑ m پس .۲, m+۲

۲ ≤ m که m+ ۲ = ۲(m+۲
۲ )

بود. خواهد ما
نوشت: می توان است زوج m+ ۲ چون باشد، بخش پذير m+ ۲ بر n خود اگر •

n = ۲(m+ ۲
۲ )(

n

m+ ۲ ) = (
m+ ۲

۲ )(
n

m+ ۲ )︸ ︷︷ ︸
a

+(
m+ ۲

۲ )(
n

m+ ۲ )︸ ︷︷ ︸
b

يا و n + ۱ = (m − ۱)(m + ۲) = m۲ +m − ۲ ،m۲ + ۱ ≤ n + ۱ ≤ (m + ۱)۲ چون ،m + ۲|n + ۱ اگر •
حالت در هستند). m۲ از کوچک تر يا و (m + ۱)۲ از بزرگ تر m + ۲ ديگر (مضرب های n + ۱ = m(m + ۲)
.n = (m+ ۱)۲ − ۲ دوم حالت در است. مطلوب نمايش همان b = m− ۳ و a = m۲ ،m− ۳ < m چون اول
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نوشت: می توان پس

n = (m+ ۱)۲ − ۲ = (m+ ۱)۲ − ۹ + ۷ = (m− ۲)(m+ ۴) + ۷ = ۲(m− ۲)(m+۴
۲ )︸ ︷︷ ︸

a

+ ۷︸︷︷︸
b

و دارد وجود مطلوب نمايش هم حالت اين در پس .b ⊑ m و a ⊑ m لذا و m+۴
۲ ≤ m ،m ≥ ۷ چون حال

است. تمام کار بنابراين

استدلال ها مابقی در و شد استفـاده استدلال آخرين در تنها m ≥ ۷ فرض از راه حل طول در که کنيد توجه توضيح.
مگر طبيعی اعداد همهٔ برای را مسئله حکم بالا استدلال نکته اين به توجه با می کرد. کفـايت (n ≥ ۱۶) m ≥ ۴ فرض
m = ۶ برای عددی چنين اين می دهد. نتيجه است ۷ از کم تر و زوج عددی m که m۲ + ۲m − ۱ شکل به اعداد
می توان که برمی خوريم ۲۳ عدد به هم m = ۴ مورد در نوشت. ۳۲ + ۱۵ صورت به را آن می توان که است ۴۷ برابر
است. درست ۲۳ جز به ۷ از بزرگ تر اعداد همهٔ برای مسئله حکم واقع در ندارد. نمايشی چنين که ديد سادگی به

لطف اله شيخ مسجد گنبد از نمايی
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صلواتی عرفـان
رياضی دکترای

بنيادی دانش های پژوهشگاه

هيلبرت هفدهم مسألهٔ تا x۲ ≥ ۰ از

جبری نابرابری های و عددی نابرابری های ۱ . ۶
قبيل اين از سؤالاتی به و کنيم مقـايسه هم با را اعداد چه طور که گرفتيم ياد مدرسه اول سال های رياضی درس در ما همه ٔ

دهيم: جواب

۱۰√؟ يا است بزرگ تر ۲۲
۷ •

۳۳۳۳؟ يا است بزرگ تر ۲۲۲۲۲

•

هستند. مشخص اعدادی بودن کوچک تر و بزرگ تر دربارهٔ سؤالاتی اين ها
بلکه خاص، عدد دو برای فقط نه کوچک تری و بزرگ تری رابطهٔ آن ها، در که برخورديم مسائلی به دبيرستان، در بعداً ولی

مثلاً: بود. برقرار اعداد از رده ای برای

است. صفر مساوی يا بزرگ تر حقيقی، عدد هر مجذور •

آن هاست. قدرمطلق های مجموع مساوی يا کوچک تر حقيقی، عدد دو مجموع قدرمطلق •

آن ها. مجذور مجموع از است بزرگ تر مثبت، عدد دو مجموع مجذور •

است. آن ها هندسی ميانگين مساوی يا بزرگ تر مثبت، عدد دو حسابی ميانگين •

نوشت: زير جبریِ شکل به می توان را بالا عبارت های

،x۲ ≥ ۰ •

، |x+ y| ≤ |x|+ |y| •

،x, y > ۰ برای (x+ y)۲ > x۲ + y۲ •

.x, y > ۰ برای x+y
۲ ≥ √

xy •

مقداردهی هر ازای به که هستند نابرابری هايی جبری، نابرابری های گويند. جبری نابرابری های دست، اين از نابرابری هايی به
برقراراند. باشد) آن ها دامنهٔ در (که متغيرهايشان به
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هيلبرت هفدهم مسألهٔ تا x۲ ≥ ۰ از

نابرابری ها موضوع اصول ۲ . ۶
اعداد بين رابطه ای می شود، داده نشان < و > با که ترتيب)، رابطهٔ رياضی، زبان به (يا کوچک تری و بزرگ تری رابطهٔ
زير اصل چند در می توان را گرفت نتيجه آن ها از می توان را آن خواص ساير که رابطه، اين اصلی خواص است. حقيقی

کرد: خلاصه

می دهد: رخ زير حالت سه از يکی دقيقـاً ،y و x حقيقی عدد دو هر برای .۱ اصل

.x > y يا x = y يا x < y

.x > z آن گاه y > z و x > y اگر .۲ اصل

.x+ z > y + z آن گاه ،x > y اگر .۳ اصل

.xz > yz آن گاه ،z > ۰ و x > y اگر .۴ اصل

است. y مساوی يا کوچک تر x که است اين x ≤ y از منظور که می روند کار به نيز ≥ و ≤ نمادهای البته
خواهيم که همان طور ولی بگيرند. قرار اصول جزو بايد که دارد هم ديگری خواص > رابطهٔ که برسد نظرتان به شايد
اصول اين از را مقدماتی نتيجهٔ چند مثال، عنوان به می شوند. نتيجه ساده اصل چهار همين از > رابطهٔ خواص همهٔ ديد،

می آوريم: دست به موضوعه

.−x < ۰ آن گاه ،x > ۰ اگر .۱ نتيجه

چون نيست ممکن −x = ۰ حالتِ می دهد. رخ −x < ۰ و −x = ۰ ،−x > ۰ حالت سه از يکی دقيقـاً ،۱ اصل بنابر اثبات.
،۳ اصل بنابر صورت آن در چون نيست، ممکن نيز −x > ۰ حالت .x > ۰ فرض، بنابر حالی که در x = ۰ صورت آن در

−x+ x > ۰ + ۰ = ۰,

است. −x < ۰ ممکن، حالت تنها پس است. غلط که ۰ > ۰ يعنی

.x− y > ۰ اگر تنها و اگر ،x > y .۲ نتيجه

است. واضح ۳ اصل بنابر اثبات.

.−x < −y آن گاه ،x > y اگر .۳ نتيجه

است. واضح ۲ و ۱ نتيجهٔ از استفـاده با اثبات.

می کند). برعکس را نابرابری جهت منفی، عدد يک در کردن ضرب (يعنی .xz < yz آن گاه ،z < ۰ و x > y اگر .۴ نتيجه

،۴ اصل بنابر نتيجه در و −z > ۰ ،۱ نتيجهٔ بنابر اثبات.

x(−z) > y(−z),

.xz < yz ،۳ نتيجهٔ بنابر اکنون .−xz > −yz پس
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هيلبرت هفدهم مسألهٔ تا x۲ ≥ ۰ از

.x۲ ≥ ۰ ،x حقيقی عدد هر برای .۵ نتيجه

می دهد: رخ زير حالت سه از يکی دقيقـاً ،۱ اصل بنابر اثبات.

،x > ۰ الف)

،x = ۰ ب)

.x < ۰ ج)

بنابر (ج)، حالت در .x۲ ≥ ۰ نتيجه در و x۲ = ۰ داريم (ب)، حالت در .x۲ = x × x > ۰ ،۴ اصل بنابر (الف)، حالت در
.x۲ = (−x)۲ > ۰ نتيجه در و −x > ۰ ،۱ نتيجهٔ

در ما هدف اما نداشتند، اثبات به نياز و بوده بديهی کاملاً خواننده برای بسا چه که بودند مقدماتی ای بسيار نتايج اين ها
بخش اين ابتدای در شده ارائه اصل ۴ از می توان را حقيقی اعداد ترتيبی ويژگی های همهٔ دهيم نشان که بود اين بخش اين

گرفت. نتيجه

بزرگ تر ۰ از که اعدادی از عبارتند مثبت اعداد دارد. منفی و مثبت اعداد مفهوم با تنگاتنگی ارتباط ترتيب، رابطهٔ .۱ تمرين
مجموعهٔ و R+ با را مثبت حقيقی اعداد مجموعهٔ هستند. کوچک تر صفر از که اعدادی از عبارتند منفی اعداد و هستند
می توان کرد، تعريف > رابطهٔ روی از را R+ مجموعهٔ می توان که همانطور می دهند. نشان R− با را منفی حقيقی اعداد

.x− y ∈ R+ هرگاه x > y می گوييم که صورت اين به کرد، تعريف R+ مجموعهٔ روی از نيز را > رابطهٔ
هستند: R+ برای زير اصل ۳ با معادل ترتيب، رابطهٔ برای ۴ تا ۱ اصول کنيد ثابت

است. R+ در −x و x از يکی دقيقـاً ،x ناصفر عدد هر برای .'۱ اصل

.(x+ y ∈ R+ آن گاه ،x, y ∈ R+ اگر (يعنی است بسته جمع به نسبت R+ .'۲ اصل

.(xy ∈ R+ آن گاه ،x, y ∈ R+ اگر (يعنی است بسته ضرب به نسبت R+ .'۳ اصل

مقدماتی جبری نابرابری چند ۳ . ۶
می کنيم. شروع يک متغيره نابرابری چند با ابتدا

x۲ ≥ ۰ الف)
است. ديگر جبری نابرابری های از بسياری پايهٔ خود، که دانست جبری نابرابری مقدماتی ترين می توان را نابرابری اين

x + ۱
x
≥ ۲ ،x > ۰ برای ب)

داريم اثبات.
x+

۱
x
− ۲ =

x۲ − ۲x+ ۱
x

=
(x− ۱)۲

x
.

می شود. نتيجه آن از حکم که ، (x−۱)۲

x ≥ ۰ پس ،x > ۰ و (x− ۱)۲ ≥ ۰ که آن جا از
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هيلبرت هفدهم مسألهٔ تا x۲ ≥ ۰ از

x۲ + x + ۱ > ۰ ،x هر برای پ)
اثبات.

x۲ + x+ ۱ = (x+
۱
۲ )

۲ +
۳
۴ ≥ ۳

۴ > ۰.

علامت تعيين را متغيره يک دوم درجه چندجمله ای هر می توان آن از استفـاده با و گويند کامل سازی» «مربع را بالا روش
داريم: کلی طور به کرد.

ax۲ + bx+ c = a(x۲ +
b

a
x+

c

a
) = a(x+

b

۲a )
۲ − b۲ − ۴ac

۴a .

می شود. داده نشان ∆ با و می شود خوانده ۲ درجه چندجمله ای مبين ،b۲ − ۴ac عبارت
داريم ،x هر برای آن گاه ،a < ۰ و ∆ < ۰ اگر و ax۲ + bx + c > ۰ داريم ،x هر برای آن گاه ،a > ۰ و ∆ < ۰ اگر بنابراين

.ax۲ + bx+ c < ۰
است. a با هم علامت همواره ax۲ + bx+ c آن گاه باشد، منفی ∆ اگر خلاصه، طور به يعنی

ادامه می دهيم. چندمتغيره نابرابری چند با اکنون

x۲ + y۲ ≥ ۲xy ،x, y هر برای ت)
اثبات.

x۲ + y۲ − ۲xy = (x− y)۲ ≥ ۰.

x۲ + y۲ + z۲ ≥ xy + yz + zx ،x, y, z هر برای ث)
کنيم ثابت می خواهيم که را چيزی می کنيم سعی يعنی می کنيم. استفـاده کامل سازی مربع ايدهٔ از نيز اين جا در اثبات.

بنويسيم. ديگر عبارت هايی مربعات مجموع صورت به است، نامنفی

x۲ + y۲ + z۲ − (xy + yz + zx) =
۱
۲
(
(x− y)۲ + (y − z)۲ + (z − x)۲) .

ثابت حکم نتيجه در و است نامنفی نيز خودش پس است نامنفی عدد سه مجموع بالا، راست سمت عبارت که کنيد دقت
z−x و y− z ،x− y عدد سه هر بايد دهد، رخ تساوی بالا نابرابری در اگر که می گيريم را نتيجه اين آن، بر علاوه می شود.

.x = y = z می شود نتيجه آن از که باشند صفر

۱
x
+ ۱

y
+ ۱

z
≥ ۹

x+y+z
مثبت، x, y, z هر برای ج)

می رسيم: زير معادل حکم به x+ y + z در طرف دو کردن ضرب با اثبات.

(
۱
x
+

۱
y
+

۱
z
)(x+ y + z) ≥ ۹,
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هيلبرت هفدهم مسألهٔ تا x۲ ≥ ۰ از

می رسيم: زير معادل نابرابری به جملات، کردن مرتب و چپ سمت عبارت دادن بسط با که

(
x

y
+

y

x
) + (

y

z
+

z

y
) + (

x

z
+

z

x
) ≥ ۶.

داريم، بخش، اين (ب) گزاره بنابر که کنيد دقت اکنون

x

y
+

y

x
≥ ۲,

y

z
+

z

y
≥ ۲,

x

z
+

z

x
≥ ۲,

می شود. نتيجه حکم نابرابری ها، اين کردن جمع با که

طرف دو تقسيم و ضرب مانند مُجازی اعمال با و کرديم شروع حکم از ما کند. توجه بالا اثبات نحوهٔ به است لازم خواننده
بديهی نابرابری يک به تا داديم ادامه را کار اين آن قدر و رسيديم ساده تری نابرابری های به مثبت، عدد يک در نابرابری
نابرابری آن از شروع با می توانيم نهايتاً پس هستند برگشت پذير همگی بالا، در شده استفـاده اعمال که آن جا از رسيديم.
مراقب بايد همواره فقط است، مفيد بسيار نابرابری ها اثبات در روش اين بگيريم. نتيجه را حکم عقب، به رو حرکت و بديهی

باشند. برگشت پذير رفته، کار به اعمال که بود

a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b

≥ ۳
۲ مثبت، a, b, c هر برای ج)

می کنيم: جمع ۳ با را نابرابری طرف دو اثبات.

a

b+ c
+ ۱ +

b

c+ a
+ ۱ +

c

a+ b
+ ۱ ≥ ۹

۲ ,

به: می شود تبديل مشترک، مخرج گرفتن با که

a+ b+ c

b+ c
+

a+ b+ c

c+ a
+

a+ b+ c

a+ b
≥ ۹

۲ ,

با: است معادل که
۲(a+ b+ c)

( ۱
b+ c

+
۱

c+ a
+

۱
a+ b

)
≥ ۹.

زير شکل به را بالا نابرابری می توانيم کنيم، تعريف را z = a + b و y = a + c ،x = b + c جديد متغيرهای اگر اکنون
بنويسيم:

(x+ y + z)(
۱
x
+

۱
y
+

۱
z
) ≥ ۹,

کرديم. ثابت قبل گزاره در را آن که

است. نابرابری ها اثبات در مفيد فنون از يکی جديد»، متغيرهای «تعريف ديديد، اخير مثال در که همان طور
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،x حقيقی عدد هر برای دهيد نشان .۲ تمرين

x۸ − x۵ + x۲ − x+ ۱ > ۰.

،b و a مثبت عدد دو هر برای دهيد نشان .۳ تمرين

(۱ + a)(۱ + b)

۲ + a+ b
<

۱ + a+ b

۲ .

.aa.bb ≥ ab.ba مثبت، a, b هر برای دهيد نشان .۴ تمرين

آن گاه باشد، طبيعی عددی n و a > b > ۰ اگر دهيد نشان .۵ تمرين

n+ ۱
n

a >
an+۱ − bn+۱

an − bn
>

n+ ۱
n

b.

بيابيد: d و c ،b ،a مثبت اعداد برای را زير عبارت ممکن مقدار بيش ترين و کم ترين .۶ تمرين

a

a+ b+ d
+

b

a+ b+ c
+

c

b+ c+ d
+

d

a+ c+ d
.

حقيقی، z و y ،x هر برای دهيد نشان .۷ تمرين

x۴ + y۴ + z۴ ≥ xyz(x+ y + z).

صدق a۲ + b۲ + c۲ = ۱ شرط در که c و b ،a مثبت اعداد برای را ab
c + bc

a + ca
b عبارت ممکن مقدار کم ترين .۸ تمرين

بيابيد. می کنند،

مربعات مجموع روش ۴ . ۶
را A−B است کافی ،A ≥ B کنيم ثابت بخواهيم هرگاه که است ايده اين بر مبتنی نابرابری ها، در مربعات مجموع روش

بنويسيم. ديگر عبارت های مربعات مجموع صورت به
نابرابری دو بخش، اين در نابرابری هاست. اثبات در روش ها پرکاربردترين حال عين در و مقدماتی ترين از يکی روش اين
می کنيم. اثبات مربعات مجموع روش از استفـاده با و بيان را حسابی-هندسی نابرابری و کوشی-شوارتز نابرابری معروف،
همين به هستند. هم آموزنده تر جهات بعضی از که دارند هم ساده تری اثبات های نابرابری ها اين که است ذکر به لازم البته

می کنيم. دعوت ديگر منابع در ديگر اثبات های مطالعهٔ به را خواننده دليل

کوشی-شوارتز نابرابری ۱ . ۴ . ۶
آن گاه باشند، حقيقی اعداد y۱, . . . , yn و x۱, . . . , xn اگر

(x۱y۱ + · · ·+ xnyn)
۲ ≤ (x۲

۱ + · · ·+ x۲
n)(y

۲
۱ + · · ·+ y۲

n),
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ثابت عدد (يعنی باشد ديگری از حقيقی مضربی y۱, . . . , yn و x۱, . . . , xn دنبالهٔ دو از يکی که می دهد رخ زمانی تساوی و
.(yi = cxi ،i = ۱, . . . , n هر برای که باشد موجود c ثابت عدد يا و xi = cyi ،i = ۱, . . . , n هر برای که باشد موجود c

داريم: را زير اتحاد مربعات. مجموع روش با اثبات

(
∑
i

x۲
i)(
∑
i

y۲
i )− (

∑
xiyi)

۲ =
∑
i<j

(xiyj − xjyi)
۲.

آن بر علاوه و می کند اثبات را کوشی-شوارتز نابرابری می کنيم) واگذار خواننده به را آن صحت کردن چک که ) بالا اتحاد
می تواند خواننده .xiyj = xjyi ،j و i هر برای که می دهد رخ زمانی کوشی-شوارتز نابرابری در تساوی که می دهد نشان

است. شده بيان قضيه صورت در که است تساوی ای حالت همان معادل شرايط اين که کند بررسی راحتی به

حسابی-هندسی نابرابری ۲ . ۴ . ۶
آن گاه ،a۱, . . . , an ≥ ۰ اگر

a۱ + · · ·+ an
n

≥ n
√
a۱ · · · an,

باشند. برابر aiها همهٔ که می دهد رخ زمانی تساوی و
می شود.) ناميده آن ها هندسی ميانگين راست، سمت و a۱, . . . , an ≥ ۰ اعداد حسابی ميانگين بالا، عبارت چپ (سمت

آن متغيرهای که بنويسيم چندجمله ای عبارت يک شکل به را نابرابری است لازم ابتدا مربعات. مجموع روش با اثبات
که می گيريم صورتی به را xn ،. . . ،x۱ جديد متغيرهای بدين منظور ندارند. بودن) نامنفی (مثلاً قيدی هيچ

x۲n
۱ = a۱, . . . , x

۲n
n = an.

می شود: زير معادل نابرابری به تبديل حسابی-هندسی نابرابری جديد، متغيرهای اين تعريف با

x۲n
۱ + · · ·+ x۲n

n

n
≥ x۲

۱ · · ·x۲
n,

با است معادل اين که
x۲n

۱ + · · ·+ x۲n
n − nx۲

۱ · · ·x۲
n ≥ ۰.

می نويسيم. ديگری جبری عبارات مربع های مجموع صورت به را بالا عبارت اکنون
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x۲n
۱ + · · ·+ x۲n

n − nx۲
۱ · · ·x۲

n =

۱
۲(n− ۱)

∑
i۱,i۲متمايز

(x۲n−۲
i۱ − x۲n−۲

i۲ )(x۲
i۱ − x۲

i۲)

+
۱

۲(n− ۱)(n− ۲)
∑

i۱,i۲,i۳متمايز
(x۲n−۴

i۱ − x۲n−۴
i۲ )(x۲

i۱ − x۲
i۲)x

۲
i۳

+
۱

۲(n− ۱)(n− ۲)(n− ۳)
∑

i۱,i۲,i۳,i۴متمايز
(x۲n−۶

i۱ − x۲n−۶
i۲ )(x۲

i۱ − x۲
i۲)x

۲
i۳x

۲
i۴

+ · · ·

+
۱

۲(n− ۱)!
∑

i۱,...,inمتمايز
(x۲

i۱ − x۲
i۲)(x

۲
i۱ − x۲

i۲)x
۲
i۳ · · ·x

۲
in . (۱)

شکل به حاصل ضرب های بالا، عبارت در است کافی اکنون می کنيم. واگذار خواننده به را بالا اتحاد درستی بررسی
کنيم: بازنويسی زير صورت به را (x۲k

i − x۲k
j )(x۲

i − x۲
j)

(x۲k
i − x۲k

j )(x۲
i − x۲

j) = (x۲
i − x۲

j)
۲(x۲k−۲

i + x۲k−۴
i x۲

j + · · ·+ x۲k
j ).

نابرابری بنابراين و نوشت جبری عبارت های مربعات از حاصل جمعی صورت به کاملاً می توان را (۱) عبارت کار، اين با
می شود. اثبات حسابی-هندسی

می دهد: را اويلر اتحاد همان بالا، اتحاد ،n = ۳ برای مثال، عنوان به

a۶ + b۶ + c۶ − ۳a۲b۲c۲ =
(
(a۲ − b۲)۲ + (b۲ − c۲)۲ + (c۲ − a۲)۲) (a۲ + b۲ + c۲) .

می آيد: دست به زير اتحاد ،n = ۴ برای و

a۸ + b۸ + c۸ + d۸ − ۴a۲b۲c۲d۲ =

۱
۳

((
(a۲ − b۲)۲ + (a۲ − c۲)۲ + (a۲ − d۲)۲ + (b۲ − c۲)۲ + (b۲ − d۲)۲ + (c۲ − d۲)۲

)
·(

a۲b۲ + a۲c۲ + a۲d۲ + b۲c۲ + b۲d۲ + c۲d۲
)

+(a۲−b۲)۲(a۴+b۴)+(a۲−c۲)۲(a۴+c۴)+(a۲−d۲)۲(a۴+d۴)+(b۲−c۲)۲(b۴+c۴)+(b۲−d۲)۲(b۴+d۴)+(c۲−d۲)۲(c۴+d۴)

)
.

هيلبرت هفدهم مسأله ٔ ۵ . ۶
می آيد پيش طبيعی سؤال اين نابرابری هاست. اثبات برای قدرتمند روشی مربعات، مجموع روش که ديديم قبل بخش در

کرد؟ ثابت آن از استفـاده با می توان را نابرابری هر آيا است؟ قدر چه روش اين ظرفيت که
چندجمله ای نابرابری های به محدود را خود که است طبيعی و است نابه جايی انتظار نابرابری هر اثبات که است روشن البته
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کنيم.
باشيم داشته حقيقی، xn ، . . . ،x۱ هر برای که باشد متغيره n چندجمله ای يک P (x۱, . . . , xn) کنيد فرض

P (x۱, . . . , xn) ≥ ۰,

نوشت؟ ديگر چندجمله ای تعدادی مربعات مجموع صورت به را P می توان آيا
داريم: واقع در و است مثبت حالت اين در بالا سؤال جواب است. n = ۱ حالت مسأله، اين حالت ساده ترين

چندجمله ای دو مربعات مجموع صورت به می توان را P (x) ≥ ۰ ،x هر برای که P (x) يک متغيرهٔ جمله ای چند هر .۶ قضيه
يعنی نوشت. حقيقی ضرايب با

P (x) = A(x)۲ +B(x)۲.

می کنيم: اثبات لم يک ابتدا می گيرد. انجام جبر اساسی قضيهٔ از استفـاده با قضيه اين اثبات اثبات.

است. همين طور نيز PQ آن گاه باشند، چندجمله ای دو مربعات مجموع شکل به کدام هر Q(x) و P (x) اگر .۷ لم

داريم: آن گاه .Q(x) = C(x)۲ +D(x)۲ و P (x) = A(x)۲ +B(x)۲ کنيد فرض لم. اثبات

PQ = (AC +BD)۲ + (AD −BC)۲.

می کنيم: استفـاده است جبر اساسی قضيهٔ از نتيجه ای که زير معروف قضيهٔ از می گرديم. باز قضيه اثبات به اکنون

درجه و يک درجه چندجمله ای های از حاصل ضربی صورت به می توان را حقيقی ضرايب با چندجمله ای هر .۸ قضيه
نوشت. تحويل ناپذير دوی

نوشت می توان بالا، قضيهٔ بنابر

P (x) = a(x− α۱)
t۱ · · · (x− αr)

tr (x۲ + β۱x+ γ۱) · · · (x۲ + βsx+ γs),

هستند. متمايز αiها که
نتيجه در و ندارند حقيقی ريشهٔ که می گيريم نتيجه هستند، تحويل ناپذير x۲ + βix + γi چند جمله ای های که آن جا از

نوشت: می توان پس ،β۲
i < ۴γi

x۲ + βix+ γi = (x+
βi

۲ )۲ + (

√
γi −

β۲
i

۴ )۲.

حاصل ضرب بالا، لم بنابر پس نوشت. چندجمله ای دو مربعات مجموع صورت به می توان را P (x) دوی عامل هر يعنی
وجود D(x) و C(x) چندجمله ای های پس نوشت. چندجمله ای دو مربعات مجموع شکل به می توان نيز را آن ها همهٔ

که دارند
(x۲ + β۱x+ γ۱) · · · (x۲ + βsx+ γs) = C(x)۲ +D(x)۲.
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باشد، فرد ti يک اگر چون باشند. زوج نيز tiها همهٔ آن، بر علاوه و a > ۰ بايد پس P (x) ≥ ۰ همواره چون ديگر، طرف از
دهيم قرار اگر پس می دهد. علامت تغيير αi در P (x) آن گاه

V (x) =
√
a(x− α۱)

t۱
۲ · · · (x− αr)

tr
۲ ,

داريم:
P (x) = (V (x)C(x))۲ + (V (x)D(x))۲ = A(x)۲ +B(x)۲.

نيست. مثبت n > ۱ حالت در جواب کرديم. مطرح بخش اين ابتدای در که مسأله ای کلی حالت به می گرديم باز اکنون
صورت به را آن نمی توان ولی است نامنفی همواره که دارد وجود سه متغيره ای چندجمله ای که می دهد نشان زير گزارهٔ مثلاً

نوشت. چندجمله ای ها مربعات مجموع

صورت به را آن نمی توان ولی است نامنفی همواره P (x, y, z) = x۴y۲ + y۴z۲ + z۴x۲ − ۳x۲y۲z۲ چندجمله ای .۹ گزاره
نوشت. چندجمله ای ها مربعات مجموع

است. حسابی-هندسی نابرابری مستقيم نتيجهٔ P بودن نامنفی اثبات.
مثلاً نوشت، چندجمله ای ها مربعات مجموع صورت به بتوان را P کنيد فرض

P (x, y, z) = f۱(x, y, z)
۲ + · · ·+ fm(x, y, z)۲.

fiها از را پايين تر درجهٔ با جملات اگر (چون است شده تشکيل ۳ درجهٔ جملات از فقط ،fi هر که کرد فرض می توان اولاً
نمی شود). حاصل fها ۲

i در ۶ درجهٔ جملات در تغييری کنيم، حذف
z۶ و y۶ ،x۶ جملات f ۲

i در صورت آن در چون باشند، داشته را z۳ و y۳ ،x۳ جملات نمی توانند fiها که کنيد توجه سپس
نمی شوند. ساده ديگری جملهٔ هيچ با که می شوند ظاهر مثبت ضريب با

z۲x۴ و y۲z۴ ،x۲y۴ جملات ،f ۲
i در صورت آن در چون باشند. داشته را zx۲ يا yz۲ ،xy۲ جملات نمی توانند fiها همچنين

شوند ظاهر نمی توانند ديگری طريق هيچ به جملات اين نداريم، z۳ و y۳ ،x۳ که آن جا از و می شوند ظاهر مثبت ضريب با
شوند. ساده که

است عبارت ∑ f ۲
i در x۲y۲z۲ ضريب صورت اين در که باشد aix۲y + biy

۲z + ciz
۲x+ dixyz شکل به بايد fi هر پس

باشد. −۳ نمی تواند و است مثبت که ∑ d۲
i از

نوشت. چندجمله ای ها مربعات مجموع صورت به نمی توان را P که می دهد نشان تناقض اين

به را آن نمی توان ولی است نامنفی همواره P (x, y) = x۴y۲ + x۲y۴ + ۱ − ۳x۲y۲ چندجمله ای دهيد نشان .۹ تمرين
نوشت. چندجمله ای ها مربعات مجموع صورت

چندجمله ای ها مربعات مجموع صورت به را آن نمی توان ولی است نامنفی همواره زير چندجمله ای دهيد نشان .۱۰ تمرين
نوشت.

S(x, y) = x۲(x۲ − ۱)۲ + y۲(y۲ − ۱)۲ − (x۲ − ۱)(y۲ − ۱)(x۲ + y۲ − ۱).

کنيد. توجه می شود صفر آن ها در S که نقـاطی به راهنمايی:
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آرتين اميل
هيلبرت ديويد

ثابت مربعات مجموع روش با را چندجمله ای نابرابری های نمی توان لزوماً که برسد نظر به شايد بالا، تمرين های و ۹ گزارهٔ از
در مسأله هفدهمين عنوان به را آن و کرد مطرح هوشمندانه ای سؤال آلمانی، معروف رياضی دان هيلبرت۱، ديويد اما کرد.
به مسأله اين داد. جای کرد، مطرح پاريس در رياضی دانان جهانی کنگرهٔ در ۱۹۰۰ سال در که معروفش مسألهٔ ۲۳ ليست

شد. معروف هيلبرت هفدهم مسألهٔ
نوشت؟ گويا عبارت های مربعات مجموع صورت به می توان را نامنفی چندمتغيرهٔ چندجملهٔ هر آيا هيلبرت: هفدهم مسألهٔ

هستند.) چندمتغيره چندجمله ای های خودشان G و F که F
G شکل به عبارتی يعنی گويا (عبارت

با متغيره، دو چندجمله ای های حالت در را آن توانست ولی نشد، کلی حالت در مسأله اين حل به موفق هيلبرت خود
کرد حل را هيلبرت مسألهٔ ديگری، معروف رياضی دان آرتين۲، اميل ،۱۹۲۷ سال در اين که تا کند، حل دشوار بسيار روشی

است. مثبت آن جواب که داد نشان و
نيست. اين جا در آن آوردن امکان و می کند استفـاده پيشرفته مجرد جبر مفـاهيم از ولی نيست دشوار اگرچه آرتين اثبات

کرد: حل مقدماتی روشی با می توان را هيلبرت هفدهم مسألهٔ از خاصی حالتِ

ناصفر xiها از يکی حداقـل و ،x۱, . . . , xm ≥ ۰ اگر که باشد همگن چندجمله ای يک P (x۱, . . . , xm) کنيد فرض .۱۰ گزاره
شکل به می توان را P کنيد ثابت .P (x۱, . . . , xm) > ۰ آن گاه باشند،

P =
F

G

هستند. مثبت ضرايب با چندجمله ای هايی G و F که نوشت

ببيند. ۵۷ صفحهٔ ،[۴] منبع در را گزاره اين از اثباتی می تواند علاقه مند خوانندهٔ
می آوريم. هيلبرت هفدهم مسألهٔ با مرتبط مسأله ٔ تعدادی نيز، پايان در

.P (x) ≥ ۰ داريم x ≥ ۰ برای که باشد چندجمله ای P (x) کنيد فرض (۱۳۸۶ رياضی المپياد سوم مرحله ٔ (آزمون .۱۱ تمرين
۱David Hilbert
۲Emil Artin



۳۹

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

هيلبرت هفدهم مسألهٔ تا x۲ ≥ ۰ از

صورت به می توان را P (x) کنيد ثابت
P (x) = A(x)۲ + xB(x)۲

هستند. چندجمله ای B و A که نوشت

n طبيعی عدد کنيد ثابت .P (x) > ۰ باشيم داشته x ≥ ۰ برای که باشد چندجمله ای يک P (x) کنيد فرض .۱۲ تمرين
باشند. نامنفی ضرايبش همهٔ ،(x+ ۱)nP (x) چندجمله ای که دارد وجود

گرفت.) نتيجه متغيره دو حالت در را ۱۰ گزارهٔ می توان حکم، اين از استفـاده (با

بنويسيد. گويا عبارت های مربعات مجموع صورت به را ۹ گزارهٔ در شده معرفی چندجمله ای .۱۳ تمرين

را P دهيد نشان باشد. نامنفی همواره و ۲ درجهٔ از همگن چندجمله ای يک P (x۱, . . . , xn) کنيد فرض .۱۴ تمرين
نوشت. چندجمله ای ها مربعات مجموع صورت به می توان

نامنفی همواره که P (x, y) دومتغيرهٔ ۴ درجهٔ چندجمله ای هر است: کرده حل و طرح هيلبرت را مسأله اين .۱۵ تمرين
صورت به می توان را P که داد نشان واقع در (هيلبرت نوشت. چندجمله ای ها مربعات مجموع صورت به می توان را باشد

نوشت.) چندجمله ای سه مربعات جمع
کنيد. مراجعه ۲۵۳ صفحهٔ ،[۳] منبع به مسأله اين حل راه برای
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۴۰

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

زيارتی حميدرضا
آموزش زمينه ی در فعال و معلم

رياضی

معما و بازی

علاوه به است. ۱۰ برابر رديف سه هر مقدار که می بينيد را رياضی عبارت سه زيرد پرشده ی جدول سه در .۱ مسأله
دارند. يک سانی محتويات مختلف سطرهای در هم رنگ قسمت های

کنيد. پر شرايط همين با هم را زير رديف شش



۴۱

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

معما و بازی

AB < BC < AC < DE < DF < BF

عمودی و افقی مسير کوتاه ترين XY از ما منظور .۲ مسأله
دو اين جز به ديگری حرف از که گونه ای به است، Y به X از
حرف های رو به رو حل شده ی مثال مانند نکنيم. عبور حرف
که دهيد قرار گونه ای به زير شکل دايره های داخل را O تا A

باشند. برقرار خواسته شده نابرابری های تمام

AB < CD < EF < CG < HI < EJ < BK < FJ < LM < JM < HN < DL < MN

دوبار دقيقـاً ۸ تا ۱ ارقـام از يک هر دايره، هر محيط روی که کنيد پر طوری ۸ تا ۱ ارقـام با را خالی دايره های .۳ مسأله
ديگر رقم ۳ دقيقـاً ۳ رقم دو بين مثال عنوان به باشد. رقم ها همان برابر يک سان، رقم دو هر فـاصله ی و باشند شده تکرار

باشد. شده واقع



۴۲

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

معما و بازی

پاره خط های از يک هر روی که اعدادی که است اين سودوکو اين اضافی شرط تنها پرکنيد. را زير سودوکوی .۴ مسأله
باشند. شده مرتب نزولی) يا (صعودی ترتيب به بايد دارند، قرار خاکستری

است؟ غلط اثبات کجای است! متساوی الساقين مثلثی هر که می دهد نشان زير اثبات

برخورد نقطه ی را X شکل، مطابق باشد. دلخواه مثلثی ABC کنيد فرض
عمود مثلث ضلع دو بر X از بگيريد. BC ضلع عمودمنصف و A زاويه ی نيم ساز
پس .XD = XE پس است A زاويه ی نيم ساز روی X چون اکنون کنيد.
برابر قـائمه ی ضلع يک و وتر دارای XDA و XEA قـائم الزاويه ی مثلث های

.AE = AD يعنی است برابر نيز آن ها ديگر ضلع پس هستند
قـائم الزاويه ی مثلث های پس ،XD = XE چون و XB = XC پس هست نيز BC عمودمنصف روی X چون هم چنين

پس .DB = EC يعنی است. برابر نيز آن ها ديگر ضلع پس هستند برابر قـائمه ی ضلع يک و وتر دارای XDB و XEC

AB = AD +DB = AE + EC = AC

تناقض!



۴۳

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

پويا اميرحسين
کارشناسی  دانشجوی 

کامپيوتر مهندسی
شريف صنعتی دانشگاه

زارع مجتبی
کارشناسی دانشجوی

برق مهندسی
شريف صنعتی دانشگاه

شماره اين مسائل

هر در و می کند شروع A را بازی می کنند. بازی يک کپه اين با B و A است. موجود سنگ ۲۰۱۵ شامل کپه يک .۱ سوال
که است کسی بازنده می دارد. بر سنگ آن از کپه، های سنگ تعداد مقسوم عليه های از يکی اندازه ی به مرحله،

دارد؟ برد استراتژی کسی چه بردارد. را سنگ آخرين

نيست. اول an۲
+ an + ۱ کنيد ثابت .a, n > ۲ و n ≡ ۲ (mod ۳) کنيد فرض .۲ سوال

باشد؟ S از عضوی i+j
(i,j) ،i ̸= j که i, j ∈ S هر برای که است موجود S متناهی و عضوی سه حداقـل مجموعه ی آيا .۳ سوال

و a۱ + a۲ + · · · + an ≤ ۲۰۰ که طوری به باشند مثبت و حقيقی اعداد a۱ ≥ a۲ ≥ · · · ≥ an کنيد فرض .۴ سوال
.a۱ + a۲ + a۳ + a۴ ≥ ۵۰ کنيد ثابت .a۲

۱ + · · ·+ a۲
n ≥ ۲۵۰۰

ستون و سطر هر اعضای جمع که دارد وجود طبيعی های درايه با n×n جدولی کنيد ثابت است. طبيعی عددی n .۵ سوال
باشد. کامل مربع آن

درون ميتوان کنيد ثابت نيستند. همرس تايی سه هيچ و موازی تايی دو هيچ که است شده داده صفحه در خط n .۶ سوال
داخل اعداد جمع خطوط، از کدام هر برای که طوری به نوشت حقيقی اعداد را خطوط اين بين شده تشکيل نواحی

باشد. برابر ديگر طرف از آن مجاور نواحی داخل اعداد جمع با طرف يک از آن مجاور نواحی

مثلث محيطی دايره ی و Q در را BC ضلع PAB مثلث محيطی دايره ی هستند. مفروض ABC مثلث و P نقطه .۷ سوال
موازی و R از گذرنده خط با AC موازی و Q از گذرنده خط برخورد محل T می کند. قطع R در را BC ضلع PAC

هستند. هم خط T و A ،P کنيد ثابت است. AB

Pb و Pa ،Pc ترتيب به CA و BC ،AB بر P از وارد عمودهای پای است. شده داده ABC مثلث درون P نقطه .۸ سوال
خطوط کنيد ثابت می ناميم. lc و lb ،la را C و B ،A نيمسازهای به نسبت CP و BP ،AP خطوط قرينه و هستند

همرسند. lc و lb ،la موازی و Pc و Pb ،Pa از شده رسم

تابع دامنه ی عضو همواره ۲x− f(x) و ∀x ∈ [۰, ۱] : f(۲x− f(x)) = x که بيابيد را f : [۰, ۱] → [۰, ۱] توابع همه .۹ سوال
شود.



۴۴

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

شماره اين مسائل

AD اضلاع وسط N و M کنيد فرض .AC = BD و AB = CD که می دانيم است. مفروض ABCD چهاروجهی .۱۰ سوال
است. عمود AD بر MN کنيد ثابت باشند؛ BC و

وجود طبيعی k می دانيم است. شده نوشته n تا ۱ اعداد بين از عددی کدام هر روی که داريم کارت زيادی تعداد .۱۱ سوال
کرد تقسيم دسته k به را کارتها ميتوان کنيد ثابت شود. k · n! برابر کپه های کارت همه روی اعداد جمع که دارد

شود. n! برابر دسته هر اعضای جمع که

نقـاط است. AB وسط M و است مماس دايره دو اين بر B و A در ترتيب به ω۲ و ω۱ دواير خارجی مشترک مماس .۱۲ سوال
و AF کنيد فرض هستند. ω۲ و ω۱ با MD و MC برخورد محل ترتيب به F و E دارند. قرار ω۲ و ω۱ روی D و C
F ،B اگر تنها و اگر هم خط اند D و E ،A کنيد ثابت باشد. فـاصله هم B و A از که کنند برخورد نقطه ای در BE

باشند. هم خط C و

کنيد ثابت .x۱x۲ · · ·xn = ۱ که طوری به هستند حقيقی اعدادی x۱, x۲, . . . , xn > ۰ .۱۳ سوال

n∑
i=۱

xi ≥
n∑

i=۱

۲
۱ + xi

خانه ۸۱ از کدام هر برای مرحله، هر در است. شده نوشته −۱ يا +۱ آن خانه ی هر روی که داريم ۹ × ۹ جدولی .۱۴ سوال
مجاور خودش با خانه (يک می گيريم نظر در را آن ضلعی مجاور خانه های تمام درون اعداد ضرب جدول، اين از
کنيم، شروع که دلخواهی جدول هر از آيا می کنيم. يادداشت مربوطه های خانه در را عدد ۸۱ اين سپس و نيست)

هستند؟ +۱ آن خانه های همه که می رسيم جدولی به نهايت در

نظر در را قطرها برخوردهای محل و می کنيم رسم را آن قطرهای است. شبکه ای رئوس با محدب پنج ضلعی يک P .۱۵ سوال
است. شده واقع Q درون يا رو شبکه ای نقطه ای کنيد ثابت برسيم. Q پنج ضلعی به تا می گيريم

مقدار ۱ ≤ i ≤ n هر برای که طوری به باشند متمايز و حقيقی اعدادی a۱, a۲, . . . , an, b۱, b۲, . . . , bn کنيد فرض .۱۶ سوال
ثابت مقداری ∏n

i=۱(ai + bj) ،۱ ≤ j ≤ n هر برای کنيد ثابت باشد. i از مستقـل و ثابت مقداری ∏n
j=۱(ai + bj)

است. j از مستقـل و

نامنفی صحيح i هر برای است. گنگ هم αn طبيعی n هر برای که طوری به باشد گنگ عددی α ≥ ۲ کنيد فرض .۱۷ سوال
توجه پرداخت؟ ها سکه اين با بتوان را طبيعی مقـادير تمامی که است ممکن آيا کرده ايم. ضرب αi ارزش به سکه ۶

نمی شود. برگردانده پول باقی که کنيد

دارد. جواب بی نهايت گويا اعداد مجموعه ی در x۴ + y۴ + ۴z۴ = ۱ معادله ی کنيد ثابت .۱۸ سوال

کنيد ثابت هستند؛ طبيعی اعدادی m,n .۱۹ سوال

n∑
i=۰

(−۱)i
m+ i+ ۱

(
n

i

)
=

m∑
i=۰

(−۱)i
n+ i+ ۱

(
m

i

)

باشيم داشته ،۰ < a < ۱ که حقيقی a يک ازای به که دارد وجود f : R+ → R+ تابع آيا .۲۰ سوال

f

(
f(x) +

۱
f(x)

)
= a+ x



۴۵

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

شماره اين مسائل

باشيم داشته حقيقی x هر ازای به که بيابيد را p(x) ∈ R[x] چندجمله ای های همه .۲۱ سوال

p(x۲ + ۱) = p(x)۲ + ۳

آن در که دارد جوابی طبيعی اعداد مجموعه ی در زير معادله ی کنيد ثابت باشد. طبيعی عددی s ≥ ۲ کنيد فرض .۲۲ سوال
باشند. متمايز xiها

s∑
i=۱

۱
x۲
i

=
۱
x۰

۲

.n|a۳ + a− k که شود يافت n طبيعی عدد طبيعی، k هر برای که بيابيد را طبيعی nهای همه ی .۲۳ سوال

براور نقطه ثابت قضيه ی اثبات يک از بخشی



۴۶

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

پويا اميرحسين
کارشناسی  دانشجوی 

کامپيوتر مهندسی
شريف صنعتی دانشگاه

زارع مجتبی
کارشناسی دانشجوی

برق مهندسی
شريف صنعتی دانشگاه

شماره اين مسائل پاسخ

هر در و می کند شروع A را بازی می کنند. بازی يک کپه اين با B و A است. موجود سنگ ۲۰۱۵ شامل کپه يک .۱ سوال
که است کسی بازنده می دارد. بر سنگ آن از کپه، های سنگ تعداد مقسوم عليه های از يکی اندازه ی به مرحله،

دارد؟ برد استراتژی کسی چه بردارد. را سنگ آخرين
آغاز در پس است. فرد ۲۰۱۵ زيرا بردارد، می تواند سنگ فردی تعداد تنها اول مرحله در A که کنيد دقت راه حل.
در سنگ ها تعداد بردارد، سنگ يک دقيقـا مرحله هر در B اگر که کنيد دقت حال دارد. سنگ زوج او ،B حرکت
تکرار را کار همين دوباره می تواند او و شود می زوج B سنگهای تعداد دوباره و است، فرد همواره در A حرکت آغاز
پس می ماند. باقی سنگ فرد همواره او، مراحل پايان در چون نمی بازد B هيچ گاه است، زوج صفر چون پس کند.
■ دارد. برد استراتژی B

نيست. اول an۲
+ an + ۱ کنيد ثابت .a, n > ۲ و n ≡ ۲ (mod ۳) کنيد فرض .۲ سوال

پس n = ۳t + ۲ و an
۲ ≡ a۳k+۱ ≡ ۱k × a ≡ ۱ (mod a۳ − ۱) پس n۲ = ۳k + ۱ که کنيد دقت راه حل.

که آن جا از پس an۲
+ an + ۱ ≡ a+ a۲ + ۱ (mod a۳ − ۱) پس an ≡ a۳t+۲ ≡ ۱t × a۲ ≡ a۲ (mod a۳ − ۱)

،an۲
+an+۱ > a۲+a+۱ و a۲+a+۱ > ۱ پس a, n > ۲ چون اما .a۲+a+۱|an۲

+an+۱ داريم a۲+a+۱|a۳−۱
■ نيست. اول an۲

+ an + ۱ پس

باشد؟ S از عضوی i+j
(i,j) ،i ̸= j که i, j ∈ S هر برای که است موجود S متناهی و عضوی سه حداقـل مجموعه ی آيا .۳ سوال

می کنيم. حالت دو را مساله .(a < b) باشند b و a مجموعه اين عضو دو کنيد فرض راه حل.

.b+ (a+ b) ∈ S ⇒ a+ ۲b ∈ S پس (a, b) = (b, a+ b) اما .a+ b ∈ S که کنيد دقت آنگاه (a, b) = ۱ اگر (آ)
که هستند، S در ma+ nb فرم به عدد بی نهايت کرد ثابت می توان استقرا با روش همين به که است بديهی

است. تضاد در مجموعه بودن متناهی با
هستند. مجموعه اعضای کوچک ترين عدد دو اين کنيد فرض مساله کليت از شدن کم بدون .(a, b) ≥ ۲ داريم (ب)
و a|b پس .a(a, b) = a+b پس است. a همان است، کوچک تر b از که مجموعه عضو تنها اما a+b

(a,b) ≤
a+b

۲ < b

مشابه، استدلالی با بگيريد. c را مجموعه کوچک عضو سومين حال .b = a۲−a يعنی (a, b) = a پس ،b = ak

قبل حالت مشابه بيايد، پيش اول حالت اگر می دهد. رخ a+ c = b(a, c) و a(a, c) = a+ c حالت دو از يکی
.a+c = (a۲−a)(a, c) ⇒ a|c ⇒ (a, c) = a ⇒ c = a۳−a۲−aپس است. تناقض که c = bيعنی c = a۲−a
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اول حالت در پس ،(b, c) = a کنيد دقت .b + c = (b, c)b يا b + c = (b, c)a يعنی b+c
(b,c) ∈ S اما

حالت در است. تناقض که a۲ = a۳ − a۲ − a+ a۲ − a = a۳ − ۲a ⇒ a۲ − a− ۲ = ۰ ⇒ a = ۲ ⇒ b = ۲
به حالات همه در پس است. تناقض هم باز که a۳ − ۲a = a(a۲ − a) ⇒ a۲ − ۲ = a۲ − a ⇒ ۲ = a دوم،

نمی شود. يافت مساله نظر مورد مجموعه و رسيديم تناقض

■

و a۱ + a۲ + · · · + an ≤ ۲۰۰ که طوری به باشند مثبت و حقيقی اعداد a۱ ≥ a۲ ≥ · · · ≥ an کنيد فرض .۴ سوال
.a۱ + a۲ + a۳ + a۴ ≥ ۵۰ کنيد ثابت .a۲

۱ + · · ·+ a۲
n ≥ ۲۵۰۰

فرض و B < ۵۰ که a۱ + a۲ + a۳ + a۴ = B کنيد فرض نباشد. درست مساله حکم که کنيد خلف فرض راه حل.
داريم پس .A ≤ ۲۰۰ که a۱ + a۲ + · · ·+ an = A کنيد

۲۵۰۰ ≤
n∑

i=۱
a۲
i ≤ a۲

۱ + a۲
۲ + a۲

۳ + a۲
۴ + a۴(A−B) ≤ a۱B + a۴(A−B)

⇒ ۲۵۰۰ ≤ B(a۱ − a۴) + a۴A < ۲۰۰a۴ + ۵۰(a۱ − a۴) = ۱۵۰a۴ + ۵۰a۱

⇒ ۵۰ ≤ ۳a۴ + a۱ ≤ a۴ + a۳ + a۲ + a۱ < ۵۰

■ است. درست مساله حکم و است باطل خلف فرض پس است. تناقض که

ستون و سطر هر اعضای جمع که دارد وجود طبيعی های درايه با n×n جدولی کنيد ثابت است. طبيعی عددی n .۵ سوال
باشد. کامل مربع آن

و سطر يک چپ از و پايين از سپس دهيد. قرار را ۱ عدد ،(n− ۱)× (n− ۱) جدول يک های خانه همه در راه حل.
خانه های همه در و بگيريد نظر در را a۲ مثل n− ۱ از بزرگتر زوج کامل مربع يک حال کنيد. اضافه آن به ستون يک
ستون ها و سطرها همه ی اعضای جمع حالا دهيد. قرار را a۲−(n−۱) مقدار چپ، پايين خانه از غير به جدول خالی
که بنويسيم طوری را x عدد خانه اين درون کافيست پس .(a۲ با است (برابر است کامل مربع چپ پايين از غير
■ است. بديهی نيز اين که شود، کامل مربع (a۲ − (n− ۱))(n− ۱) + x

درون ميتوان کنيد ثابت نيستند. همرس تايی سه هيچ و موازی تايی دو هيچ که است شده داده صفحه در خط n .۶ سوال
داخل اعداد جمع خطوط، از کدام هر برای که طوری به نوشت حقيقی اعداد را خطوط اين بين شده تشکيل نواحی

باشد. برابر ديگر طرف از آن مجاور نواحی داخل اعداد جمع با طرف يک از آن مجاور نواحی
يک بگيريد. نظر در را خط n+ ۱ از ای مجموعه باشد. ممکن کار اين خط n با کنيد فرض زنيم. می استقرا راه حل.
حال می کنيم. عددگذاری را صفحه نواحی باقی مانده، خط n برای استقرا فرض طبق و نمی گيريم نظر در را خط
می کنيم مشخص بعداً که عدديست که c با را آن طرف يک نواحی همه اعداد و بگيريد نظر در را n-ام + ۱ خط
■ شود. برقرار مساله حکم که کرد تعيين طوری را c می توان کنيد ثابت کنيد. جمع

مثلث محيطی دايره ی و Q در را BC ضلع PAB مثلث محيطی دايره ی هستند. مفروض ABC مثلث و P نقطه .۷ سوال
موازی و R از گذرنده خط با AC موازی و Q از گذرنده خط برخورد محل T می کند. قطع R در را BC ضلع PAC

هستند. هم خط T و A ،P کنيد ثابت است. AB
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T بگوييم کافيست باشد. ω۲ ،B و A ،P از گذرنده دايره و ω۱ ،C و A ،P از گذرنده دايره کنيد فرض راه حل.
بگوييم کافيست کنند. برخورد Y در ω۲ و QT و X در ω۱ و RT کنيد فرض است. دايره دو اصلی محور روی

کنيد دقت حال است. XRQY بودن محاطی معادل که TX · TR = TQ · TY

∠Y AC = ۱۸۰ − ∠AY Q = ∠ABC = ∠XRC = ۱۸۰ − ∠XAC

هم خط اند. Y و A ،X پس

∠Y XR = ∠AXR = ∠ACQ = ۱۸۰ − ∠Y QR

■ است. مساله حکم معادل که محاطيست، Y XRQ پس

Pb و Pa ،Pc ترتيب به CA و BC ،AB بر P از وارد عمودهای پای است. شده داده ABC مثلث درون P نقطه .۸ سوال
خطوط کنيد ثابت می ناميم. lc و lb ،la را C و B ،A نيمسازهای به نسبت CP و BP ،AP خطوط قرينه و هستند

همرسند. lc و lb ،la موازی و Pc و Pb ،Pa از شده رسم
دايره مرکز از و است APbPPc محيطی دايره قطر AP پس .∠APcP = ۹۰ و ∠APbP = ۹۰ که کنيد دقت راه حل.
Pa از که la موازی خط پس می شود. عمود PbPc ضلع بر شود قرينه نيمساز به نسبت که هنگامی پس می گذرد،
ثابت حکم و همرسند پس هستند، ارتفـاع نيز ديگر خط سه مشابه طريق به است. PbPcPa مثلث ارتفـاع می گذرد
■ شد.

تابع دامنه ی عضو همواره ۲x− f(x) و ∀x ∈ [۰, ۱] : f(۲x− f(x)) = x که بيابيد را f : [۰, ۱] → [۰, ۱] توابع همه .۹ سوال
شود.

استقرا پايه .an ∈ [۰, ۱] و f(an) = an−۱ می کنيم ثابت استقرا با .nx− (n− ۱)f(x) = an−۱ کنيد فرض راه حل.
می کنيم. ثابت n+ ۱ برای باشد درست n برای حکم کنيد فرض است. درست n = ۱

an ∈ [۰, ۱] ⇒ ۲an − f(an) ∈ [۰, ۱] ⇒ ۲((n+ ۱)x− nf(x))− (nx− (n− ۱)f(x)) = an+۱ ∈ [۰, ۱]

البته و
۲an − f(an) = an+۱ ⇒ f(an+۱) = an

داشت خواهيم نتيجه در شد. ثابت استقرا حکم پس

۰ ≤ nx− (n− ۱)f(x) ≤ ۱ ⇒ nx− ۱
n− ۱ ≤ f(x) ≤ nx

n− ۱

(n → ∞) می گيريم حد بالا نابرابری از

x ≤ f(x) ≤ x ⇒ f(x) = x

■
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AD اضلاع وسط N و M کنيد فرض .AC = BD و AB = CD که می دانيم است. مفروض ABCD چهاروجهی .۱۰ سوال
است. عمود AD بر MN کنيد ثابت باشند؛ BC و

پس باشد. مختصات مرکز B کنيد فرض راه حل.

|AB| = |CD| ⇒
−−→
AB ·

−−→
AB =

−−→
CD ·

−−→
CD ⇒ a⃗۲ = (c⃗− d⃗)۲

|AC| = |BD| ⇒ d⃗۲ = (⃗a− c⃗)۲ ⇒ (⃗a− d⃗)(⃗a+ d⃗) = (d⃗− a⃗)(d⃗+ a⃗− ۲c⃗)

⇒ (⃗a− d⃗)(۲c⃗− ۲a⃗− ۲d⃗) = ۰ ⇒ (d⃗− a⃗)(
۱
۲ c⃗−

۱
۲ (d⃗+ a⃗)) = ۰ ⇒ −−→

AD ·
−−→
NM = ۰

■ است. مساله حکم همان که عمودند هم بر −−→MN و −−→AD بردار دو پس

وجود طبيعی k می دانيم است. شده نوشته n تا ۱ اعداد بين از عددی کدام هر روی که داريم کارت زيادی تعداد .۱۱ سوال
کرد تقسيم دسته k به را کارتها ميتوان کنيد ثابت شود. k · n! برابر کپه های کارت همه روی اعداد جمع که دارد

شود. n! برابر دسته هر اعضای جمع که
راه حل.

بخش پذير n بر جمعش که دارد وجود اعداد اين از مجموعه ای زير صورت اين در a۱, . . . , an ∈ {۱, . . . , n} اگر .۱ لم
است. n(n− ۱) حداکثر و است

مرحله هر در می کنيم: منتقـل ديگری کپه به را کپه کارت های مرحله چند طی در حال خواننده. عهده بر لم اثبات
کارت اين باشد. n(n− ۱) حداکثر و باشد بخش پذير n بر جمعشان که می کنيم انتخاب را کپه کارت های از تعدادی
می کنيم. منتقـل ديگر کپه به و می نويسيم t آن ها دسته روی باشد، nt جمعشان واگر می کنيم بندی دسته را ها
است. n(n− ۱) حداکثر جمعشان پس بماند، باقی کارت n− ۱ حداکثر که است ممکن جايی تا عمل اين لم طبق
می کرديم جدا دسته هايی مرحله هر و بود پذير بخش n بر کارتها روی اعداد جمع کار ابتدای در کنيد دقت اما
است. بخش پذير n بر نيز باقی مانده کارت های روی اعداد جمع پس باشد، بخش پذير n بر رويشان اعداد جمع که
اعداد با کارت هايی شامل که داريم جديدی کپه که کنيد دقت حال می کنيم. منتقـل بقيه مانند هم را اين ها پس
■ کنيد. استفـاده استقرا از حال است. k(n− ۱)! کارت ها روی اعداد جمع و است ۱, . . . , n− ۱

نقـاط است. AB وسط M و است مماس دايره دو اين بر B و A در ترتيب به ω۲ و ω۱ دواير خارجی مشترک مماس .۱۲ سوال
و AF کنيد فرض هستند. ω۲ و ω۱ با MD و MC برخورد محل ترتيب به F و E دارند. قرار ω۲ و ω۱ روی D و C
F ،B اگر تنها و اگر هم خط اند D و E ،A کنيد ثابت باشد. فـاصله هم B و A از که کنند برخورد نقطه ای در BE

باشند. هم خط C و
△AMF ∼ و △BME ∼ △CMB پس ME ·MC = MA۲ = MB۲ = MF ·MD که کنيد توجه راه حل.

داريم پس است. محاطی CDFE چهارضلعی و △DMA

∠EBM = ∠FAB ⇒ ∠ADM = ∠FAB = ∠EBM = ∠BCM

،∠MCE = ∠ACM اگر فقط و اگر همخط اند E و D ،A که کنيد دقت حال .∠MAF = ∠MBE داريم همچنين
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داريم اما

∠MDE = ∠ADM ⇔ ∠MCF = ∠ADM = ∠MAF ⇔ ∠MCF = ∠MBE ⇔ ∠MCF = ∠MCB

■ شد. ثابت مساله حکم پس است. B و F ،C هم خطی معادل بديهتاً که

کنيد ثابت .x۱x۲ · · ·xn = ۱ که طوری به هستند حقيقی اعدادی x۱, x۲, . . . , xn > ۰ .۱۳ سوال

n∑
i=۱

xi ≥
n∑

i=۱

۲
۱ + xi

هندسی حسابی نابرابری طبق راه حل.

n∑
i=۱

xi ≥ n n
√
x۱x۲ · · ·xn = n ⇒

n∑
i=۱

xi ≥
∑n

i=۱ xi + n

۲ ≥ n

داريم ∑n
i=۱

۲xi

۱+xi
با طرفين جمع با پس

n∑
i=۱

(۱ + xi

۲ +
۲xi

۱ + xi

)
≥ ۲n ۲n

√√√√ n∏
i=۱

۱ + xi

۲ × ۲xi

۱ + xi
= ۲n n

√√√√ n∏
i=۱

xi = ۲n

⇒
n∑

i=۱

(
xi +

۲xi

۱ + xi

)
≥

n∑
i=۱

(۱ + xi

۲ +
۲xi

۱ + xi

)
≥ ۲n ⇒

n∑
i=۱

xi ≥
n∑

i=۱

(
۲ − ۲xi

۱ + xi

)

⇒
n∑

i=۱
xi ≥

n∑
i=۱

۲xi

۱ + xi

■

خانه ۸۱ از کدام هر برای مرحله، هر در است. شده نوشته −۱ يا +۱ آن خانه ی هر روی که داريم ۹ × ۹ جدولی .۱۴ سوال
مجاور خودش با خانه (يک می گيريم نظر در را آن ضلعی مجاور خانه های تمام درون اعداد ضرب جدول، اين از
کنيم، شروع که دلخواهی جدول هر از آيا می کنيم. يادداشت مربوطه های خانه در را عدد ۸۱ اين سپس و نيست)

هستند؟ +۱ آن خانه های همه که می رسيم جدولی به نهايت در
مرحله ۹ از بعد کنيد ثابت است. ۱ آن خانه های باقی و است −۱ آن وسط خانه که بگيريد نظر در را مربعی راه حل.
جدول اين از هيچگاه پس می رسيم، مرحله ۳ از بعد که می رسيم نتيجه ای همان به مساله، نظر مورد عمليات انجام
■ نمی رسيم. است ۱ خانه های شامل تنها که جدولی به

نظر در را قطرها برخوردهای محل و می کنيم رسم را آن قطرهای است. شبکه ای رئوس با محدب پنج ضلعی يک P .۱۵ سوال
است. شده واقع Q درون يا رو شبکه ای نقطه ای کنيد ثابت برسيم. Q پنج ضلعی به تا می گيريم

صدق مساله شرايط در که باشد داشته وجود پنج ضلعی ای کنيد فرض می کنيم. استفـاده خلف فرض از راه حل.
پيک، فرمول به توجه با است. طبيعی عددی شبکه ای، چندضلعی هر مساحت برابر دو که کنيد دقت ابتدا نکند.
با ديگر ضلعی های پنج همه از مساحتش که بگيريد نظر در را ضلعی ای پنج پس است. بديهی مطلب اين اثبات
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پنج ضلعی اين رئوس کنيد فرض دارد. وجود پنج ضلعی اين خوش ترتيبی اصل طبق باشد، نابيشتر فوق خاصيت
A که طوری به باشد قطرها برخورد از حاصل پنج ضلعی A′B′C ′D′E′ کنيد فرض همچنين باشند. ABCDE

روی يا درون A ̸= X مانند شبکه ای نقطه ای اگر که کنيد دقت . ... و است B′ روبروی B است، A′ روبروی
است؛ کم تر آن از مساحتش و است ABCDE درون کاملا XBCDE پنچ ضلعی اين صورت در باشد AD′E′ مثلث
هيچ شامل پس است ABCDE برای متناظر پنج ضلعی درون کاملا نيز آن قطرهای برخورد از حاصل پنج ضلعی و
هيچ درون يا رو مشابه طريق به است. تناقض در کمينه مساحت فرض با که نيست، شبکه ای نقـاط از نقطه ای
نمی شود. يافت چندضلعی رئوس از غير شبکه ای نقطه ای EC ′B′ و DA′B′ ،CE′A′ ،BD′E′ مثلث های از کدام
و موضوع اين از استفـاده با است. شبکه ای نقطه ای چندضلعی، ضلع های يا قطرها از يکی وسط که کنيد دقت حال
■ برسيد. تناقض به مساحت بودن کمينه فرض

مقدار ۱ ≤ i ≤ n هر برای که طوری به باشند متمايز و حقيقی اعدادی a۱, a۲, . . . , an, b۱, b۲, . . . , bn کنيد فرض .۱۶ سوال
ثابت مقداری ∏n

i=۱(ai + bj) ،۱ ≤ j ≤ n هر برای کنيد ثابت باشد. i از مستقـل و ثابت مقداری ∏n
j=۱(ai + bj)

است. j از مستقـل و
p(x) =

∏n
j=۱(x+ bj)− c چندجمله ای ريشه های a۱, a۲, . . . , an پس باشد c ثابت مقدار اين کنيد فرض راه حل.

هستند معادله اين ريشه های تمام اعداد اين پس است n درجه از چندجمله ای اين و متمايزند اعداد اين اما هستند
داشت خواهيم است، ۱ هم چندجمله ای اين پيشرو ضريب اين که به توجه با و

p(x) =
n∏

i=۱
(x− ai) ⇒

n∏
j=۱

(x+ bj)− c =
n∏

i=۱
(x− ai)

بالا رابطه ی در x = −bj جای گذاری با

⇒ −c =

n∏
i=۱

(−bj − ai) ⇒ −c(−۱)n =

n∏
i=۱

(ai + bj)

■ شد. ثابت مساله حکم پس است، j از مستقـل و ثابت عبارتی −c(−۱)n اما

نامنفی صحيح i هر برای است. گنگ هم αn طبيعی n هر برای که طوری به باشد گنگ عددی α ≥ ۲ کنيد فرض .۱۷ سوال
توجه پرداخت؟ ها سکه اين با بتوان را طبيعی مقـادير تمامی که است ممکن آيا کرده ايم. ضرب αi ارزش به سکه ۶

نمی شود. برگردانده پول باقی که کنيد
است بديهی می شوند. استفـاده ۱, α, α۲ ارزش به سکه های تنها ،۷ نمايش برای پس α۳ > ۷ که کنيد دقت راه حل.
مثلا شود، استفـاده α۲ و α سکه نوع دو از يکی از تنها اگر اما است. محال امر اين يک ارزش به سکه های با تنها که
با که β = ۷−a

b پس هستند. ۶ تا ۰ بين صحيح اعدادی a, b که a + bβ = ۷ طرفی از است. گنگ β ميدانيم ،β
در پس α۲ + α > ۶ پس α > ۲ که کنيد دقت اما می شود، استفـاده سکه دو هر پس است. تضاد در β بودن گنگ
.α = −۱+

√
۲۹

۲ پس α > ۲ اما .α = −۱±
√

۲۹
۲ پس .α۲ + α = ۷ يعنی شده استفـاده سکه دو اين از تنها ،۷ نمايش

استقرا با است. گنگ همواره αn می گوييم ابتدا می کند. برآورده را ما شرايط α اين کنيم ثابت می خواهيم حال
استقرا گام برای و است درست استقرا پايه مثبت اند. و طبيعی اعدادی A,B که (−۲α)n = (A−B

√
۲۹) می گوييم

حال است. درست حکم پس (−۲α)n+۱ = (A−B
√

۲۹)(۱ −
√

۲۹) = A+ ۲۹B −
√

۲۹(A+B) که کنيد دقت
تعداد محدوديت کنيد فرض ابتدا پرداخت. سکه هر از تا ۶ حداکثر با را n دلخواه طبيعی عدد می توان می کنيم ثابت
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حداقـل که نامنفی i هر ازای به می توان حال پرداخت. را مقدار اين سکه n با ميتوان که است بديهی نداريم، سکه
به سکه يک و αi+۱ ارزش به سکه يک عوض در و برداريم αi ارزش به سکه ۷ می توانيم داريم، αi ارزش به سکه ۷
تعداد چون پس می شود کم تا ۵ سکه هايمان تعداد عمليات اين با کنيد دقت دهيم. قرار آن جای به αi+۲ ارزش
باشيم داشته تا ۷ از بيشتر سکه يک از هرگاه و داد انجام را کار اين می توان بار متناهی باشد مثبت بايد سکه ها
n پرداخت برای راهی پس نداريم، تا ۷ سکه ای هيچ از ديگر مرحله، چند از بعد پس داد، انجام را کار اين می توان
■ کند. می صدق مساله شرايط در α =

√
۲۹−۱
۲ پس يافتيم. ها سکه اين از استفـاده با واحد

دارد. جواب بی نهايت گويا اعداد مجموعه ی در x۴ + y۴ + ۴z۴ = ۱ معادله ی کنيد ثابت .۱۸ سوال
صدق P ۴+Q۴+۴R۴ = S۴ در که بيابيد P,Q,R, S مانند صحيح ضرايب با چندجمله ای چهار کنيد سعی راه حل.
دقت می کنند. صدق مساله در P

S (x),
Q
S (x),

R
S (x) ،x گويای عدد هر برای که است بديهی صورت اين در کنند.

صدق معادله اين در T (x) = ۲x۴ + ۱ و R(x) = ۲x۳ ،Q(x) = ۲x ،P (x) = ۲x۴ − ۱ جمله ای های چند که کنيد
■ يافتيم. متفـاوت جواب بی نهايت پس می کند، اخذ متفـاوت مقدار بی نهايت طبيعی xهای برای P

S (x) و می کنند،

کنيد ثابت هستند؛ طبيعی اعدادی m,n .۱۹ سوال

n∑
i=۰

(−۱)i
m+ i+ ۱

(
n

i

)
=

m∑
i=۰

(−۱)i
n+ i+ ۱

(
m

i

)

داريم پس .∫ ۱
۰ tn+idt = ۱

n+i+۱ که کنيد دقت راه حل.

m∑
i=۰

(−۱)i
(
m
i

)
i+ n+ ۱ =

m∑
i=۰

(−۱)i
(
m

i

)∫ ۱

۰
tn+idt =

∫ ۱

۰

m∑
i=۰

tn(−t)i
(
m

i

)
dt =

∫ ۱

۰
tn(۱ − t)mdt

داريم پس .۱ − s دهيد قرار t جای به حال
∫ ۰

۱
(۱ − s)nsmd(۱ − s) = −

∫ ۱

۰
(۱ − s)nsmd(۱ − s) =

∫ ۱

۰
(۱ − s)nsmds

داريم فوق مشابه روندی کردن طی با کنيد دقت حال
∫ ۱

۰
(۱ − s)nsmds =

n∑
i=۰

(−۱)i
(
n
i

)
i+m+ ۱

■ شد. ثابت حکم و شدند برابر عبارت دو اين پس

باشيم داشته ،۰ < a < ۱ که حقيقی a يک ازای به که دارد وجود f : R+ → R+ تابع آيا .۲۰ سوال

f

(
f(x) +

۱
f(x)

)
= a+ x

داريم مساله صورت در x = f(y) + ۱
f(y) جای گذاری با راه حل.

f

(
a+ y +

۱
a+ y

)
= f(y) +

۱
f(y)

+ a
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هم a از پس است، بيشتر يک از ۱
f(x) و f(x) مقـادير از يکی حداقـل که می دانيم باشد. x < ۱ کنيد فرض حال

از پس . f(x)− a = yکنيد فرض است). مشابه ديگر (حالت باشد f(x) همان مقدار اين کنيد فرض است. بيشتر
داريم فوق رابطه در y جای گذاری

۲ > a+ x = f

(
f(x) +

۱
f(x)

)
= f(y) +

۱
f(y)

+ a > ۲ + a

■ است. تناقض که

باشيم داشته حقيقی x هر ازای به که بيابيد را p(x) ∈ R[x] چندجمله ای های همه .۲۱ سوال

p(x۲ + ۱) = p(x)۲ + ۳

x۰ کنيد فرض حال بود. خواهند گويا اعدادی aiها آنگاه p(x) =∑n
i=۰ aix

i اگر کنيد ثابت استقرا با ابتدا راه حل.
گويا b و a که x = a + b

√
۵ که کنيد دقت حال .p(x)۲ − p(x) + ۳ = ۰ پس باشد. ۵x۲ + ۱ = x معادله ريشه

اعدادی y۲ − y+ ۳ = ۰ ريشه های که کنيد دقت حال هستند. گويا d و c که p(x) = c+ d
√

۵ نتيجه در و هستند
■ هستند. ناصفر و گويا n و m که هستند m+ n

√
۳ فرم به

آن در که دارد جوابی طبيعی اعداد مجموعه ی در زير معادله ی کنيد ثابت باشد. طبيعی عددی s ≥ ۲ کنيد فرض .۲۲ سوال
باشند. متمايز xiها

s∑
i=۱

۱
x۲
i

=
۱
x۰

۲

x۲
۰x

۲
۱ + x۲

۰x
۲
۲ = داشتن جواب معادل حکم کنيد دقت s = ۲ برای می کنيم. ثابت s روی استقرا با را حکم راه حل.

x۲ = ۴× ۵ و x۱ = ۳× ۵ ،x۰ = ۳× ۴ شويم متوجه می توانيم ۳۲ + ۴۲ = ۵۲ تساوی در دقت کمی با اما است، x۲
۱x

۲
۲

دقت باشد. برقرار s برای مساله حکم کنيد فرض حال است. درست استقرا پايه و می کند صدق معادله اين در
کنيد ثابت باشد. xi بزرگترين xs کنيد فرض مساله، تقـارن بنابر پس است. xi کوچکترين x۰ بديهتاً که کنيد
■ می کند. صدق مساله شرايط در (۱۲x۰, ۱۲x۱, . . . , ۱۲xs−۱, ۱۵xs, ۲۰xs)

.n|a۳ + a− k که شود يافت n طبيعی عدد طبيعی، k هر برای که بيابيد را طبيعی nهای همه ی .۲۳ سوال
p پيمانه ی به a۳ها + a پس .p|n|a۳ + a− k که می شود يافت a طبيعی، k هر برای پس .p|n کنيد فرض راه حل.
آنگاه p|a۳ + a − b۳ − b = (a − b)(a۲ + b۲ + ab + ۱) اگر بنابراين می دهند. تشکيل مانده ها کامل دستگاه يک
دقيقـاً نيز −۴− y۲ و می سازد، مختلف باقيمانده p+۱

۲ دقيقـاً p پيمانه ی به ۳x۲ ،p ̸= ۳ اگر کنيد دقت حال .p|a− b

پس ۳x۲ ≡ −۴− y۲ (mod p) که دارند وجود y و x کبوتری، لانه اصل طبق پس می سازد. مختلف باقيمانده p+۱
۲

a = x+y
۲ کنيد فرض است. غلط مساله حکم ،p = ۲ برای که است بديهی .p ̸= ۲ کنيد فرض حال .p|۳x۲ +y۲ +۴

پس .b = x−y
۲ و

p|۳x
۲ + y۲ + ۴

۴ = a۲ + b۲ + ab+ ۱ ⇒ p|a۳ + a− b۳ − b ⇒ p|a− b ⇒ p|y

برسيد. جواب به مناسبی مقدارگذاری با حال .(p, x) = ۱ داريم p|۳x۲ + ۴ که آن جا از پس p ̸= ۲ کنيد دقت حال
■
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حل های راه می شود دعوت خوانندگان شما از و می شود مطرح ويژه مسألهٔ عنوان با مسأله يک فصل نامه، از شماره هر در
شماره در صحيح حل های راه کنيد. ارسال pargar@mathysc.ir ايميل به خود نام ذکر با مسأله، اين برای را خود

شد. خواهند اعلام بعد

به متساوی الاضلاع مثلث های وجه ها ساير و يک ضلع به مربع يک FGHI وجه ،EFGHI و ABCD چندوجهی های در
خواهد چندوجهی حاصل شکل بچسبانيم هم به EFG و ABC وجوه روی از را چندوجهی دو اين اگر هستند. ۱ ضلع

بود؟
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