
 «به نام خدا»

 

  : معادلات دیفرانسیل مرتبۀ اول1فصل 

 توضیحات صورت معادله نوع معادله

   پذیر(جداشدنی)تفکیک
 ( )

 ( )
 0   ( )    ( )      یا    

درآورده و سپس    ( )    ( ) معادله را به صورت 

 کنیم.  گیری می از طرفین آن انتگرال

 بهقابل تبدیل

جداشدنی

    (       )   0 
که           این دو نوع معادله با تغییر متغیر 

قابلتبدیلبهمعادلهعدد حقیقی دلخواهی است،   در آن 

 و در آن داریم: دیفرانسیلجداشدنیبوده

         
    (

       

          
)    |
  
    

|          0 

 0   (   )    (   )   یا  (   )    همگن

و توابع  همگن از درجۀ صفرتابع  (   ) در این معادله 

منظور از تابع  .همگن از درجۀ یکسانند (   ) و  (   ) 

 در آن داریم:   ، تابعی است که برای هر  همگن درجۀ 

 (     )     (   )  

به          و در نتیجه      با تغییر متغیر 

 آید. صورت جداشدنی درمی

به تبدیل قابل

همگن
    (

       

          
)    |
  
    

|          0 

محل تقاطع دو خط  (0  0 )اگر نقطۀ 

{
        0

           0
باشد، با تغییر متغیر  

{
     0
     0

 همگنقابلتبدیلبهمعادلهدیفرانسیل، 

 باشد: زیر می

   
  

  
  (

     

       
)  

 0          معادلهدیفرانسیلکامل
  

  
 
  

  
 

(   ) ابتدا  قرار داده و سپس از  ( )      ∫ 

تساوی 
  

  
 کنیم. و یا  را محاسبه می ( ) مقدار    

(   ) ابتدا  قرار داده و سپس از  ( )      ∫ 

تساوی 
  

  
 کنیم. را محاسبه می ( ) مقدار    

 ( )   ( )    خطیمرتبۀاول

ساز معادله بوده و جواب  ، عامل انتگرال   ( ) ∫   تابع 

 آن به صورت زیر است: 

    ∫ ( )   (∫ ∫ ( )     ( )    ) 

 1 0     ( )   ( )    برنولیمعادلۀ

به شکل خطی مرتبۀ اول زیر    1   با تغییر متغیر 

 آید: می در

   (1  ) ( )  (1  ) ( )  

 (  )       معادلۀکلرو
حاصل  ( )      ، جواب     با جایگذاری 

 شود. می

( )    معادلۀریکاتی   ( )   ( ) 2 

جواب خاص معادله باشد، با جایگذاری  ( )1 اگر 

   1  
1

 
1    و در نتیجه  

  
  

به شکل خطی  2 

 آید. می مرتبۀ اول در

(     )  های معادله دیفرانسیل متناظر با دستۀ منحنیجهت محاسبۀ : 1-1نکته  حذف   گیری نمود که پارامتر  ای مشتق به گونهها  ، باید از این دستۀ منحنی0 

،  مقدار   به جای گیری  ، پس از مشتقمتعامدهای  جهت محاسبۀ معادله دیفرانسیل دستۀ منحنی. همچنین شود
 1

  
و به جای  

   

  
، مقدار 

   

   
 کنیم. را جایگذاری می 



2 

 

 

(     )   هایپوشدستۀمنحنیرا   ( )   منحنی : 2-1نکته   نامیم، هرگاه با هر منحنی از این خانواده در حداقل یک نقطه مماس باشد. می 0 

} در دستگاه  از حذف پارامتر منحنی پوش 
 (     )  0 
  

  
(     )  0

 ها در واقع به نوعی جواب منفرد )غیرعادی( است. پوش دسته منحنی شود. حاصل می 

 را داریم:  (   )   ساز  ، کامل نباشد، در چهار حالت زیر، عامل انتگرال0   (   )    (   ) : اگر معادله دیفرانسیل 3-1نکتۀ 

 ساز عامل انتگرال ساز شرط وجود عامل انتگرال
1
 
(
  

  
 
  

  
)   ( )    ∫ ( )    

1
  
(
  

  
 
  

  
)   ( )    ∫ ( )    

1
     

(
  

  
 
  

  
)   ( )         ∫ ( )    

1
   

(
  

  
 
  

  
)   ( )          ∫ ( )    

و   بوده که در آن مقادیر مجهول         ساز  ، دارای عامل انتگرال0   (   )    (   ) : گاهی اوقات معادله دیفرانسیل غیرکامل 4-1نکتۀ 

 دهد.  ای باشند، رخ می گویا و بویژه چندجمله  و   های مناسبی هستند. این حالت معمولا زمانی که توابع  ثابت  

 : معادلات دیفرانسیل مرتبۀ دوم2فصل 

(        ) : هر معادله به صورت )روش کاهش مرتبه(1-2نکته  به صورت معادلۀ مرتبۀ اول      نامیم، که با جایگذاری  می  مرتبۀدومفاقدرا  0 

 (       
  

  
) (        ) آید. همچنین هر معادله به صورت  در می 0  به صورت      نامیم، که با جایگذاری  می  مرتبۀدومفاقدرا  0 

     ) معادلۀ مرتبۀ اول 
  

  
)  آید.  در می 0 

 :(0            ضرایب ثابت همگنوم با جواب عمومی معادله دیفرانسیل مرتبۀ د)2-2نکتۀ 

2  ( ابتدا معادلۀ کمکی)مفسر، شاخصی( الف  کنیم. را محاسبه می 2 و  1 های آن یعنی  را حل کرده و ریشه 0      

2    ( با توجه به علامتب  دهد:  ، سه حالت و سه جواب عمومی زیر رخ می  4 

جوابعمومیهانوعریشه  
 1    دارد. 2 و  1 معادلۀ کمکی دو ریشۀ حقیقی و متمایز  0  

 1   2 
 2  

1 معادلۀ کمکی ریشۀ مضاعف  0     2  1    دارد.   
    2   

   ( 1   2 ) 
   

1 )      دارد.     معادلۀ کمکی دو ریشۀ مختلط  0          2      ) 

( )2 باشد، با انتخاب  0  ( )    ( )      همگن یک جواب معادله دیفرانسیل خطی مرتبۀ دوم  ( )1  اگر: 3-2نکتۀ  و جایگذاری  ( )1 ( )  

)∫  این حالت را محاسبه کرد. در  ( )2 توان تابع  آن در معادله می
1

 1
2  
( )1 1    برابرجواب عمومی و    ((  ( ) ∫ )  . شود می ( )2 2  

 اُم همگن، معادله دیفرانسیل خطی به صورت زیر است: - مرتبۀ  عدیانقصبعد(اویلر)معادلۀهمبُ-معادلۀکشی: منظور از 4-2نکتۀ 

(   )  ( )     1(   )
  1 (  1)     1(   ) 

   0  0 

خطی با ضرایب به صورت        آید. این معادله با تغییر متغیر  درمی 0      (   )     2(   )بویژه در حالت مرتبۀ دوم به صورت 

 آید:  دوم به صورت زیر درمی مرتبۀ تآید. بویژه در حال درمی  نسبت به متغیر   ثابت

( 2  (  1)   ) ( )  0   
 

  
 

( )  (   )کافی است جایگذاری        در حالت مراتب بالاتر، با تغییر متغیر   انجام شود. ( ) (1    ) (1  )  

 شود، دترمینان زیر است:  نشان داده می (     1 ) و یا   که با    ، . . . ، 2 ، 1 توابع  رونسکین)ورونسکی(: منظور از تعریف
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 ( 1     )  ||

 1           2   
 

 1
            2 

              

 

 
 
 
 

 

 1
(  1)    2

(  1)   
 
(  1)

|| 

 باشد. 0  اند، اگر و تنها اگر  مستقل خطی   ، . . . ، 2 ، 1 توابع 

: کنیم اشاره می خطی ناهمگنبرای حل معادلات دیفرانسیل متداول دو روش حال به 
1) روش  تغییر  پارامتر

2) روش ضرایب نامعین
} 

  کنیم. را محاسبه می   یعنی  معادلۀ همگنجواب عمومی در این روش ابتدا : (روش تغییر پارامتر)5-2نکتۀ 

1 1    ، اگر ( )            معادله دیفرانسیل مرتبۀ دوم  جواب خصوصی  برابر است با:  ،باشد 2 و  1 رونسکین   و  2 2  

     1∫
 ( ) 2
 
    2∫

 ( ) 1
 
   

   اُم  - معادله دیفرانسیل مرتبۀ  جواب خصوصیهمچنین 
( )     1 

(  1)     1 
   0 1 1    ، اگر ( )     و         

 باشد، برابر است با:    ، . . . ، 2 ، 1 توابع رونسکین 

   ∑  ∫
 ( )  
 
  

 

  1

 

از جایگذاری بردار ستونی    که در آن 

(

 

0
0
 
0
1)

  است.        شود. در نهایت جواب معادله برابر  حاصل می  اُم - در ستون   

1 1    یعنی  جواب عمومی معادلۀ همگن: در این روش ابتدا (ضرایب نامعینروش )6-2نکتۀ   جواب خصوصیحال  کنیم. را محاسبه می        

   امُ  - معادله دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت مرتبۀ 
( )     1 

(  1)     1 
   0 ، در صورتی که ( )  

 ( )     [  ( )         ( )  د، برابر است با: نباش  و   های درجۀ  ای به ترتیب چندجمله ( )  و  ( )  و نیز  [     

    
    [  ( )         ( )      ]  

 در معادلۀ کمکی معادله است.      مرتبۀ تکرار ریشۀ   و نیز  {   }     که در آن 

 به کمک روش تغییر پارامتر و یا ضرایب نامعین حل نمود.       توان پس از تغییر متغیر  را می اویلرناهمگن-معادلاتکشی:7-2نکتۀ 

 ها: حل معادله دیفرانسیل به روش سری3فصل 

∑هر سری به صورت    (   0)
  

( ) نامیم. سری  می 0 سری توانی به مرکز را  0    ∑
 ( )( 0)

  
(   0)

  
نامیم.  می 0 حول  ( ) بسط تیلور را  0  

0 اگر در این سری تیلور،   در زیر به بسط مکلورن برخی توابع اشاره شده است:  نامیم. می ( ) بسط مکلورن تابع باشد، آن را  0 

      ∑
 2 

(2 ) 

  

  0

 | |          ∑
 2  1

(2  1) 

  

  0

 | |       ∑
  

  

  

  0

 | |    

     ∑
( 1)  2 

(2 ) 

  

  0

 | |         ∑
( 1)  2  1

(2  1) 

  

  0

 | |    
1

1  
 ∑  
  

  0

 | |  1 

∑، یعنی 0 حول  ( ) اگر سری تیلور 
 ( )( 0)

  
(   0)

  
0 )مانند  0 ، در یک همسایگی از 0       0  ( ) همگرا باشد، تابع  ( ) موجود و به  (  

 تحلیلی باشند:  0 در  ( ) و  ( )  ضرایب  اگرنامیم،  اُم زیر می- معادله دیفرانسیل خطی مرتبۀ  نقطۀ معمولی)عادی(را  0 نقطۀ  نامیم. می تحلیلی 0 را در نقطۀ 

 ( )     1( ) 
(  1)     1( ) 

   0( )  0 
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 شود. نامیده می منفرد)غیرعادی، تکین(ای که معمولی نباشد،  نقطه

دارای جوابی به صورت  0 ، حول نقطۀ عادی اُم- : هر معادله دیفرانسیل معمولی خطی مرتبۀ )جواب سری معادلات دیفرانسیل در نقاط عادی(1-3نکتۀ 

∑  سری توانی    (   0)
  

 د: را به صورت زیر محاسبه نمو   است، که در آن باید ضرایب  0  

0 ( اگر الف ∑سری را به صورت  0     است، با استفاده از تغییر متغیر  0     
  

 بازنویسی کنید.   درآورده و معادله را برحسب متغیر  0  

 اُم محاسبه نموده و در معادله دیفرانسیل خطی داده شده قرار دهید: - ( مشتقات سری توانی را تا مرتبۀ ب

  ∑  (   0)
 

 

  0

 ∑   
 

 

  0

    ∑   (   0)
  1

 

  1

     ∑ (  1)  (   0)  2

 

  2

    

  ها را یکسان کنید. در همۀ سری (0   )  های  های توانی در معادله دیفرانسیل، توان با بازی با اندیس سری( پ

 مرتب نمایید.  (0   )  های مختلف  ا بر حسب توانمعادله رو  فاکتورگیری نموده های توانی سری از بالاترین اندیس پایین( ت

در  (0   )  های مختلف  ای در طرف راست معادله سری توانی آن را نوشته و سپس بر اساس تساوی ضرایب توان در صورت وجود توابعی به غیر از چندجمله( ث

 رسید. ای از معادلات، بویژه یک معادلۀ بازگشتی می طرفین معادله به مجموعه

 ، محاسبه کنید. 1 و  0 را بر حسب ضرایبی با کمترین اندیس، همچون    ( به کمک معادله بازگشتی به دست آمده در قسمت قبلی، ضرایب ج

( )    ( )     نسیل خطی همگن نقطۀ منفرد)تکین، غیرعادی( معادله دیفرا 0 : اگر ریفاتع (0   )و  ( ) (0   )باشد و توابع  0 
2 ( ) 

 نامیم.  می منفرد غیرمنظمّنامیده و در غیر این صورت آن را  نقطۀ منفرد منظمّرا  0 در آن تحلیلی باشند، 

(0   )  هر سری به صورت 
 ∑   (   0)

  
 نامند.  می سری فروبنیوسعددی حقیقی و یا مختلط است،   را که در آن  0  

( )    ( )     معادله دیفرانسیل خطی همگن : هر (منفرد منظّم)جواب سری معادلات دیفرانسیل در نقاط 2-3نکتۀ  نقطۀ ، حول 0 

(0   )  دارای جوابی به صورت سری فروبنیوس  0 منفرد منظمّ 
 ∑   (   0)

  
 را به صورت زیر محاسبه نمود:    است، که در آن باید ضرایب  0  

 کنیم:  ، حدود زیر را محاسبه می0 ابتدا پس از بررسی منفرد منظمّ بودن نقطۀ  (الف

 0     
   0
(   0) ( )   0     

   0
(   0)

2 ( ) 

2 ( معادله دارای معادلۀ شاخص ب  ( 0  1)   0  را محاسبه نمود. 2 و  1  شاخص های توانهای آن موسوم به  آن  باید ریشه بوده، که پس از تشکیل 0 

 دهد: و تفاضل آنها سه حالت زیر رخ می 2 و  1 های شاخص  پ( با توجه به توان

1 اگر . 1  ، معادله دیفرانسیل دارای دو جواب مستقل به صورت زیر است: عددی غیرصحیح و ناصفر باشد 2  

 1( )  (   0)
 1∑  (   0)

 

 

  0

  2( )  (   0)
 1∑  (   0)

 

 

  0

 

1 اگر . 2  ، معادله دیفرانسیل دارای دو جواب مستقل به صورت زیر است: عدد صحیح مثبتی باشد 2  

 1( )  (   0)
 1∑  (   0)

 

 

  0

  2( )     1( )   (   0)   (   0)
 1∑  (   0)

 

 

  0

 

1 اگر . 3 1 صفر شود، یعنی  2     2  ، معادله دیفرانسیل دارای دو جواب مستقل به صورت زیر است: ریشۀ مضاعف باشد   

 1( )  (   0)
 ∑  (   0)

 

 

  0

  2( )    1( )   (   0)   (   0)
 ∑  (   0)

 

 

  1

 

 شوند. ها در معادله دیفرانسیل محاسبه می از جایگذاری این جواب  و یا    ،   در تمامی این حالات، ضرایب 
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( ) به صورت  0  را برای  تابعگاما: تعریف  ∫    1     
 

  های زیر است: ، که دارای ویژگیتعریف نموده 0

 (
1
2
)  √   (1)  1  (  1)      (  1)    ( ) 

2 )        2 معادله دیفرانسیل   نامیم. این معادله دارای جوابی به صورت زیر است:  می  معادلۀ بِسِل مرتبۀ را  0  (2  

  ( )  ∑
( 1) (

 
2)

2   

   (    1)

 

  0

 

( )  عدد مثبت ناصحیحی باشد، تابع   نامند. اگر  می  تابع بِسِل نوع اول مرتبۀ که   
  ( )          ( )

     
عددی   نیز جوابی از معادلۀ بِسِل است. اما اگر  

 جوابی از معادلۀ بِسِل است:   مرتبۀ  تابع بِسِل نوع دومصحیح باشد، تابع زیر موسوم به 

  ( )     
   
  ( )    0 1 2   

 آید:  به صورت زیر در می بِسِلجواب  عمومی معادلۀ ، عدد ناصحیحی باشد  اگر : ( )جواب معادلۀ بسِلِ مرتبۀ 3-3نکتۀ 

 ( )   1  ( )   2   ( ) 

 آید:  به صورت زیر در می جواب  عمومی معادلۀ بِسِل، عددی صحیح باشد    اگر و 

 ( )   1  ( )   2  ( ) 

 باشد، داریم:    2 1 0  عددی حقیقی مثبت و   اگر : (( )  های تابع بسِلِ نوع اول ویژگی) 4-3نکتۀ 

1 باشند، در بازۀ  ( )  دو صفر  2 و  1 . اگر 1  وجود دارد. ( )1   و  ( )1   صفری از  2    

 ، یک صفر دارد.  ای به طول  برای هر بازه ( )0 . تابع بِسِل 2

 است.   بزرگتر از  هاحقیقی داشته و نخستین صفر آنابع فقط صفرهای واین ت د.نبینهایت صفر مثبت حقیقی دار (  0)در بازۀ  ( )  ابع بِسِل و. ت3

 

  
(     ( ))    

     1( ) 
 

  
(    ( ))   

    1( )    ( )  ( 1)   ( ) 

 : دستگاه معادلات دیفرانسیل 4فصل 

، این معادلۀ مستقل را حل و جواب آن را در سایر معادلات قرار نمود مستقل از سایر معادلات حلرا  دستگاه معادلات دیفرانسیل : اگر بتوان یکی از معادلات1-4نکته 

 دهیم.  می

}:  دستگاه )حل دستگاه دو معادلۀ خطی مرتبۀ اول با ضرایب ثابت( 2-4نکتۀ 
 

 
 شامل دو معادلۀ خطی مرتبۀ اول با ضرایب ثابت را در نظر بگیرید:  

}دهیم. مثلاً دستگاهی به صورت  . ابتدا از یکی از معادلات مشتقگیری نموده و معادلۀ دوم را در آن قرار می1
    

             
}و یا  

             

    
 دهیم.  تشکیل می 

کنیم. مثلاً معادلۀ مرتبۀ دوم  ن را حل می. حال ابتدا با ترکیب دو معادلۀ حاصل به یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبۀ دوم بر حسب یک متغیر رسیده و آ2

 کنیم.  را حل می       و یا        

 ایم قرار داده، تا جواب نهایی حاصل شود. گیری نموده ای که از آن مشتق را در معادله معادله دیفرانسیل خطی مرتبۀ دوم. حال جواب این 3

  :  فرض کنید )حل دستگاه معادلات به روش عملگرها(3-4نکتۀ 
 

  
 گیری باشد،  در این صورت ، عملگر مشتق

 کنیم.  .  ابتدا معادلات دستگاه را بر حسب این عملگر بازنویسی می1

 کنیم.  را ساده نموده و حل میحاصل  . به روش حذفی گاوس دستگاه2
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در   گاه تعداد پارامترها در جواب عمومی دستگاه برابر با بیشترین توان باشد، آندترمینان ماتریس ضرایب دستگاه معادلات دیفرانسیل  ( ) لازم به ذکر است که اگر 

( ) است، مشروط بر اینکه  ( )   باشد.  0 

 : تبدیل لاپلاس5فصل 

نمایش داده و به  {( ) }ℒو یا  ( ) را با  ( ) تبدیل لاپلاس تابع عدد حقیقی نامنفی باشد، آنگاه   تعریف شده و  (  0]در بازۀ  ( ) اگر تابع : ریفاتع

 کنیم:  صورت انتگرال زیر)در صورت وجود( تعریف می

 ( )  ℒ{ ( )}  ∫      ( )  
 

0
 

ℒنامیده و آن را با  ( ) معکوس )وارون( لاپلاس تابع  تبدیلرا  ( ) باشد، آنگاه تابع  ( ) تبدیل لاپلاس  ( ) اگر 
 1
  دهیم. نشان می {( ) }

( )  عدد حقیقی نامنفی باشد، تابع   اگر    {
0 0     
ای واحد را به صورت  تابع پلهنامیم. در برخی منابع  می ساید تابع هوِیو یا  ای واحد تابع پلهرا                1

 ( )   ( )  {
0   0
( )    تساویتعریف نموده و به کمک آن  0   1  را داریم.  (   )  

 کنیم:  نشان داده و به صورت زیر تعریف می ( )(   )را با نماد  ( ) و  ( ) دو تابع  پیچِشیا  کانولوشِن

(   )( )  ∫  (   ) ( )  
 

0
 ∫  (   ) ( )  

 

0
 

{( ) }ℒبا فرض آنکه    ( ) ،ℒ{ ( )}  روابط زیر را داریم: هایی حقیقی باشند،  ثابت 2 و  1 و  د حقیقی نامنفیاعدا  و   عددی طبیعی،    ، ( )  

ℒ{  }  
 (  1)

   1       0 ℒ{  }  
  

   1    0 ℒ{ 1 ( )   2 ( )}   1ℒ{ ( )}   2ℒ{ ( )} 

ℒ{      }  
 

 2   2  | |    ℒ{     }  
 

 2   2     | |    ℒ
 1
{ 1 ( )   2 ( )}   1ℒ

 1{ ( )}   2ℒ
 1{ ( )} 

ℒ { 
  

1
2}  √

 

 
      0 ℒ{     }  

 

 2   2  | |    ℒ{    ( )}   (   )     

ℒ{   }   ( ) ( ) ℒ{      }  
 

 2   2  | |    ℒ{  ( ) (   )}   
    ( )   0 

ℒ{  }   ℒ{ }   (0) ℒ{   }   2ℒ{ }    (0)    (0) ℒ{ ( )}    ℒ{ }     1 (0)     (  1)(0) 

ℒ{   ( )}  ( 1) 
  

   
 ( ) ℒ{∫  ( )  

 

0
}  
 ( )

 
 ℒ{

 ( )

 
}  ∫  ( )  

 

 

 ℒ{ (  )}  
1
 
 (
 

 
) 

( ) ای همچون  : جهت محاسبۀ تبدیل لاپلاس توابع چندضابطه1-5نکته   {

 0( )      0     0
 1( )      0     1
                               
  ( )                 

 کنیم:  ای واحد به صورت زیر استفاده می ، از تابع پله

 ( )  (1   0( )) 0( )  (  0( )    1( )) 1( )  (  1( )    2( )) 2( )       ( )  ( ) 

  0( )  ( 1( )   0( ))  0( )  ( 2( )   1( ))  1( )     ( )  ( ) 

 استفاده نمود. روش تجزیۀ کسرهاگیری، بویژه  های انتگرال توان از تکنیک جهت محاسبۀ تبدیل معکوس توابع می: 2-5نکتۀ 

 : )حل معادلات دیفرانسیل خطی با شرایط اولیه به کمک تبدیل لاپلاس(3-5تۀ نک

{( ) }ℒ. ابتدا با فرض آنکه 1  گیریم. است، از معادله تبدیل لاپلاس می ( )  

 کنیم.  را محاسبه می ( ) . با جایگذاری شرایط اوّلیه، مقدار تابع 2

( ) . از آنجا که 3  ℒ 1{ ( )}  ،شود.  ، جواب معادله حاصل می( ) با محاسبۀ تبدیل معکوس لاپلاس تابع است 


