
 

 

 

  هاساختمان داده
 

 

 

 

  

 

 :   فرشید شیرافکن  مؤلف

 دانشجوی دکترای بیوانفورماتیک دانشگاه تهران

 

 

 

 

 

 
 سازمان علمی آموزش فرادرس  :رناش

 ین ایرانلابزرگترین پلتفرم آموزش آن

 www.faradars.org :وب

http://www.faradars.org/?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 2  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

 

 تقدیم به:

 روح پاک پدرم
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 سخن ناشر

ای د گزینبهحلی عملی که در جمیع جوانبب، بهتبر از سبکک کوتباه و  نبدر عین تمام نقدهای وارد شده به کنکور، هنوز راه

تمرکبز و مآزمبون  کیبارشبد ببه عنبوان  یکنکور کارشناسب ژهیبه و را کنکور، عموضو نیهم .سؤالات باشد؛ ارائه نشده است

 .کندیبرخوردار م یدو ندان تیهماز ا ،یسراسر

 یرعت از فضاسمؤسسات گوناگون، به  جادیآن با ا یرقابت یاست که فضا نیا یآزمون سراسر نیهمراه با ا یهابیاز آس یکی

و منابع مرتکط با  هاها، دورهسرسام آور کلاس نهیهز که یابه گونه ؛شودیم یصادرقابت اقت یبه فضا لیتکد یرقابت علم کی

 یرقاببت مبال اندیبببالا، در م یلیاستعداد تحص نیکه در ع یانی. دانشجوشودیم خارج انیاز دانشجو یاریآزمون، از عهده بس

 یمبال یسباوم یکه در فضا یاجهیبه نت ای ددهنیرا از دست م ریقدرت ادامه مس ،خود یهایستگیتمام شا نیدر ع ،یلیتحم

 .ابندییدست نم دند،یرسیبه آن م دیهمه با یبرا

 جبادیر، ااجبرا شبده ببر بسبتر وو کشبو یپبروهه آمبوزد دانشبگاه نیترفرادرس به عنوان بزرگ یهااز اهداف و آرمان یکی

 یکبار سبتایبوده است. س انیدانشجو یمال زمان و سطح ا،یبه آموزد و دانش؛ مستقل از جغراف کسانیو  یهمگان یدسترس

 سیببا تبدر ،نبهیکب  هز اریبسب ایو  گانیرا یو دانشگاه یتخصص ییدئویو یهاانتشار آموزد، آرمان نیا یفرادرس در راستا

 داخل و خارج کشور بوده است. دیاسات نیترمجرو

 نآرمبا راسبتای رد را خبود هبای دیگبریکبی از گام (گرید گانیبه ده کتاو را کیکتاو )به همراه نزد نیا گانیبا انتشار را ما

در  اشد؛بیمؤلف و مدرس فرادرس م فیو پژوهش و تأل سیدهه تدر کیبه  کیکتاو حاضر که حاصل نزد .برداشتی  فرادرس

اشر، ببه به عنوان ن فرادرس یگذارهیو سرما یمال نیانتشار و فرود؛ با تأم یجا هب ،یسازو آماده فیتأل یبالا یهانهیهز نیع

کتباو  کیبشبده  یحت ، یکرد که تا هر جا بتوان  یتلاد خواه زین یبعد یها. ما در گامشودیمنتشر م گانیصورت کاملاً را

 . یکن منتشر گانیکرده و به صورت را یآزادساز نه،یرا با پرداخت هز شتریو ب گریمرجع د

 لیببمیبببا ا تواننببد یمبب را دارنببد،فببرادرس  حببا انتشببار کتبباو خببود بببه یبببه واگببذار لیببکببه تما ینیو ناشببر نیمببؤلف

ebooks@faradars.org گبانیرت راببه مبدرس و ناشبر، ببه صبو فیتأل نهیها را با پرداخت هزکتاو نی. ما اندیمکاتکه  نما 

 هدیاگر انین همچداشته باشند.  یآزمون دسترس دی، به منابع مفیمستقل از سطح مال انیکرد تا همه دانشجو  یمنتشر خواه

rs.orgebooks@farada  لیمیا با که آن را  یشویخوشحال م د،یفرادرس داشته باش گانیرا یهادر خصوص کتاو یظرو ن

 .دیینما مطرح 

   

 

 سازمان علمی آموزش فرادرس

 بزرگترین پلتفرم آموزش آنلاین ایران

 dars.orgawww.farوب: 
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 منبع مطالعاتی تکمیلی مرتبط با این کتاب

 

 هاآموزش ساختمان داده

 یدانشگاه یاهیاز دروس مه  و پا یکیها، ساختمان داده
است و به  وتریدروس مختلف رشته کامپ ازین شیاست که پ

 یسدارد، در کنکور کارشنا یفراوان که نکات یعنوان مکحث
از  افزارو نرم  یهود مصنوع یو کنکور دکتر وتریارشد کامپ

 باشد. یبالا م بیدروس با ضرا

 رافکن،یش دیتوسط مهندس فرش ها،آموزد ساختمان داده
 ها،مسلط به مکاحث ساختمان داده نیمدرس نیاز بهتر یکی

 ارائه شده است.

 فکنا ریش دیرشفمهندس  مدرس:

 ساعت 10 مدت زمان:

 

 faradars.org /fvds9402 کلیک کنید –یی این آموزش دئویآموزش وجهت مشاهده 

 
 درباره مدرس 

افزار نرم شیگرا وتریکامپ یکارشناس ارشد مهندس رافکنیش دیمهندس فرش
شگاه تهران دان کیوانفورماتیب یدکترا یاست و در حال حاضر دانشجو

 یارائه و آموزد دروس دانشگاه نهینمونه در زم نیاز مدرس شانیهستند. ا
 اند.انتخاو شده

کنکور رشته  نهیکتاو در زم 30از  شیمشاور کنکور هستند و ب شانیا
ایشان در حال حاضر به عنوان یکی از برترین مدرسین اند. نموده فیلأت وتریکامپ

عنوان درسی را در قالب آموزد ویدئویی از  20 روس ارائه شده، نزدیک بهفرادرس از جهت کمیت و کیفیت د
ها هزار دانشجوی سراسر کشور قرار اند. این مجموعه دروس تا کنون مورد استفاده دهطریا فرادرس منتشر کرده

 .گرفته اند
 کلیک کنید. -لف کتاب مؤموزش های تدریسی و تالیفی توسط مشاهده همه آ
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 کتب رایگان دیگر از این مجموعه آموزشی

 

 )+( دیکن کیکل - C++ یزبان برنامه ساز آموزش .1

 )+( دیکن کیکل - سی پلاس پلاسدر  ییگراءیش آموزش .2

 )+( دیکن کیکل - نیها و ماشزبان هینظر آموزش .3

 )+( دیکن کیکل - هاداده گاهیپا آموزش .4

 )+( دیکن کیکل -عامل  ستمیس آموزش .5

 )+( دیکن کیکل - اطلاعات یابیو باز رهیذخ آموزش .6

 

 انلود رایگان این مجموعه کتب، به لینک زیر مراجعه کنید:برای د

 

exam-engineering-http://faradars.org/computer   

   

   

   

   

   

   

   

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/free-book-c-plus-plus-programming?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/free-book-c-plus-plus-programming?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/free-book-theory-of-languages-and-machines?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/free-book-database?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/free-book-operating-system?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/free-book-data-storage-and-retrieve?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/computer-engineering-exam?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf
http://faradars.org/computer-engineering-exam?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 6  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

   
 

 :فرادرس، در ادامه آمده است یهاآموزش یموضوع یبنددسته
 

 –برنامه نویسی 

 کلیک )+( 

   

آموزش های دانشگاهی و 

   کلیک )+( –تخصصی 
هوش مصنوعی و یادگیری 

   کلیک )+( –ماشین 
مهندسی برق الکترونیک و 

   کلیک )+( –روباتیک 

 –دروس دانشگاهی 

 کلیک )+( 

   

  –مباحث مشترک 

   کلیک )+(
 –مهارت های دانشگاهی 

   کلیک )+(
 –نرم افزارهای تخصصی 

   کلیک )+(

کلیک  –   مهندسی نرم افزار

)+( 

   

 –نرم افزارهای عمومی 

   کلیک )+(
 –طراحی و توسعه وب 

   کلیک )+(
 –آموزش های عمومی 

   کلیک )+(
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 فهرست مطالب

  .........................................................................:  مرتبه اجرایی     1فصل  

  Oنشان گذاری 

  مرتبه اجرایی حلقه ها

  خواص سیگما

  و نمادهای 

  ..............:  زیربرنامه های  بازگشتی و مرتبه زمانی آنها     2فصل  

 برنامه بازگشتی  زیر

 بازگشتی معروفهای برنامه  زیر

 مرتبه اجرایی توابع بازگشتی

 قضیه اصلی برای حل روابط بازگشتی

 .............................................................: آرایه    3فصل  

 آرایه

 نحوه ذخیره عناصر آرایه در حافظه

 سه تایی( –دودویی  –جستجو در آرایه )خطی 

 اضافه و حذف در آرایه

 پیدا کردن عنصر کمینه در آرایه

 ماتریس

 انواع ماتریس 

 ماتریس اسپارس

 ثیماتریس مثل

 قطری 3ماتریس 

 .............................................................: صف و پشته     4فصل  

 صف

 درج و حذف در صف ساده
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 صف حلقوی

 درج و حذف در صف حلقوی

 popو  pushپشته و عملیات 

 کاربردهای پشته

 یکدیگر(به  postfixو  prefixو   infix)تکدیل ارزشیابی عبارات 

 توسط پشته postfixبه  infixالگوریتم تبدیل عبارت 

 توسط پشته Postfixالگوریتم محاسبه یک عبارت به فرم 

 کاربرد پشته در زیر برنامه های بازگشتی

 ................................................................................................................: لیست پیوندی    5فصل  

 لیست پیوندی یک طرفه

 وارون و....( –تصال ا -الگوریتم های کار بر روی لیست پیوندی یک طرفه )اضافه و حذف گره

 پیاده سازی پشته با لیست پیوندی

 پیاده سازی صف با لیست پیوندی

 لیست پیوندی دو طرفه

 لیست پیوندی حلقوی

 ...........................................................................................................................: درخت     6فصل  

 تعاریف اولیه

 پر(درخت دودویی)کامل ،

 تایی kدرخت 

 درخت دودویی کامل شماره گذاری شده 

 روشهای ذخیره درخت دودویی

 تعداد درخت های دودویی

 لگوریتم های کار بر روی درخت دودوییا

 پیمایش درخت دودویی

 درخت نخی دودویی

 درخت عمومی 

 جنگل

 (Tree-2)درخت دودویی گسترش یافته 
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 ............ (…,BST , AVL , 2-3 , Btree): درخت های جستجو      7فصل  

 (BST)درخت جستجوی دودویی

  BSTعملیات بر روی یک 

 AVLدرخت 

 سیاه–رخت قرمزد

 درخت آماری

  3-2درخت 

   (B-Tree)درخت بی

 ......................................................: درخت های هیپ       8فصل  

  (Heap)هرم 

 تایی dهیپ 

 صف اولویت

Deap    

Treap 

 هیپ دو جمله ای

 هیپ فیبوناچی

 

 ...............................................................:  گراف    9فصل  

 گراف 

 انواع گراف

 نمایش گراف

 پیمایش گراف

 درخت پوشا

 الگوریتم کراسکال

 الگوریتم پریم

 الگوریتم سولین
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  .......................................................................: مرتب سازی    10فصل  

 سازی مرتب 

 الگوریتم مرتب سازی حبابی

 الگوریتم مرتب سازی انتخابی

 الگوریتم مرتب سازی درجی

 الگوریتم مرتب سازی ادغامی

 الگوریتم مرتب سازی سریع

 الگوریتم مرتب سازی هرمی

 الگوریتم مرتب سازی درختی 

 الگوریتم مرتب سازی شل

 الگوریتم های پایدار

 درخت تصمیم گیری

 یتم مرتب سازی مبناالگور

 

 ...............................:  درهم سازی    11فصل  

 جدول آدرس دهی مستقیم

 جدول های درهم سازی

 برخورد

 توابع درهم سازی

 روش زنجیره ای برای حل برخورد

 آدرس دهی باز

 درهم سازی پویا
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 فصل 1

 مرتکه اجرایی
 

 

 

که با دنکال کردن آنها هدف خاصی برآورده می شود را الگوریت  می نامند. در هر الگوریت  مجموعه محدودی از دستورالعملها 

مواردی همچون ورودی، خروجی، قطعیت، محدویت و کارایی قابل بررسی می باشند. به علت وجود بیش از یک راه حل برای 

و یکبی از آنهبا فاکتورهبایی  بون ملزومبات گیرنبد کبه ببرای انتخباهای متفاوتی مورد توجبه قبرار مییک مسأله، الگوریت 

 اینویسی، ملزومات عملیاتی )تأثیر زمان اجرا( و ملزومات حافظهبرنامه

نویسبی، توبوری پیچیبدگی روی ملزومبات را باید در نظر گرفت. به علت مشکل بودن تجزیه و تحلیل دقیبا ملزومبات برنامه

باشبند. ای بوده و معمبولاً رکبن کبار میتر از ملزومات حافظهتی حساسشود. ملزومات عملیاای و عملیاتی متمرکز میحافظه

 تر اما سریع نوشت.دای زمان کرد، یعنی الگوریتمی پر حج توان عامل فضا را فپس می
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 Oگذاری نشان

ابعی تبت ، سازد. پیچیدگی یک الگبوریای عمومی ممکن میگیری کمیتهای ملزومات عملیاتی را به گونهروشی است که اندازه

گیبرد. ببه طبور ه میانبداز nهبای ورودی است که مدت زمان اجرای استفاده شده توسط الگبوریت  را ببر حسبب تعبداد داده

)(معرف زمان اجرای خطی و no)(معرف زمان اجرای ثابت،o)1(نمونه 2no.معرف زمان اجرای مربعی است 

 رابطه زیر برقرار است:  

)()!()2()()log.()()(log)1( 2 nn nonoononnononoo     

سریعتر از الگوریتمی ببا مرتکبه  nlog.n(o(شخص می کند که الگوریتمی با مرتکه اجراییاین رابطه به طور نمونه م          

n(o(اجرایی 2
 است.  

 

)(برابر f)n(مرتکه اجرایی تابع  mno  :می باشد 

01

2

2

1

1 ...)( anananananf m

m

m

m  


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 مثال 

4n3n5)n(fتابع  مرتکه اجرایی 2  کدام است؟ 

)(برابر fحل: مرتکه اجرایی تابع  2no2می باشد،  ون موثرترین عکارتnرشبد تر یعنبی از همبه جمبلات سبریع مبی باشبد

 کند.می

 

برابر  تذکر: تعداد تکرار حلقه زیر






 

k

1ab   :می باشد 

for (i=a ; i<= b; i=i+k )   

           .... 

 مثال 

 :no)(برابر است با  +1x=xمرتکه اجرایی دستور 

for (i=l ;  i<=n ; i=i+1)  

          x=x+1; 

 

 مثال 

 را مشخص کنید. x=x+1 دستور اجرایی مرتکه

for(i=2 ; i<= n-1; i=i+2 )  

         x=x+1; 

حل: حلقه  






 

2

2n
 می باشد. no)(بار اجرا می شود، بنابراین مرتکه

 

 مثال 

 را مشخص کنید. x=x+1 دستور اجرایی مرتکه

for ( i=2 ; i<= n; i=i+4 )  

           x=x+1; 

حل: حلقه






 

4

1n
   می باشد. no)(بار اجرا می شود، بنابراین مرتکه 

 مثال 

 را مشخص کنید. x=x+1که اجرایی دستور مرت

for( i=0 ; i< 2n ; i=i+2)  

           x=x+1; 

حل:حلقه
2

n 2

)(بار اجرا می شود، بنابراین مرتکه  2no می باشد   
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 مثال 

 را بدست آورید؟ ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

i= n; 

while (i >=1){ 

      x = x+1; 

      i = i % 2; 

  } 

 حل: 

شود. ون باقیمانده تقسی  صحیح هر عبدد ببر دو، یبا صبفر ک یا دو مرتکه اجرا می، ی1بزرگتر یا مساوی  nحلقه به ازای هر 

 می باشد. O)1(است و یا یک. بنابراین مرتکه اجرایی

خواهد ببود.  O)1(، از هر عدد دیگری نیز استفاده شود، مرتکه اجرایی باز ه    % 2i=iدر دستور  2تذکر:  اگر به جای عدد 

 وابسته نمی باشد. nر  ون تعداد اجرای حلقه به پارامت

 

 مثال 

 را مشخص کنید. x=x+1 دستور اجرایی مرتکه

for ( i=l ;  i<=n ; i=i*2 )  

           x=x+1; 

 حل: 

log2)(را می گیرد. بنابراین مرتکه اجرایی برابر  1,2,4,16...,مقادیر  i ون  

nO  یا)(lgnO.می باشد   

nمی توان به جای تذکر:

2log  از واهه خلاصهlogn و یا lgn تفاده کرد.اس 

 مثال 

 را مشخص کنید.برابر است  x=x+1که اجرایی دستور مرت

for( i=n ; i>1; i=i/2 )  

        x=x+1; 

 است.  lgnO)(در هر بار اجرا، نصف می شود، بنابراین مرتکه  iحل: شمارنده 

 نیز می توان نوشت: whileاین حلقه را با دستور 

i = n; 

while( i>1) {  
     x = x+1;   

     i = i /2;  

 } 
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 مثال 

 را مشخص کنید. x=x+1که اجرایی دستور مرت

for( i=n ; i>1; i=i/3 )  

          x=x+1; 

nمی شود، بنابراین مرتکه  3در هر بار اجرا، تقسی  بر  iحل: شمارنده 

3log .است 

جرا،  بی نهایت مبی اد، بنابراین زمان در حلقه بالا استفاده می شد، حلقه هیچگاه تمام نمی شو i>0از  i>1تذکر: اگر به جای 

 شود. 

 مثال 

 را مشخص کنید. x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for (i=l ;  i<=n ; i++)  

          x=x+1; 

for (j=l ;  j<=m ; j++)  

          x=x+1; 

 حل: 

mn(O(مرتکه اجرا می شود. مرتکه برابر   mمرتکه و حلقه دوم  nحلقه اول   .می باشد 

   این حلقه ها تودرتو نمی باشند.تذکر: 

 مرتبه اجرایی حلقه های تودرتو

 از ضرو مرتکه اجرایی حلقه ها بدست می آید. مرتکه اجرایی اگر حلقه ها تو در تو باشند،

 مثال 

 را مشخص کنید.  x=x+1که اجرایی دستور مرت

for( i=l ; i<=n ; i++)  

   for( j=l ; j<=n ; j++)  

             x=x+1; 

)(حل: مرتکه اجرایی  2nO   .می باشد   

 مثال 

 زوج است( nرا مشخص کنید.)  x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for ( i=1 ; i<=n ; i++) 

{ 

     for ( j=1 ; j<=n ; j++) 

       { 
           x=x+1; 

       } 

     n=n-1; 
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  } 

 حل: 

 ک  می شود.  nحد از بار اجرا شده و سپس یک وا x=x+1  ،n، دستور  i=1به ازای 

 مجددا یک واحد ک  می شود.  nبار اجرا شده و از  x=x+1  ،n-1، دستور  i=2به ازای 

به ازای
2

n
i  1، دستورx=x+  ،1

2

n
n    بار اجرا شده و ازn .یک واحد ک  می شود 

1به ازای 
2

n
i  .شرط برقرار نمی باشد و اجرای حلقه پایان می یابد ، 

 

 ر است با:براب x=x+1بنابراین تعداد اجرای 

8

n2n3
)1

2

n
n(...)2n()1n(n

2 
  

)(در نتیجه مرتکه زمانی برابر 2nO .می باشد    

 مثال 

 کدام است؟ ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for (i=1;  i<= n ; i++) 

   for (j=1; j<=7 i ; j++) 

             x=x+1; 

 حل: 

برابر است با:  +1x=xتعداد دفعات تکرار دستور 
2

)1n(n
7


  بنابراین مرتکه .)( 2nO  .است 

  
 مثال 

 را مشخص کنید. ;x=x+1اجرایی دستور  مرتکه

for (i=l ; i<=n ; i++){ 

      k=n; 

      while  (k >1)  

        { 

            k=k / 2; 

            x=x+1; 

         } 

} 
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رتکبه اجرایبی مها متبداخل هسبتند، شبود و  بون حلقبهمرتکبه تکبرار می while ،lognمرتکبه و حلقبه  for ،nحلقه  حل:

)log.( nnO .می باشد 

 

 مثال 

 را مشخص کنید. ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for( i=l ; i<=n; i++)  

{ 

    for ( j=l ; j<=m; j++)      
             x =x+1; 

    for ( k=l ; i<=p; k++)     

            x =x+1; 

} 

باشبد.  بون دو حلقبه  می pبرابر  kبا شمارنده  forو  m برابر jبا شمارنده  n ، forبرابر  iبا شمارنده  for: مرتکه اجرایی حل

 nبا مرتکبه  ضرو می شوند،  ون داخل حلقه nداخلی پشت سر ه  می باشند)نه متداخل(، مرتکه انها با ه  جمع شده و در 

))((می باشند. بنابراین مرتکه اجرایی pmnO    .است 

 مثال 

 را مشخص کنید. ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for (i=l ;  i<=n; i++){ 

     for (j=l ;  j<=m ; j++)    
           x =x+1; 

     j =1; 

     while( j<=n )     {  
          x= x+1;   
          j=3*j;  

      } 

} 

log3)(از مرتکه whileو حلقه mO)(دوم از forو حلقه nO)(اول از  forحل: حلقه 

nO .است 

شببوند: خببارجی ضببرو می forبببا هبب  جمببع شببده و در مرتکببه حلقببه  مرتکببه دو حلقببه داخلببی  ببون تببو در تببو نیسببتند،

))log(( 3

nmnO   

 

 مثال 

 را مشخص کنید. ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

i = n; 

while(i>1){  

i =i/2; 
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j =n; 

while (j>1) { 

     j=j/3; 

     x=x+1; 

  } 

} 

log3)(، به صورت لگاریتمی ببا 3حل: حلقه داخلی با تقسی  مقدار شمارنده بر 

nO ه و حلقبه بیرونبی ببا تقسبی  اجبرا شبد

log2)(به صورت  2شمارنده بر 

nO شود و  ون دو حلقه متداخل هستند، جواو برابر حاصل ضبرو ایبن دو مقبدار اجرا می

log(log(یعنی  23

nnO  .می باشد 

 مثال 

)2n(را مشخص کنید. +1x=xمرتکه اجرایی دستور  k 

for ( i = n ; i>0 ; i=i/2) 

   for ( j = i ; j <= n ; j=j+1)   

              x=x+1;  

i k2  
1k2 
 

2k2 
 ...... 12  

02  

1kk 1 تعداد تکرار حلقه داخلی 22   
2kk 22   ...... 1k 22   

0k 22   

 بنابراین داری :
0k1k2kk1kk 2222...22221  

 

222.k)12(2.k1)22...22(2.k1 kkkk012k1kk  
 

)nlgn(O2nlgnlgn   

 

]1nlgnlgn[تغییر کند داری :   j=j+aبه صورت  jتذکر: اگر شمارنده 
a

1
1  

 خواص سیگما

 را بدانید. این خواص در زیر آورده شده است: در بعضی از مسائل نیاز است که خواص
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
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6

)1n)(1n(n
)in(i

1n

1i


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
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 مثال 

 کدام است؟ ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for ( t =1 ; t <= n–1 ; t++) 
{ 

  for ( i=1 ; i<= n–t ; i++) 
      { 

          j= i+t; 

          for ( k= i ; k<= j-1; k++) 

                x=x+1; 

      } 
} 

 حل: 
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)(بنابراین مرتکه  3nO  .است 

 مابررسی چند مثال از کاربرد سیگ

2
n

1i

n

1i

n

1j

n

1i

n

1i

n
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n2nn21n2n2122   
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for (i=1;  i<= n ; i++) 

   for (j=1; j<= n ; j++){ 

           x=x+1; 

           x=x+1; 

      } 

2
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for (i=1;  i<= n ; i++) 

   for (j=1; j<= i ; j++) 

           x=x+1; 
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for (k=0;  k<= n-1 ; k++) 

   for (i=1; i<= n-k ; i++) 

              x=x+1; 

 

)(
2

)1(
1 6

33

11 1

33

nO
nn

i
n

i

n

i

i

j





 

 

 

 

for ( i=1;  i<= 3n ; i++) 

   for ( j=1; j<=i ; j++) 

           x=x+1; 

 

nlogn1nlognlog1 2
n

1i

n

1i

n

1i

nlog

1j

2 22

 
  

 

 

for ( i=1;  i<= 2n ; i++) 

   for ( j=1; j<= nlog ; j++) 

               x=x+1; 

حلقه وابسته برابر tدر  +1x=x;تعداد اجرای دستور  






 

t

1tn
 می باشد.tnاست که از مرتکه  

 مثال 

 دام است؟ک ;x=x+1تعداد اجرای دستور 

for (i=1;  i<=3 ; i++) 

   for (j=1; j<= i ; j++) 
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      for (k=1; k<= j ; k++) 

          for (m=1; m<=k ; m++) 

                      x=x+1; 

 حل: دستور در داخل  هار حلقه وابسته قرار دارد، بنابراین تعداد اجرای آن برابر است با:

15
!4!2

!6

4

6

4

143




















 
   

 

 

بایبد یبک متغیبر جدیبد   در صورت اسبتفاده از ،ر مواقعی که تغییر شمارنده به اندازه یک واحد نکاشدتذکر بسیار مه : د

 تعریف کرد. 

 مثال 

 کدام است؟ شکه دستور زیر  مرتکه اجرایی

for (i=1; i<=n ; i=i*2) 

      for (j=1; j<= i ; j++) 

                x=x+1; 

t2iار دو برابر می شود، قرار می دهی : هر ب  iمتغیر حلقه اول  حل:  ون در   . 

ni1 ون    بنابراین ،nlogt0  . 

 تغییر می کند: t2یعنی iتا  1از  jدر حلقه دوم، متغیر 

1n21221221 nlog1nlog
nlog

0t

t
nlog

0t

2

1j

t

 

 

  

      می باشد.  nO)(بنابراین از مرتکه

 مثال 

 کدام است؟ ;x=x+1مرتکه اجرایی دستور 

for ( i =1 ; i <= n ; i++) 

   for ( j=1 ; j<= n ; j=2*j) 

     for ( k= 1 ; k<= j ; k++) 

                x=x+1; 

 حل: 

 استفاده مبی کنبی  t2  از  jهر بار دو برابر می شود، به جای   jمتغیر مرتکه تکرار می شود. در حلقه دوم  ون  nحلقه اول 

nj1که  ون     : داریnlogt0   . 

 تغییر می کند: t2یعنی jتا  1از  kدر حلقه سوم  متغیر 
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n)1n2(1)12()12(21
n

1i

1nlog
n

1i

1nlog
n

1i

nlog

0t

t
n

1i

nlog

0t

2

1k

t

    








   

 

 

)( بنابراین از مرتکه 2nO  ی باشد.م 

    
  

 ,نمادهای 

نیز استفاده کرد. این نمادها در کتباو طراحبی )(و تتا)(جهت نمایش مرتکه اجرایی می توان از نمادهای اومگای بزرگ

ه ت می توان ببالگوریت  اینجانب به طور مفصل بررسی شده اند. در این جا کافی است بدانید که برای بررسی صحت یک عکار

 استفاده کرد.  از    Oو به جای ز ا ، به جای  از  جای 

 

 

 مثال 

 عکارتهای زیر برقرار است:

)(5 22 nn     225 nn                   )(5 22 nOn                   

)( 2nOn        22 10 nnn                         23 nn    

)(! nnon      )lg()!lg( nnn                )(sin2 nnn             
 227110315 nnngnngn  )(loglog 102

nn                  

 

 مثال 

رشد مجانکی تابع 


n

1i

2i  و


n

1i

3i .را به دست آورید 

 حل:

)n(
6

)1n2)(1n(n
i 3

n

1i

2 





  )n(
2

)1n(n
i 4

2n

1i

3 






 




  و 

 

انکی تابع رشد مج


n

1i

ki  برابر)n( 1k .می باشد 

 مثال 
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رشد مجانکی تابع 
 

n

0i

n

0j

32 ji : 

)n()n()n(jiji 743
n

0i

n

0j

323
n

0i

n

0j

2  
  
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 مثال 

8رشد مجانکی تابع 
n

0i

i i3 


 را به دست آورید. 

 حل:

)n3(Oi33n
13

13
n3nn3i3 8n8

n

0i

in8
1n

8
n

0i

i88
n

0i

i8
n

0i

i 



 







 

 مثال 

رشد مجانکی تابع 


n

0i

i2 : 

)2(12
12

12
2...222 n1n

1n
n10

n

0i

i 



 





  

 

رشد مجانکی تابع 


n

0i

ik  برابر)k( n .می باشد 

 مثال 

رشد مجانکی تابع 


nlg

0i
i
)

2

n
lg( .را به دست آورید 

 حل:

)n(lg
2

)1n(lgnlg

2

)1n(lgnlg
)1n(lgnlgi1nlg2lgnlg 2

nlg

0i

nlg

0i

nlg

0i

i
nlg

0i







 
   

 

 

 

 

 کنکور ارشد
ین شده است. در این صورت زمان اجرای آن گوریتم خاصی به صورت چند جمله ای زیر معپیچیدگی زمانی ال -1

 (89آزاد  – ITبسیار بزرگ است( )ارشد  nکدام است؟ )فرض کنید 

 
n

2

3n lognn1002)n(P     
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            1 ))n100(O 3                                     2  ))logn(O n

2          

  3)      )n2(O 3n                                        4)   )2(O n 

 درست است. 4حل: گزینه 

 می باشد. n2بزرگترین جمله در عکارات داده شده 

 (86دولتی  – ITیست؟)ارشد چرتبه زمانی شبه کد زیر  -2

for ( i=1 ; i<=n ; i++) 

   for ( j=1 ; j<=n ; j++){  
            x=x+1;  

            n--; 
       } 

  1 )n                         2)2n 3)       nlog           4 )nlogn   

 درست است. 1حل: گزینه 

،  +1x=x، دستور  =1iبه ازای 
2

n
،  +1x=x، دستور  =2iبار اجرا می شود. به ازای  

4

n
                    بار اجرا می شود. بنابراین داری :         

n

2

1
1

2

1

n...)
8

1

4

1

2

1
(n...

8

n

4

n

2

n




  

و  1/2اول  جمله داخل پرانتز، مجموع جملات یبک تصباعد هندسبی ببا جملبه می باشد. nO)(در نتیجه مرتکه زمانی برابر

1qکبه   qو قدر نسبکت  aجمله اول یک تصاعد هندسی با جمله اول  nاست. مجموع  1/2قدرنسکت   :براببر اسبت ببا ،

q1

a
...aqaqa 2


  

 (89دولتی  – ITرتبه زمانی شبه کد زیر کدام گزینه است؟ )ارشد م -3

 

for ( i=1; i<=n; i++) 

   for ( j=1; j<=n; j=j+i) 

             x=x+1; 

    1 )n                      2 )nlogn                 3 )nlog                        4 )2n 

 درست است. 2حل: گزینه 

،  =2iبار اجرا می شود. به ازای  1i=  ،n،  به ازای  +1x=xدستور 
2

n
بار اجرا می شود و ....  بنابراین تعداد اجبرای جملبه  

x=x+1 :برابر است با 
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)
n

1
...

3

1

2

1
1(n

n

n
...

4

n

3

n

2

n
n  nln.n )log.( nnO  

 

 (89دولتی  – IT)ارشد نامه زیر کدام است؟  هزینه ی زمانی تکه بر -4

int   i=n; 

while ( i>1){ 

    i /= 2; 

    j = i; 

   while(j>1) 

     {   
        j /= 3; 

     } 

} 

     1 ))n(lgO              2 ))n(lgO 2             3 ))n(O                   4  ))n(O 2 

 درست است. 2حل: گزینه 

log2)(حلقه اول از مرتکه

nO م از مرتکه و حلقه دو)(log3

nO ،جبواو ضبرو آنهبا  است و  ون دو حلقبه تبو در تبو اسبت

)log(log 32

nnO    .است 

log3)(لازم به ذکر است که لگاریت  ها در هر پایه ای از مرتکه یکبدیگر هسبتند و مبی تبوان ببه جبای 

nO   از)(log2

nO 

 استفاده کرد. بنابراین داری :

)(lg)(log)log(log)log(log 22

22232 nOOOO nnnnn   

 (85دولتی  -ITرشد چه مقداری خواهد بود؟ )ا xعه کد زیر، مقدار نهایی پس از اجرای قط -5

x=0; 

for( i=1 ; i <=n ; i++) { 

   for( j=1 ; j<=n ; j++)  

        x++; 

   j=1; 

   while( j< n )   {  
      x++;  
      j=j*2; 
    } 

} 

  1 ) nlog.n          2) nlogn2          3  ) nlognn2        4 ) )nlog1(n  
 درست است. 3حل: گزینه 
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مرتکه و دو حلقه داخل آن  nحلقه اول  nlogn   مرتکه اجرا می شوند. بنابراین تعداد اجرا براببر حاصبل ضبرو ایبن دو

 مقدار خواهد بود:

   nlognn)nlogn(n 2   

 

 (86زاد آ -دام یک از موارد زیر نادرست است؟   )ارشد کامپیوترک -6

     1 ))(2*6 22 nnn           2 ))2(2*6 2 nn n  
     3 ))2(2*6 2 nn n                      4) )(2*6 22 nnn  

 است. 1حل: جواو گزینه 

6*22به جای عکارت  nn   از عکارتn2 ون رشد آن بیشتر از استف (. 2اده می کنیn  همچنین ببه جبای . )است  از

 استفاده شود. در این صورت گزینه ها به صورت زیر خواهند بود: از علامت  علامت = و به جای 

     1 )22 nn            2 )nn 22              3 )nn 22        4) 22 nn  
 واضح است. 1که در این صورت نادرستی گزینه 

 (85دولتی  -اند؟ )ارشد کامپیوترعبارات زیر درست کدام یک از -7

)(1 -الف  ceOe nnc         

nlogn(On( -ب 2         

nlogn(On( -ج  

 ( الف و ج4( الف و و                 3                 ج ( فقط2                 و( فقط 1  

 درست است.  2حل: گزینه 

nncداری :  1cگزاره الف نادرست است،  ون به ازای  ee  . 

nnnاست،  ون : نادرست "و"گزاره  lg2 . 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 28  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

 فصل 2

 زیر برنامه های بازگشتی
 

صدا بزنبد. ایبن  ، زیربرنامه ای است که حاوی حداقل یک دستور باشد که خود زیربرنامه را(Recursive)زیر برنامه بازگشتی 

  شود.شود و پس از آن متوقف میزیربرنامه به تعداد مراحل محدودی اجرا می

 

 ی زیر را در نظر بگیرید:بازگشتزیربرنامه به طور نمونه 










1n1

1n)1n(fn
)n(f  

 داری : f(3)را محاسکه می کند. به طور نمونه برای محاسکه  n، فاکتوریل عدد زیربرنامهاین 

f (3) = 3 * f (2) 

f (2) = 2 * f (1) 

 که با جایگذاری داری :

f (1) =1   

f (2) = 2*1=2    

f (3) = 3*2=6 
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 برنامه های بازگشتی معروف زیر

 امین جمله سری فیبوناچی nمحاسبه  -1










1)2()1(

1,0
)(

nnfnf

nnn
nf  

 می باشند و جملات بعدی از جمع دو جمله قکلی محاسکه می شوند:    1و 0دو جمله اول سری فیکونا ی

 0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 , 34 , 55 ,  ...            
 

 nتا  1مجموع اعداد  -2










1)1(

11
)(

nnfn

n
nf  

 

)(توان  -3 ba 










1)1,(*

1
),(

bbafa

ba
baf  

 

)(خارج قسمت تقسیم صحیح  -4 bdiva 










babbaf

ba
baf

1),(

0
),(  

 

)mod(انده تقسیم صحیحباقیم -5 ba 










babbaf

baa
baf

),(
),(  

ترکیب  -6








b

a
 










)1,1(),1(

01
),(

bafbaf

borba
baf  

 

 سوم علیه مشترک )ب.م.م(بزرگترین مق -7
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













)mod,(

),(

0mod,

),(

abbf

baabf

babab

baf  

 آکرمان -8

















0,0))1,(,1(

0)1,1(

01

),(

babafaf

baf

ab

baf  

 مثال 

 را بدست آورید؟ f (4)خروجی  با توجه به تابع فیکونا ی،

 :حل

f (4) = f (3) + f (2)       
f (3) = f (2) + f (1)   
f (2) = f (1) + f (0) 

 که با جایگذاری داری :

f (0) =0   
f (1) =1   
f (2) =1+0=1   
f (3) =1+1=2   
f (4) =2+1=3 

 

 

 مثال 

  ه خواهد بود؟ f (3)مقدار ،  nتا  1با توجه به تابع مجموع اعداد 

 :  حل

f (3) = 3 + f (2) 

f (2) = 2 + f (1) 

 که با جایگذاری داری :

f (1) =1  
f (2) = 2 + 1=3    
f (3) = 3 + 3=6 

 خواهد شد.  6برابر  f(3)بنابراین 
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برابر   nتا  1مجموع اعداد تذکر: الکته می دانی  که 
2

)1( nn  و می توان مستقیما در این رابطه به جای می باشدn  را  3عدد

 قرار داد.

 
 مثال 

 را بدست آورید؟ f (2,3)خروجی با توجه به تابع توان، 

 :حل

f (2,3) = 2*f (2,2) 

f (2,2) = 2*f (2,1) 

 که با جایگذاری داری :

f (2,1)=2    
f (2,2)=2*2=4   
f (2,3)=2*4=8 

 می رساند. bرا بتوان  f(a,b)  ،a. در واقع تابع  f(2,3)=8بنابراین 

 

 

 

 مثال 

 را بدست آورید؟ f(5,2)خروجی با توجه به تابع خارج قسمت تقسی  صحیح ، 

 :حل

f(5,2)=f(3,2)+1   
f(3,2)=f(1,2)+1 

 که با جایگذاری داری :

f(1,2)=0   
f(3,2)=f(1,2)+1=0+1=1    
f(5,2)=f(3,2)+1=1+1=2 

 را محاسکه می کند. )خارج قسمت تقسی  صحیح( a  div  b، مقدار  f(a,b)در واقع تابع 

 

 مثال 

 را بدست آورید؟ f(5,2)خروجی  با توجه به تابع باقیمانده تقسی  صحیح،

 حل: 

f(5,2)=f(3,2)  

f(3,2)=f(1,2) 

 با جایگذاری داری :
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f(1,2)=1 و    f(3,2)=1    و f(5,2)=1 

  
 مثال 

 کدام است؟  f(4,2)مقداربا توجه به تابع ترکیب، 

 : حل

f (4,2) = f (3,2) + f (3,1)    
f (3,2) = f (2,2) + f (2,1)   

f (3,1) = f (2,1) + f (2,0)      
f (2,1) = f (1,1) + f (1,0) 

 که با جایگذاری داری : 

f (2,1) =1+1=2   

f (3,1) =2+1=3   
f (3,2) =1+2=3   
f (4,2) =3+3=6 

 
 

n)(الگوریت  محاسکه عمل جمع در 
m  1به تعداد









m

n  انجام می شود. مرتکه 

 

 مثال 

     را بدست آورید؟ f(18,4)حاصل با توجه به تابع بزگترین مقسوم علیه مشترک)و.م.م(،  

 : حل

 د: صدا زده می شو f (18,4)برای محاسکه  f هار مرتکه تابع 

f (18,4) = f (4,2) = f (2,0) = f (2,0) = 2 

 کند. می باشد را محاسکه می 2را که برابر  4و  18 تابع، بزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدددر واقع 

 

 مثال 

 کدام است؟ f (1,1)مقدار با توجه به تابع آکرمان، 

 : حل

f (1,1) = f (0,f (1,0) ) 

f (1,0) = f ( 0,1) 

 یگذاری داری :که با جا
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f (0,1) =2   
f (1,0)=2  
f (1,1) =f (0,2)=3 

  
 

   f(1,n)=n+2رابطه مقابل در تابع آکرمان برقرار است:   

 مثال 

 کدام است؟ f(1,2)حاصل    با توجه به تابع آکرمان،

   f(1,2)=4: با توجه به نکته قکل داری  : حل

 رود دوم: 

f(1,2)=f(0,f(1,1))=f(0,3)=4 

  
 

 بع آکرمان روابط زیر برقرار است:در تا

 32)n,4(f

32)n,3(f

3)3n(2)n,2(f

3)3n(2)n,1(f

3n

2

3n

2...











  

 مثال :

32)1,4(f
222    , 32)3,4(f 65536   

 مثال 

     را بدست آورید؟ f(18)حاصل با توجه به تابع زیر، 





















1a1)

2

a
(f

1a0

)a(f  

 حل:

f(18)=f(9)+1  
f(9)=f(4)+1  
f(4)=f(2)+1   
f(2)=f(1)+1 

 که با جایگذاری داری :

f(2)=0+1=1    , f(4)=1+1=2   , f(9)=2+1=3   ,  f(18)=3+1=4 

را محاسکه می کند.) 2در پایه  nکف لگاریت   ع داده شده ،در واقع تاب  4log18

2 ) 
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 مثال 

 را با توجه به رابطه های بازگشتی زیر بدست آورید. f(1,1)مقدار 

F(x,0)=F(x+1,0) + F(x+1,1)        , if  x<3 

F(x,1)=2F(x+1,0) + F(x+1,1)      , if  x<3 

F(3,0)=1 

F(3,1)=0 

 حل:

f(1,1) = 2f(2,0) + f(2,1) = 2+2=4 

f(2,0) =  f(3,0)  + f(3,1) = 1+0=1 

f(2,1) = 2f(3,0) + f(3,1) = 2+0=2 
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 ابع بازگشتی وجرایی تامرتبه 

مین مولبف ه طراحی الگوریتم هابرای پیدا کردن مرتکه اجرایی توابع بازگشتی بهتر است رود های بررسی شده در کتاو 

 می کنی .  را مطالعه کنید. در اینجا اشاره مختصری

 مثال 

 یک رابطه بازگشتی برای تعداد ضرو ها در تابع فاکتوریل بنویسید.

int  fact (int n){ 

    if (n==0)  
        return  1; 

    else 
        return   n*fact(n-1); 

} 

ببه  (n-1انی )ده  در فراخومعین تعداد ضرو هایی که انجام می شود برابر است با تعداد ضرو های انجام ش nحل: برای یک 

نمبایش  nT)(را ببا  nر معبین . بنابراین اگر تعداد ضرو های انجام شده برای یک مقبدا n)fact-1(در  nاضافه عمل ضرو 

 دهی ، داری :

)1(1)(  nTnT     

0)0( T  

 T(0)=0ذا لبباشد هیچ ضربی صورت نمی گیبرد.  n=0 نین معادله ای را معادله بازگشتی می گویند. در این الگوریت  وقتی

 رط اولیه است. ش

 برای حل این معادله  ند مقدار اولیه می دهی  تا به عملکرد آن پی بکری :

101)0(1)1(  TT  

211)1(1)2(  TT  

321)2(1)3(  TT  

nnTنتیجه می شود که:  )(  بنابراین .)(nT از مرتکه)n(o .است 

 

 

 مثال 

)()2(1بازگشتی   nTnT0(0را با فرض(T  (.حل کنیدn  2مضربی از )است 

 حل:  ند مقدار اولیه عکارتند از:

T(2)=T(0)+1=0+1=1    
T(4)=T(2)+1=1+1=2    
T(6)=T(4)+1=2+1=3 

نتیجه می شود که: 
2

n
)n(T  .  
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 مثال 

)()1(بازگشتی   nTnnT  1(1را با فرض( T .حل کنید 

 حل: 

1)1(T   
12)1(2)2(  TT  

123)2(3)3(  TT  

... 

2

)1(
12...)2()1()(




nn
nnnnT  

 

)(را محاسکه و از مرتکه n تا 1تابع مجموع اعداد  2no                                               .می باشد 
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 قضیه اصلی

 را به کمک قضیه زیر که به نام قضیه اصلی شناخته می شود، حل کرد. می توان بعضی از معادله های بازگشتی

  (Master)قضیه اصلی 

n(f)(اگر داشته باشی : 
b

n
(aT)n(T   1و با فرضb,1a ، : آنگاه 



















a
b

a
b

a
b

a
b

log

log

loglog

n)n(f))n(f(

n)n(f)nlg).n(f(

n)n(f)n(

)n(T  

 

 تذکر: رابطه بالا به صورت دقیا در کتاو طراحی الگوریت  همین مولف بررسی شده است.

 مثال 

nمرتکه اجرایی رابطه بازگشتی
n

TnT  )
3

 کدام است؟ )(9)

)(,9,3 حل: داری  abnnf: 2. پسlog9
3 nn   . 

)(2از آنجا که  nnf  : با توجه به حالت اول قضیه اصلی، داری ،)n()n(T 2. 

  

 مثال 

(1مرتکه اجرایی رابطه بازگشتی 
3

2
()( 

n
TnT کدام است؟ 

,1حل: داری 
2

3
,1)(  abnf  :  10و بنابراین داریlog1

2/3  nn . 

از آنجا که 
a
bnnf

log
)(  : با توجه به حالت دوم قضیه اصلی، داری ،)n(lg)n(T  . 

  

 مثال 

nnمرتکه اجرایی رابطه بازگشتی 
n

TnT lg)
4

(3)(  کدام است؟ 

)(lg,4,3:  داری حل  bannnf  : و بنابراین داری)n(On 793.0log3
4  . 

از آنجا که 
3
4log

)( nnf : با توجه به حالت سوم قضیه اصلی، داری ،)nlgn()n(T  . 

 بررسی چند مثال 
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 رابطه بازگشتی مرتکه اجرایی 

)n()n(Tnnlg)n(f 2log4
2   nlg)

2

n
(T4)n(T   

 

)nlgn()n(Tnnlgn)n(f
8
9log

  

 

nlgn)
9

n
(T8)n(T   

)n(lg)n(Tn1)n(f
1

2/3log
  1)

3

n2
(T)n(T   

)n()n(Tnn)n(f 2log9
3   n)

3

n
(T9)n(T   

)nlgn()n(Tnnlgn)n(f
3
4log

  nlgn)
4

n
(T3)n(T   

)n()n(Tnn5)n(f 2log2
8
4   

2n5)
4

n
(T8)n(T   

)n()n(Tnn)n(f 3log3
2
2   

3n)
2

n
(T2)n(T   

)n()n(Tnn)n(f 2log2
7
3   

2n)
3

n
(T7)n(T   

)n()n(Tnn)n(f 7lglog2
7
2   

2n)
2

n
(T7)n(T   

)nlgn()n(Tnn)n(f 2log2
16
4   

2n)
4

n
(T16)n(T   

 تبصره قضیه اصلی

در قضیه اصلی ، اگر  n
n

)n(f
a
blog

ای از   به صورت  ند جمله f(n)باشد، )یعنی   
a
blog

n  بزرگتر نکاشد( آنگاه نمبی تبوان از

nlg.nاز مرتکه  f(n)قضیه اصلی استفاده کرد. در این حالت اگر  kloga
b  باشد، آنگاه مرتکهT(n)  برابرnlg.n 1kloga

b   .است

 در زیر  ند مثال آورده شده است:

  
 

 رابطه بازگشتی مرتکه اجرایی 

   

nlgn)
2

n
(T2)n(T     

   

 nnlg
n

nlgn
)nlgn()n(T 2    
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nlgn)
2

n
(T4)n(T 2    

   

 nnlg
n

nlgn
2

2

)n(T )nlgn( 22    

   

nlgn)
2

n
(T4)n(T 32    

   

   

)nlgn()n(Tnnlg
n

nlgn 423

2

32

 
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 کنکور ارشد
. تابع زیر چه عملی را انجام می دهدد؟   مقادیری مثبت و بزرگتر از یک را دارا می باشند m و nفرض می گردد  -1

 (89آزاد  -)مهندسی کامپیوتر

int  f(int n , int m){ 

   if (m==2)  

          return  n; 

   else  

          return  n*f(n,m-1); 

} 

  1 )
mn                     2 )

1mn 
                         3 )

1mn 
                         4 )

nm 

 درست است. 2حل: گزینه 

nfاگر شرط توقف به جای رط اولیه آن تغییر کرده است.با این تفاوت که ش در واقع همان تابع توان است، )2(  برابر

nf )1(،درست بود. 4آنگاه گزینه  بود 

 راه حل کلی:

 می توان از رود تکرار و جایگذاری استفاده کرد:

)1,(*),(  mnfnmnf  

)2,(**  mnfnn  

)3,(***  mnfnnn  

....  

)2,(**...*** nfnnnn  

nnnnn **...***  

1 mn  

مرتکه خود را  m-1 پس تابع به تعداد را قرار می دهی ، nمقدار  ، f(n,2)به جای  می شود، m=2از آنجا که وقتی که 

 فراخوانی می کند. 

   
 (88آزاد  – ITابع زیر چه فرمولی را محاسبه می نماید؟ )مهندسی ت -2

Function  N(a,b : integer) : integer; 

begin 
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     if  a<b  then   

             N:=a 

     else 

             N:=N(a-b, b) 

end; 

   1 )ba               2 )a  mod  b                3 )a  div  b                     4 )b) div  b-(a 

 درست است. 2حل: گزینه 

 را محاسکه می کند.  bبر  aتابع داده شده باقیمانده تقسی  صحیح 

 
 (84زاد آ -کدام است؟ )مهندسی کامپیوتر Q(5861,7)حاصل تابع  -3










baif1)b,ba(Q

baif0
)b,a(Q  

     1 )837     2 )843                         3 )850                 4 )858  

 درست است. 1حل: گزینه 

 کند. بنابراین داری :را محاسکه می bبر  aاین تابع خارج قسمت صحیح تقسی  

5861 div 7=837 

 
 (89ولتی د -پیچیدگی زمانی الگوریتم زیر از چه درجه ای است؟ )علوم کامپیوتر -4

int   f (int  n, int  m){ 

    if (n<=1  ||  m<=1)    
         return  1; 

    return  n + m * f( n-1 , m/2 );} 
 

   1 )n                                                   2 )logm                   

   3 )min(n , logm)                                4 )max(n , logm) 

 است. 3حل: جواو گزینه 

و اگر nO)(برسد، از مرتکه  1 زودتر به n-1خود را فراخوانی می کند. بنابراین اگر  n)m/1-f,2(به فرم  fتابع 
2

m
زودتر ببه  

 می باشد. )mlog,nmin(رتکهمی باشد. در نتیجه تابع از م logO)m(برسد، از مرتکه 1
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 فصل 3

 آرایه

 

 

 ورت خاص، یکصداده ها می توانند به روشهای متفاوتی سازماندهی شوند. مدل منطقی یا ریاضی سازماندهی داده ها به یک 

 ساختمان داده نامیده می شود. انواع ساختمان داده ها عکارتند از:

 ایستا )مانند آرایه و رکورد( -1

 صف و پشته(نیمه ایستا )مانند  -2

 یست پیوندی، درخت و گراف(لپویا )مانند  -3

 های ایستا در طول حیات آنها ثابت است ولی در نوع پویا تغییرات مجاز و نامحدود است.ساختار ساختمان داده

و  (search) ، جسبتجوی داده (delete)، حبذف داده  (insert)عملیات رایج در ساختمان داده ها عکارتند از:  اضبافه کبردن 

 پیمایش. 

 

 آرایه

های ه  نوع است که تحت یک نام معرفی شده و برای دسترسی به هر عنصر آن از اندیس مشخصبی ای از دادهآرایه مجموعه

  شود.استفاده می

 مثال 

 آورده شده است:پاسکال در زیر نحوه تعریف آرایه های یک بعدی و دو بعدی در زبان 

 :( از نوع صحیح4تا  2ای عنصر) اندیسه 3شامل   aنام  به یک بعدی تعریف آرایه ای -الف

a : array [2..4] of  integer ; 

 :از نوع کاراکتری ستون( 3سطر و 2)عنصر  6شامل  bم تعریف آرایه ای دو بعدی به نا -و

b : array [1..2,4..6] of  char ; 
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 مثال 

 آورده شده است: c در زیر نحوه تعریف آرایه های یک بعدی و دو بعدی در زبان

 ;float   c[3]:  ( از نوع اعشاری2تا  0عنصر)اندیس های  3شامل  cتعریف آرایه ای یک بعدی به نام  -الف

      ;int   d[3][4]:   ستون( از نوع صحیح 4سطر و 3) عنصر 12شامل  dتعریف آرایه ای دو بعدی به نام  -و

 

 مثال 

 را بدست آورید؟  A[ 2..5,3..8,1..3,3..4 ]تعداد عناصر آرایه  هار بعدی 

 حل:

1442364)134)(113)(138)(125(   

 
 

]..,..,...,..[به شکل  بعدی n تعداد عناصر آرایه 2211 nn ulululA  :برابر است با




n

1i

ii )11u( 

 

 نحوه ذخیره عناصر آرایه در حافظه

دسترسی ببه عناصبر آرایبه مبی سرعت عناصر آرایه در حافظه به صورت پشت سر ه  قرار می گیرند که موجب سریع شدن 

بایت فضا اشغال نماید، محل  wحافظه ذخیره شود و هر عنصر آرایه به اندازه رایه در آدرسشود. با فرض اینکه عنصر اول آ

 هر عنصر آرایه در حافظه به کمک روابط زیر محاسکه می شود:

  

]..[ در آرایه یک بعدی A]i[آدرس عنصر  -1 ulA: 

wli  )(  

 

]..,..[در آرایه دو بعدی  A[i,j] عنصر آدرس -2 2211 ululA : 

wljluli  )]()1()[( 2221  :  سطری 

 

wluljli  )]1()()[( 1121  : ستونی

 

]..,..,..[در آرایه سه بعدی  A[i,j,k] آدرس عنصر -3 332211 ulululA : 

wlkluljlululi  )]()1()()1()1()[( 333233221  سطری

 

wlululkluljli  )]1()1()()1()()[( 221131121  ستونی
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]..,..,..,..[در آرایه چهار بعدی  A[ i , j, k, t]آدرس عنصر  -4 44332211 ululululA : 

1) فرض  :      iii lud) 

 : سطری

wltdlkddljdddli  )]()()()[( 4434324321  

 ستونی :

wdddltddlkdljli  ])()()()[( 3214213121  

 مثال 

 حافظه قرار دارد( 1000در حافظه؟ )عنصر اول آرایه در آدرس  x[7]مطلوو است آدرس عنصر 

x : array [-2..30] of  Real; 

 بایتی است. 6در پاسکال ،  realیر از نوع : متغحل

1000+[ 7-(-2)]6=1054 

 
 

 مثال 

 x[2,3]صبر محل عن حافظه ذخیره شود. 10ستون مفروض است. اگر خانه اول آرایه در محل  4سطر و  3با  xآرایه دو بعدی 

 (w=1)در حافظه کدام است؟

x : array [1..3,1..4] of  char ; 

 :حل

10+ [(2-1)(4-1+1)+(3-1)] 1  سطری :     16=

10+ [(2-1)+(3-1)(3-1+1)] 1  ستونی :    17=

 

 مثال 

 به خواهبد  A(9,7,6)  صبرباشبد. آدرس عنحافظه قرار گرفته می 100از آدرس  A(1..11, 2..13 ,3..14)بعدی  سه آرایه

 (w=1)بود؟ 

 : حل

(1-9) ] +100  :  سطری  (13-2+1) (14-3+1) + (7-2) (14-3+1)+(6-3)] 1 =1315  

(2-7) + (1-9) ] +100    :  ستونی (11-1+1) + (6-3) (13-2+1) (11-1+1) ] 1=559  

 

 

 مثال 
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رس شبروع را در نظر بگیرید که به صورت سطری ذخیره شده است. اگبر آد A[1..10,1..20,1..10,1..20]آرایه  هار بعدی 

 (w=1)کدام است؟  A[1,2,3,4]آدرس عنصر ،آرایه صفر باشد

 : لح

0+[ (1-1)201020 + (2-1)1020+ (3-1)20+ (4-1)]×1 =243 

 

 مثال 

-,LOC(x[-2 باشبد، در حافظه ذخیره شبده 100و از آدرس  2با طول داده ای    x(-2:3 ,-4:-2 ,'A':'F', 0:3) ی اگر آرایه

2,'D',0]) کدام است؟ 

2202)]00(4)'''('46)42(463)22[(100  AD  
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 جستجو در آرایه

 آرایه جستجو کرد. به دو رود خطی و دودویی می توان در یک

 جستجوی خطی 

نماید. در صورت پیبدا کبردن، ، به رود مقایسه با تک تک عناصر آرایه، جستجو میAعنصری  nرا در آرایه  xتابع زیر مقدار 

 را بر می گرداند. 1-و در صورت پیدا نکردن، عدد   xاندیس خانه حاوی 

int  seqsearch (int   a[ ] , int  n , int  x){ 

    int  i; 

   a[n] = x; 

   for ( i = 0 ; i < n ; i++) 

      if (a[i] == x) 

          return  i; 

   return  -1; 

}  

میانگین تعداد عمل مقایسه در یک جستجوی موفقیت آمیز برابر 
2

1n 
 می باشد. 

 بود. خواهد  n(O(عمل مقایسه داری  که در نتیجه زمان آن  +1nدر یک جستجوی ناموفا نیاز به 

     

 جستجوی دودویی 

یبه ااینکه آر با فرض استفاده کرد. در این رودرود جستجوی دودویی  ، بهتر است ازباشندشده آرایه مرتب  یک عناصر اگر 

پیبدا شبده  ، عنصر مورد جستجو با عنصروسط آرایه مقایسه می شود، در صورت برابر ببودن،به طور صعودی مرتب شده باشد

ی گیبرد و ایه انجام مصورت اگر از عنصر وسط آرایه بزرگتر باشد، مقایسه به طور بازگشتی در نیمه بالایی آراست و در غیر این

 . نی آرایه انجام می شودیمقایسه به طور بازگشتی در نیمه پای ،وسطدر صورت کو کتر بودن از عنصر 

نمایبد. در صبورت پیبدا کبردن، انبدیس خانبه می، به رود دودویی، جستجو Aعنصری مرتب  nرا در آرایه  xتابع زیر مقدار 

 low=0 , high=n-1)را بر می گرداند.)در ابتدا :  1-و در صورت پیدا نکردن، عدد  xحاوی 

int  bsearch( int a[ ] , int  x , int  low , int  high){ 

    int  mid ; 

    while(low <=high) 
     { 

        mid = (low+high)/2; 

        if (x < a[mid])         
              high = mid-1; 

        else  

             if (x > a[mid])    low = mid+1;   else    return mid; 
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     } 

  return  -1; 

} 

 پیاده سازی بازگشتی جستجوی دودویی

int  bsearch (int  a[ ] , int  x , int  low , int  high){ 

    int  mid; 

    if (low <=high){ 

         mid = (low+high)/2; 

         if (x < a[mid])          

              bsearch(a , x , low , mid-1); 

         else  if (x > a[mid])   

                      bsearch(a , x , mid+1 , high);     

                 else  return mid; 

      } 

    return  -1; 

} 

(1رابطه بازگشتی تابع بالا 
2

()( 
n

TnT  بوده که از مرتکه)(lgnO .است 
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 مثال 

 است؟مقایسه نیاز  ند به با رود جستجوی دودویی، در آرایه مرتب زیر  9برای پیدا کردن عدد 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5 9 12 20 35 50 82 88 97 

 : حل

در زیبر  کبو کتر اسبت مقایسبه ببه طبور بازگشبتی مقایسه می شود و  ون از آن 35با عنصر وسط آرایه یعنی  9ابتدا عدد 

دو  بنبابراین ببا اسبت کبه براببر اسبت. 9بنابراین مقایسه بعدی با عنصر وسط این آرایه یعنی  .انجام می گیرد  x[1..4]آرایه

 مقایسه به نتیجه می رسی .

 
 

ود جسبتجوی دودویبی براببر ببه رعنصبری   nها برای پیدا کردن یک عنصبر در آرایبه مرتبب حداکثر تعداد مقایسه

  1lg n .می باشد 

 

 مثال 

 گیرد؟ می ر  ند عمل مقایسه برای پیدا کردن یک عدد به رود جستجوی دودویی در آرایه مرتب هزار عنصری انجامحداکث

: کافی است در رابطهحل  1lg n   به جایn  خواهد شد.  10قرار دهی  که حاصل برابر  1000، عدد 

 از یک صرف نظر کرد. استفاده کرده و 1024عدد توان دو و بزرگتر از آن یعنی  ار، ازتوان به جای عدد هزمی الکته

 

، در  10حداکثر تعداد مقایسه ها برای پیدا کردن عنصری به رود جستجوی دودویی در یک آرایه با هزار عنصر براببر 

مبی باشبد.  20صر براببر آرایه با یک میلیون عنو در  17، در آرایه با صد هزار عنصر برابر 14آرایه با ده هزار عنصر برابر 

 دهد. بنابراین برتری جستجوی دودویی به جستجوی خطی در آرایه با تعداد عناصر زیاد بیشتر خود را نشان می

 مثال 

م تجوی دودویی کداعنصر با استفاده از جس 10میانگین تعداد مقایسه ها برای یافتن یک عنصر دلخواه در آرایه مرتب شده با 

 است؟

 : در شکل زیر تعداد مقایسه های لازم برای هر عنصر در زیر آن نوشته شده است: حل

 

 

 

 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

92 75 70 68 65 45 30 26 20 12 

4 3 2 4 3 1 4 3 2 3 
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ای پیدا کردن عدد نیاز به یک مقایسه است،  ون در وسط آرایه قرار دارد. همچنین بر 45به طور نمونه برای پیدا کردن عدد 

یعنبی  رایه پبایینمقایسه شده و  ون از آن کو کتر است با وسط آ 45مقایسه می باشد،  ون در ابتدا با مقدار  2نیاز به  20

یعنی:  تقسی  کرد، برای محاسکه میانگین تعداد مقایسه ها کافی است مجموع این اعداد را بر تعداد آنها مقایسه می شود. 20

10

29
  

یبک  توان با اعداد داده شده یک درخت دودویی کامل ساخت و سپس مجموع حاصلضرو تعداد گبره هبا در میروش دوم: 

عنصری  10ی آرایه سطح و سطح آن گره ها را محاسکه کرد و در نهایت حاصل را به تعداد اعداد تقسی  کرد. به طور نمونه برا

 بالا داری :

 

 

 

                         بنابراین داری :

   
10

29

10

43342211



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 مثال 

 نصری مرتبع  200میانگین تعداد مقایسه ها برای پیدا کردن یک عنصر معلوم به رود جستجوی دودویی در یک آرایه 

 کدام است؟

: با فرض اینکهحل
KN تعداد عناصری در آرایه باشد که برای تعیین مکان آن به ،K  : مقایسه نیاز است ، داری 

8 7 6 5 4 3 2 1 K 

73 64 32 16 8 4 2 1 KN 

 مقایسه نیاز است. 4عنصری وجود دارد که برای پیدا کردن آنها به  200عنصر در آرایه  8به طور نمونه ، 

 از رابطه مقابل بدست می آید:                  73تذکر: عدد 

    200-(1+2+4+8+16+32+64)=73 

 بنابراین میانگین تعداد مقایسه ها برابر است با:

765.6
200

1353

200

73.864.732.616.58.44.32.21.1
.

1
)(

8

1




 
k

knk
n

ng  

 

 مثال 

را ببرای  (U)( و همچنین میانگین تعداد مقایسه ها در جستجوی نباموفا (Sن تعداد مقایسه ها برای جستجوی موفا میانگی

 عنصری مرتب زیر بدست آورید.  4آرایه 

 حل: 

 تعداد مقایسه ها در جستجوی موفا برای هر یک از عناصر در زیر آن آورده شده است:

5 10 15 20 

2 1 2 3 

4

8

4

3212



S  

 حالت ممکن در شکل زیر آورده شده است: 5در جستجوی ناموفا برای هر  تعداد مقایسه ها

 

 5 10 15 20 

2   2 2 3 3 

انجبام  10دد عبکه در آرایه نیست)جستجوی ناموفا(، ابتدا مقایسه با وسط آرایه یعنبی  4به طور نمونه برای جستجوی عدد 

د. همچنبین در آرایه نمبی باشب 4متوجه می شوی  که عدد مقایسه  2مقایسه انجام می شود. یعنی با  5شده و سپس با عدد 

جوی مقایسه مشخص می شود کبه در آرایبه نیسبت و یبا ببرای جسبت 2، با  7مانند عدد  10,5برای جستجوی عددی مابین 

 مقایسه مشخص می شود که در آرایه نمی باشد. 3، با  30عددی بزرگتر از 

 ی ناموفا برابر است با:بنابراین میانگین تعداد مقایسه ها در جستجو
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(1  رابطه Uو  Sبین 
1

1(  U
n

S .1(که می توان آن را ببه صبورت  برقرار می باشد)(
1

( 


 S
n

n
U  نیبز

 نوشت.

 الگوریتم جستجوی سه تایی)ترنری(

در جستجوی سه تایی، آرایه باید به سه قسمت تقسی  شود. در هر تکرار نقطه
3

1
و نقطه 1mکه با

3

2
نشبان داده  2mکه با 

 که می گردد: می شود، به صورت زیر محاس

 (L  حد پایین وh )حد بالا   

3

L2h

3

LhL3
)Lh(

3

1
Lm1





  

 

3

Lh2

3

L2h2L3
)Lh(

3

2
Lm2





  

 

 

 

 اضافه و حذف در آرایه

 کند:اضافه می (m<n)عنصر آن پر است، mعنصر که  nبا  aام آرایه k را در مکان  xتابع زیر مقدار صحیح 

insert (int  a[ ] ,int  m , int  k , int  x) 
{ 

   for( i = m-1 ; i >= k ; i--) 

       a[i+1] = a[i]; 

   a[k] = x; 

} 

    (k<=n)دهد. قرار می xرا حذف کرده و آن را در متغیر  aامین عنصر آرایه  kتابع زیر 

delete(int  a[ ] , int  n , int  k , int  x){ 

     x = a[k]; 

    for ( i = k ; i<n ; i++ ) 

        a[i] = a[i+1]; 

    a[i] = 0; 

    return(x); 

} 
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 kmام آرایه، برابر است با:  kدر محل  )insert(اد شیفت مورد نیاز برای اضافه کردن تعد

 

1ام آرایه، برابر است با:   kتعداد شیفت مورد نیاز برای حذف عنصر واقع در محل  km 
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 پیدا کردن عنصر کمینه در یک آرایه

 ذخیره می کند: min را پیدا می کند و در A[1..n]الگوریت  زیر کو کترین عنصر در آرایه 

MINIMUM(A,n) 

1    min   

2    for  i   1    to    n  do 

3        if   min > A[i]  then 

4               min A[i] 

 

ی دهبد. تغییبر مب 4را در سبطر  minمقبدار  A[i]باشد، روشن اسبت کبه  ]i]1A..، کو کترین عنصر زیر آرایه  A[i]اگر 

احتمال این امر 
i

1
الگبوریت  ببالا اجبرا مبی شبود براببر اسبت ببا:  4نابراین میانگین تعداد دفعباتی اسبت کبه سبطر است. ب 

)n(lg
i

1n

1i




 

 

 

 ماتریس

ز البه ای. قکبل پآرایه دو بعدی را ماتریس می گویند که انواع معروف آن عکارتند از: اسبپارس،مثلثی، سبه قطبری، متقبارن و 

 ا بررسی می نمایی . پرداختن به این ماتریس ها، عملیات رایج بر روی ماتریس ر

 

nmAجمع دو ماتریس -1   وnmB  

void   add(int  a[ ] [max] ,int b[ ] [max] , int c [ ][max] , int  m , int n){ 

    for( i=0;  i<m ; i++) 

       for( j=0;  j<n ; j++) 

          c[i][j] = a[i][j] + b[i][j]; 

} 

pmAضرب دو ماتریس  -2   وnpB  

void   mult(int  a[ ] [max] ,int b[ ] [max] , int c [ ][max] , int m , int  p , int  n){ 

    for(i=0;  i<m ; i++) 

       for(j=0;  j<n ; j++) 

         { 

            c[i][j] =0; 

             for(k=0;  k<p ; k++) 

                 c[i,j] = c[i][j] + a[i][k] *b[k][j] ; 

   } 

} 
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 است و داری :  nmدارای ابعاد  cماتریس 

kj

1p

0k

ikij bac 




 nj0  و mi0         

 

)(برابر  n*nمرتکه اجرایی الگوریت  جمع دو ماتریس  2no و مرتکه ضرو آنها برابر)( 3no  .می باشد 

mnAترانهاده کردن ماتریس  -3  

 برای پیدا کردن ترانهاده یک ماتریس باید جای سطرها و ستونها را عوض کنی .

for ( j=0 ; j<m ; j++)  

   for( i=0 ; i<n ; i++) 

           b[j][i] = a[i][j];       

 

nnAدر ماتریس   عنصر ،A[i,j]  1روی قطر فرعی قرار دارد، اگرi+j = n+ . 
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 ضرب بهینه ماتریس ها 

را  سبیدا دو ماتریدر ضرو  ند ماتریس در یکدیگر باید ضربها به نحوی انجام شود که تعداد آنها حداقل باشبد. بنبابراین ابتب

 ضرو می کنی  که عدد حذف شده بزرگتر باشد.

در کتباو  تذکر مه : اگر فاصله ابعاد ماتریس ها بسیار ک  باشد، رود گفته شده همیشه جبواو نمبی دهبد و از روشبی کبه

 طراحی الگوریت  اینجانب در فصل پویا توضیح داده شده، باید استفاده کرد.

 

knnmدر ضرو دو ماتریس  B,A  بهknm  باشد.یعمل ضرو نیاز م 

 

 مثال 

 ماتریس زیر کدام است؟ 4حداقل تعداد ضرو های لازم برای ضرو 

25101040401130 ,,,  DCBA  

 مه بیشتر است: هاز  40 ون بعد مشترک آنها یعنی را ضرو می کنی ،  Cو  Bابتدا دو ماتریس حل: 

2510101130 )(  DBCA  

 ضرو می کنی : Dسپس ماتریس بدست آمده از مرحله قکل را در ماتریس 

251130 )(  BCDA  

 اتریس بدست آمده ضرو می کنی :را در م Aو در نهایت ماتریس 

2530)( ABCD  

 تعداد ضرو ها برابر است با: 

1400251302510110401   

 
 

برابر است با : ماتریس +1nتعداد حالات شرکت پذیری ضرو 
)1(

2












n

n

n

  

 

 مثال 

 ماتریس  ند می باشد؟ 4تعداد حالات شرکت پذیری ضرو 

در رابطه  3حل:  با قرار دادن عدد 
)1(

2












n

n

n

 می باشد:حالت به صورت زیر  5خواهد شد. این  5جواو برابر 

 

(AB)(CD)      ,  ((A(BC))D)  ,   (A((BC)D))  ,   (((AB)C)D)  ,  (A(B(CD))) 
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 انواع ماتریس

 ماتریسهای معروف عکارتند از: 

 اسپارس -1

 ی )پایین مثلثی و بالا مثلثی(ماتریس مثلث -2

 سه قطری ، پنج قطری و ...()ماتریس قطری  -3

 

 ماتریس اسپارس )خلوت(

 اتریس، ببرایمبه دارای تعداد نسکتا زیادی عنصر صفر باشد را ماتریس اسپارس)خلوت یا تنک(می نامند. در ایبن ماتریسی ک

 شوند. کاهش حافظه مصرفی و زمان اجرا، فقط عناصر غیرصفر ماتریس ذخیره می

 

 ذخیره ماتریس اسپارس به کمک آرایه دو بعدی

 ی ذخیره کرد:توان به صورت آرایه دو بعدماتریس اسپاس را می

var  a : array[0..count , 1..3] of  integer; 

 

count  تعداد عناصر غیر صفر ماتریس اسپارس است. در خانهa[0,1]  تعداد سطرها در ،a[0,2]  در  وتعبداد سبتونهاa[0,3] 

طر و ستون و مقبدار اولبین به ترتیب س a[1,3]و  a[1,2]و  a[1,1]های گیرد. در خانهتعداد عناصر غیر صفر ماتریس قرار می

 شود.ناصر غیر صفر دیگر ذخیره میگیرد و به همین ترتیب ععنصر غیرصفر قرار می

 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 57  هاساختمان داده

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

 

 مثال 

 : aدر ماتریس دو بعدی  Sذخیره ماتریس اسپارس 






































6

2

2

2

3

4

2

1

3

0

0

0

0

0

2

0

6

0

0

0

0

aS  

 

 عنصر غیر صفر است و 2ستون و  4سطر و  3، نشان می دهد که ماتریس اسپارس دارای  aسطر اول ماتریس 

 قرار دارد. و سطر سوم 2ماتریس اسپارس مقدار  3و ستون  1نشان می دهد که در سطر  aریس سطر دوم مات

   قرار دارد.  6-نشان می دهد که در سطر دوم و ستون دوم ماتریس اسپارس، مقدار 

 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 58  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

 ترانهاده کردن ماتریس اسپارس

شبود. ببرای  وم ببا سبتون دوم و .... تعبوی برای ترانهاده کردن یک ماتریس کافی است که سطر اول با ستون اول ، سبطر د

تون دوم سبترانهاده کردن یک ماتریس اسپارس که به صورت آرایه دو بعدی ذخیره شده ، کافی است که محل سبتون اول و 

 را با یکدیگر جابجا کرده و سپس از سطر دوم تا سطر آخر را بطور مرتب نوشت. Aدر آرایه 

 مثال 

 نمایش داده شده را بدست آورید. aه به کمک ماتریس ک sترانهاده ماتریس اسپارس 

 






































6

2

2

2

3

4

2

1

3

0

0

0

0

0

2

0

6

0

0

0

0

aS  

 : حل

 ، محل ستون اول و دوم را با یکدیگر جابجا کرده:aدر ماتریس 

4 3 2 

3 1 2 

2 2 -6 

 را  بطور مرتب می نویسی : 3و سطر  2و سپس سطر 

 

 
 

nmالگوریت  سریع ترانهاده کردن ماتریس اسپارس     تکهاز مر)( tno   .می باشد 

        (t ) تعداد عناصر غیر صفر : 

 

 ماتریس مثلثی     

ین م عناصبر پبایماتریسی که تمام عناصر بالای قطر اصلی آن صفر باشد را ماتریس پایین مثلثی می گویند. ماتریسی که تمبا

 . یره می شوندعناصر غیر صفر ذخ قطر اصلی آن صفر باشد را ماتریس بالا مثلثی می گویند. برای ذخیره این ماتریس، فقط

 مثال 

 ذخیره نمایید. Bدر آرایه یک بعدی  سطریرا به ترتیب   Aماتریس پایین مثلثی 

4 3 2 

2 2 -6 

3 1 2 
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

















1

0

0

4

6

0

5

3

2

A

 

 ذخیره نمایی : Bآرایه یک بعدی  را در A: کافی است فقط عناصر غیر صفر ماتریس حل

 1 2 3 4 5 6 

B 2 3 6 5 4 1 

 

 ی شود به طوری که:                    ذخیره م B[k]در  A[i,j]در این حالت عنصر 

 j
ii

K 



2

1)(
  

 ذخیره می شود.   B[5]در  A[3,2]و یا  B[3]در  A[2,2]به طور نمونه 

 

در ماتریس مثلثی، تعداد عناصر غیر صفر برابر
2

1)( nn
و تعداد عناصر صفر برابر

2

)1( nn
 می باشد.
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 مثال 

 نمایید. ذخیره Cدر آرایه یک بعدی  ستونیرا به ترتیب   Aماتریس پایین مثلثی 



















1

0

0

4

6

0

5

3

2

A

 

 ذخیره نمایی : Bآرایه یک بعدی  را در Aکافی است فقط عناصر غیر صفر ماتریس : حل

 1 2 3 4 5 6 

C 2 3 5 6 4 1 

             ذخیره می شود به طوری که:  B[k]در  A[i,j]در این حالت عنصر 

)
2

)(1(
j

njik     

 ذخیره می شود. B[5]در  A[3,2]و یا  B[4]در  A[2,2]به طور نمونه 

 

 طور کلی داری : به

 

 ستونی سطری 

j پایین مثلثی
2

)1i(i
k 


 i

2

)1j(j
)1j(nk 


 

j بالا مثلثی
2

)1i(i
)1i(n 


=k i

jj
k 




2

)1(
 

 

 به فرمولهای بالا، به یک رابطه کلی رسید. 1تذکر: می توان با اضافه کردن 
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 مثال 

 ذخیره نمایید.)ابتدا قطر اصلی( Bدر آرایه یک بعدی  قطریماتریس پایین مثلثی مثال قکل را به ترتیب 

 : حل

 صورت زیر است: نحوه ذخیره به

 1 2 3 4 5 6 

B 2 6 1 3 4 5 

 

 برابر است با:   kذخیره می شود به طوری که  B[k]در  A[i,j]در این حالت عنصر 

iji  3))](3(...23[(  

 این رابطه برای عناصر قطر اصلی برابر است با:                        

iik  33  

 و برای قطر زیر قطر اصلی برابر است با:        

iik  23]23[  

 ابر است با:              و برای قطر آخر بر

iik  33]123[  

 به صورت زیر می باشد:  nnاین رابطه برای یک ماتریس پایین مثلثی

injinnn  )]((...)1([  

 به یک رابطه کلی رسید. 1که می توان با اضافه کردن 
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 ماتریس سه قطری

ن می باشد که درایه های غیر صفر آن روی قطر اصلی و بلافاصبله ببالا و پبائی nnماتریس سه قطری یک ماتریس مربعی

23قطر اصلی ظاهر می شوند. تعداد عناصر غیر صفر در این ماتریس برابر  n  .می باشد 

 مثال 

 زیر را به صورت سطری در یک آرایه یک بعدی ذخیره نمایید.44ماتریس سه قطری 



















5

83

0

0

9

4

7

0

0

2

3

23

0

0

1

6

 

 حل: 

 فقط عناصر غیر صفر ماتریس را سطر به سطر در آرایه یک بعدی ذخیره می کنی : 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1  

5 9 83 4 2 7 3 1 23 6 B 

 

 مثال 

 زیر را به صورت ستونی در یک آرایه یک بعدی ذخیره نمایید. 55ماتریس سه قطری 

10 5 0 0 0 

4 15 2 0 0 

0 16 35 1 0 

0 0 36 72 78 

0 0 0 90 60 

 : حل

 فقط عناصر غیر صفر ماتریس را ستون به ستون در آرایه یک بعدی ذخیره می کنی : 

13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1  

60 78 90 72 1 36 35 2 16 15 5 4 10 B 

 
 

nnبه ابعاد  Aاگر عناصر غیر صفر ماتریس سه قطری     در آرایه یک بعدی  سطریرا به صورتB  ذخیره نمبایی، 

22خانه  در A[i,j]عنصر   ji  آرایهB 22خانه  در ،ذخیره نمایی  ستونیاگر به صورت  و  ji  آرایهB  قرار

 د. می گیر

 به یک رابطه کلی رسید. 1تذکر: می توان با اضافه کردن 
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 کنکور ارشد
 

یس هدا بده صدورت تعریدف شدده باشدد )یعندی محددوده اندد int A[20][10][5]بده صدورت  Aاگر آرایه  -1

A[0..19][0..9][0..4]  باشد(. با فرض این که هر عددint شدد، چهار بایت لازم دارد و آدرس شروع آرایه صدفر با

 عبارت است از:  (column major)را در حالت ستون محور  A[3][4][2]آدرس عنصر 

 (85دولتی  -IT)مهندسی 

    1 )1934  2 )1932       3 )484   4 )483 

 است. 2حل:جواو گزینه 

19324]1020)02(20)04()03[(0   

 

صورت سطری رایه ها را به را در نظر بگیرید. با فرض آنکه زبان مربوطه آ int S[2][3]={2,4,6,8,10,12}آرایه  -2

بدرای هدر (کدام گزینه اسدت؟  S[1][1]باشد، آدرس عضو  0X  0012ff80ذخیره نموده، اگر آدرس شروع آرایه 

  )متغیر صحیح دو بایت اختصاص می دهد

 (90آزاد  -)مهندسی کامپیوتر

       1 )0X  0012ff88                                      2 )0X  0012ff86            

       3 )0X  0012ff0c                                      4 )0X  0012ff82 

 است.( 16مکنای در نشان دهنده این است که عدد  ، در اول هر عدد،0X)استفاده از 

 جواو است. 1حل: گزینه 

 از شروع آرایه برابر است با:  s[1][1]فاصله عنصر 

82)]01(3)01[(   

 د. به دست می آی 0012ff88، آدرس  0012ff80( به آدرس شروع یعنی 8عنی بنابراین با اضافه کردن عدد حاصله )ی

 رود دوم: آرایه داده شده به صورت زیر می باشد. 

 0 1 2 

0 2 4 6 

1 8 10 12 

 

ه شبده بایتی ذخیبر 2که طوسی رنگ شده،  هار عنصر  S[1][1]بدون استفاده از فرمول نیز مشخص است که قکل از عنصر 

 بایت به آدرس شروع اضافه کرد تا آدرس این عنصر مشخص شود. 8نابراین باید است)سطری(. ب

 

 (80ولتی د -ستور حذف شده در زیر برنامه جستجوی دودویی کدام است؟ )علوم کامپیوترد -3
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procedure binsearch (a: elementarray; x:element; var left , right , j:integer) 

   var  middle :  integer; 

begin 

    if (left<=right) then  

        begin 

               middle:= (left+right) div 2; 

               case compare (x,a [middle]) of 

                    ‘>’ : binsearch (a,x,middle+1, right,j); 

 دستور حذف شده :’>‘                    

                    ‘=’: j:=middle; 

               end; 

       end; 

   j:=-1; 

end; 

    1 )binsearch (a,x,middle+1, right,j);          

 2    )binsearh (a,x, middle-1, left,j); 

    3  )binsearch (a,x,left, middle-1, j);         

     4 )binsearch (a,x,left,middle,rigth); 

یعنبی از  درست است. اگر عنصر مورد جستجو از عنصر وسط کو کتر باشد، جستجو بایبد در نیمبه اول آرایبه، 3گزینه  حل:

left  تاmiddle-1 .به صورت بازگشتی انجام شود ، 

 
 

عنصر درنظر بگیرد. پیچیددگی زمدانی ایدن الگدوریتم  nشامل  Aر آرایه د xالگوریتم زیر را برای جستجوی  -4

 ورودی باشد(  x , top =n , down=1رض کنیم در ابتدا چیست؟ )ف

 (86آزاد  -)مهندسی کامپیوتر

int   search (int  down , int  top){ 

   int tmp; 

   if (down > top)  return 0; 

  else{ 

           tmp= (down+top) div 2; 

            if (x== A[tmp])  

                  return tmp; 

            else  if (x<A[tmp])    

                             return  search (down,tmp-1); 
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                     else   

                             return  search (tmp+1,top); 

           } 

} 

      1 ))(logO n
10   2 ))nlogn(O              3 ))

2

n
(O  4 ))n(logO 2 

n(logO(. الگوریت  داده شده ، جستجوی دودویی می باشد که از مرتکهاست 4حل: جواو گزینه   است. 2

 

متوسط تعدداد  u(n)و  nمتوسط تعداد مقایسه ها برای جستجوی موفق در یک آرایه مرتب با طول  s(n)اگر  -5

 همقایسه ها برای جستجوی ناموفق در این آرایه با استفاده از روش جستجوی دودویی باشد. کدام یدک از گزیند

 (83دولتی  – ITهای زیر نادرست است؟   )مهندسی 

 

     1 )))(()( nuns     2 ))()( nuns   

     3 )1)()
1

1()(  nu
n

ns   4 ) صحیح است. 3و1موارد 

 

 است. 2حل: جواو تست گزینه 

 درست می باشند. 3و 1گزینه 

1)
1

(1)
1

1( 


 u
n

n
u

n
s  

uداری  با صرف نظر از یک ها در رابطه بالا،
n

n
s )(  : و در نتیجه)(us  . 

 

ایی( در هدر تکدرار ک آرایه باشد، در الگوریتم جستجوی ترنری)سده تدحد بالای ی hحد پایین آرایه و  lاگر  -6

نقطه
3

1
و نقطه 1mکه با

3

2
 نشان داده می شود، به چه صورت محاسبه می گردد؟    2mکه با 

 (91دولتی  –)علوم کامپیوتر  

    1 )
3

l2h
m,

3

l2h
m 21





                     2 )

3

lh2
m,

3

l2h
m 21





 

 

    3) 
3

)lh(2
m,

3

hl
m 21





                    4 )

3

)lh(2
m,

3

hl
m 21





 

 درست است. 2حل: گزینه 

 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 66  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

nm(N(برای سه ماتریس -7 1،)pn(N 2 و)qp(N 3اگر بخواهیم تعداد ضربهای ،)( 321 NNN   بدا

321 N)NN(   :یکسان باشد، باید 

  (86دولتی  -)علوم کامپیوتر

qpnm( فقط 1                         .2باشد )qp   یاnm  

      3 )
qpnm

1111
                            4 )

pqnm

1111
 

 است. 4حل: جواو گزینه 

NN(N(تعداد ضرو های 321   برابرmnqnpq  321و تعبداد ضبربهای N)NN(  ببر          براmpqmnp 

 می باشد و داری :   

mpqmnpmnqnpq   

 داری : mnpqبا تقسی  طرفین رابطه به

nqpm

1111
    

 که می توان آن را به صورت  زیر نوشت.         

pqnm

1111
  

 

 

nmیک ماتریس Aفرض کنید  -8   3خلوت باشد، عناصر غیر صفر آن را به ترتیب سطری در یک آرایهt  ذخیبره مبی

 تعداد عناصر غیر صفر ماتریس است( tت؟ )کنی . تابع زمان عمل ترانهاده گیری کدام اس

 (80دولتی  -)علوم کامپیوتر

    1 ))( mt          2 ))(tm                3 ))(tn                        4 ))( nt  

 درست است. 4حل: گزینه 

)(مرتکه زمانی الگوریت  ترانهاده گیری از این ماتریس برابر nt  .می باشد 

 

که عناصر بالای قطر اصلی آن برابر صدفر مدی باشدند. اگدر  nnاست ربعیمماتریس پایین مثلثی ماتریس  -9

عناصر غیر صفر را به صورت قطری با شروع از قطر اصلی در یک آرایه یک بعدی ذخیره کندیم، فرمدول ذخیدره 

 اندازه هدر عنصدر آرایده مدی باشدد(. eآدرس شروع آرایه در حافظه است و    چیست؟  ) loc (A[i,j])سازی 

 (86آزاد  -پیوتر)مهندسی کام
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    1 )e*1j
2

)1i(i











  

    2 )  e*)1i(n))]ji(n(...)1n(n[  
    3)  e*1i

2

)1j(j











   

    4 )e*1j
2

i








 
 جواو است. 2حل: گزینه 

)en(.را می دهد جواو صحیح 2تنها گزینه  را بررسی کنی ، =j=2i,1به طور نمونه اگر   

 

 

 (88آزاد  – ITچقدر است؟   )مهندسی  nnعداد عناصر غیر صفر یک آرایه اسپارس سه قطریت -10

    1 )33 n                2 )23 n                 3 )23 n                   4 )33 n 

 درست است. 3حل: گزینه 

n  عنصر در قطر اصلی وn-1 عنصر در بالای قطر اصلی وn-1 .عنصر در پایین قطر اصلی 

23)1()1(  nnnn  

 

 

طری، ماتریس مربعی است که در آن به جز عناصر قطر اصلی و قطدر بدالا و پدائین آن، سدایر ماتریس سه ق -11

 عناصر برابر صفر می باشند. عناصر غیر صفر را به صورت سطری در یک آرایه یک بعدی ذخیره نمداییم، فرمدول

  است(. باشد و آدرس شروع آرایه در حافظه nn)بفرض ابعاد ماتریسمحل ذخیره سازی چیست؟ 

 (85آزاد  -)مهندسی کامپیوتر

      1 )32  ji                                       2 )32  ij        

      3)32  ji                                         4 )32  ji 

 درست است. 1حل: گزینه 

ذخیبره  ماتریس سه قطری را به صورت سطری در یک آرایه یک بعدی ذخیره نمایی ، فرمبول محبلاگر عناصر غیر صفر یک 

32سازی برابر  ji .می باشد 
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 فصل 4

 صف و پشته
 

 

شبود.  صبف را لیسبت ه ای است که عمل حذف از ابتبدای آن و درج ببه انتهبای آن انجبام می، ساختمان داد(queue)صف 

(First In First Out) FIFO شبود. ببرای می نامند، زیرا اولین عنصر وارد شده به صف، اولین عنصری اسبت کبه خبارج می

یکبی کمتبر از  frontشبود. در متغیبریماستفاده  rearو  frontو دو متغیر  queue[0..n-1]نمایش صف، از آرایه یک بعدی 

 آخرین عنصر صف ذخیره می شود.  محل rearمقدار محل عنصر اول صف و در متغیر 

 مثال 

 (front = rear = -1)باشد. خانه که در ابتدا خالی است مفروض می 4یک صف با 

0 1 2 3   

    
front = -1 , rear = -

1 
 

      

0 1 2 3   

A    front = -1 , rear = 0  درجA  

 

 
     

0 1 2 3   

A B   front = -1 , rear = 1  درجB  

      

0 1 2 3   

A B C  front = -1 , rear = 2  درجC  

      

0 1 2 3   

 B C  front = 0 , rear = 2  حذفA  

      

0 1 2 3   
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  C  front = 1 , rear = 2  حذفB  

 

 می باشد.  n-1برابر rearبرابر است و در صف پر مقدار  rearبا  front در صف خالی مقدار 

 درج و حذف در صف

 تابع های درج و حذف در صف در زیر آوده شده است:

 اضافه کردن عنصر به صف

void  addq (int  *rear , int   item){ 

   if (*rear == max -1)     
      { 
        queue-full( );   
        return; 
      }   

   queue[++*rear] = item; 

} 

(max ).حداکثر اندازه صف می باشد : 

 حذف عنصر از صف 

int  deleteq (int  *front , int   rear){ 

   if (*front == rear)     

        return queue-empty( ); 

   return  

       q[++*front]; 

} 

ی غییر مکان مبای نقاط ابهامی است. با ورودی و خروج داده ها ، صف بتدریج بطرف راست تاین نوع نمایش ترتیکی صف، دار

بایبد تمبام  full-euequمی رسد که صف پر است. در این حالت ،  به نظرمی شود و  max-1برابر  rearدهد. به نحوی که 

نیبز  rearد. شبو 1-برابر  frontفته و قرار گر queue[0]صف را به سمت  پ شیفت دهد و اولین عنصر دوباره در موقعیت 

 باید تنظی  شود. ولی شیفت عملی زمان گیر است. 

 

 صف حلقوی

در خبلاف کنی ، اندیس ابتدا همیشه به یبک موقعیبت عقبب تبر ) فرضدر صف ساده مشکلاتی داشتی . اگر آرایه را حلقوی 

ف اشباره مبی به انتهای فعلی ص (rear)دیس انتهاحرکت عقربه های ساعت( از اولین عنصر موجود در صف اشاره می کند. ان

 باشد، صف خالی خواهد بود.  front=rearکند. اگر 

نیبز اسبتفاده شبود،  عنصر می تواند، قبرار گیبرد. اگبر از آن یبک خانبه max-1حداکثر  maxدر یک صف حلقوی به اندازه 

front=rear ی . می شود و نمی توانی  یک صف پر و خالی را از ه  تشخیص ده 
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 مثال 

 حالتهای خالی و پر در یک صف حلقوی در زیر نمایش داده شده است:

                    

          صف خالی                                                     صف پر               

                                             front = 0                                front = 0                          
                                              rear = 5                                rear =0                        

 
 

 در صف حلقوی برقرار باشد، آنگاه صف حلقوی خالی است. front = rearاگر شرط  

 در صف حلقوی برقرار باشد، آنگاه صف حلقوی پر است. mod n = front (rear+1)اگر شرط  

 در صف حلقوی برقرار باشد، آنگاه صف حلقوی پر است. mod n = n-1 (n-front+rear)اگر شرط  

 بیان کرد:  است که می توان به صورت زیر نیز    mod n (n-front+rear)تعداد عناصر صف حلقوی برابر  

     rearfront     :front -rear ر  اگ       

  front>rear        :n - (front - rear)و  اگر      
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 درج و حذف در صف حلقوی

برابر شد آنگاه صف پبر  frontبا اگر  وهای ساعت حرکت کند در جهت عقربه rearبرای اضافه کردن یک عنصر لازم است که 

 مقدار قکلی برگردانده می شود و پیغام خطا  اپ  می شود.به  rearمقدار  fullاست و توسط تابع  

 مثال 

 به صف حلقوی زیر: 10اضافه کردن عدد 

 

 

 

                                        front = 0                                    front = 0 

                                        rear = 3                                      rear = 4 

 
 

 

addq (front , *rear , item) 

{ 

    *rear = (*rear+1) % max; 

     if ( *rear == front) 

          { 
             queue-full(rear);   
             return; 

          } 

    queue[*rear] = item ; 

} 

 

deleteq(*front , rear) 

{ 

   if (*front == rear)  

           return queue-empty( ); 

   *front=(*front+1) % max; 

    return   queue[*front]; 

} 

 

 

اربردهای خاص دارد. اگر هدف ادامه پردازد باشد و کبسته به  queue-emptyو  queue-full: پیاده سازی توابع تذکر مهم

ک بایبد یب queue-emptyکند.  را در موقعیت قکلی ذخیره rearباید اشاره گر  queue-fullسپس یک عنصر را حذف کنی ، 

 ا تست می کند، برگرداند.عنصر با یک کلید خطا که توسط برنامه اصلی آن ر

 مثال 

 ،  ه وضعیتی دارد؟rear=3 , front=4 خانه و 10یک صف حلقوی با 

 است. شکل زیر مثالی از این حالت است:   frontبرابر  n % (rear+1):  صف پر است،  ون مقدار حل
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 )STACK(پشته

 In Firstبه معنبی LIFOشود. پشته را الای آن انجام میپشته ساختمان داده ای نیمه ایستا می باشد که حذف و اضافه از ب

Out Last شود. نامند،  ون آخرین عنصر وارد شده در آن، اولین عنصری است که از آن برداشته میمی 

، حبداکثر تعبداد  MAXاست کبه  stack[MAX]ساده ترین رود پیاده سازی پشته، استفاده از یک آرایه یک بعدی به نام 

که به عنصر بالایی پشته اشاره می کند، نیاز اسبت. اولبین یبا پبایین  topه می باشد. همچنین از یک متغیر به نام عناصر آرای

داده می شود که نشبان دهنبده یبک پشبته خبالی  1-مقدار  topذخیره می شود. در ابتدا به  stack[0]ترین عنصر پشته در 

 است.

 عملیات درج در پشته 

void  push (int  item , int *top){ 

    if (*top >= max-1)   
      { 
        stack-full( );   
        return;  

      } 

    stack[++*top] = item;  

} 

 اضافه می شود. stackدر آرایه  itemرا افزایش داده و  topدر این تابع اگر پشته پر نکاشد، 

 عملیات حذف از پشته 

int  pop(int  *top){ 

     if (*top == -1)   
         return stack-empty( ); 

     return  stack[(*top)--]; 

} 

 یک واحد کاهش می یابد. topدر این تابع اگر پشته خالی نکاشد، عنصر بالای پشته برگردانده شده و مقدار 

 

ا حذف کبرده و ببه پشبته برای معکوس کردن محتویات صف از یک پشته کمک می گیری . ابتدا تمامی عناصر صف ر 

عناصبر  اضافه می کنی ، سپس تمامی عناصر پشته را حذف کرده و به صف بر می گردانی . برای معکوس کردن ترتیبب

 یک پشته از یک صف اضافی کمک می گیری . 

 

برای معکوس کردن محتویات صف از یک پشته کمک می گیری . ابتدا تمامی عناصر صف را حذف کبرده و ببه پشبته  

عناصبر  اضافه می کنی ، سپس تمامی عناصر پشته را حذف کرده و به صف بر می گردانی . برای معکوس کردن ترتیبب

 یک پشته از یک صف اضافی کمک می گیری . 
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 مثال 

 نیاز داری ؟ pushاگر بخواهی  عنصر پایین پشته زیر را بر روی عناصر پشته قرار دهی ، به  ند 

4  1 

3   4 

2  3 

1  2 

  پاسخ:

 مراحل کار به صورت زیر است: 

 می کنی . pushکرده و در یک پشته کمکی  popسه عدد بالای پشته را  -1    

 کرده و در یک متغیر کمکی ذخیره می کنی . popرا  1عدد  -2    

 می کنی . pushکرده و در پشته اصلی  popسه عدد موجود در پشته کمکی را  -3    

 می کنی . push( را در پشته اصلی 1در متغیر کمکی )یعنی  مقدار موجود -4    

   نیاز است.  pushبنابراین به هفت عدد 

 مثال   

 نیاز است؟  2، به همان ترتیب، به پشته 1، برای انتقال عناصر از پشته popو pushروی ه   ند 

 پاسخ: 

ی . سپس عناصبر ر پشته کمکی قرار می دهد pushتا  nعناصر را از پشته اول برداشته و با  pop تا nابتدا با 

نابراین در کبل ببه آنها را در پشته دوم درج می کنی . ب pushتا  nبرداشته و با  popتا  nاز پشته کمکی را با 

4n  عملpush وpop   . نیاز داری 

   

تایی برابر است با : nتعداد خروجی های مجاز از یک پشته 
)1(

2












n

n

n

  

 

 مثال 

یبر تعریبف زببه صبورت  pushو  popدر ابتدای ورودی است(. عمل  1به ترتیب قرار دارند) nتا  1د در ورودی یک پشته اعدا

 شده اند.

   Push .اولین عدد ورودی را برداشته و در بالای پشته قرار می دهد : 

   Pop   .عدد بالای پشته را برداشته و در انتهای دنکاله خروجی می نویسد : 
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ه ببه آن را در خروجبی تولیبد کبرد کب nتبا  1می توان جایگشبتی از اعبداد  popعدد  nو pushد عد nبا ترکیب مناسکی از 

، جایگشت   =8nجایگشت قابل قکول می گویی . آیا برای   قابل قکول است؟1,5,2,6,8,7,3,4

 در پشته قرار دارد.( 2بالای  5د.)کر pop،  5را قکل از  2 ون نمی توان   -پاسخ: خیر

باشند. در دنکالبه داده  که بعد از آن قرار دارند، باید یک دنکاله نزولی x، اعداد کو کتر از  xراه تشخیص سریع: برای هر عدد 

که 6شده، اعداد بعد از   هستند، یک دنکاله نزولی نمی باشند.1,5,2

  
 

 مثال 

 به ترتیب از راست به  پ وارد یک پشته شوند،  ند حالت خروجی می تواند ایجاد شود؟ 3و2و1در صورتی که اعداد 

در رابطه  =3nا قرار دادن : بحل
)1(

2












n

n

n

 خواهد شد.  5جواو برابر  

 این پنج حالت به صورت زیر می باشد:

123 نیز انجام می دهی .(      3و2را در پشته قرار داده و سپس آن را خارج کرده و همین کار را برای  1)ابتدا   

  را در پشته قرار داده و سپس هر دو را خارج می کنی . ( 3و 2عد عدد را در پشته قرار داده و سپس آن را بر می داری . ب 1)ابتدا    132

را در پشته قرار داده و خارج می کنی .(     3را در پشته قرار داده و سپس هر دو را خارج کرده و   2و1)عدد  213  

را خارج می کنی .( 1و3 را قرار داده و عدد 3را خارج کرده و عدد  2را در پشته قرار داده ، عدد  2و1)عدد      231  

321      را وارد کرده و سپس هر سه عدد را خارج می کنی .( 3و2و1) عدد 

را خارج کبرده و بعبد  3را در پشته قرار داده و سپس 3و2و 1 ون ابتدا  ممکن نمی باشد. 312تذکر: توجه کنید که خروجی 

 رج کرد. را خا 2را خارج کرد  ون قکل از آن باید عدد  1از آن نمی توان 

 
 کاربردهای  پشته 

 از کاربردهای پشته می توان موارد زیر را نام برد:

 ارزشیابی عکارات -1  

 زیر برنامه های بازگشتی -2  

 زیر برنامه ها  نگهداری آدرس برگشت -3  
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 ارزشیابی عبارات

کل شبتواند به سه رها ساخته شده که مییکی از کاربردهای پشته، ارزشیابی عکارات می باشد. یک عکارت از عملوندها و عملگ

 نمایش داده شود:

1 )prefix         )( 2)پیشوندیinfix             )( 3)میانوندیpostfix )پسوندی( 

گیرنبد و در فبرم ملونبدها قبرار می، عملگرهبا بعبد از عpostfixگیرند. در فرم ، عملگرها بین عملوندها قرار میinfixدر فرم 

prefixگیرند. به طور نمونه عکارت ها قکل از عملوندها قرار می، عملگرA*B/C کارت میانوندی، عAB*C/  پسوندی و عکارت

/*ABC .پیشوندی می باشد 

 

 تبدیل فرم ها به یکدیگر 

 حالتهای ممکن تکدیل فرم به صورت زیر می باشد: 

    1- infix  بهpostfix              

   2- infix  بهprefix               

    3- postfix  بهinfix 

    4- prefix  بهinfix             

    5- postfix  بهprefix         

    6- prefix  بهpostfix 

 postfixبه  infixتبدیل از فرم  

مونه طور ننویسی . به ابتدا عکارت را بر حسب اولویت عملگرهایش در نظر گرفته و سپس هر عملگر را بعد از عملوندهایش می

 نمایش می دهی . +ABرا به صورت  A+Bعکارت 

 مثال 

 (  +و ،  -،   *،     /)اولویت:   را به فرم پسوندی تکدیل کنید.  A/B-C+D*Eعکارت میانوندی  

A/B–C+D*E 

AB/ - C + D*E         :  تقسی 

AB/ - C + DE*       : ضرو 

AB/C- + DE*           : منها 

AB/C-DE*+          : جمع  

قبدم بیشبتری تذکر: تقسی  و ضرو دارای اولویت یکسانی می باشند و هر کدام که از  پ به راست، زودتبر اسبتفاده شبود، ت

 خواهد داشت.) برای جمع و تفریا ه   نین است(                                                
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 مثال   

 تکدیل کنید.را به فرم پسوندی  (E-F)^(D*(A+B))عکارت 

 پاسخ:

       (AB+ *D) ^  (E-F)     

   AB+D* ^ (E-F)   

  AB+D*^ EF-   

  AB+D*EF-^  

 

 prefixبه  infixتبدیل از فرم 

ه ببرا  A+Bونبدی این تکدیل عملگرها را با توجه به اولویت آنها به سمت  پ منتقل می کنی . به طور نمونه عکبارت میاندر 

 .نمایش می دهی  AB+فرم 

 مثال 

 تکدیل نمایید. به فرم پیشوندیرا   x+y*z-wعکارت  

x+ *yz -w     +x*yz - w       -+x*yzw           

 مثال 

 و پسوندی تکدیل نمایید. به فرم پیشوندیا ر  /i*k)  a+(b-c*d)^e-f^g^(hعکارت 

 زودتر اجرا می شود.پاسخ: عملگر توان سمت راست،

-+a^-b*cde^f^g*/hik و       abcd*-e^+fghi/k*^^- 

 

 infixبه  postfixتبدیل از فرم 

 این تکدیل به کمک پشته و یا رود استفاده شده در مثال زیر قابل انجام می باشد.

 مثال   

 به فرم میانوندی : +*ABCپسوندی  عکارتتکدیل 

AB*C+      A+B*C             

 

 مثال 

 دام است؟ک -,*,-,8,3,9,/,+14,6,1حاصل عکارت محاسکاتی 

  پاسخ:

14 , 6 , 1 , + , / , 8 , 3 , 9 , - , * , - 

14 , 7 , / , 8 , 3 , 9 , - , * , - 

2 , 8 , 3 , 9 , - , * ,- 

2 , 8 , -6 , * , - 

2 , -48 , - 
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50 

 

 مثال 

آن به صورت،  postfixآن قرار دهی  تا  infixرت باشد،  ند جفت پرانتز در عکا -*AB/C-DE*+ACعکارتی،  Postfixاگر 

ABC-D+/EA-*C*  شود؟ 

-A/(B    پرانتبز ببه صبورت 2کبه ببا قبرار دادن اسبت   A/B-C+D*E-A*C  برابر داده شدهعکارت   infixپاسخ: حاصل 

C+D)*(E-A)*C   .در می آیدpostfix به صورت  آن  ABC-D+/EA-*C* .است   
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 infixبه  prefixتبدیل از فرم 

 ه کمک پشته و یا رود استفاده شده در مثال زیر انجام داد.این تکدیل را نیز می توان ب

 

 مثال 

 تکدیل کنید؟     infixزیر را به  prefixعکارت 

GHF/E/ABCD*   

   پاسخ:

+ - * A^B CD/E/F +GH          
+ - * A^B CD/E/F G+H          
+- A^B*C D/E/F G+H              
+-A^B*C D/E F/(G+H)  
+-A^B*C D  E/(F/(G+H))         
+ A^B*C-D  E/(F/(G+H))         
A^B*C-D + E/(F/(G+H))         

 

 مثال 

 به فرم میانوندی تکدیل نمایید.) به کمک پشته( x*yzw+-عکارت پیشوندی 

 

 

 

 

 

y*z 

 

* 

  x x 

 x + (y*z) + + 

(((x+y*z) ) –

w) 
- - - 

 

 پاسخ:

البت . در ایبن ح از  پ به راست در پشته قرار داده تا به دو عملوند برسبی  برای تکدیل به کمک پشته، عملگرهای عکارت را

ود آن را در دهی . اگر بعد از عملوندی، یک عملگر بعملگر بالای پشته را بر روی آنها اعمال کرده و نتیجه را در پشته قرار می

بر روی آن  کل از آنها عملگری بود، ابتدا عملگر رای پشته دو عکارت قرار داشت که قدهی . اگر در حالتی در بالاپشته قرار می

 کنی .های بعدی را پردازد میدو عکارت اعمال کرده و سپس ورودی

 

 Prefixبه  Postfixتبدیل از فرم 

کنی . الکتبه مبی تبوان تکدیل می prefixتکدیل کرده و سپس حاصل را به  infixرا به  postfixبرای این تکدیل ابتدا عکارت 

 یما نیز این تکدیل را انجام داد.مستق
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 مثال 

 را به فرم پیشوندی تکدیل نمایید. +ABC ^/D*Eعکارت پسوندی 

 کنی :ابتدا عکارت را به فرم میانوندی تکدیل می پاسخ:

ABC ^/D*E+     AB^C/D*E+    A/B^C D*E+     A/B^C* DE+ A/B^C* D+E 

 کنی :دیل میحال عکارت میانوندی حاصل را به فرم پیشوندی تک

A/B^C*D+E     A/^BC*D+E     /A^BC*D+E   */A^BCD+E     +*/A^BCDE 

 

 مثال 

  یست؟ )بدون تکدیل به عکارت میانوندی( +AB/C*Dمعادل پیشوندی عکارت 

نها برد. آبه قکل از  پاسخ: می توان عکارت پسوندی را مستقیما به عکارت پیشوندی تکدیل کرد. یعنی عملگر بعد از عملوندها را

 نمایش داد. AB/را به فرم  /ABبه طور نمونه عکارت 

AB/C*D+    /AB C*D+   D+ */ABC        +*/ABCD 

 

 Postfixبه  Prefixتبدیل از فرم 

 کنی .تکدیل می Postfixتکدیل کرده و سپس عکارت میانوندی حاصل را به  infixرا به  prefixابتدا عکارت 

 مثال   

 به فرم پسوندی تکدیل نمایید. ABC-DE+*/عکارت پیشوندی 

 کنی :ابتدا عکارت را به فرم میانوندی تکدیل می پاسخ:

/*+ABC-DE        /*(A+B)C-DE       /((A+B)*C)–DE 

    /((A+B)*C)(D-E)     ((A+B)*C)/(D-E) 

 

 کنی :حال عکارت میانوندی حاصل را به فرم پسوندی تکدیل می

 

((A+B)*C) / (D-E) E) -*C) / (DAB+(      
  AB+C* / (D-E)   AB+C* / DE-  /-AB+C*DE      

 

 مثال 

 کدیل نمایید.را به فرم پسوندی ت ABCD ^/EF-GH/*+ -عکارت پیشوندی 

ها را ببه ل از عملونبدمی توان مستقیما و بدون استفاده از فرم میانوندی، این تکدیل را انجام داد. کافی است عملگر قک پاسخ:

 نمایش داد. /ABرا به فرم  AB/از آنها برد. به طور نمونه عکارت  بعد

- + */ABCD^/EF-GH         - + *AB/CD^/EF-GH       - + AB/C*D^/EF-GH            
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 -  AB/C*D+ ^/EF-GH       -  AB/C*D+ ^EF/-GH     -  AB/C*D+ ^EF/ GH-    

 -  AB/C*D+ EF/GH-^      AB/C*D+EF/GH-^- 

 

 توسط پشته postfixبه  infixالگوریتم تبدیل عبارت 

 pushاز در پشبته در نظر می گیری . ابتدا یک پرانتز بب Pو عکارت حاصل در فرم پسوندی را  Qعکارت داده شده میانوندی را 

لیبات زیبر را معرا از  پ به راست پیمایش کبرده و  Qاضافه می کنی  و عکارت  Qکرده و یک پرانتز بسته به انتهای عکارت 

 انجام می دهی :

 اضافه می کنی .  Pعملوند، آن را به عکارت  با برخورد به -1  

 می نمایی . pushرد به پرانتز باز، آن را در پشته با برخو -2  

ایبن  ه ازمی نمایی . الکته اگر به عملگری برسی  که اولویت عملگر بالای پشبت pushگر، آن را در پشته با برخورد به عمل -3  

مورد نظبر را در  اضافه می کنی  و سپس عملگر Pکرده و به  popعملگر بیشتر یا مساوی بود، ابتدا عملگر بالای پشته را 

 می نمایی . pushپشته 

ایی  و اضبافه مبی نمب Pکبرده و ببه  popا برخورد به پرانتز بسته، عملگرهای بالای پشته را تا رسیدن به یک پرانتز باز، ب -4

 از داخل پشته را حذف می نمایی .پرانتز ب

کرده و  pop اضافه کرده بودی ، عملگر و پرانتز موجود در پشته را Qر نهایت با برخورد به پرانتزی که در ابتدا به انتهای د -5

 عملیات پایان می یابد.)پشته خالی است(

 مثال 

 تکدیل نمایید. به معادل پسوندی به کمک پشتهرا  C* (D+E) )-A / ( Bعکارت میانوندی 

طکبا الگبوریت   وکرده و یک پرانتز بسته به آخر عکارت میاوندی اضافه می کنبی   pushابتدا یک پرانتز باز در پشته  پاسخ:

 بالا عملیات را انجام می دهی :

      +   

      )   

    *  *   

    -  -   

    )  )   

  /  /  /   

  )  )  )  ) 

 

 در هر یک از حالت ها در زیر نشان داده شده است:  Pمقدار عکارت 

P = ABCDE             

P = ABCDE+          

P = ABCDE+*-   

P = ABCDE+*-/ 
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 توسط پشته Postfixالگوریتم محاسبه یک عبارت به فرم 

 ه می عکارت اضاف داده شده، ابتدا یک پرانتز بسته نگهکان در انتهای postfixبرای محاسکه یک عکارت که به فرم 

وجبود میی در پشبته کنی  و به کمک پشته ارزیابی را انجام می دهی . هنگامی که به پرانتز بسته در عکارت برسی ، نتیجه نها

 است.  

 مثال 

 را بدست آورید.)به کمک پشته(  /,+,6,4,-,30,*,20,2حاصل عکارت 

  پاسخ:

کرده و با رسیدن  pushرا در پشته  2و  20ه اضافه می کنی . سپس مقدار در ابتدا یک پرانتز بسته به انتهای عکارت داده شد

مبی کنبی  و  pushرا در پشبته ،  40کرده و نتیجه اعمال ضرو بر روی آنها ، یعنبی  popبه عملگر ضرو، آن دو را از پشته 

 ود.بپشته خواهد  حالت نتیجه درعملیات را به همین نحوه ادامه داده تا به پرانتز بسته در انتهای عکارت برسی . در این 

 

 

 

 

 

4 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 10 6 6  30  2 

1 10 10 10 10 40 40 20 
 

 رفتی .(نتیجه نهایی در پشته را در نظر نگ push. )الکته به نتیجه نهایی رسیدی  popعدد  8و  pushعدد  8در نهایت با 

 ، دو برابر تعداد عملگرها می باشد. infixه فرم ب postfixها برای تکدیل یک عکارت  popتعداد 

 

 ، دو برابر تعداد عملگرها می باشد. infixبه فرم  postfixها برای تکدیل یک عکارت   pushتعداد

 

 

 

 

 

 برنامه های بازگشتی  کاربرد پشته در زیر

 را نشان می دهی . توابع بازگشتی قکلا بررسی شد. در این قسمت نحوه استفاده توابع بازگشتی از پشته

 مثال 

  یست؟f (1) به ازای فراخوانی  ،خروجی زیر برنامه زیر 

f (int  x){ 
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      if (x==3)  exit( ); 

     else{ 

               x=x+1;  

               f(x); 

               cout<<x; 

               cout<< 'a'; 

       }} 

ازگشتی )دستورات بوده و از آنجا که دستورات بعد از فراخوانی ب  f(1) => f(2) => f(3)ه صورت بترتیب فراخوانی ها  پاسخ:

  اپ در این مثال(، در پشته قرار می گیرند داری : 

cout<<3 

cout<<'a' 

cout<<2 

cout<<'a' 

  خواهد بود. 3a2aبنابراین خروجی برابر 

 مثال 

  یست؟f (1,4,7) وانی به ازای فراخ ،خروجی زیر برنامه زیر 

f ( int  x , int  y , int  z ){ 

     if  (x==3)  exit( ); 

     else{ 

               x++;  y++;  z++;  

               f (x,y,z); 

               cout<< x;   
            cout<< y;   
            cout<< z; 

           } 

} 

  f (1,4,7) => f (2,5,8) => f (3,6,9)به صورت مقابل است:  ی هاترتیب فراخوان پاسخ:

 دستورات بعد از فراخوانی بازگشتی )دستورات  اپ در این مثال(، در پشته قرار می گیرند: 

cout<< 3 

cout<< 6 

cout<< 9 

cout<< 2 

cout<< 5 

cout<<8 

 خواهد بود. 369258بنابراین خروجی برابر 
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 کنکور ارشد

 (80آزاد  -کامپیوتر )مهندسی 

 هر یک حاوی دو عدد بشکل زیر می باشند.  3Sو 2Sو 1Sسه پشته  -1

 

 

 

 

 

 بصورت زیر تعریف شده اند.   Pop( i )و PopPush( i, j )دو عملگر

PopPush( i, j )  :یک قل  از پشتهiS حذف و به پشته
jS .اضافه می کند 

Pop( i )  : یک قل  از پشتهiS .حذف و سپس آن را  اپ می کند 

 د استفاده قرار گیرد؟   بایستی حداقل  ند بار مور PopPushعملگر  ،1 ,3 ,5 ,2 ,4 ,6  بصورت 6تا  1برای  اپ اعداد 

    1 )3                           2 )5                            3 )6                               4 )4  

 عملیات لازم عکارتند از: درست است. 4حل: گزینه 

1- PopPush(1,3) 

2- Pop(1) 

3- PopPush(2,1) 

4- Pop(2) 

5- PopPush(3,1) 

6- PopPush(3,2) 

7- Pop(3) 

8- Pop(1) 

9- Pop(1) 

10- Pop(2) 

 (90آزاد  -)مهندسی کامپیوتر

 برابر با کدام گزینه است؟ (stack)ه ورودی از یک پشت kی با تعداد دنکاله های مجاز خروج -2

   1)   








 k

k2

1k

1                   2)   








k

k2

k

1                              3 )1k2              4)   








 k

k2

1k

1   
 است. 1حل: جواو گزینه 

 

6  4  2 

5  3  1 

S3  S2  S1 
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 (78دولتی  -)مهندسی کامپیوتر 

که در ابتدای تهبی  sبه ترتیب دلخواه، بر روی پشته  عمل از اعمال فوق nاعمال زیر قابل انجام است. اگر  sبر روی پشته  -3

 عمل در بدترین حالت کدام است؟   nم شود، مجموع هزینه این است انجا

Push(s,x)  درج  :x  1(در بالای پشته با هزینه(o   . 

Pop(s,x)    1(: حذف عنصر بالای پشته با هزینه(o . 

Multipop(s,k)  حذف :k عنصر بالای پشته با هزینه)(ko. 

 (k .)حداکثر برابر تعداد عناصر موجود پشته است 

   1) )log.( nno                2))( 2no           3) )(nko         4 ))(no 

 multipopیا  popاست.  ون هر عنصر به طور دقیا یککار درج و مستقل از نحوه حذف شدنش توسط  4حل: جواو گزینه  

ه کبل اعمبال واحد هزینه پرداخت می شود. در نتیجه، در مجموع هزینب 2، حداکثر یککار حذف می شود، به ازای هر عنصر، 

 خواهد بود. 2nکثر برابر حدا

 

 (80دولتی  -)علوم کامپیوتر

)D*AF/(ED*)BA(معادل عبارت  psotfixعبارت  -4 .....:برابر است با  

    1 )*DA/FE*DAB    2 ) /*EFAD*DAB 
    3)   */*ABDEFAD          4)   /*FADDEAB    

 است. 2حل: جواو گزینه 

     (A+B)*D+E/(F+A*D)  
AB+*D+E/(F+A*D)  
AB+*D+E/ FAD*+  
  AB+D*+E/ FAD*+  

AB+D* + EFAD*+/         
AB+D*EFAD*+/+ 

 

 (86دولتی  – IT )مهندسی 

 روبرو  یست؟  prefixعکارت  infixمعادل  -5

 /*A-B/*C-+DEFG-HI 

    1 )A*B-C*D+E-F/G/H-I  2 )((C+E-F)*C/G-B)*A/H-I 

    3 )A*(B-C*(D+E-F)/G)/(H-I)                 4 )A*(B/(((C*(D+E))-F-G))/(H-I) 

 درست است. 3حل: گزینه

/*A-B/*C-+DEFG-HI 

/*A-B/*C-(D+E)FG(H-I) 

/*A-B/*C((D+E)-F)G(H-I) 

/*A-B/(C*((D+E)-F))G(H-I) 
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/*A-B((C*((D+E)-F))/G)(H-I) 

/*A(B-((C*((D+E)-F))/G)(H-I) 

/A* ((B-((C*((D+E)-F))/G))(H-I) 

(A* ((B-((C*((D+E)-F))/G))) / (H-I) 

 د.این عکارت وجود دار 4کدیل می شود که تنها در گزینه ت (D+E)قرار دارد و به  +عملگر DEرود سریع: قکل از 

 

 (86آزاد  -)مهندسی کامپیوتر 

مقدار ارزیابی عکارت پسوندی  -6  : توان(   $)  یست؟ 283326/*3$2

    1 )50   2 )52      3 )48   4 )54 

 است. 2حل: جواو گزینه 

       6 2 3 + - 3 8 2 / + * 2 $ 3 +     

  6 5 -  3 4 + * 2 $ 3 +  

  1  7 * 2 $ 3 +  
7 2 $ 3 + 
    49  3  +  
  52 

 
 (82دولتی  -)مهندسی کامپیوتر

  یست؟ f1(4)با توجه به دو تابع زیر، خروجی  -7

 void   f1(int  x){                                                                 

      if (x)   

            f2(x–1);                                         

      printf(x);                                                               

  }                                                                              

void   f2(int  y){ 

    if (y) { 

         printf(y + 1); 

         f1(y – 1); 

       } 

 } 
    1 )44220                  2 )20244                    3)42204                     4)42024 

 درست است.  4حل: گزینه 

 ها به صورت زیر است:نحوه فراخوانی

)0(1)1(2)2(1)3(2)4(1 fffff  
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f)(در ابتدا با صدازدن در پشبته  printf)4(فراخوانی شده و دسبتور بعبد از فراخبوانی یعنبی          3با مقدار   2f، تابع 41

ببا  2f، ابتبدا تبابع 1fد. درشویمصدا زده           2با مقدار  1f اپ شده و تابع  4ابتدا مقدار  2fشود. سپس در ذخیره می

را  باپ  2ابتدا مقبدار  2fشود. در این حالت در پشته ذخیره         می printf)2(مقدار یک صدا زده شده و سپس دستور 

 printfفر توسبط دسبتور صببرقرار نیست، مقدار   if ون شرط           f1زند. در را با مقدار صفر صدا می f1کرده و سپس 

 شوند.یابد          و مقادیر موجود در پشته  اپ میاجرای برنامه پایان میشود و  اپ می
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 فصل 5

 لیست پیوندی
 

 

لیست پیوندی، ساختمان داده ای پویا است که اشیاء با یک ترتیب خطی در آن قرار گرفته اند. ببر خبلاف آرایبه ، کبه در آن 

لیست پیوندی بوسیله یک اشاره گر در هر شبیء تعیبین مبی ترتیب خطی توسط اندیسهای آرایه تعیین می شود، ترتیب در 

 گردد. لیست پیوندی بر دو نوع یک طرفه و دو طرفه می باشد.

 

 یک طرفه)یک سویه(لیست پیوندی 

دو قسمت  ازگرههای این لیست پیوندی هر یک از  می کند.را نگهداری  یلیستی که در آن، هر عنصر فقط آدرس عنصر بعد

 به صورت زیر تعریف می شود: cدر زبان  ل شده کهداده و آدرس تشکی

typedef   struct   list-node   *list-pointer; 

typedef   struct   list-node{ 

                int               data;  

                list-pointer  next;  

  }; 

 نیز استفاده می شود( linkاز  next) به جای  ، آدرس گره بعدی ذخیره می شود.nextدر  

 

 یادآوری: تعریف ساختار یک گره لیست پیوندی یک طرفه در زبان پاسکال:

type  pointer=^ node; 

node = record  
    data  : char;   
    next  : ^ pointer;   
end; 
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از دسبتور  c و در زببان first^.data برای دسترسی به فیلد داده گره اول لیست پیوندی در زببان پاسبکال از دسبتور تذکر:

first ->data . استفاده می کنی 

 

 درج و حذف در لیست پیوندی نسکت به آرایه ساده تر است.  ون نیاز به جابجایی فیزیکی عناصر در حافظه نمی باشد.

 خص است.دسترسی به عناصر آرایه نسکت به لیست پیوندی سریع تر است،  ون اندیس هر عنصر در آرایه مش 

 امکان جستجوی دودویی در لیست پیوندی وجود ندارد. 

 disposeاستفاده می شود و برای آزاد سازی فضا از دسبتور  newدر زبان پاسکال برای تخصیص حافظه پویا از دستور 

 .free و mallocعکارتند از  cاستفاده می شود. معادل این دستورات در زبان 
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 یست پیوندی یکطرفهالگوریتم های کار بر روی ل

 درج یک گره 

 درج می کند: nبعد از یک گره با آدرس مشخص  dتابع زیر یک گره با داده 

 

void   insert ( list-pointer  *first , list-pointer  n){ 

    list-pointer   t; 

    t = malloc(sizeof(list-node)); 

    t  data = d; 

    if (*first) { 

            tnext;  next = n     
            n   next = t; 

       } 

   else{ 

           t  next = NULL: 

           *first = t; 

          } 

} 

 اگر لیست تهی باشد، گره اضافه شده، تنها گره لیست خواهد بود.

 ند.، از ستاره استفاده نشده است  ون این آدرس تغییری نمی ک pتذکر: قکل از 

 حذف یک گره

 ( n: آدرس گره قبل از گره  t) را حذف می کند. nقبل از گره با آدرس مشخص واقع در  گره deleteتابع 

void   delete( list-pointer  *first , n , t ) 
{ 

  if (t) 

         t   next = n  next; 

  else 

        *first = (*first)  next; 

  free(n);} 

 اولین گره لیست می باشد. nباشد، آنگاه  NULLبرابر  tتذکر: اگر 

 چاپ داده های لیست

 را  اپ می کند.  pتابع زیر داده های یک لیست با آدرس شروع 

void  print-list (list-pointer   *p) 
{ 
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   for( ; p ;  p = p  next ) 

         cout <<  p  data; 

} 

 اتصال دو لیست پیوندی به یکدیگر 

 متصل می کند: p1را به انتهای لیست  p2ع زیر لیست تاب

list-pointer   concatenate (list-pointer  p1 , p2) 
{ 

     list-pointer   t; 

     if  (p1==NULL)  return  p2; 

     else{ 

               if (p2 !=NULL) 

               { 

                  for(t = p1 ; t  next ; t = t  next); 

                  t  next = p2; 

               } 

       return  p1; 

   } 

}   

ن لیست است و در صورت موجود بود p2موجود نیست و نتیجه همان  p1یعنی لیست  ،برقرار باشد p1=NULLاگر شرط 

p2  لیست ،p1  را توسط حلقه تا آخر پیمایش کرده و سپسp2 توسط دستور  را به انتهای آنt->next=p2;  ،ضافه ا

 کنی .می

باشبد، زیبرا در می n,m(max(O((از مرتکبه(، xببه انتهبای  yو یا  yبه انتهای  x) yو xالگوریت  اتصال دو لیست  

 طول لیست ها می باشند( n وm) بدترین حالت لیست بزرگتر باید تا انتها پیمایش شود.
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 (CLRS)با شبه کد حذف عناصر تکراری در یک لیست 

الگوریت  زیر عناصر تکراری در یک لیسبت را طبوری حبذف مبی کنبد کبه ترتیبب عناصبر بباقی مانبده تغییبر نکنبد. مبثلا 

لیست به 4,3,1,2,3,2,1  تکدیل می شود. 4,3,2,1

PurgeList(L) 

1    p   First(L) 

2    while  p< > null 

3        do   q  p 

4               while  next[q] < > null 

5                   do  if  element[p]=element[next[q]] 

6                              then   delete-after(L,q) 

7                              else    q  next[q] 

8               p   next[p]        

 

همبان  nextحبذف مبی کنبد. منظبور از  Lرا در لیسبت  q، عنصر بعد از  delete-after(L,q)تابع  در الگوریت  بالا، تذکر:

next .است 

 

)(الگوریت  بالا از مرتکه  2nO  .می توان لیست را مرتب کرد و سپس بااست)(nO،عناصبر تکبراری را در  کار اضبافی

ی با لیستی که الگوریت  فوق تولید م لیست مرتب حذف کرد. اما لیست نهایی این الگوریت  که عناصرد مرتب هستند،

 ست.متفاوت ا کند،

 

 وارون کردن یک لیست پیوندی 

 ام لیست  بعد از وارون سازی iنصر به طوری که ععضوی را تنها با تغییر اشاره گرهای آن وارون کرد،  nمی توان یک لیست 

 . ام لیست جدید شود. این کار را به صورت بازگشتی و غیر بازگشتی می توان انجام داد n-i+1عنصر 

 

 روش غیر بازگشتی -الف

 pکه به سه عنصر متوالی اشاره می کنند. در زمبان اجبرا استفاده می کنی ، rو  p  ،qدر رود غیر بازگشتی از سه اشاره گر 

که هنبوز وارون  به عنصر بعدی در لیست rبه اولین و دومین عنصر لیستی که تا این مرحله وارون شده اشاره می کنند و  qو

را  rعنصر  nextمولفه  به عنصر دوم لیست اشاره می کنند. در هر مرحله، rنصر اول و به ع qتهی است و  pنشده است. ابتدا 

لیست معکوس شبده اسبت. ایبن کبار در زمبان  ، rتغییر داده و هر سه اشاره گر را به جلو می بری . با تهی شدن  qبه عنصر 

 خطی انجام می شود.
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nextkهمبان دسبتور  k[next[د. منظبور از می باش CLRSالگوریت  زیر با توجه به شکه کد تذکر:    در زببانc  مبی

 باشد.

reverse(L) 

1   if  size(L)   1 

2       then  return first[L] 

3   p   null 

4   q First(L) 

5   r   next[q] 

6   while  r   null 

7       do  next[q]   p 

8            p    q 

9            q r    
10          r     next[r] 

11  next[q]   p 

12  return   q 

 است. nO)(: رویه معکوس کردن لیست)بازگشتی یا غیر بازگشتی( از مرتکهتذکر

 
 

 روش بازگشتی -ب

وراون شده بر می گرداند. ببرای وارون کبل ، Lبه بعد را در لیست  p، زیر لیست شامل عناصر  reverse(L,p)رویه بازگشتی 

را  pالگوریت  ابتدا عنصبر باشد، nبرابر  Lبه بعد در لیست  pباشد. با فرض اینکه تعداد عناصر از  first[L] باید برابر pلیست، 

از همان عناصر یک  وشروع می شود را به صورت بازگشتی وارون می کند  qعنصر که با  n-1کتار می گذارد و بقیه لیست با 

 وصل می کند. rنتهای لیست را به ا pعنصر ایجاد می کند. در نهایت، rلیست 

reverse(L,p) 

1   if  p=null  or  next[p]=null 

2       then  return  p 

3   q   next[p] 

3   r    reverse(L,q) 

4   next[q]  p 

5   next[p]  null 
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6   return  r 

 

 مثال 

 ی  ه خواهد بود؟نکاشد، آنگاه خروج orط ، قسمت دوم شر ifرا وارون می کند. اگر در دستور  Lلیست  الگوریت  زیر،

reverse(L) 

1   if  L=null  or  next[L]=null 

2       then  return  L 

3   else  r   reverse(next[L]) 

4          next[next[L]]    L 

5          next[L]   null 

6   return  r 

گردانبده مبی شبود، ذخیره شده و دوباره بر  rاند و  ون این مقدار در بر می گرد nullاول همیشه مقدار  returnپاسخ: آنگاه 

 خواهد بود. nullبنابراین خروجی همواره 

 

 

 سازی پشته با لیست پیوندیپیاده

 سازی کرد. درج و حذف هر عنصر فقط در ابتدای لیست انجام می شود و محدودیتیبا لیست پیوندی پیاده  رامی توان پشته 

  ناصر پشته نداری .برای تعداد ع

 اضافه کردن به پشته پیوندی 

پیونبدی  اضافه کردن یک گره به پشته پیوندی، مشابه اضافه کردن یک گره به اول لیست پیوندی اسبت.آدرس شبروع پشبته

 می باشد: topبرابر 

void  add(stack-pointer  *top , int   a){ 

   stack-pointer  p; 

   p = malloc(sizeof(stack) ); 

   p   item =a; 

   p   next = *top; 
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   *top = p; 

} 

 حذف از پشته پیوندی 

 حذف یک گره از پشته پیوندی مشابه حذف اولین گره لیست پیوندی می باشد:

int  delete(stack-pointer   *top ){ 

    stack-pointer  t;   

    int  a; 

     t =*top; 

    if  (t ==NULL)  exit ( ); 

    else{ 

             a = t     item; 

              *top = t     next; 

             free(t); 

             return  a; 

          } 

} 
 (CLRSپشته با لیست پیوندی یکطرفه) توسط شبه کد پیادسازی 

Pop(S) 

1  if  IsEmpty(S) 

2         then  error  STACK IS EMPTY 

3  n  top[S] 

4  temp  element[top[s]] 

5  top[s]  next[top[s]] 

6  size[s]     size[s]-1 

7  Free-Object(n) 

8  return temp 

Push(S,x) 

1   n Allocate-Node( ) 

2   element[n]    x 

3   next[n]  top[s] 

4   top[S]       n 

5   size[s]   size[s]+1 
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 سازی صف با لیست پیوندیپیاده

اول لیست( و  )اشاره گر به عنصر front[Q]می توان از یک لیست پیوندی یک طرفه با دو اشاره گر  Qای پیاده سازی صف بر

rear[Q]   اشاره گر به عنصر آخر لیست( استفاده کرد. عمل(EnQueue .و عمبل  یک عنصر به انتهای لیست درج مبی کنبد

DeQueue ر قرار می دهد.عنصر اول لیست را حذف می کند و در اختیا 

DeQueue(Q,x) 

1  if  IsEmpty(Q) 

2         then  error  Queue IS EMPTY 

3  n  front[Q] 

4  front[Q]  next[front[Q]] 

5  temp  element[n] 

6 Free-Node(n) 

7  size[Q]     size[Q]-1 

8  return temp 

 

EnQueue (Q,x) 

1    next[rear[Q]] Allocate-

Node(x,null ) 

2   rear[Q]  next[rear[Q]] 

3   size[Q]   size[Q]+1 

 (c)توسط دستورات زبان صف با لیست پیوندی یکطرفه پیادسازی 

ن آباشد. در واقع صف پیوندی لیستی است که اضافه به انتهای آن و حذف از ابتبدای اولین گره لیست، عنصر ابتدای صف می

 انجام می گیرد.

 

int  deleteq(queue-pointer  *front) 

{ 

  int  a; 

  queue-pointer  t; 

  t = *front; 

  if ((*front) == NULL)  exit( ); 

  a = t   item; 

  *front = t  next; 

   free(t); 

   return  a; 

} 

 

addq(*front , *rear, a) 

{  

   t = malloc(sizeof(queue)); 

   t   item = a;    

   t  next = NULL; 

   if (*front)   

          (*rear)  next = t; 

   else  

          *front = t; 

   *rear = t; 

}  

 لیست پیوندی دوطرفه

ه کبهب  دارد  prevمولفه در لیستهای پیوندی دو طرفه)دو گانه یا دو سویه(، هر عنصر علاوه بر مولفه های لیست یک طرفه، 

 به عنصر قکلی اد در لیست اشاره می کند.

 نیز استفاده می شود. Rlinkاز  nextو به جای  Llinkاز   Prevبه جای تذکر: 
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هبای ها امکان حرکت به هر دو طرف وجود دارد و بنابراین با داشتن آدرس یک گبره، ببه کلیبه گرهگرن اشارهبا استفاده از ای

 توان دسترسی پیدا کرد.  لیست می

 شکل زیر یک لیست دو طرفه با  هار گره را نشان می دهد: 

 

 : cتعریف یک نود لیست دو طرفه در زبان 

typedef   struct  node   *node-pointer; 

typedef   struct   node{ 

         int           data;          node-pointer    next;          node-pointer    prev;  

}; 

 اضافه کردن گره 

  pبه سمت راست گره با آدرس مشخص  xاضافه کردن گره 

void   insert(node-pointer  p , node-pointer x){ 

    x   prev = p;                  (1) 

    x   next = p  next;     (2) 

    p   next  prev = x;     (3) 

    p   next = x;                   (4) 

} 

 مراحل کار:

 
 حالت مجاز برای ترتیب شماره ها در نظر گرفت: 8تذکر: می توان 

1234 , 2134 , 2314 , 2341 , 1324 , 3124 , 3214 , 3241 

 . 4تنظی  شوند و سپس خط  3و2د ابتدا خط بای

 حذف گره 

گبره  nextر را از لیست پیوندی دو طرفه حذف می کند. برای این کار کافی است اشباره گب pتابع زیر گره با آدرس مشخص 

 اشاره کند. p، به گره قکل از  pگره بعد از  prevاشاره کند و اشاره گر  p، به گره بعد از  pقکل از 

 

delete(node-pointer  p) 
{ 

    p  prev  next = p  next;       

    p  next  prev = p  prev;        
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    free(p); 

} 

 

 و دومی شکه کد: cتذکر: دو دستور زیر معادل هستند. اولی به زبان 

1)  p  prev  next = p  next;       

2)  next[prev[p]]     next[p] 
 

 

 تغییر اشاره گر نیاز است. 2یوندی دو طرفه به برای حذف یک گره از یک لیست پ

 

 تغییر اشاره گر نیاز است. 4برای اضافه کردن یک گره به یک لیست پیوندی دو طرفه به 

 یک طرفه، می توان ساده شدن عملیات زیر را نام برد:نسکت به لیست پیوندی دوطرفه از مزایای 

 گره.ب حذف یک گره با معلوم بودن مکان آن 1        

 ای با مکان معلوم.ب اضافه کردن یک گره قکل از گره2        

 کپی گرفتن از لیست 

 را ایجاد می کند: Pکپی گرفته و لیست پیوندی دو طرفه   firstاز لیست پیوندی دو طرفه  copyالگوریت  

copy (first) 

1   if (first = null)  

2       p null; 

3   else   p allocatenode (element[first], null , null ); 

4            next[p]   copy (next[first]); 

5           if (next[first] !=null)    prev[next[p]]   p; 

6   return  p; 
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 لیست پیوندی حلقوی

ببه  NULL گر آخرین گره، ببه جبای مقبدار دهبی ببالیست حلقوی) رخشی(، نوعی لیست یک طرفه است که در آن اشاره

 کند. ابتدای لیست اشاره می

 شکل زیر یک لیست حلقوی یک طرفه را نشان می دهد: 

 

 محاسبه طول یک لیست حلقوی

int  length (list  *p){ 

     int   c=0; 

     list-pointer  *t; 

     if (p) { 

          t = p; 

          do{ 

                 c++; 

                 t = t  next; 

         } while(t != p); 

      } 

   return  c; 

} 

 : آدرس گره آخر( p) درج در ابتدای یک لیست حلقوی

void   insert (list-pointer  *p , *n){ 

    if (*p==NULL){ 

         *p = n; 

         n  next = n; 

     } 

   else{ 

           n   next = (*p)   next; 

           (*p)   next = n; 

      } 

} 

 

مزیت لیست یکطرفه  رخشی نسکت به لیست یکطرفه غیر رخشی در این است که به راحتی می توان به گبره قکلبی 

 رفت.

 

 ها دسترسی داشت.توان به کلیه گرهدر لیست  رخشی با داشتن آدرس هر گره می
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 لیست دو طرفه چرخشی 

ست گر راست آخرین گره به ابتدای لیست و اشاره گر  پ اولین گره  به انتهای لیکه در آن اشارهنوعی لیست دو طرفه است 

کنبد. شبکل زیبر یبک لیسبت ره میاولین گره به گره آخر اشا Prevآخرین گره به گره اول و  nextکند. به عکارتی اشاره می

  رخشی دو طرفه را نشان می دهد: 

 

 

 

 : headبا گره  Lدی دو طرفه چرخشی از یک لیست پیون xحذف گره 

if   (x==L)   Halt;  

x  prev  next = x  next; 

x  next  prev = x  prev; 

free(x); 

 در یک لیست پیوندی دو طرفه چرخشی: xبعد از گره  pاضافه کردن گره 

p  prev = x; 

p  next = x  next; 

x  next  prev= p; 

x  next = p; 

 

در  xرا در ابتدا اجرا کنی ، آن گاه  دیگر به گره های واقع در سمت راست گره  ext=pnx;: اگر آخرین خط یعنی تذکر

 می گویی . (Garbage)لیست اولیه، دسترسی نخواهی  داشت و به آنها زباله 

 

 مثال 

 که به ا اینییک لیست پیوندی یک طرفه بزرگ داری . می خواهی  بررسی کنی  که آیا آخرین اشاره گر این لیست تهی است 

ت دسترسبی باشد و فقط ببه عنصبر اول لیسب nیکی دیگر از عناصر لیست اشاره می کند. با فرض اینکه تعداد عناصر لیست 

 داشته باشی ، الگوریت  تشخیص این موضوع  گونه کار می کند؟

 پاسخ: 
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می  pای که  nextگام اشاره گر باشد. یعنی به ازای هر دو  qدو برابر  pدر نظر گرفته که سرعت حرکت  qو  pدو اشاره گر 

 تنها یک واحد به جلو می رود. دو حالت رخ می دهد: qرود، 

 می باشد. n(O(است و زمان اجرای این کار  nullبرسد، پس انتهای لیست  nullبه  pالف : اگر 

 مرحله nس از پاکثر است، حد nناگزیر در آن حلقه قرار دارد.  ون طول حلقه حداکثر  pبه انتهای لیست برسد،  qو : اگر 

 ،p  وq به ه  می رسند. در این حالت نیز زمان اجرا از)n(O.می باشد 
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 مسئله ی ژوزفوس

ن گروه تصبمی  یهودی ای بود که به وسیله ی رومیان در یک غار محاصره شده بودند. به جای تسلی ، ای 41هوزفوس یکی از 

فبر ی، هبر ببار نر گذاشتند تا با شروع از نفر اول و به صورت حلقوگرفتند که همگی به این صورت خودکشی کنند: آن ها قرا

نها بود رنگ تر از آزدوم زنده ها خود را بکشد و نوبت به نفر زنده ی بعدی برسد، تا این که هیچکس باقی نماند. ولی هوزفوس 

ان جکان نشست و ابتدا در آن م و مکان نشستن آخرین فردی را که قاعدتا باید خود را به تنهایی می کشت محاسکه کرد و از

 سال  در برد. 

و در جهت سباعت  1دور دایره ای قرار بگیرند و با شروع از شماره ی  nتا  1نفر با شماره های  nاگر مسئله در حالت کلی: 

 گرد، هر بار دومین نفر زنده خودد را بکشد، آخرین نفر  ه شماره ای دارد؟

 مثال  

 : n=5ترتیب خودکشی برای 

1 , 2 , 3 , 4 , 5       1 , 3 , 4 , 5      1 , 3 , 5     3 , 5      3 

 : n=6ترتیب خودکشی برای 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6     1 , 3 , 4 , 5 , 6     1 , 3 ,  5 , 6     1 , 3 , 5    1 , 5    5 

 رابطه بازگشتی مسئله ژوزفوس

1x2قرار گرفته، ابتدا در مکبان  xر دوم در مکان باشند، فردی که در دو زوجاگر تعداد افراد اولیه    ببوده اسبت. ببه طبور

پبنج  ببوده اسبت و یبا  باشد، در دور دوم فردی که در مکان سوم قرار دارد، در ابتدا در مکان 10نمونه اگر تعداد افراد اولیه 

 فردی که در مکان  هارم قرار دارد، در ابتدا در مکان هفت  بوده است:

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10     1 , 3 , 5 , 7 , 9 

 ر مکان پنج  بوده است:دباشد، در دور دوم فردی که در مکان سوم قرار دارد، در ابتدا  13به طور نمونه اگر تعداد افراد اولیه 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10  ,11 , 12 , 13    1 , 3 , 5 , 7 , 9 ,11 , 13 
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 تحلیلی به رابطه بازگشتی زیر می رسیم: با چنین

                                                                           

1n1)n(f2)1n2(f

1n1)n(f2)n2(f

1)1(f







 

kn(2(1جواو این رابطه بازگشتی برابر  است با :      

می باشد. )یعنی  nکو کتر از  2بزرگترین عدد توان  kکه  nlog
2k(  

 می باشد. 1برابر  باشد، جواو این رابطه 2توانی از  nتذکر: اگر 

 مثال  

 فرد با  ه شماره ای زنده می ماند؟ n=10برای 

kn(2(1پاسخ: اگر در رابطه   به ازایn  و به ازای  10مقدارk  را قبرار  (10)بزرگترین عدد توان دو کبو کتر از  8مقدار

 خواهد شد. 5دهی  جواو 

   می رسی . 5یز به عدد ن(  0101  1010را یککار به  پ شیفت دورانی دهی ) 10رود دوم: عدد 

 مثال  

 با فرض اجرای تابع بر روی لیست پیوندی حلقوی شکل زیر، مقدار خروجی  قدر است؟ 

 می باشد.( 1)اشاره گر در ابتدا بر روی گره یا داده 

 

int   f (List   *L){ 

   if (L  next == L)   

          return   L   data; 

   L   next = L   next   next;  (*) 

   return   f (L  next); 

} 

رود و  ه به جلو مبیپاسخ: با هر بار اجرای دستور ستاره دار، یک گره از لیست حذف می شود. در هر بار اجرا اشاره گر یک گر

ببه  1000ر دادن تابع آنقدر اجرا می شود تا یک گره در لیست باقی بماند. در واقع این همان مسوله هوزفبوس اسبت.  ببا قبرا

kn(2(1در رابطبه  k( به جبای  1000)بزرگترین عدد توان دو کو کتر از  512و  nی جا   حاصبل مبی  977، مقبدار

 شود.

 رود دوم: 

 را به صورت یک عدد دودویی نشان داده و سپس آن را به  پ شیفت دورانی داد: 1000عدد 

1111101000   1000 

1111010001 977 

t2nرا  نببان انتخبباو کببرد کببه  tو  f(n)  ،mتببذکر: مببی تببوان بببرای محاسببکه  m   وm2t0   آنگبباه .

1t2)n(f  . 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 104  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

 مثال  

 را محاسکه کنید. f(1000)مقدار 

48821000در نظر می گیری .  488را برابر  tو مقدار  9را برابر  mپاسخ: مقدار  9  : بنابراین . 

97714882)1000(f   

 الگوریتم مسئله ژوزفوس

JoesePhous(n) 

1    create(L) 

2    first[L]   q   Allocate-node(1, null ) 

3    p   q 

4    for  i  2  to  n 

5       do  next[p]Node( i , next[p] )-Allocate      
6               p   next[p] 

7    next[p]n  q; size[L]   
8    p  first(L) 

9    while next[p]   p 

10     do  Delete-After(L,p) 

11           p  next[p] 

12  print  element[p] 
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 سئله ی ژوزفوس در حالت کلیم

 امین نفر زنده خودکشی کند، خواهی  داشت: kدر مسوله هوزفوس اگر هر بار 

1)nmod)1k)k,1n(f(()k,n(f   

1)k,1(f   

 خواهی  داشت:    k=2که در حالت 

1)nmod)1)1n(f(()n(f   

 مثال 

 مشخص کنید. k=2را با فرض  f(4)مقدار 

11014mod41)4mod)1)3(f(()4(f   

11012mod21)2mod)1)1(f(()2(f

31213mod21)3mod)1)2(f(()3(f




 

 : K=2بررسی  ند نمونه در حالت 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

f(n) 1 1 3 1 3 5 7 1 3 5 7 9 11 13 15 1 

 مثال 

 مشخص کنید. k=3را با فرض  f(4)مقدار 

 قرار دهی ، خواهی  داشت: 3را برابر  kاگر در رابطه 

1)nmod)2)1n(f(()n(f   

11014mod41)4mod)2)3(f(()4(f   

21113mod41)3mod)2)2(f(()3(f   

21112mod31)2mod)2)1(f(()2(f   

14,14,2,14,3,2,1ترتیب خودکشی ها به صورت:         

 باشد، خواهی  داشت:   n-1تا 0تذکر: اگر موقعیت ها از 

nmod)k)k,1n(f()k,n(f                   0)k,1(f   

 

 کنکور ارشد

 (85آزاد  -کامپیوتر ی)مهندس

x,,x,x(x(فرض کنیبد  -1 n21   و)y,,y,y(y m21   دو لیسبت پیونبدی خطبی سباده باشبند. مرتکبه زمبانی

 کند،  یست؟ ترکیب می zالگوریتمی که دو لیست را در لیست 
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












nmifxxyxxyx

nmifxxyxxyx
Z

mnnn

nmmm

,),,,,,,,(

,),,,,,,,(

1211

1211




 

    1 )))n,m(max(O     2))nm(O      3 ))mn(O            4)))n,m(min(O 

 است. 4پاسخ: جواو گزینه 

بقیبه لیسبت  یان ادغام کرده تا لیست کو کتر تمام شود. سبپسبا توجه به شرایط داده شده، دو لیست را به صورت یک درم

مبی  یمبایش انجبامپبزرگتر را به انتهای لیست بدست آمده، اضافه می کنی . بنابراین همواره به اندازه  لیست کو کتر، عمل 

 n,m(min(O((، مرتکه الگوریت  برابر است با :  mو  nبنابراین برای دو لیست به طول های  شود.

 (83دولتی  – IT )مهندسی 

ای اره گر به جواهی  ترتیب اشاره گرها را در یک لیست تک پیوندی وارون نمائی . به عکارت دیگر، هر اشفرض کنید بخ -2

ت  غیر ت؟ )الگوریست اساشاره به عنصر بعدی به عنصر قکلی اشاره نماید. برای انجام این کار کدام یک از گزاره های ذیل در

 بازگشتی( 

 گر به جز نام لیست مورد نیاز است.  اشاره 3( 1   

 اشاره گر به جز نام لیست مورد نیاز است. 2( 2   

 ( اشاره گر دیگری غیر از نام لیست، مورد نیاز نیست.    3   

 ( کافی است از یک استک استفاده کنی ، لذا اشاره گر بالای استک و نام لیست، مورد نیاز است.4   

 اشاره گر نیاز است.  3معکوس کردن یک لیست یکطرفه به  است.برای 3حل: جواو گزینه 
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 (76دولتی  -) مهندسی کامپیوتر

 ا وجود بودن لیست پیوندی حلقوی به شکل زیر، خروجی قطعه کد داده شده  یست؟ب -3

 
 

while   p^.next < > p   do 

  begin 

         p^.next := p^.next^.next; 

         p:=p^.next;  

  end; 

write(p^.data); 

 

     1 )2047  2 )1       3 )2048         4 )1024 

 است. 2پاسخ : جواو گزینه 

 است. 1توانی از دو می باشد، جواو  nهمان مسوله هوزفوس است و  ون 

صبل حا 1را به صورت یک عدد دودویی نشان داده و سپس آن را به  پ شیفت دورانی داده که عبدد  2048رود دوم: عدد 

  می شود:

100000000000       000000000001 

رود سوم: می توان از رابطه   1)2n(2
nlog

  2048نیز استفاده کرد. خروجی تبابع ببه ازایn=  خواهبد ببود.)  1براببر

 می باشد.( 11برابر  2در پایه  2048لگاریت  
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 منتخبی از عناوین آموزشی منتشر شده بر روی فرادرس
 

 نویسیبرنامه

 مدت زمان تقریبی آموزشعنوان 

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - مکانی برنامه نویسی

 ساعت 13 کلیک کنید )+( - C برنامه نویسی

 ساعت C 20++ آموزد برنامه نویسی

 ساعت 14 کلیک کنید )+( - سی شارپ برنامه نویسی کاربردی

 ساعت 14 کلیک کنید )+( - آموزد جامع شی گرایی در سی شارپ

 ساعت 23 ید )+(کلیک کن - برنامه نویسی جاوا

 ساعت 28 کلیک کنید )+( - PHP آموزد برنامه نویسی

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - (CodeIgniter) کدایگنایتر PHP آموزد فریمورک

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - jQuery آموزد اسکریپت برنامه نویسی

 ساعت 13 کلیک کنید )+( - (Visual Basic.NET) وال بیسیک دات نتآموزد ویژ

 ساعت 16 کلیک کنید )+( - (Visual Basic.NET) آموزد تکمیلی ویژوال بیسیک دات نت

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - VB.Net آموزد برنامه نویسی با رود سه لایه به زبان

 ساعت 16 نید )+(کلیک ک - Small Basic برنامه نویسی اسمال بیسیک یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - آموزد ساخت بازی ساده در ویژوال بیسیک

 ساعت 11 کلیک کنید )+( - SQL Server کاربردیآموزد 

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - C# در LINQ to SQL آموزد آشنایی با

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - آموزد برنامه نویسی با رود سه لایه به زبان سی شارپ

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - هآموزد برنامه نویسی تحت شککه با سی شارپ در قالب پروه

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - در دات نت Cryptography آموزد
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 )ادامه از صفحه قبل( نویسیبرنامه

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 4 آموزد قفل نرم افزاری در سی شارپ از طریا رجیستری

 ساعت 13 لیک کنید )+(ک - ها در اندرویدآموزد ساخت اپلیکیشن کتاو و کار با داده

 ساعت 14 کلیک کنید )+( - آموزد ارتکاط با دیتابیس سمت سرور در اندروید

 ساعت 16 کلیک کنید )+( - آموزد ساخت روبات و کنترل آن با اندروید

 - آموزد ساخت اپلیکیشن دیکشنری صوتی دو زبانه با قابلیت تشخیص صوت کاربر

 کلیک کنید )+(

 ساعت 7

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - آموزد مدیریت بانک اطلاعاتی اوراکل

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - د مدیریت بانک اطلاعاتی اوراکل پیشرفتهآموز

 ساعت 1 در لینوکس 12cآموزد راه اندازی اوراکل 

 ساعت 3 کلیک کنید )+( -  آموزد دیتاگارد در اوراکل

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - برنامه نویسی متلب

 ساعت 14 کلیک کنید )+( - متلب برای علوم و مهندسی

 ساعت 7 (کلیک کنید )+ - برنامه نویسی متلب پیشرفته

 ساعت 8 کلیک کنید )+( - در متلب (GUI) طراحی رابط های گرافیکی

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - RStudioار افزو نرم Rآموزد برنامه نویسی 

 ساعت 5 (+) کلیک کنید - RStudio افزارو نرم R آموزد تکمیلی برنامه نویسی

 ساعت 20 کلیک کنید )+( - 1آموزد برنامه نویسی پایتون 

 ساعت 5 کلیک کنید )+( - 2آموزد برنامه نویسی پایتون 

 ساعت 16 (+) کلیک کنید - OpenGL آموزد گرافیک کامپیوتری با
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 ها و سرورهاراه اندازی و مدیریت وبسایت

 مدت زمان تقریبی عنوان فرادرس

 ساعت 28 لیک کنید )+(ک - PHP آموزد برنامه نویسی

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - (CodeIgniter) کدایگنایتر PHP آموزد فریمورک

 ساعت 3 کلیک کنید )+( -  HTML آموزد طراحی وو با

 ساعت 5 کلیک کنید )+( -  CSS آموزد طراحی وو با

 ساعت 4 لیک کنید )+(ک -کلیک کنید   - CSS و HTML آموزد پروهه محور

 ساعت 9 کلیک کنید )+( -  (JavaScript) آموزد جاوا اسکریپت

 ساعت 1 کلیک کنید )+( -  cPanel آموزد کار با

 ساعت 1 کلیک کنید )+( -کلیک کنید   -  DirectAdmin آموزد مدیریت هاست با

 ساعت 7 لیک کنید )+(ک -  راه اندازی سایت و کار با وردپرس

کلیک کنید  -  Easy Digital Downloads راه اندازی فروشگاه دیجیتال با وردپرس و

)+( 

 ساعت 1

 ساعت 1 کلیک کنید )+( -  آموزد راه اندازی سایت شخصی با وردپرس

 ساعت 2 کلیک کنید )+( -آموزد ترجمه قالب وردپرس  

 ساعت 2 کلیک کنید )+( -  آموزد راه اندازی سایت خکری با وردپرس
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 علوم کامپیوتر

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 10 کلیک کنید )+( -ها ساختمان داده

 ساعت 20 کلیک کنید )+( - (ارشد کنکور تست –ها )مرور آموزد ساختمان داده

 ساعت 9 کلیک کنید )+( -ها ها و ماشینآموزد نظریه زبان

 ساعت 8 کلیک کنید )+( - (ارشد کنکور تست –ها و ماشین )مرور آموزد نظریه زبان

 ساعت 11 کلیک کنید )+( - آموزد سیست  های عامل

 ساعت 12 کلیک کنید )+( - سیست  عامل )مرور اجمالی و تست کنکور( آموزد

 ساعت 8 کلیک کنید )+( -ها آموزد پایگاه داده

 ساعت 5 کلیک کنید )+( - (ارشد کنکور تست –ها )مرور پایگاه داده آموزد

 ساعت 10 کلیک کنید )+( - آموزد طراحی و پیاده سازی زبان های برنامه سازی

 - (ارشد کنکور تست –آموزد طراحی و پیاده سازی زبان های برنامه سازی )مرور 

 کلیک کنید )+(

 ساعت 12

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - آموزد رود های حل روابط بازگشتی

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - آموزد رود تقسی  و حل در طراحی الگوریت 

 ساعت 8 کلیک کنید )+( - آموزد ذخیره و بازیابی اطلاعات

 ساعت 16 کلیک کنید )+( - آموزد ساختمان گسسته با رویکرد حل مساله

 ساعت 10 کلیک کنید )+( - آموزد جامع مدارهای منطقی

 ساعت 20 کلیک کنید )+( - آموزد معماری کامپیوتر با رویکرد حل مسأله

کلیک  - آموزد ساختمان گسسته )مرور و حل تست های کنکور کارشناسی ارشد(

 کنید )+(

 ساعت 12

 ساعت 8 کلیک کنید )+( - طراحی الگوریت آموزد 

 ساعت 19 کلیک کنید )+( - 1آموزد شککه های کامپیوتری 
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 )ادامه از صفحه قبل( علوم کامپیوتر

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 14 کلیک کنید )+( - و کاربردها آموزد نظریه گراف

 ساعت 10 کلیک کنید )+( - (Network+) آموزد نتورک پلاس

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - Rational Roseافزار با نرم UML زیآموزد مدل سا

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - آموزد پردازد ویدئو

 ساعت 16 کلیک کنید )+( - پردازد تصویر در متلب

 ساعت 10 کلیک کنید )+( - OpenCV آموزد پردازد تصویر با

 

 

 هوش مصنوعی

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 14 کلیک کنید )+( - الگوریت  هنتیک در متلب

 ساعت 10 ک کنید )+(کلی - در متلب PSO الگوریت 

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - گسسته باینری (PSO) الگوریت  ازدحام ذرات

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - در متلب PSO ترکیب الگوریت  هنتیک و

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - حل مسأله فروشنده دوره گرد با استفاده از الگوریت  هنتیک

 ساعت 6 کلیک کنید )+( - الگوریت  مور گان در متلب

 ساعت 13 کلیک کنید )+( - گوریت  رقابت استعماری در متلبال

اری و با استفاده از الگوریت  های فرا ابتک ANFIS طراحی سیست  های فازی عصکی یا

 کلیک کنید )+( - تکاملی

 ساعت 2

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - در متلب Cultural Algorithm الگوریت  فرهنگی یا
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 )ادامه از صفحه قبل( هوش مصنوعی

 ان تقریبیمدت زم عنوان آموزش

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - در متلب Simulated Annealing شکیه سازی تکرید یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - در متلب Tabu Search جستجوی ممنوع یا

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - در متلب Firefly Algorithm الگوریت  کرم شب تاو یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - در متلب BBO بهینه سازی مکتنی بر جغرافیای زیستی یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - در متلب Harmony Search جستجوی هارمونی یا

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - در متلب Artificial Bee Colony کلونی زنکور مصنوعی یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - در متلب Bees Algorithm الگوریت  زنکورها یا

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - الگوریت  تکامل تفاضلی

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - در متلب IWO الگوریت  بهینه سازی علف هرز مهاج  یا

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - TLBO الگوریت  بهینه سازی مکتنی بر و یادگیری یا

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - در متلب SFLA الگوریت  بهینه سازی جهش قورباغه یا

 ساعت 19 کلیک کنید )+( - بهینه سازی  ند هدفه در متلب

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - بهینه سازی مقید در متلب

 ساعت 28 کلیک کنید )+( - شککه های عصکی مصنوعی در متلب

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - آموزد کاربردی شککه های عصکی مصنوعی

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - نروسولوشنآموزد استفاده از شککه عصکی مصنوعی با 

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - در متلب GMDH شککه عصکی

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - شککه های عصکی گازی به همراه پیاده سازی عملی در متلب

 ساعت 3 کنید )+( کلیک - در متلب LVQ طکقه بندی و بازشناسی الگو با شککه های عصکی

 ساعت 8 کلیک کنید )+( - آموزد پیاده سازی الگوریت  های تکاملی و فراابتکاری در سی شارپ
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 آمار و داده کاوی

 مدت زمان تقریبی آموزش عنوان

 ساعت 88 کلیک کنید )+( - گنجینه فرادرس های یادگیری ماشین و داده کاوی

 ساعت 71 کلیک کنید )+( - نجینه فرادرس های محاسکات هوشمندگ

 ساعت 24 کلیک کنید )+( -آموزد یادگیری ماشین 

 ساعت 24 کلیک کنید )+( - در متلب Data Mining داده کاوی یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - RapidMiner آموزد داده کاوی در

 ساعت 17 کلیک کنید )+( - یآموزد وو کاو

 ساعت 28 کلیک کنید )+( - شککه های عصکی مصنوعی در متلب

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - آموزد کاربردی شککه های عصکی مصنوعی

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - در متلب GMDH شککه عصکی

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - شککه های عصکی گازی به همراه پیاده سازی عملی در متلب

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - در متلب LVQ سی الگو با شککه های عصکیطکقه بندی و بازشنا

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - خوشه بندی با استفاده از الگوریت  های تکاملی و فراابتکاری

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - Classifier تخمین خطای کلاسیفایر یا

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - Feature Selection انتخاو ویژگی یا

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - انتخاو ویژگی با استفاده از الگوریت  های فرا ابتکاری و تکاملی

کلیک کنید  - گ تصاویر با استفاده از رود های خوشه بندی هوشمندکاهش تعداد رن

)+( 

 ساعت 1

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - آموزد پردازد سیگنال های واقعی در متلب

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - Data Fusion مکانی و کاربردهای راهکرد تلفیا داده یا

 ساعت 13 کلیک کنید )+( - آمار و احتمال مهندسی
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 ساعت 3 کلیک کنید )+( - SPSS های فرض مربوط به میانگین جامعه نرمال درآزمون

 )ادامه از صفحه قبل( آمار و داده کاوی

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - آموزد محاسکات آماری در اکسل

 ساعت 5 کلیک کنید )+( - آموزد کنترل کیفیت آماری

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - SPSS آموزد کنترل کیفیت آماری با

 ساعت 7 ک کنید )+(کلی - Amos آموزد مدل سازی معادلات ساختاری با

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - SASافزار تجزیه و تحلیل اطلاعات با نرم

 

 

 مهندسی برق

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - Verilog طراحی دیجیتال با استفاده از وریلوگ یا

 ساعت 10 کلیک کنید )+( - آموزد جامع مدارهای منطقی

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - طراحی و پیاده سازی مدارات منطقیآموزد مروری 

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - CodevisionAVRافزار و نرم AVR آموزد میکروکنترلر

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - CodevisionAVRافزار و نرم AVRآموزد تکمیلی میکروکنترلر 

 ساعت 6 کلیک کنید )+( - Keyence و Omron های ساخت شرکت هایPLC آشنایی با

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - CCS با کامپایلر PIC میکروکنترلر

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - Proteus آموزد تحلیل و طراحی مدارات الکترونیکی با

 (PSpice) آموزد شکیه سازی و تحلیل مدارهای الکتریکی و الکترونیکی با پی اسپایس

 کلیک کنید )+( -

 ساعت 3

 ساعت 3 کنید )+(کلیک  - ADS آموزد مقدماتی

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - ADSافزار آموزد تکمیلی آنالیز مدار با نرم
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 )ادامه از صفحه قبل( مهندسی برق

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - OrCAD مدارات الکتریکی با تحلیل ریاضیآموزد 

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - Orcad Capture آموزد شکیه سازی مدارات الکترونیکی با

 ساعت 8 کلیک کنید )+( -  (Arduinoآموزد برنامه نویسی آردوینو ) 

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - (Arduino) آموزد تکمیلی برنامه نویسی آردوینو

 ساعت 7 کلیک کنید )+( - Altium Designer افزارمدار  اپی به کمک نرم آموزد طراحی برد

 ساعت 5 کلیک کنید )+( - آموزد مکانی ربات های برنامه پذیر

 ساعت 16 کلیک کنید )+( - ت و کنترل آن با اندرویدآموزد ساخت روبا

 ساعت 9 کلیک کنید )+( - 1آموزد مدارهای الکتریکی 

 ساعت 11 کلیک کنید )+( - 2آموزد مدارهای الکتریکی 

 ساعت 10 کلیک کنید )+( - آموزد سیست  های کنترل خطی

 ساعت 13 کلیک کنید )+( - 1آموزد مکاترونیک کاربردی 

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - آموزد کامسول )مکاحث منتخب(

 ساعت 3 کلیک کنید )+( -ها آموزد سینماتیک مستقی  و معکوس ربات

 ساعت 27 کلیک کنید )+( - ها و سیست  هاآموزد تجزیه و تحلیل سیگنال

 - آموزد متلب با نگرد تحلیل آماری، تحلیل سری های زمانی و داده های مکانی

 کلیک کنید )+(

 ساعت 8

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - افزار متلبپردازد سیگنال های دیجیتال با استفاده از نرم

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - کشکیه سازی سیست  با سیمیولین

 ساعت 11 کلیک کنید )+( - آموزد سیست  های قدرت در سیمولینک و متلب

 - افزار متلبآنالیز پایداری و کنترل سیست  های قدرت با استفاده از جعکه ابزارهای نرم

 کلیک کنید )+(

 ساعت 2

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - در شکیه سازی سیست  های قدرت SimPowerSystems آشنایی با
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 )ادامه از صفحه قبل( مهندسی برق

 مدت زمان تقریبی عنوان آموزش

 SimPowerSystem و Simulink شکیه سازی ماشین های الکتریکی در تولکاکس های

 کلیک کنید )+( - افزار متلبدر نرم

 ساعت 4

 ساعت 8 کلیک کنید )+( - سیمولینک و متلب در سازی شکیه –آموزد الکترونیک قدرت 

کلیک  - ی الکتریکی در سیمولینک متلبآموزد شکیه سازی عملکرد انواع ماشین ها

 کنید )+(

 ساعت 10

 ساعت 4 کلیک کنید )+( - برنامه های پاسخگویی بار

 ساعت 21 کلیک کنید )+( - برای تحلیل سیست  های قدرت ETAP افزار آموزد نرم

 ساعت 5 کلیک کنید )+( - برق برای حل مسائل بازار GAMSافزار آموزد مقدماتی نرم

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - GAMS آموزد پخش بار اقتصادی )دیسپا ینگ اقتصادی( در

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - کاربرد فازی در سیست  های قدرت

 ساعت 5 کلیک کنید )+( - HFSSافزار آموزد نرم

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - HFSSافزار طراحی آنتن مایکرواستریپ به کمک نرم

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - HFSS با SIW ی آنتن هایآموزد طراحی و شکیه ساز

کلیک کنید  - CST آموزد بررسی کامل آنتن های مایکرواستریپ و طراحی آن توسط

)+( 

 ساعت 3

 Empirical Mode Decomposition آموزد تجزیه سیگنال به مولفه های مود ذاتی یا

 کلیک کنید )+( -

 دقیقه 40

 ساعت 3 کلیک کنید )+( - نمونه برداری و بازسازی اطلاعات در سیست  های کنترل دیجیتال

 ساعت 1 کلیک کنید )+( - بررسی پاسخ ورودی پله در شناسایی فرآیندهای صنعتی

و شککه فازی  ARX مدل سازی و شناسایی سیست  های دینامیکی با استفاده از مدل

 کلیک کنید )+( - ANFIS عصکی

 ساعت 1

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - با منطا فازی PID طراحی و تنظی  ضرایب کنترل کننده

 ساعت 2 کلیک کنید )+( - آموزد کنترل سیست   هار تانک
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 فصل 6

 درخت
 

 

 تعاریف اولیه

مجموعه  nها به ریشه است و بقیه گره یک درخت مجموعه محدودی از یک یا  ند گره می باشد که دارای گره خاصی به نام

 ها خود نیز یک درخت می باشند. شوند که هر یک از مجموعهمجزا تقسی  می

 

 )تعداد یالهایی که در گره برخورد دارند(تعداد زیردرخت های یک گره.  درجه گره

 گره بدون فرزند )گره با درجه صفر( برگ

یشبه گره ای از زیر درختی ببه ر wبه طوری که  wبرگ  به vطول بزرگترین مسیر از  vارتفاع گره 

v .باشد 

 ارتفاع ریشه ارتفاع درخت

 طول مسیر از آن گره تا ریشه سطح)یا عمق( یک گره

 درختی که سطح برگهای آن حداکثر یک واحد اختلاف داشته باشد. درخت متوزان

 درختی که سطح برگهای آن برابر است. درخت کاملا متوزان

  مثال

 ای (است: )ریشه را در سطح یک فرض کرده 4ارتفاع درخت زیر 

 

 

 

 

 

 درخت دودویی
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درختی که تعداد فرزندان هر گره در آن حداکثر برابر دو باشد را درخت دودویی می نامند. به عکارتی یک درخت دودویبی یبا 

 د دارد. مانند درخت زیر:ها، که هر گره حداکثر دو فرزنای محدود از گرهتهی است و یا حاوی مجموعه

 

 

 

2)1(ام یک درخت دودویی برابر  iها روی سطح بیشترین تعداد گره i .می باشد 

12، برابرhها در یک درخت دودویی به ارتفاع بیشترین تعداد گره h .می باشد 

 مثال  

 نج  یک درخت دودویی  ند است؟ )ریشه در سطح یک می باشد.(ها روی سطح پبیشترین تعداد گره

2)1(ی، طکا رابطه ها روی سطح پنج  یک درخت دودویبیشترین تعداد گره پاسخ: i  است.           16برابر 

 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 121  هاساختمان داده

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

 

 مثال  

  ند است؟ 4ها در یک درخت دودویی به ارتفاع بیشترین تعداد گره

12بطه، طکا را 4ها در یک درخت دودویی به ارتفاع بیشترین تعداد گره پاسخ: h است.             15برابر   

20 1در هر درخت دودویی رابطه   nn برقرار است( .0n 2تعداد برگها وn تعداد گره)های دو فرزندی 

 مثال  

 گره با درجه دو را بدست آورید؟ 10تعداد برگها در یک درخت دودویی شامل 

120با توجه به رابطه پاسخ:   nn  می باشد.                                        11، تعداد برگها برابر 

 درخت کامل

های سطح آخر تا های ممکن را داشته باشد و گرههای آن بجز احتمالاً آخرین سطح، حداکثر تعداد گرهدرختی که تمام سطح

کامبل  وحد امکان در سمت  پ باشند را کامل می نامند. به طور نمونه درخت شکل الف کامل می باشد ولی درخت شکل 

 باشد: نمی

 کامل و تکدیل آن به درخت پر: نمونه ای از درخت دودویی

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ارتفاع درخت دودویی کامل برابر   1log2 n می باشد(.  1log2 n همان حد بالای 
)1(

2log n
 می باشد.( 

 گره برابر است با : nتعداد گره های سطح آخر یک درخت دودویی کامل با 

)12( )1(  hn  
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 درخت پر 

 این درخت: درختی که ه  کامل و ه  کاملاً متوازن باشد را درخت پر می نامند. در

)1(ارتفاع درخت برابر  -1    

2log n  .می باشد 

12تعداد گرهها برابر  -2     h.می باشد 

تعداد برگها، برابر  -3    
2

1n
2)1(و یا برابر   h .می باشد 

2)1(، برابر  iتعداد گره ها در سطح  -4     i .می باشد 

 ها یکی کمتر از تعداد گره ها می باشد. تعداد لینک  -5    

 الای تعداد گره ها کران پایین و کران ب

12برابر nدر یک درخت دودویی، کران بالای  h  درخت پر( و کران پایین(n  برابرh  جبدول زیبر .)می باشد. )درخت اریب

 این کران ها را برای درخت دودویی کامل و پر ه  نشان داده است:

12 درخت دودویی   hnh 

122 درخت دودویی کامل )1(  hh n 

1212 درخت دودویی پر  hh n 
 

 

 

و کران پایین آن برابر nع درخت برابر کران بالای ارتفا  1log n :می باشد. بنابراین می توان نوشت  

                                                                                           nhn 1log 

1n2گره می توان  nبا       درخت دودویی متمایز)از لحاظ توپولوهی( به ارتفاعn   .ساخت 

 

 تایی kدرخت 

یی، درخبت تبا kتایی می نامنبد. معروفتبرین درخبت  kباشد را درخت  kتی که حداکثر تعداد فرزندان هر گره آن برابر درخ

 دوتایی )دودویی( است.

 اتصال  nk-(n-1)اتصال استفاده شده و  n-1اتصال وجود دارد که  nkگره تعداد  nتایی با  kدر درخت 

 تهی می باشد.         

 تایی : kیک درخت  تعداد برگ ها در 

1...)2()1( 210   nnknkn kk   

        (
0

n ( )تعداد برگها :
k

n  تعداد گره های :k )فرزندی 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 124  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

 تعداد برگ ها مستقل از تعداد گره های تک فرزندی است.تذکر: 

 مثال  

 ؟فرزندی خواهی  داشت 3برگ داشته باشی ، آنگاه  ند گره  10گره دو فرزندی و  5در یک درخت سه تایی، اگر 

 سه تایی، رابطه زیر برقرار است: در یک درخت  پاسخ:

12 230  nnn 23 n      15210 3  n        

 

 

گره، برابر است با: nبا  تایی کامل kتعداد برگ ها در یک درخت 






 

k

1n)1k(
 

)یا         







 


k

n
n

1) 

 

 گره، برابر است با : nبا تایی کامل  kتعداد گره های غیر برگ در یک درخت 







 

k

n 1  

 آید: ، جدول زیر به دست می kبه پارامتر  4و3و2با دادن مقادیر 

 تعداد برگها در درخت دوتایی کامل






 


2

1
0

n
n 

 تعداد برگها در درخت سه تایی کامل






 


3

12
0

n
n 

 تعداد برگها در درخت  هارتایی کامل






 


4

13
0

n
n 

 مثال  

 گره، دارای  ند گره برگ می باشد؟ 27یک درخت  هار تایی کامل با 

  205.20
4

1273

4

1n3
n0 







 








 
  

 

 مثال  

 برگ  قدر است؟ bحداکثر تعداد گره ها در یک درخت دودویی با 

 شته باشد.کران بالا ندارد.  ون یک درخت دودویی می تواند یک مسیر باشد و بی نهایت گره و تنها یک برگ داپاسخ: 
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1i(k(تایی برابر است با :   kام یک درخت  iها روی سطح بیشترین تعداد گره   

 

، برابر است با : hتایی به ارتفاع  kها در یک درخت بیشترین تعداد گره
1k

1k h




  

 

)1(برابر است با :   hتایی پر به ارتفاع  kها در درخت تعداد برگ hk  

 

 درخت دودویی کامل شماره گذاری شده 

مبل به هر یک از گره های یک درخت دودویی کامل می توان یک شماره نسکت داد. در شبکل زیبر یبک درخبت دودویبی کا

 نمایش داده شده است:  4شماره گذاری شده با ارتفاع 

 

 

 

 

 

 

 قواعد زیر برقرار است:   iیی کامل شماره گذاری شده، برای هر گره با اندیس در هر درخت دودو

 .باشد، آنگاه ریشه است i=1( اگر 1       

، در parent(i)یعنی  آن ، آنگاه والد < >1i(  اگر 2       









2

i .است 

 است. 2i، در  Leftchild(i)، آنگاه فرزند  پ آن یعنی 2i<=n( اگر 3       

 است. 2i+1، در  Rightchild(i)، آنگاه فرزند راست آن یعنی  2i+1<=nگر ( ا4       

 

 .فرزند راست ندارد iباشد، آنگاه  2i+1>nفرزند  پ ندارد و اگر  i، آنگاه  2i>nاگر : تذکر

 تایی دارای فرزندان با شماره های زیر می باشد: kدر یک درخت  iیک گره با شماره 
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 تایی داری : 4تایی و  3تایی،  2ی به طور نمونه در درخت ها

                                            
 

 مثال  

 (n=95)تایی کامل، پدر کدام گره ها می باشد؟ 5، در یک درخت 15گره با شماره 

 می باشد: 5i-3 , 5i-2 , 5i-1 , 5i , 5i+1ام پدر گره های  iپاسخ: گره 

 

 

 می باشد. 76 , 75 , 74 , 73 , 72ین گره پانزده  پدر گره های بنابرا

  

 

 روشهای ذخیره درخت دودویی

 یک درخت دودویی را می توان به کمک آرایه و یا لیست پیوندی در حافظه ذخیره کرد.
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 ذخیره درخت دودویی با استفاده از آرایه 

م ا iدر خانبه   ا توجه به درخت دودویی کامل شماره گذاری شده ،ام ب iبرای ذخیره یک درخت دودویی به کمک آرایه ، گره 

 در آرایه ذخیره می شود. در شکل زیر ذخیره درخت داده شده در آرایه نمایش داده شده است: 

 

 

 

 

 

 

 ی شود( در خانه پنج  آرایه ذخیره مE)با مقدار  5( در خانه اول و گره با شماره A)با مقدار  1گره با شماره 

 ه درخت دودویی با استفاده از لیست پیوندی ذخیر

  "داده، اشاره گر به فرزند  پ و اشاره گر به فرزند راست "هر گره در درخت دودویی شامل سه قسمت 

 به صورت زیر است: cمی باشد. تعریف یک گره درخت دودویی در زبان 

typedef  struct  node  *tree-pointer; 

typedef  struct  node{ 

        int                  data;  

        tree-pointer     left;  

        tree-pointer     right;  

}; 
 

اشاره گر اسبتفاده نشبده  n+1اشاره گر استفاده شده و n-1اشاره گر است که تعداد  2nگره دارای  nدرخت دودویی با 

 )تهی( می باشد. 

 

 مثال  

 فاده از لیست پیوندی:نمایش درخت دودویی با است
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اشباره گبر  6اشاره گر آن اسبتفاده شبده و  4اشاره گر است که  10گره، شامل  5مشاهده می شود که درخت دودویی بالا با 

                                ( می باشد.nilاستفاده نشده )

 مثال  

 درخت زیر را به رود پرانتزی نمایش دهید. 

 

 

 

 

 

          (A(B,C(D(F),E))پاسخ:  

 مثال  

 درخت زیر را با استفاده از لیست عمومی نمایش دهید.

 

 

 

 

 

 

  پاسخ: 

شوند و هر فرزندی که خود برگ نکاشد به صورت یبک زیبر لیسبت در این رود فرزندان هر گره در سمت راست آن ذکر می

 شوند.مشخص می Aف های ات  با حرو گره Lهای لیست با حرف شود. گرهنمایش داده می
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 تعداد درخت های دودویی 

هبر یبک از  گره ساخت را بدست آوری ، فرض می کنبی  nاگر بخواهی  تعداد درخت های دودویی متفاوت را که می توان با 

)i )ni1شماره گذاری کرده ای . با فرض اینکه گره شبماره  nتا  1از  inorderگره ها را به رود  آن  ریشبه باشبد، در

را  T(n). بنبابراین اگبر گره در زیر درخت راست ریشه باید قرار داشبته باشبد n-iگره در زیر درخت  پ ریشه و  i-1صورت 

یر درخت های راست ریشه و تعداد ز T(i-1)گره باشد، تعداد زیر درخت های  پ ریشه برابر  nتعداد درخت های دودویی با 

in(T)i(T(ریشه باشد، حاصل ضرو iگره  خواهد بود. بنابراین اگر n)i)-Tبرابر    برابر تعداد کل درخت ها می باشبد. ببا

 در نظر گرفتن همه حالتها داری : 

1)1(T)0(T

)in(T)1i(T)n(T
n

1i




  

 

knتذکر: این رابطه را می توان به صورت 

n

1k

1kn bbb 



 نیز نشان داد. مقبدارnb براببر








 n

n2

1n

مبی باشبد کبه       1

                                             می توان نشان داد که :   امین عدد کاتالان است. nهمان 
                                                                                                                                                                                       )2())n/1(O1(

n

4
b n

2/3

n

n 


  

 مثال  

 توان ساخت را مشخص نمایید.گره می 3تعداد درختهای دودویی متفاوت که با 

 پاسخ: یکی را ریشه قرار داده و حالت های زیر را ایجاد می کنی :

 هر دو گره در راست ریشه  -الف

  پ ریشه و یک گره در راست ریشه  یک گره در -و

 هر دو گره در  پ ریشه -ج

0211203این حالتها با رابطه  bbbbbbb   2قاببل بیبان اسبت، کبه از آنجبا کبهb,1b,1b 210    : داریب

5121121b3   

 گره ساخت.  3درخت متفاوت می توان با  5یعنی 

    
 مثال  

 توان ساخت را مشخص نمایید.گره می 3تعداد درختهای دودویی متفاوت که با 
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بر گره برا nپاسخ: تعداد درخت های دودویی مجزا با 








 n

n2

1n

 می باشد. 1

 

5
4

45

4

!3!3

!3456

4

!3!3

!6

4

3

6


















 

 

 الگوریتم های کار بر روی درخت دودویی

شمارد  محاسکه ارتفاع، از جمله الگوریت  کپی گرفتن،الگوریت  های زیادی برای کار بر روی درخت دودویی می توان نوشت، 

 تعداد گره ها و شمارد تعداد برگها.

 کپی گرفتن از درخت دودویی 

tree-pointer  copy (treepointer  *p){ 

    tree-pointer  temp; 

    if (p){ 

               t = malloc(sizeof(node) ); 

               t   data   = p  data; 

               t   lchild = copy (p   lchild );       

               t   rchild = copy (p   rchild);       

              return  t ; 

        } 

     return (NULL); 

} 

 محاسبه ارتفاع درخت دودویی

int  depth (tree-pointer   root ) { 

   int  d; 

   if ( root == NULL)  return  0; 

   x = depth( root  left  );  

   y = depth( root  right ); 

   if  (x > y)    
         d=x+1;   
   else  
        d=y+1; 

   return  d; 

 } 

 شمارش تعداد نودهای درخت دودویی

int  count (tree-pointer  root ){ 
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   int  c; 

   if ( root== NULL)  return  0; 

   a =  count ( root  left ) ; 

   b = count ( root  right ); 

   c = a+b+1; 

   return c; 

} 

سبمت  قرار داده و همچنین تعبداد گبره هبای NUMLسمت  پ را شمرده و در  این تابع به طور بازگشتی تعداد گره های

ی درخبت را قرار می دهد و با افزایش یک واحد )شمارد ریشه( به مجموع این دو مقدار، تعداد گره ها NUMRراست را در 

 محاسکه می کند.

 شمارش تعداد برگهای درخت دودویی 

int  f (treepointer  *t){ 

      if  (t==NULL)  return  0; 

      else  if (t  lchild==NULL)  && ( t  rchild==NULL)    
                    return 1; 

              else 
                    return ( f (t  lchild) + f (t  rchild) ); 

} 

گردانبد و ببه ازای را برمی 1گبره ببرگ، مقبدار زند و به ازای هر های درخت سر میاین تابع به طور بازگشتی به تک تک گره

کنبد و بعنبوان زند و مقادیر بازگشبتی را ببا هب  جمبع میهای  پ و راست آن گره صدا میها، تابع را با اشاره گرهسایر گره

  گرداند.خروجی به ازای آن گره برمی

 می توان این تابع را به صورت زیر نشان داد:

)t(IsLeaf])t[right(f])t(left(f)t(f   

 را برمی گرداند. 0و گرنه مقدار  1برگ باشد مقدار  t اگر   IsLeaf(t)که تابع 

 

 پیمایش درخت دودویی

یعنی حرکت روی یالهای درخت و ملاقات همه گره های آن دقیقا یککار. اگر انشبعاو ببه  بپ در هبر گبره  پیمایش درخت،

یبب ان تولیبد شبش ترکنمبایش دهبی ، امکب Vو ملاقبات گبره را ببا  R، انشبعاو ببه راسبت را ببا  Lدرخت دودویی را ببا 

RLV,RVL,VRL,LRV,LVR,VLR  .وجود دارد 

 باشند و عکارتند از: در سه پیمایش همواره انشعاو به  پ قکل از انشعاو به راست صورت گرفته که روشهای معمول می

   (preorder)  )ریشه ب  پ ب راست(     (VLR)  ( پیشوندی1

  (inorder)    ) پ ب ریشه ب راست(   (LVR)   ( میانوندی 2

    (postorder) ) پ ب راست ب ریشه(    (LRV)( پسوندی 3
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ر ددر پیمایش پیشوندی، ابتدا ریشه ملاقات می شود. سپس زیر درخت سمت  پ به رود پیشبوندی پیمبایش مبی شبود. 

 نهایت زیر درخت سمت راست به رود پیشوندی پیمایش می شود. 
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 پیشوندی میانوندی پسوندی

 

void   f (tree-pointer  p) 
{ 

   if (p){ 

          f ( p   left ); 

          f ( p   right ); 

          cout<<p   

data; 

      } 

} 

 

void   f (tree-pointer  p) 
{ 

   if (p){ 

          f ( p   left ); 

          cout<<p   

data; 

          f ( p   right ); 

      } 

} 

 

void   f (tree-pointer  p) 
{ 

   if (p){ 

       cout << p   

data; 

       f ( p   left ); 

       f ( p   right ); 

      } 

} 

 مثال 

 حاصل پیمایش های معمول درخت زیر را بدست آورید.

 

 

 

 

 

 

 

inorder    :  34586219   
preorder  :  85342619     
postorder :  43569128 
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 ال  مث

 حاصل پیمایش های معمول درخت زیر را بدست آورید.

 

 

 

 

 

inorder : BACDEF        preorder   : ABCDEF       postorder : BFEDCA 

 مثال 

 شکل های زیر شیوه پیمایش درخت دودویی را نشان می دهد:

  inorderالف : 

 
   preorderب : 

 

 
 

  postorderج : 
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 مثال 

تعبداد  متی از یک درخت دودویی نشان داده شده است. در زیر بر سب هر گره عددی نوشته شده است کبهدر شکل زیر قس

نبدمین   Fگبره   preorderکل گره های موجود در زیر درخت آن گره بعلاوه خود آن گره را نشان می دهد. در پیمبایش 

 گره خواهد بود؟ 

 

 
 پاسخ: 

 زیر انجام می شود: راست(، مراحل- پ -)ریشهpreorder در پیمایش  Fبرای ملاقات 

 )ریشه( Aپیمایش گره  -الف

 Aگره واقع در زیر درخت  پ   5پیمایش  -و

 Cپیمایش گره  -ج

 Cگره واقع در زیر درخت  پ  8پیمایش  -د

 Fپیمایش گره  -ه

 می باشد. preorderامین گره در پیمایش   F  ،16بنابراین گره 

1+5+1+8+1=16 

 
 

 مثال  

 درخت دودویی زیر را بدست آورید؟ preorderهای مورد نیاز برای پیمایش  popو  push تعداد
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   پاسخ:

( در پشبته C,H,K,Fهای راسبت )اسبت(، بچبهر- پ –)ریشه preorderداری . در پیمایش  popو  هار  pushتعداد  هار 

push  :می شوند. مراحل کار به صورت زیر است 

 PTRدر  Aمقدار  قرار دادن آدرس گره با -1

 Cبچه راست آن یعنی   pushو  Aپردازد  -2

 Bپردازد  -3

 Hبچه راست آن یعنی   pushو  Dپردازد  -4

 Gپردازد  -5

6- pop  کردن عنصر بالای پشته یعنیH   و قرار دادن آن درPTR  

 Kکردن بچه راست آن یعنی   pushو  Hپردازد  -7

8- pop  کردنK  از پشته و قرار دادنPTR=K  

  Kپردازد  -9

10- POP  کردنC  از پشته و قرار دادنC  درPTR  

   Fکردن بچه راست  C ،pushپردازد  -11

  Eپردازد  -12

13- pop  کردنF  و قرار دادنF  درPTR  

 .Fپردازد  -14

 

 مثال 

  خروجی الگوریت  زیر برای درخت باینری داده شده کدام است؟

  

f ( t ){ 

     if (t==null)  return; 
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     if (t  left != null )   cout<< '(' ; 
     f(t   left); 
     if (t  left != null )   cout<< ')' ; 
     cout<<t  data; 

     if (t  right != null ) cout<< '(' ; 
     f (t  right);   
     if (t  right != null )  cout<< ')' ;  
} 

 : پاسخ

د از ریشبه درخت را به صورت پرانتز گذاری شده  اپ می کنبد.)قکل و بعب inorderه، دنکاله تابع داده شد

 درخت و ریشه زیر درخت ها، پرانتز نمی گذارد.(

(  ( D ) B ( ( F ) E ) )  A  ( C ( G )  )  
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 غیر بازگشتی inorderپیمایش 

ی ه یک گره تهببداخل پشته قرار می گیرند تا هنگامیکه  برای شکیه سازی بازگشت پذیری نیاز به پشته داری . گره های  پ

ی مایش کامل مبرسی  و سپس گره از پشته خارج و فرزند راست آن گره در پشته قرار می گیرد. هر زمان پشته تهی شود، پی

 گردد.

void  inorder(tree-pointer  node){  

     int  top = -1; 

     tree-pointer  stack[MAX}; 

     for( ;  ;  ) { 

        for ( ; node ; node=node  left) 

                add(&top,node); 

        node = delete(&top); 

        if (!node)  break; 

        cout << node  data; 

        node = node  right; 

   } 

} 

جبای بازگشبت نبوع ، ب deleteاوت بوده زیرا نوع عناصر پشته متفباوت مبی باشبند. تبابع فبا آنچه که در فصل پشته تعریف شده، مت addتذکر: تابع 

 ده می شود.برگشت دا NULLرا برگشت می دهد. اگر پشته خالی باشد، مقدار  tree-pointerمقدار  (element)عنصر

 

 nگر تعداد گره های درخت برابر ببا هر گره درخت فقط یککار در پشته قرار گرفته و یا از آن خارج می گردد. بنابراین، ا

می n(O(می باشد. حافظه مورد نیاز برابر با ارتفاع درخت است که مساوی باO)n(باشد، پیچیدگی زمان تابع برابر با 

 باشد.

 

 

 مشخص کردن گره های تک فرزندی با داشتن دو پیمایش پیشوندی و پسوندی

ایبن  ت دودویی، گره های تک فرزندی را مشخص کرد. براییک درخ postorderو  preorderمی توان به کمک دو پیمایش 

د باشب postorderاز  پ به راست حرکت کرده و زوج پشت سرهمی که معکوس آن در پیمایش  Preorderکار در پیمایش 

 را پیدا می کنی . اولین گره در این زوج ها، گره های تک فرزندی می باشند.

 مثال  

 با پیمایش های زیر را مشخص کنید. گره های تک فرزندی درخت دودویی

Preorder    :  85342619    
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Postorder :   43569128 

 پاسخ: 

موجببود اسببت، عکارتنببد  postorderوجببود دارنببد و معکببوس آنهببا در  preorderزوج هببای پشببت سببرهمی کببه در 

 می باشند. ،گره های تک فرزندی 1,3,5. بنابراین اولین گره این زوج ها یعنی(19)و(34)و(53)از:

 

 "inorderو  postorder" و یا " inorderو  preorder "رسم درخت دودویی با داشتن دو پیمایش

 دی باشد.می توان با داشتن دو پیمایش از یک درخت دودویی، درخت را ترسی  کرد، به شرط آنکه یکی از آنها میانون

 

 مثال 

 باشد، را رس  نمایید. dfbaegcش میانوندی آن و پیمای abdfcegدرخت دودویی که پیمایش پیشوندی آن 

 پاسخ: 

نبدی، مشبخص در  پیمایش میانو aریشه است،  ون ریشه اولین گره از پیمایش پیشوندی است و با توجه به موقعیت  aگره 

ی ببه در سمت راست ریشه قرار دارند. حال در پیمبایش پیشبوند egcدر سمت  پ ریشه و گره های  dfbمی شود که گره 

در  dfی در پیمایش میانوندی مشخص می شبود کبه گبره هبا bمی رسی  و با نگاه به موقعیت  bجلو حرکت کرده و به گره 

 قرار دارند و به همین روال ادامه می دهی  و درخت را می سازی :  b پ
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بر سبکهای برگهبای های متفاوت و مشخص بودن یک درخت دودویی کامل با بر سب postorderبا داشتن پیمایش 

 توان درخت را ساخت و حاصل درختی واحد است.درخت، می
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 postorderو  preorderرسم درخت دودویی با داشتن دو پیمایش 

توان های تک فرزندی را میگره در دسترس باشند، ریشه و گره nاگر پیمایشهای پیشوندی و پسوندی یک درخت دودویی با 

توان مشخص کرد. بنابراین در صورت وجود گره های تک فرزندی،  نبدین تک فرزندی را نمی هایتعیین کرد، اما محل گره

راببر اسبت ببا بآنها با ه  برابر باشند. تعداد این درخت هبا   postorderو  preorderدرخت می توان ایجاد کرد که پیمایش 
k2  کهk .تعداد گره های تک فرزندی است 

 

 مثال  

 پیشوندی و پسوندی آن به صورت زیر است را رس  نمایید.درخت دودویی که پیمایش 

Preorder   :  A B C DE  FG H I     
Postorder :  C ED B H I GF A 

 postorderاز  پ به راست حرکت کرده و زوج پشت سبرهمی کبه معکبوس آن در پیمبایش  Preorderپاسخ: در پیمایش 

گره هبای تبک  Fو  D. اولین گره در این زوج ها، یعنی  (FG)و   (DE)ی  :  باشد را پیدا می کنی . در این مثال دو زوج دار

ار بگیبرد،  هبار قر Fدر  پ یا راست  Gقرار بگیرد و یا  Dمی تواند در  پ یا راست  Eفرزندی می باشند. با توجه به اینکه 

ان داده درخت ها در شکل زیر نشبیکسان است. این  postorderو  preorderحالت رخ می دهد که در تمامی آنها، پیمایش 

 شده اند:
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 مثال 

ارای دو ددرخت دودویی که پیمایش پیشوندی و پسوندی آن به صورت زیر است را رس  نمایید. )در ایبن درخبت ، هبر گبره 

 فرزند است(

Preorder   :  A B D J E O P F C G M H I K L 

Postorder :  D O P E F J B G H K L I M C A 

ببه  A و پبس از  Preorder، در ترتیبب Aریشه است. برای پیدا کردن کاراکترهای زیر درخت  پ  Aپاسخ: واضح است که 

ود. ببدیهی شبه  ظاهر   Postorderدنکال رشته ای می گردی  که کاراکترهای آن به طور کامل در رشته ای از ابتدای ترتیب

نبابراین ب.   BDJEOPFباید یکی باشند. این کاراکترهبا عکارتنبد از:  postorderبا حرف آخر  preorderاست که حرف اول 

درخبت هبا  قرار دارند. همین روال را به صورت بازگشتی بر روی هر یک از زیر Aدر راست   C G M H I K Lکاراکترهای  

n(O(اعمال کرده تا درخت اصلی را به دست آورد. این روال از مرتکه   می باشد.2

 

 

 ودویی با داشتن هر سه شرط زیر می توان درخت را ساخت و حاصل نیز یکتا می باشد:در درخت د

 ها برگ یا دو فرزندی باشند. همه گره -1       

 ها در پیمایش مشخص باشد. بر سب برگ -2       

 وجود داشته باشد. levelorderیا  postorderیا  preorderیکی از پیمایش های  -3       
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 رخت به ترتیب سطح پیمایش د

خبت ر پیمایش دردپیمایشهای میانوندی، پیشوندی و پسوندی به هر دو صورت بازگشتی یا تکرار مراحل، به پشته نیاز دارند. 

یشه ملاقبات به ترتیب سطح از صف استفاده می شود. در این پیمایش اول ریشه، بعد فرزند  پ ریشه و سپس فرزند راست ر

 رار می شود، بررسی گره ها در هر سطح جدید از سمت  پ به راست، صورت می گیرد. می شوند. این فرآیند تک

 

 می باشد: E*D/CAB*+پیمایش به ترتیب سطح درخت زیر 

 

 زیربرنامه پیمایش به ترتیب سطح یک درخت دودویی

void  levelorder (tree-pointer  ptr){ 

     int   front = rear = 0; 

     tree-pointer  queue[MAX}; 

     if (!ptr)  return; 

     addq(front ,&rear , ptr); 

     for( ; ; ) { 

       ptr = deleteq(&front , rear); 

       if (ptr){ 

         cout << ptr  data; 

         if ( ptr  left )    addq( front , &rear , ptr   left); 

         if ( ptr  right )   addq( front , &rear , ptr  right); 

         r = q.delete( ); 

      } 

  } 

 درخت نخی دودویی

گر اسبتفاده نشبده اسبت. ببا اشباره n+1گر اسبتفاده شبده واشاره n-1گره،nگر موجود در یک درخت دودویی با اشاره 2nاز 

فبتن قکلی یا بعدی در یک پیمایش اشاره کبرد کبه باعبث ببالا رتوان به عناصر گرهای بدون استفاده میاستفاده از این اشاره

گرهای ببدون اسبتفاده آن ایبن  نبین اسبتفاده شبود درخبت نخبی شود. به درختی که از اشبارهسرعت پیمایش درخت می

 گویند. می

 قوانین ایجاد اتصالات نخی 
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ره قرار دارد، اشا ptrقکل از  inorderدر پیمایش  هتهی باشد، آن را طوری تغییر می دهی  که به گره ای ک ptr->leftاگر  -1

 کند. 

د، قرار دار ptrبعد از  inorderگره ای که در پیمایش  تهی باشد، آن را به گونه ای تغییر می دهی  که به ptr->rightاگر  -2

 اشاره کند. 

 مثال  

 درخت زیر را بدست آورید؟  inorderدرخت نخ کشی شده حاصل از پیمایش 

 

 

 

 

 

 

 باشد. درخت نخ کشی به صورت زیر است:می  H D I B E A F C Gپاسخ: پیمایش میانوندی درخت به صورت 

 

 

 

قبرار  Cه قرار دارد و در سبمت راسبت آن گبر A، گره Fدر سمت  پ گره برگ ،  inorderبه طور مثال با توجه به پیمایش 

ه آن هبا تنظبی  برا  Iمی باشند که اتصال های تهی گره  Bو  Dای گره ه inorderدر پیمایش  Iدارد. و یا قکل و بعد از گره 

 می کنی .

 Hگبره . برای هر درخت دودویی نخی در نظر می گیبری  headتذکر:  ون می خواهی  که هیچ اتصالی تهی نکاشد، یک گره 

سبت و گبره پیمبایش اآخبرین  Gتنظی  می کنی . همچنین گره  headاولین گره است و اشاره گر سمت  پ آن را به گره 

 تنظی  می کنی . headاشاره گر سمت راست آن را به گره 

 

 ساختار یک گره در درخت نخی دودویی به صورت زیر است: 

typedef   struct   threaded-tree  *tp; 

typedef   struct   threaded-tree{ 

     char        data; 

     tp            left; 

     tp            right; 

     short int   lf; 

     short int   rf; 
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}; 
 

باشبد،  Lf=1شبود. اگبر ده میگرهای نخی اسبتفاگرهای واقعی از اشارهبرای امکان تشخیص اشاره Lf,Rfاز دو فیلد منطقی 

left ر گر عادی به فرزند  پ است.  اگبیر این صورت اشارهگر نخی است و در غیک اشارهRf=1  ،باشبدright گر یبک اشباره

 گر عادی به فرزند راست است. نخی است و در غیر این صورت اشاره
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 یک درخت نخی دودویی inorderپیمایش 

انی مکبرر تبابع را ساده تر نوشت. برای این کار می تبوانی  ببا فراخبو inorderبه کمک اشاره گرهای نخی می توان الگوریت  

insucc ی . تابع تمام گره ها را بازیابی کنinsucc  بدون استفاده از پشته، گره بعدی در پیمایشinorder ا در یبک درخبت ر

 نخی دودویی پیدا می کند.

 

void  inorder(tp   tree) 

{ 

    for( ; ; ) { 

       temp = insucc(temp); 

       if (temp == tree)  break; 

       cout << temp  data; 

    } 

} 

tp  insucc(tp  tree) 

{ 

   tp  temp; 

   temp = tree   right; 

   if (! tree   rf ) 

     while(! temp -> lf) 

        temp = temp   left; 

  return  temp; 

} 

 

 است. O(n)تذکر: زمان محاسکاتی این پیمایش نیز 

 را نیز ساده می کند. postorderو  preorderتذکر: اتصالات نخی، الگوریت  
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 درخت عمومی 

ی ها دارای یک کمان ورودتایی که در آن فقط یک گره به نام ریشه با درجه ورودی صفر وجود دارد و سایر گره kیک درخت 

 دهد:تایی را نشان می 4می می گویند. شکل زیر، یک درخت عمومی باشند را درخت عمومی

 

 

 

 

 

 

 

 : تفاوتهای درخت عمومی با درخت دودویی عکارتند از

 تواند تهی باشد.تواند تهی باشد، اما درخت عمومی نمیدرخت دودویی می -1

با فرض اینکه یک گره دارای یک فرزند باشد، آنگاه این فرزند در یک درخت دودویی با عنوان بچه چدپ یدا  -2

 شوند، اما در یک درخت عمومی تفاوتی بین آنها وجود ندارد.راست از هم متمایز می

 عمومی به درخت دودویی تبدیل درخت 

کنی . های تهی در درختهای عمومی، درخت عمومی را به درخبت دودویبی تکبدیل مبیگربه دلیل اتلاف حافظه توسط اشاره

 مراحل تکدیل عکارتند از:

 کنی .را به یکدیگر متصل می های کنار ه  )فرزندان یک پدر(ر هر سطح کلیه گرهد -1  

 کنی .ترین فرزند را قطع میتصال سمت  پبه گره پدر، بجز اها کلیه اتصالات گره -2  

 فرزند  پ(–)برادر راسترزند هر گره در سمت  پ و برادر هر گره در سمت راست آن گره قرار می گیرد. ف -3  

 مثال  

 تکدیل درخت عمومی به درخت دودویی 
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 .درخت معادل دودویی، در ریشه زیر درخت راست ندارد 

 باشد.درخت دودویی معادل آن نمی postorderهیچ پیمایشی در درخت عمومی متناظر با پیمایش 

 مثال  

 درخت عمومی زیر را پیدا کنید. preorderپیمایش 

 

 

 

 

 برابر است با :  preorderنحوه پیمایش  پاسخ:

                                  Aپردازد ریشه -1

 T1رخت د preorderپیمایش  -2

                       T2درخت  preorderپیمایش  -3

 T3درخت  preorderپیمایش  -4

 A,B,C,D,E,F,G,H,J,K,L,M,P,Q,Nنتیجه:  

 

یک درخت عمبومی، آن را ببه درخبت دودویبی تکبدیل کبرده و  preorderالکته می توان برای بدست آوردن پیمایش 

 پیمایش می کنی .  preorderسپس درخت دودویی حاصل را به صورت 

 مثال  

 درخت عمومی مثال قکل را پیدا کنید. postorderپیمایش

 برابر است با: postorderپاسخ: نحوه پیمایش 

                      T1درخت  postorderپیمایش  -1

 T2درخت  postorderپیمایش  -2

            T3درخت  postorderپیمایش  -3

 .Aپردازد ریشه  -4

 C,D,E,B,G,H,F,K,L,P,Q,M,N,J,Aیجه : نت
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یک درخت عمومی، آن را ببه درخبت دودویبی تکبدیل کبرده و  postorderالکته می توان برای بدست آوردن پیمایش 

 پیمایش می کنی .  inorderسپس درخت دودویی حاصل را به صورت 

 

Tاگر    درخت دودویی معادل درختT ،آنگاه : باشد 

)()(),()( TpostorderTinorderTpreorderTpreorder    

 جنگل

می توان گفت با ای مرتب از صفر یا  ند درخت متمایز است. همچنین درخت مجزا است. به عکارتی مجموعه nل جنگل شام

 آید. مراحل تکدیل جنگل به یک درخت دودویی عکارت است از: به دست می F، جنگل Tبرداشتن ریشه یک درخت دودویی 

 کنی .ر درخت جنگل را به یک درخت دودویی تکدیل میه  -1   

 نمایی .های ریشه به ه  متصل میرختهای دودویی را از طریا فرزند راست گرهد -2   

 

 مثال 

 درخت عمومی تشکیل شده را به یک درخت دودویی تکدیل کنید. 3جنگل زیر که از 

ت ببه راسب سبپس درختهبای دودویبی را از طریبا فرزنبدابتدا هر یک از درختان عمومی را به دودویی تکدیل کرده و پاسخ: 

 یکدیگر متصل می نمایی .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 درخت دودویی حاصل از جنگل، در ریشه زیر درخت راست دارد. 

 مثال  

 جنگل کدام است؟ inorderپیمایش 
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 پاسخ:

 ابتدا جنگل را به درخت دودویی تکدیل می کنی  :  

 

 

 

 

 

 

 درخت دودویی حاصل را بدست می آوری :  inorderسپس پیمایش 

chijdeafzb 

 

 درخت دودویی و جنگل نتایج یکسانی دارند.  inorderپیمایش 

 درخت دودویی و جنگل نتایج یکسانی دارند. preorder پیمایش 

 درخت دودویی و جنگل همیشه نتایج یکسانی ندارند. postorderپیمایش  

   

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 151  هاساختمان داده

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

 

 

 (Tree-2) درخت دودویی گسترش یافته 

ند. گبره هبایی کبه فرزنبد ندارنبد را کامل(می نام -2)درخت  Tree-2فرزند دارد را  2یا  0درخت دودویی که در آن هر گره 

 فرزند دارند را داخلی می نامی .   2هایی که خارجی و گره

 نشان می دهی .  Iهای داخلی را با و تعداد گره Eهای خارجی را با ، تعداد گره Tree-2در 

 

( و مجموع تمام طولها از ریشه تا ELا هر گره خارجی را طول مسیر خارجی )مجموع تمام طولها از ریشه ت Tree-2در

 ( می نامی .ILهر گره داخلی را طول مسیر داخلی )

 

 

 مثال  

 ( بدست آورید.IL( و طول مسیر داخلی را )ELزیر ، طول مسیر خارجی ) TREE-2با توجه به 

 

 

 

 

 

  پاسخ:

مبی باشبد. ببرای   =2Iو  E=3باشد، بنابراین می )B,D,E(گره خارجی و سه  )A,C(درخت داده شده شامل دو گره داخلی 

(  جمبع مبی کنبی . 1از ریشبه )یعنبی  Cاز ریشه )یعنی صفر( را ببا فاصبله گبره داخلبی  A،فاصله گره داخلی ILمحاسکه 

و فاصبله  (2از ریشه )یعنبی  Dاز ریشه )یعنی یک( و فاصله گره خارجی  B، فاصله گره خارجی ELهمچنین برای محاسکه 

 ( را با ه  جمع می کنی : 2از ریشه )یعنی  Eگره خارجی 

110 IL  , 5221 EL  

 

1IEرابطه  Tree-2در    وI2LL IE  .برقرار است 

 با کمترین طول مسیر داخلی، یک درخت دودویی کامل است. Tree-2یک  

1h2، کمترین تعداد گره ها برابر hکامل با ارتفاع -2در یک درخت   ک مسبیر است. در این حالت، درخت شکیه یب

 است که از هر گره آن یک فرزند اضافه نیز خارج شده است.

12، بیشترین تعداد گره ها برابر   hکامل با ارتفاع -2در یک درخت  1h  درخت کانند هرم است.(است(. 
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 مثال  

 های داخلی آن  یست؟هباشد. تعداد گرگره خارجی می 6یک درخت دودویی گسترد یافته شامل 

 های داخلی است. های خارجی، یکی بیشتر از تعداد گرهودویی گسترد یافته، تعداد گرهدر یک درخت د پاسخ:

 است. 5های داخلی باشد، تعداد گره  6های خارجی بنابراین اگر تعداد گره

 

 مثال 

 ،  ند 8گره داخلی، با طول مسیر داخلی  5طول مسیر خارجی در یک درخت دودویی گسترد یافته شامل 

 است؟

 حل:

185282  nLL IE  

 

 مثال 

 زیر کدام است؟ TREE-2عکارت جکری متناظر با 

 

 

 

 

 پاسخ: عکارت جکری متناظر با درخت داده شده برابر است با :                       

       E =(a+b)*((c/d)–e) 

 

 مثال  

 توان ایجاد کرد؟گره خارجی می 4غیر متشابه با  Tree-2 ند 

 یافته می توان به  هار گره خارجی به صورت زیر ساخت:  درخت دودویی توسعه 5تعداد  پاسخ:

 

 

 

 

 

 ودویی که گره خارجی ساخت برابر است با تعداد درختهای د 4هایی که می توان با  TREE-2در واقع تعداد 
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 گره ساخت.  3می توان با 

 

 n-1تهای دودویی که می توان ببا گره خارجی ساخت برابر است با تعداد درخ nهایی که می توان با  TREE-2تعداد  

 گره ساخت.

 TREE-2کند، نمونه ای مهب  از : درخت متناظر با یک عکارت جکری دلخواه که تنها از عملگرهای دوتایی استفاده میتذکر

 باشند.های داخلی میهای خارجی و عملگرها، گرهباشد که عملوندها گرهمی

 

 مثال  

( Tورترین برگ از ریشبه )فاصله د Tارتفاع  h(T)باشد و  Tداد گره های غیر برگ در تع n(T)، اگر  کامل-2در یک درخت 

T(h)T(n(باشد ، آنگاه  .را محاسکه کنید 

 پاسخ: 

 که برگ نکاشد، داری : Tباشند، برای  Tبه ترتیب زیر درخت های راست و  پ  LTوRTبا فرض اینکه

1)T(n)T(n)T(n RL   

)}T(h),T(hmax{1)T(h RL  

 بنابراین با تفاضل این دو خواهی  داشت:

)})T(h),T(hmax{1(1)T(n)T(n)T(h)T(n RLRL   

)}T(h),T(hmin{)T(h)T(h()T(n)T(n RLRLRL   

)}T(h),T(hmin{))T(h)T(n())T(h)T(n( RLRRLL   
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 ارشدکنکور 

 (90دولتی  -)علوم کامپیوتر

 برابر کدام است؟  2می باشد. تعداد گره های با درجه  Lر یک درخت دودویی غیر تهی، تعداد برگ های درخت برابر د -1

  1  )1L                   2 )1L                   3 )L2                      4 ))1L(

2log  

 است. 1پاسخ: جواو گزینه 

111 0220  Lnnnn  

 

 (86دولتی  –یوتر )مهندسی کامپ

 گره صحیح است؟  95تائی کامل با  5های زیر در مورد یک درخت از گزاره کدام یک -2

  پ به راست در نظر گرفته شوند.(ها به ترتیب از  )ریشه گره اول است و در هر عما گره

 ام آن است.       72برگ دارد و گرة پانزده  آن پدر گرة  76( این درخت 1   

 ام آن است. 72برگ دارد و گرة  هارده  آن پدر گرة  76درخت  ( این2   

 ام آن است.        72برگ دارد و گرة  هارده  آن پدر گرة  77( این درخت 3   

 ام آن است. 72برگ دارد و گرة پانزده  آن پدر گرة  77( این درخت 4   

 است. 1پاسخ: جواو گزینه 

 گره، برابر است با: 95در درخت با  تایی کامل، تعداد برگ ها 5در یک درخت 

761995
5

195
95

1
0 







 








 


k

n
nn    

 ام، برابر است با:  72گره شماره پدر 
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 (87دولتی  -)علوم کامپیوتر

 درخت زیر به کدام صورت درست می باشد؟  نمایش -3

 
 

   1 )(a,b(c,d),e,f(g(h)))                        2 )(a(b(c,d),e),f(g(h))) 

   3 )(a(b(c,d(e),f(g(h)))                        4 )(a(b(c,d(,e)),f(,g(h,))) 

 است. 4پاسخ: جواو گزینه 

شد. با توجبه می با aفرزند راست  bمعرف این است که  a(,b)است و عکارات aفرزند  پ  bبیانگر این است که  a(b,)عکارت 

 معادل درخت داده شده است. a(b(c,d(,e)),f(,g(h,))))به این موضوع عکارت 

   

 (87آزاد  -دسی کامپیوتر)مهن

 د درخت دودویی متفاوت )از لحاظ فرم درخت و بدون توجه به داده های آن( می توان ساخت؟ گره  ن 4با  -4

    1 )5   2 )42            3 )18                     4 )14                                             
 است. 4پاسخ: جواو گزینه 

14
5

70

5

1234

5678

5

!4!4

!45678

5

!4!4

!8

5

4

8



















   

 

 

 (86دولتی  -)علوم کامپیوتر

     باشد؟های زیر میالگوریت  زیر برای یک درخت باینری معادل کدام یک از پیمایش خروجی -5

void   rco(ptr  p){ 

   if ( p !=NULL) { 

          printf( p-> data ); 

          rco( p   right ); 

          rco( p   left ); 

      } 

} 

    1 )inorder          2) reverse preorder        3) reverse postordor           4هیچکدام ) 
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 است. 3پاسخ : جواو گزینه 

 است. postorderپیمایش می شود که معکوس  " پ –راست –ریشه "درخت داده شده به صورت 

 

 (80دولتی  -)علوم کامپیوتر

 کند؟ درخت زیر را مشخص می preorderکدام گزینه پیمایش  -6

 

 

 

 

 

 

    1 )a b c d d e f g h    2 )d b g e a f h c  

    3 )a b d e g c f h    4 )d g e b h f c a  

 می باشد. "راست– پ–ریشه"،  preorderاست.ترتیب پیمایش در  3پاسخ: جواو گزینه 

 

 (87آزاد  -)مهندسی کامپیوتر

 آن کدام است؟   inorder , postorderایشدر شکل زیر به صورت آرایه نمایش داده شده است. پیم Tدرخت دودوئی  -7

 

 

   1  )postorder = FGDEBA  , inorder = AFDGBE 

   2  )postorder = FGDEBA  , inorder = ADFGEB 

   3  )postorder = FGDBEA  , inorder = AFDGBE 

   4  )postorder = FGDBEA  , inorder = AFDBEG 

 با توجه به آرایه داده شده درخت به صورت زیر است: جواو است. 1پاسخ: گزینه 

... 13 12 ... 7 6 ... 3 2 1 

 G F  E D  B  A 
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   postorder = FGDEBA  و               inorder = AFDGBE پیمایش میانوندی و پسوندی آن برابر است با:
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 (90دولتی  – IT)مهندسی 

ت گره تک فرزندی است. این درخ XYZABVFODراست(  یک درخت دودویی به صورت )از  پ به Preorderنمایش  -8

 درخبت کبدام گزینبه Postorderمجموعه برگهای درخت را تشکیل می دهند. نمایش  DOVBZندارد. همچنین گره های 

 است؟ 

     1 )ZBVAYODFX                                         2 )ZAYVODFBX               

     3 )ZAYOFVDBX                                         4 )BVZAYOFDX  

 است. 1پاسخ: جواو گزینه 

رگ هبا مشبخص ببمی دانی  که ترتیب ملاقات برگ ها در هر سه پیمایش درخت با ه  برابر هستند. بنابراین با توجه اینکبه 

می باشد که  ZBVODورت ، ترتیب ملاقات برگها به ص XYZABVFODداده شده، یعنی  Preorderهستند، در پیمایش 

یبا در گزینبه  وملاقات شده  Bزودتر از  Vگره  3و 2فقط در گزینه یک این ترتیب رعایت شده است.)به طور مثال در گزینه 

 ملاقات شده است.( Zزودتر از  B، گره 4

پیمبایش یک درخت دودویی مشخص باشد و درخبت دارای گبره هبای تبک فرزنبدی نکاشبد،  preorderتذکر: اگر پیمایش 

postorder .آن منحصر به فرد می باشد 

 Xدر  بپ  Yریشه است. حال  ون درخت گره تک فرزندی ندارد،  بنبابراین  Xبا توجه به پیمایش داده شده،   روش دوم:

ی  و شبکل تک فرزندی می شود(. به همین روال درخت را رس  می کن Xباشد، آن وقت  Xدر راست  Yقرار دارد. ) ون اگر 

 اصل می شود:زیر ح

 
 Z B V A Y O D F X  این درخت برابر است با: Postorderحال پیمایش 

 

 (88دولتی  – IT)مهندسی 

آنها برابر با رشته های  (Postorder)و پس ترتیب  (Preorder)عداد درخت های دودویی که پیمایش های پیش ترتیب ت -9

 زیر باشد،  قدر است؟ 

Preorder  : a b d  e f  g c h i  j  k  l  

Postorder : e d g f  b i  h k l  j  c  a 

 ( بی نهایت درخت4  درخت 8( 3    درخت       4( 2           درخت 1( 1   

 است. 3پاسخ: جواو گزینه 
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وجبود  preorderدر پیمبایش  (hi)و  (fg)و  (de)با نگاه به پیمایش های داده شده زیر، سه ترکیب دودویی پشت سبر هب  

گره تبک  3 موجود است. بنابراین درخت دارای postorderدر پیمایش  (ih)و  (gf)و  (ed)ارد که ترکیب عکس آنها یعنی د

 می باشد. 32فرزندی است. بنابراین تعداد درخت های دودویی که دارای پیمایش های یکسان برابر 

Preorder (VLR)  : a b d e  f  g  c  h  i  j  k  l   

Postorder (LRV): e d g f  b  i   h  k  l  j  c a 

 رود دوم: 

  نسبکت ببه هب (hi)و  (fg)و  (de)با توجه به پیمایش های داده شده درخت زیر حاصل می شبود کبه وضبعیت گبره هبای 

 مشخص نمی باشد. 

 
     

 درخت مختلف می توان رس  کرد: 8در این حالت 

 قرار بگیرد. hدر  پ گره  iه و گر fدر  پ گره  g، گره  dدر  پ گره  eگره  -1

 قرار بگیرد. hدر راست گره  iو گره  fدر  پ گره  g، گره  dدر  پ گره  eگره  -2

 قرار بگیرد. hدر  پ گره  iو گره  fدر راست گره  g، گره  dدر  پ گره  eگره  -3

 قرار بگیرد. hدر راست گره  iو گره  fدر راست گره  g، گره  dدر  پ گره  eگره  -4

 قرار بگیرد. hدر  پ گره  iو گره  fدر  پ گره  g، گره  dدر راست گره  eگره  -5

 قرار بگیرد. hدر راست گره  iو گره  fدر  پ گره  g، گره  dدر راست گره  eگره  -6

 قرار بگیرد. hدر  پ گره  iو گره  fدر راست گره  g، گره  dدر راست گره  eگره  -7

 قرار بگیرد. hدر راست گره  iو گره  fدر راست گره  g ، گره dدر راست گره  eگره  -8
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 فصل 7

 درخت های جستجو

 

 

 

 درخت هایی که در این فصل مطالعه می کنی ، عکارتند از: 

BST مرتکه آماری ،  سیاه، -، قرمزAVL ،2-3 وB-Tree   

 

 (BST)درخت جستجوی دودویی 

 ی نامند که :م Binary Search Tree)درختی را جستجوی دودویی)

 یر درخت  پ، کو کتر از ریشه باشند.عناصر ز -1

 تر از ریشه باشند.ناصر زیر درخت راست، بزرگع -2

 باشند. یر درختان  پ و راست ، درختان جستجوی دودویی ز -3

 ه باشد.گره با عنصر تکراری نداشت -4

 

 مثال 

 را نشان می دهد؟ BSTآیا درخت داده شده یک 

 

 

  پاسخ:

ت راست ریشبه، و تمامی داده های واقع در سم 60ه،  ون تمامی داده های واقع در سمت  پ ریشه، دارای مقدار کمتر از بل

 می باشند. BSTمی باشند. همچنین زیر درختان  پ و راست ریشه خود یک  60دارای مقداری بزرگتر از 

 

 مثال

 با سه گره ساخت؟  BSTتهی، یک  BSTترتیب دلخواه در یک به هر   3,2,1به  ند حالت می توان با وارد کردن مقادیر 
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 پاسخ: 

ه ازای بساخته شده  BSTمی باشند که   213 , 231 , 312 , 321 , 132 , 123ترتیب های ممکن برای ورود سه عدد برابر 

 هر ترتیب برابر است با: 

 

 
 

ا قبرار دادن ببمی توان ایجاد کرد. الکته می تبوان  درخت متمایز 5منجر به یک درخت می شوند. بنابراین  231و213 ترتیب 

در رابطه  3مقدار 








 n

n

n

2

1

 به جواو رسید.                                                     1

  

nارتفاع درخت جستجوی دودویی به طور متوسط برابر 

2
log  و در بدترین حالت برابرn .می باشد 

 

noh)(ه  دارد، داری :  MaxHeapگره متمایز که خاصیت  n، با  BSTدر یک   

 

 مثال 

 قرار داد؟ 35عدد  56عدد که به صورت آرایه نمایش داده شده، آیا می توان به جای  BSTدر 

38 , 14 , 56 , 8 , 23 , 45,  82 , - , - , 18 

 به صورت زیر است: BSTدرخت  پاسخ:

 

 

ه از ریشب  35نخواهبد  ببود،  بون عبدد  BSTت قبرار گیبرد، درخب 35عدد  56بنابراین مشخص است که اگر به جای عدد 

   کو کتر است و نمی تواند در سمت راست ریشه قرار بگیرد.                                            
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 BSTعملیات بر روی یک 

 می توان عملیاتی  ون جستجو،درج،حذف و مرتب سازی را بر روی یک درخت جستجوی دودیی انجام داد.
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 BSTیک عنصر در  جستجوی

شبود، اگبر براببر برای جستجوی عنصری در درخت جستجوی دودویی، ابتدا مقدار کلید عنصر مورد نظر با ریشه مقایسبه می

ه باشبد، ای ، در غیر این صورت اگر کمتر از مقدار ریشه باشد، زیردرخت  پ و اگر بزرگتر از مقدار ریشباشد به نتیجه رسیده

 ورت بازگشتی جستجو می نمایی . زیر درخت راست را به ص

 مثال 

یبن بسازید. تعداد متوسط مقایسه ببرای پیبدا کبردن یبک کباراکتر در ا ”SEARCH“یک درخت جستجوی باینری با کلمه 

 درخت کدام است؟ 

  پاسخ:

قبرار  هدر ریشب Sبا توجه به ترتیب حروف الفکا به صورت زیر است. ابتدا   SEARCHدرخت جستجوی ساخته شده با کلمه 

  ون کو کتر است، در سمت  پ قرار گرفته و به همین روال درخت ساخته می شود.  Eگرفته و سپس 

 

ایسبه شبده و  بون مق  Sبه دو مقایسه نیاز داری )ابتبدا ببا Eبه یک مقایسه نیاز داری  و برای پیدا کردن  Sبرای پیدا کردن 

به  هبار  Hو یا  Cقایسه و برای به سه م Rیاو  Aبرای پیدا کردن  کنی (،مقایسه می Eروی  و با می sکو کتر است به  پ 

 ها برابر است با:مقایسه نیاز داری .بنابراین متوسط تعداد مقایسه

832
6

17

6

443321
/

       

   
 طول می کشد. n(lgO(جستجوی موفا)یا ناموفا( در هر درخت دودویی به طور میانگین به اندازه

 می کشد.) اگر درخت یک مسیر باشد.(طول O)n(در بدترین حالت، به اندازهاما جستجو        

 BSTجستجوی در 

search(t , key){ 

     while( t != NULL  and   key != t  data) 

      { 

        if ( key <   t  data)  

              t = t  left;   

        else  

              t = t  right; 

     } 
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    return  t; 

} 

 BST جستجوی بازگشتی در

search( t , key){ 

   if (t==NULL  or  key == t->data)   
          return t; 

   if (key < t  data)  
          return  search(t  eft , key); 

   else  
          return  search(t  right , key); 

} 

 دنباله جستجو

ا)یبا ز بر سب های گره های آن درخت اسبت کبه در یبافتن موف، دنکاله ای ا" xدنکاله جستجوی کلید "یک  BSTدر یک 

 برابر است با: 45ملاقات می شوند. برای مثال، در درخت زیر، دنکاله جستجو   xناموفا( 

< 60 , 25 , 50 , 30 , 45 > 
 

      

   

   

   

   

   

یبدهای متمبایز ببا کل BSTشرط لازم و کافی برای این که یک دنکاله از کلیدها، یک دنکاله جستجوی درست در یک 

 زرگتر.بکمتر باشند و یا  x، همه عناصر بعدی یا از  xباشد، این است که برای هر عنصر این دنکاله با کلید 
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 مثال 

 باشد؟ 363ذخیره شده اند. آیا دنکاله زیر، می تواند دنکاله جستجوی عدد  BSTدر یک  1000تا  1فرض کنید اعداد 

< 925 , 202 , 911 , 240 , 912 , 245 , 363 > 

به فرزند)و زیر درخت( سمت  پش رفته ای ، اما در  911رفته ای  یعنی از  240ه به گر 911بعد از ملاقات گره  -پاسخ: خیر

کتبه قکبل، نمی بود که تناق  است. ببا توجبه ببه  911بر می خوری  که باید در زیر درخت سمت  پ  912ادامه دنکاله به 

ن همه عناصبر نیز برقرار است،  و 202ون همه عناصر بعدی از آن کو کترند. شرایط برای برقرار است،   925شرایط برای 

 برقرار نیست.)بعضی بزرگتر و بعضی کو کترند( 911بعدی از آن بزرگترند. اما برای 

 می باشد: 363دنکاله زیر، یک دنکاله جستجوی درست برای  

< 2 , 252 , 401 , 398 , 330 , 344 , 397 , 363 > 

 می باشد.n(O(الگوریت  تشخیص درست بودن یک دنکاله جستجو از مرتکه

 BSTدرج یک عنصر به 

 و کتر بودن،کبرای اضافه کردن گره ای به درخت جستجوی دودویی، کلید مورد نظر ابتدا با ریشه مقایسه شده و در صورت 

 به زیر درخت  پ و در صورت بزرگتر بودن به زیر درخت راست اضافه می شود.

 ثال م

 به درخت زیر: 45اضافه کردن گره 

 

 

 

  درج شود. 50کو کتر است در سمت  پ گره  50بزرگتر است به سمت راست ریشه رفته و  ون از  40از 45 ون 

 گیرد.انجام می ho)(در زمان hبه ارتفاع گره و  nبا  BSTدرج )یا حذف( در 

بهتبرین  BSTسازی . به عکبارتی ی با آن عناصر میبرای حذف عناصر تکراری یک لیست، یک درخت جستجوی دودوی

 ساختمان داده ها برای حذف داده های تکراری می باشد.

 مثال 

 BSTخبت (. این عناصر را ببه ترتیبب در در A1<A2<…<Anاند ) از قکل مرتب شده An,..,A2,A1عنصر  nفرض کنید 

 کنی . ارتفاع درخت حاصل کدام است؟ خالی اضافه می

حاصل  nعدد که به صورت صعودی مرتب می باشند، درخت اریب به راست با ارتفاع  nبا  BSTصورت ساختن یک پاسخ: در 

 می شود.

  

 BSTتابع درج در 

insert( t , k ){ 
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    p = search(t , k); 

    if ( p or !t ){ 

       n = malloc(sizeof(t)); 

       n  data = k; 

       n  left = n   right = NULL: 

       if (*t)  

               if ( k < p  data)   p  left = n;   else  p   right = n; 

       else  *t = n; 

    } 

} 

را  NULLوالبد باشبد، مقبدار  kجستجو می کند. اگر درخبت تهبی یبا  k، گره درخت دودویی را برای کلید  searchتابع 

برگشت مبی  شاره گری به گره آخر درخت که در طی جستجو مورد استفاده قرار گرفته،برگشت می دهد. در غیر اینصورت، ا

 دهد. عنصر جدید باید به عنوان این گره درج شود.

 BSTمرتب سازی به کمک 

تبب درخت، می توان یبک لیسبت مر (inorder)عدد و سپس پیمایش میانوندی  nبا ایجاد یک درخت جستجوی دودویی با 

 می گویند. Tree Sortبدست آورد. به این رود مرتب سازی،  شده از اعداد را 

 مثال 

 زیر را بدست آورید؟ BSTپیمایش میانوندی 

 

 

 

 

 

 درخت داده شده، لیست مرتب شده زیر بدست می آید:  LVRدر صورت پیمایش  پاسخ:

20 , 25 , 30 , 45 , 50 , 60 , 65 , 70 

 

)lg(در بهتبرین حالبت براببرمرتکه اجرایی الگوریت  مرتب سازی درختبی  nnoو ( در ببدترین حالبتBST  ،)اریبب 

)(برابر 2no  باشد.می 

با فرض اینکه  n21 a,...,a,a  دنکالهinorder  یکBST :باشد 

1iaبرگ نکاشد، یا   iaاگر  -1 در زیر درخت  پia 1است یاia  )در زیر درخت راست آن)یا هردو 

1iaدو فرزند داشته باشد، iaاگر -2       .فرزند  پ ندارد)ni(  
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1iaدو فرزند داشته باشد،  iaاگر  -3       .1(فرزند راست نداردi(  

 

 

 مثال 

ارج خبپیمایش کنی  و در داخل یک استک قرار دهی  و سپس عناصبر اسبتک را  inorderرا به صورت  BSTاگر عناصر یک 

 بسازی ، درخت حاصل  ه درختی خواهد بود؟ BSTکنی  و یک 

 پاسخ: 

آنهبا را  ب می کند و در صورتی که آنها را در پشبته ریختبه و سبپساعداد را به صورت صعودی مرت BSTپیمایش میانوندی 

pop  کنی ، حاصل نزولی خواهد شد. حال در صورتی که با داده های نزولی یکBST  واهبد خبسازی ، حاصل اریب ببه  بپ

 بود.

 

 مثال 

 هبارمین  اسبت،یک درخت جستجو باینری به صورت زیر باشد که در هبر گبره آن یبک عبدد صبحیح ذخیبره شبده  Tاگر 

 کو کترین عنصر آن در کدام گره قرار دارد؟

 

 

 پاسخ: 

می باشد. به کمک ایبن پیمبایش کبه همبواره صبعودی اسبت،  DBHEIAFCJGداده شده  BSTنتیجه پیمایش میانوندی 

 حاوی  هارمین کو کترین عنصر است.                          Eمشخص می شود که گره 
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 (89دولتی  – IT   ی)مهندس  15-8مثال 

ز آن به شکل زیر است)ا postorderکه پیمایش  (BST)یک درخت جستجوی دودویی preorderهفتمین کلید در پیمایش 

  پ به راست(، کدام گزینه است؟ 

Postorder : 5 , 6 , 15 , 10 , 23 , 24 , 22 , 26 , 20 

    1 )26                       2 )15                          3 )22                             4 )24 

 جواو است. 3پاسخ: گزینه 

یبن درخبت ا، کلیدها را به صورت صعودی مرتب می کند. بنابراین پیمایش میانونبدی  BSTمی دانی  که پیمایش میانوندی 

ک درخبت یباشبتن دو پیمبایش از . همچنین می دانبی  کبه ببا د 26 , 24 , 23 , 22 , 20 , 15 , 10 , 6 , 5برابر است با:  

 دودویی که یکی از آنها میانوندی است، می توان درخت را رس  کرد. این درخت به صورت زیر می باشد:

 
 

  23 , 24 , 22 , 26 , 15 , 5 , 6 , 10 , 20این درخت برابر است با:    preorderپیمایش 

 می باشد. 22مشاهده می کنید که هفتمین کلید در این پیمایش برابر 

 روش دوم: 

نبی داده شبده یع postorderدرخت را رس  کرد. ببا توجبه ببه پیمبایش  postorder، می توان به کمک پیمایش  BSTدر 

 ، ریشه می باشد و اعداد به دو نیمه تقسی  می شود: 20، آخرین گره یعنی  5,6,15,10,23,24,22,26,20

 قرار می گیرند. 20ر سمت  پ که د  5,6,15,10یعنی  20الف: اعداد کو کتر از 

 قرار می گیرند. 20که در سمت راست   23,24,22,26یعنی  20و:  اعداد بزرگتر از 

 5,6گرفته و اعداد  در ریشه قرار 10این روال را برای این دو نیمه تکرار می کنی . در بین اعداد سمت  پ، آخرین گره یعنی 

ر  پ آن د 23,24,22در ریشه و اعداد  26. در سمت راست ریشه نیز عدد در راست آن قرار می گیرد 15در  پ آن و عدد 

 قرار می گیرند. به همین روال ادامه داده تا درخت زیر حاصل شود:
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 این درخت برابر است با: preorderپیمایش 

20 , 10 , 6 , 5 , 15 , 26 , 22 , 24 , 23 

 

را در یک درخت خالی درج کنی ، درخت اولیه ایجاد مبی  BSTاگر عناصر دنکاله پیمایش سطح ترتیب حاصل از یک  

 شود. 

و  postorderکبه دارای ترتیبب یکسبانی در هبر دو رود  nتبا  1گره و بر سب هبای  nهای متفاوت با  BSTتعداد 

inorder  هستند، برابر عددn .ام کاتالان می باشد 

 

، می توان آن را به طور یکتبا  level order یا   postorder یا preorder، با داشتن دنکاله پیمایش های  BSTیک در 

هبای  BSTنمی توان درخت را ببه صبوت یکتبا سباخت،  بون  BSTیک  inorderساخت. )تذکر: با داشتن پیمایش 

 د.(آنها با ه  برابر باش inorderمتفاوتی می توان مثال زد که پیمایش 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 170  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

  BSTپیدا کردن عنصر کمینه در 

سبیدن ببه ر، مینیم  است را می توان با دنکال کردن اشاره گرهای فرزندان  بپ از ریشبه تبا  BSTعنصری که کلید آن در 

NULL  پیدا کرد. روال زیر اشاره گری به عنصر مینیم  در زیر درخت مشتا شده ازt :را بر می گرداند 

min( t ){ 

   while ( t  left !=NULL ) 

          t = t   left; 

   return  t; 

} 

max( t ){ 

   while ( t   right != NULL ) 

          t = t   right; 

   return  t; 

} 

 می باشد.h(O(برابر hبا ارتفاع  BSTروی یک درخت  maxیا  minمرتکه اجرایی روال های 

 BSTحذف یک گره از 

 رای حذف، یکی از سه حالت زیر ممکن است رخ دهد:پس از یافتن گره مورد نظر ب

 باشد.اگر گره فاقد فرزند باشد، به سادگی حذف شده و نیازی به تنظی  درخت نمی -1

 شود.گر گره فقط دارای یک فرزند باشد، فرزند آن به طرف بالا در درخت منتقل میا -2

گیرد. به عکارتی عنصر حذف پیمایش میانوندی جای آن را می گر گره دارای دو فرزند باشد، گره بعدی یا قکلی آن درا -3

 شود.ترین عنصر زیر درخت  پ یا کو کترین عنصر زیر درخت راست جایگزین میشده، با مقدار بزرگ

 حذف کرد. logno)(توان کو کترین عنصر را با مرتکهغیر اریب، می BSTدر 
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 مثال 

ایگزین کبرده را ج 20می توانند جایگزین شوند، که ما گره  50یا  20ره از درخت جستجوی زیر،گ 40حذف گره با داده برای 

 ای : 

 

 

 

 

 

 مثال  

 را از درخت زیر حذف کنید. 25گره با داده 

 

 

 

 

 

 ( 30را جایگزین کرد. )در این مثال گره  30یا  20، می توان گره  25برای حذف گره با داده   پاسخ:

 

 

 

 

 

 

 در پیمایش میانوندی درخت می باشند.  25، گرههای قکل و بعد از گره  30یا  20تذکر: در واقع گره 

 

 مثال 

 شود؟زیر، کدام گره جایگزین آن می BSTدر درخت  Dاز حذف گره  بعد
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 . Aیا گره  Eگره  پاسخ:

 بودن BSTبررسی 

 است: BSTبا کلیدهای صحیح و متمایز یک  tتابع زیر بررسی می کند که آیا درخت دودویی 

(min=-32768, max=32767)   
f (tree *t , int  min , int  max){ 

    if (t == NULL)    
           return  TRUE; 

    if ( t  key <  min   ||   t  key > max )     
          return   FALSE; 

    return    f (t  left , min, t  key-1)  &&  f (t   right ,t  key+1, max) 

} 

 چاپ داده های در یک محدوده خاص 

bkaتابع زیر، کلیه کلیدهای واقع در محدوده خاص)  در یک)BST  با ریشهt :را  اپ می کند 

f (t , a , b){ 

   if ( t  data >= a  &&  t  data <= b)       

         cout <<  t  data; 

   if ( t  data >= a  &&  t  left != null )    
         f ( t   left  , a , b); 

   if ( t  data <= b  &&  t  right != null)   
        f ( t  right , a , b); 

} 
 

)(تعداد جواو باشد، زمان اجرای این الگوریت  mارتفاع درخت و  hاگر   hmo   است.  ون حداکثر تعبداد دفعباتی

 است. ho)(که این تابع صدا زده می شود و  یزی  اپ نمی شود از

 

 = aمرحلبه(، عمبل  m) bو تا رسیدن ببه  aرا در درخت پیدا کرد. سپس با شروع از  bو aمی توان دو عنصر   :روش دوم

Tree-Successor (a) . را انجام دهی  و آن را به مجموعه جواو نیز اضافه کنی 

 

 مثال 

 نند؟تهی، درخت مشابه زیر را تولید می ک BSTدر یک  Fتا  A ه تعداد از حالتهای درج عناصر 
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شروع شود. سپس دو خانه از شش خانه باقی مانده به  Cپاسخ: دنکاله دارای هفت خانه است که باید با 








2

6
و  Aحالت برای 

B گیرنبد.    ه، قبرار مبیدر نظر گرفته می شود. پس از آن، عناصر باقی مانده به یکی از سه ترتیب زیر در  هار خانه باقی ماند

{E,D,G,F} , {E,G,D,F} , {E ,G,F,D} 

 در نتیجه تعداد کل حالت ها برابر است با:

453153
2

6









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 مثال 

ف عمبا کلید داده شده مجزا از ه  ساخت به طوری کبه اخبتلا 10تعداد درخت های دودویی جست و جویی که می توان با 

 باشد،  ند تاست؟  1های آن درخت حداکثر برگ

 پاسخ: 

ایبد در سبطح گره دیگر آن ب 3گره دارد و  7تا سطح سوم پر است و   ون اختلاف عما برگها باید حداکثر یک باشد، درخت

مکان وجود دارد و به  8 هارم قرار گیرد. در سطح  هارم 








3

8
گره را در این محبل هبا قبرار  3رود می توان این  56یعنی 

 داد.

   

   

های درخبت حبداکثر کلید داده شده مجزا از ه  ساخت به طوری که اختلاف عما برگ nکه می توان با  BST تعداد

باشد، برابر  1








 k1n

k
می باشد به طوری که    nlog

2k   . 

 

 کو کتر است. nاست که از  بزرگترین عدد توان دو kدر واقع       

 

   

   

   

   

   

   

  باشد، آنگاه: Tبه نام  BSTمجموع طول مسیرهای ،  P(T)با فرض اینکه  

1)()()(  nTPTPTP LR  

)(برابر  Tه در می توان نشان داد که میانگین عما یک گرهمچنین         
1

TP
n
 می باشد. 

 خواهی  داشت: گره باشد،  nهای ساخته شده با  BSTبیانگر مجموع طول مسیرهای تمام  P(n)با فرض اینکه 
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                                                            





1

0

)1)1()((
1

)(
n

i

ninPiP
n

nP 

را به صورت  P(n)می توان       





1

1

)()(
2

)(
n

k

nkP
n

nP  .نیز نوشت 

 spin  پ یک BST ره ای با کو کترین کلید می باشد. بنابراین تنها شامل یالهبای  بپ مبی ، مسیری از ریشه به گ

 باشد.
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 AVLدرخت 

یک درخت جستجوی دودویی است که حداکثر اختلاف ارتفباع دو زیبر درخبت  بپ و راسبت آن براببر یبک  AVLدرخت 

|hh|1بوده) LR  و این خاصیت در هر یک از زیر درختان نیز برقرار است.  درخت زیر یک )AVL د:می باش 

 

 

 

 

 

 

 

 است. 3ع درخت بالا کنی . بنابراین ارتفاریشه را در سطح صفر فرض می AVLتذکر: در درخت 

 AVL نحداقل تعداد گره های مورد نیاز برای ساخت

حداقل تعداد  تعداد عناصر زیر درخت های آن ه  باید کمینه باشد. بنابراینکمینه باشد،  AVLاگر تعداد عناصر یک درخت 

 برابر است با: hبا ارتفاع  AVLنیاز برای ساختن یک درخت  گره مورد

1GGG 2h1hh    

2G,1G 10   

 با ارتفاع دو، حداقل نیاز به  هار گره می باشد: AVLبه طور نمونه برای ساختن یک 

41211GGG 012   

 مثال

 دهد:را نشان می 12یعنی با ارتفاع  هار، با حداقل تعداد گره ها  AVLشکل زیر یک درخت 

 

 است.n(logO(گره از n با AVLحداکثر ارتفاع یک درخت 

 می باشد. n(logO(، برابر AVLدر  "جستجو، حذف، درج"مرتکه اجرایی هر یک از اعمال 

2n1nnدر سری فیکونا ی داری   FFF     :پس با توجه به جدول زیر مشخص می شود که ، 

1FG 3nn    
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ....... 

F  0 1 1 2 3 5 8 13 21  

G  1 2 4 7 12 20 33 54 88  

 

 مثال 

 می توان ساخت؟ AVL ه تعداد درخت  1و 2و3با کلیدهای 

 در راست آن باشد. 3در  پ آن و  1در ریشه و  2پاسخ: فقط یک درخت که 

 

 مثال 

 زیر اضافه کنید. AVLرا به درخت  14عنصر با کلید 

 
 

 پاسخ: 

اضبافه مبی  12ت راسبت بزرگتر است، در سبم 12کو کتر و از  15بزرگتر و از  10کو کتر و از  20از  14با توجه به اینکه 

د از اضافه شدن حداکثر اختلاف ارتفاع زیر شاخه های  پ و راست برای هر گره باید یک باشد، بع AVLشود. از آنجا که در 

خورد. بنابراین ببا  می شود که توازن آن به  می 3و ارتفاع زیر شاخه راست برابر  1برابر 10 ، ارتفاع زیر شاخه  پ کلید 14

. مبی رود 15ببه  بپ  14قرار می گیبرد. سبپس  12در  پ  10می رود و  10به جای  12ن  رخش، کلید توجه به قوانی

 درخت نهایی به صورت زیر است:

 

 

 مثال 

 زیر اضافه کنید. AVLرا به درخت  15عنصر با کلید 
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 پاسخ: 

 بون  واضافه می شبود  20مت  پ به س 15باید حداکثر اختلاف ارتفاع  پ و راست برابر یک باشد. عدد  AVLدر درخت 

. شبکل قرار می گیبرد 15در راست  20و  15در  پ  10رفته و  10به جای  15بیش از یک می شود،  10اختلاف عما گره 

 نهایی به صورت زیر است:

 

 

 
 سیاه-درخت قرمز

کباری مبی کنبی  کبه  (،ره )معرف رنگ قرمز یا سیاهاست که با اضافه کردن یک بیت به هر گ BSTسیاه یک  -درخت قرمز

جسبتجو و اعمبال دیگبری  حذف، هر یک از اعمال درج ، شود. در این درخت، nlog2همیشه ارتفاع درخت حداکثر حدود 

 یاه:س -می توان در زمان لگاریتمی انجام داد. در یک درخت قرمز قابل انجام است، BSTکه در 

 )این شرط ضروری نیست(رنگ ریشه سیاه است. -1    

 رنگ برگ ها سیاه است. -2    

 ست. حتما سیاه ا پدر یک گره قرمز، -3    
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برابر تا هر یک از نواده برگ تهی آن برود،  x( موجود که از xتعداد گره های سیاه)بجز خود  ، xبه ازای هر گره داخلی  -4    

 نشان می دهی .( bh(x)می گویی  و با  xارتفاع سیاه است. )به این تعداد، 

 

 

 می دهد: سیاه را نشان -ل زیر یک درخت قرمزشک

 
 

1log(2(برابرگره داخلی باشد،  nسیاه که دارای  -حداکثر ارتفاع یک درخت قرمز n .است 

   

 است.     n(logO(گره داخلی nسیاه با  -ارتفاع یک گره درخت قرمز

 

 زیر قابل بیان است: به صورت ، xگره  عموییعنی  uncle[x] باشد، xمعرف پدر گره  p[x]با فرض اینکه  

if   p[x] = right[p[p[x]]]   then 

      uncle[x]   left[p[p[x]]] 

else 

     uncle[x]   right[p[p[x]]] 

   

   

   

 درخت مرتبه آماری

 عنصر را که به صورت پویا در آن درج یبا از آن حبذف nمجموعه ای از  سیاه است که -یک درخت قرمز درخت مرتکه آماری،

انجام داد. )منظور از اعمال n(logO(طوری پیاده سازی می کند که اعمال مرتکه آماری را در هر زمان بتوان در  می شوند،

 افتن عنصری با مرتکه خاص می باشد.(یافتن مرتکه یک عنصر یا یمرتکه آماری، 
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هب  دارد کبه تعبداد  size[x]یبک مولفبه  یاه ،س -علاوه بر اطلاعات مربوط به خاصیت قرمز هر گره در درخت مرتکه آماری،

 را نشان می دهد. یعنی: xعناصر موجود در زیر درختی به ریشه 

size[x] = size[left[x]] + size[right[x]] + 1 
 شکل زیر یک درخت مرتکه آماری را نشان می دهد:

 
 

 

 

 

 

 

 

 دو رویه استفاده شده بر روی درخت مرتبه آماری

 ت می آورد.را به دس xین کلید بین عناصر زیر درختی به ریشه ام iعنصری با  ، select(x,i)ویه ر-1

 ورد.آبه دست می  Tرا در درخت مرتکه آماری  xمرتکه عنصر  ، rank(T,x)رویه  -2

rank(T,x) 

{ 

   r = size[left[x]]+1; 

   y = x; 

   while ( y != root[x] ) 

       if  (y == right[p[y]] ) 

            r = r + size[left[p[y]]] + 1; 

       y = p[y]; 

    return  r; 

select ( x , i ) 

{ 

   r = size[left[x]]+1; 

   if (  r == i ) 
        return  x; 

  else  if ( r > i) 

                return  select ( left[x] , i ); 

          else 

                return  select( right[x] , i-r 
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}    ); 

} 

 است. درباره این درخت تحقیا کنید. درخت بازهیاه،س -یکی دیگر از گسترد های درخت قرمز تحقیا:

   

 2-3درخت 

فرزند دارد و همه برگها در عما یکسان هستند. )درختبی کباملا  3یا  2ت که هر گره داخلی یا ، درختی اس 2-3یک درخت 

ی شبود کبه کلیبد هبر مترتیب کلیدشان از  پ به راست فقط در برگها قرار دارند و فرض ، به متوازن(. عناصر در این درخت

 تنها یک برگ است. با یک عنصر، 2-3عنصر تک است. یک درخت 

 ، دو مقدار ذخیره می شود: xدر هر گره داخلی  ،2-3در درخت 

 xدر زیر درخت دوم  کلید کو کترین عنصر -1

 )الکته در صورت وجود( xدرخت سوم  کلید کو کترین عنصر در زیر -2

 

برگ دارد و همین تعداد عنصر را می تواند در خود ذخیره کند.  h3و حداکثر h2حداقل ، hبه ارتفاع  2-3یک درخت 

 داری :شد، عنصر با nبا  2-3ارتفاع یک درخت  hبه عکارتی اگر 

   nn h 23 loglog   

 اشند.می ب n(logO(از  2-3در درخت  "حذف و جستجو درج،"هر یک از اعمال 

 مثال 

  ه تعداد گره داخلی دارد؟برگ،  9ا ب 2-3یک درخت 

 گره داخلی: 7گره داخلی و با  4حل: این درخت دو حالت می تواند داشته باشد. با 

 

         
   

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 182  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

   

 (B-Treeدرخت بی )

B-Tree  ،ایبن ه انبد. احبی شبددرخت های جستجوی متوازنی هستند که برای کار روی رسانه ها با دسترسی مستقی  طرها

مبی lognO)(ارتفاع این درخت براببرک فایل بزرگ طراحی شده است. یدرج و حذف رکوردها از  درخت به منظور بازیابی،

ها شبکیه درختهبای  B-treeباشد. درخت بی عمدتا برای ذخیره داده ها بر روی حافظه خارجی مورد استفاده قرار می گیرد. 

-ای قرمبزهبها با درخبت  B-treeدیسک بهتر عمل می کنند. تفاوت  I/Oاعمال  اما در مینیم  کردنسیاه می باشند، -قرمز

وان مکتنی ببر دو درخبت ممکن است فرزندان زیادی داشته باشند. درخت بی را می ت B-treeسیاه در این است که گره های 

 زیر طراحی کرد:

 2-3درخت  –2   درخت دودویی جستجو          - 1

 

 ژگی های زیر است:درخت جستجو با وی یک tبا درجه  B–TREEیک 

 و رکوردهای ذخیره شده در هر برگ به ترتیب کلیدشان از  پ به راست قرار دارند. ر یک سطح قرار دارندبرگها همه د -1

 داشته باشد.  کلید،  2t-1و حداکثر  t-1باید حداقل  هر گره به غیر از ریشه -2

 دارد. فرزند،  2tو حداکثر  tاز ریشه حداقل  هر گره داخلی به غیر -3

 در درخت غیر تهی، ریشه حداقل یک کلید دارد. -4

 کلید است. 2t-1گره پر دقیقا شامل  -5

 تعداد کلیدهای گره( k اشاره گر به فرزندانش است. ) k+1هر گره داخلی شامل  -6

 می باشد.  2برابر  tتذکر: کمترین مقدار برای 

 مثال 

 د دارد.کلی 3و حدکثر  1است. هر گره به غیر از ریشه حداقل  t=2جه مینیم  با در B-Treeدرخت زیر یک 

 فرزند می تواند داشته باشد. 4و یا  3،  2هر گره داخلی، 
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 برابر است با:  hو ارتفاع  tبا درجه  B-Treeتعداد کلیدها در  حداکثر

1)t2()1t2(
1t2

1)t2(
)1t2(])t2(...)t2()t2(1[ 1h

1h
h2 




 



 

 

14حداکثر  hو ارتفاع  2با درجه  Tree-Bتعداد کلیدها در  1h  اشد.می ب 

 

 مثال

 است. 15را نشان می دهد که دارای حداکثر تعداد کلید یعنی  h=1و  t=2با  B-Treeشکل زیر یک 

 
   

 

 

 برابر است با:  hو ارتفاع  tبا درجه  B-Treeتعداد کلیدها در  حداقل

1t2)1t)(
1t

1t
(21)1t)(t2...t2t22(1 h

h
1h2 




 

 

 

،  2ا گبره در عمب t2 ، 1عمبا گبره در  2کلید دارند. بنابراین حداقل  t-1ریشه حداقل یک کلید دارد و بقیه گره ها حداقل 
2t2  1و ... و 3گره در عماht2  گره در عماh .وجود دارند 

12حداقل  hو ارتفاع  2با درجه  Tree-Bتعداد کلیدها در  1h  .می باشد 
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 مثال 

 است. 7را نشان می دهد که دارای حداقل تعداد کلید یعنی  h=2و t=2با  B-Treeشکل زیر یک 

 
 

)1n(/2داری :   tو درجه  hارتفاع  کلید و nبا  Tree-Bدر یک 

tlogh  

 

 2-3پیاده سازی درخت بی مبتنی بر درخت 

 ژگی های زیر است:تایی با وی mیک درخت جستجوی  mیک درخت بی از مرتکه 

 یا برگ است یا حداقل دو فرزند دارد. ریشه، – 1

حداقل غیر از ریشه و برگ ها، هر گره،  – 2








2

m
 فرزند دارد. mو حداکثر  

 اشاره گر است. mکلید و   1mه داخلی دارای یک گر – 3

اسبت قبرار ربرگه ها همه در یک سطح قرار دارند و رکوردهای ذخیره شده در هر برگ به ترتیب کلیدشان از  پ ببه  – 4

 دارند.

 رکورد قرار می گیرد. kتا حداکثر  1از  در هر برگ با توجه به اندازه هر رکورد، – 5

ر یک بلوک از دیسک باشبد و به گونه ای تعیین می شوند که اندازه هر گره داخلی و هر برگ براب kو  mمقادیر تذکر: معمولا 

 بتوان با یککار دسترسی آن را به حافظه اصلی خواند.

 اشاره گرها آدرس بلوک بر روی دیسک هستند. تذکر:
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 مثال 

 ,m=5)، حداکثر سه رکبورد جبای مبی گیبرد. شکل زیر یک درخت بی از مرتکه پنج را نشان می دهد که در هر بلوک برگ

k=3) 

 

 
 

 

 است. 3یک درخت بی از مرتکه  2-3درخت 

 

ببار و عمبل درج   jاعمال جسبتجو و حبذف حبداکثر  تعداد گره های موجود در مسیر بین ریشه و برگ ها باشد، jاگر 

 بار نیاز به دسترسی به دیسک دارد.  j+1حداکثر 
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 کنکور ارشد

 (86آزاد   -IT   )مهندسی

به هر ترتیب دلخواه در یک درخت تهبی دودویبی جسبتجو، یبک درخبت  14,12,20,15د می خواهی  با استفاده از اعدا -1

 گره بسازی . در این صورت تعداد درخت های دودویی جستجوی ممکن برابر است با:  4دودویی جستجو با 

       1 )16                          2 )12                         3 )14                          4 )8 

 جواو است. 3پاسخ: گزینه 

   در رابطه nبه جای  4می توان با قرار دادن مقدار 








 n

n

n

2

1

 به جواو رسید.1

 

14
!4

5678

5

1

!4!4

!45678

5

1

!4!4

!8

5

1

4

8

5

1




















  

 

 (90دولتی  -)علوم کامپیوتر

اد  ه وضعیتی ، برای این اعد )h(داده شده باشند. ارتفاع درخت جستجوی دودویی ]nlog,1[عدد در بازه nفرض کنید  -2

   )از هر عدد حداقل یک نمونه وجود دارد.(دارد؟ 

      1 )nhnlog                              2  )nhnlog2  

      3 )nloghnlog 2                     4 )nlogh)nlog(log  

 است. 4پاسخ: جواو گزینه 

ین اگبر است. بنابرا اعدادبرای یک درخت اریب برابر با تعداد اعداد و برای یک درخت متوزان برابر لگاریت  تعداد  BSTارتفاع 

logn : عدد داشته باشی ، داری 

nlogh)nlog(log   

 (84دولتی  -)علوم کامپیوتر

 برابر است با :  حداکثرره ، تعداد مقایسه برای جستجوی یک عنصر گ nدر یک درخت جستجوی باینری با  -3

   1)








2

n
O    2) )n(O       3))n(O               4 ))n(logO 
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 است. 2پاسخ: جواو گزینه 

یسه نیباز مقا nاگر اریب باشد، در بدترین حالت عنصر مورد جستجو در برگ است و برای پیدا کردن آن به  BSTیک درخت 

   می باشد.

 (89دولتی  – IT   )مهندسی 

. ترتیب اضافه شدن کلیدها مشبخص را به یک درخت جستجوی دودویی اضافه کرده ای  100تا  1کلید  100فرض کنید  -4

رابر است. ببا های ممکن یک تا صد( با ه  ب Permutationت ترتیب های اضافه شدن کلیدها)تمام نیست، اما احتمال تمام حالا

ولبین کلیبد ابا ه  مقایسه می شبوند، در صبورتی کبه  9و کلید  4 ه احتمالی در روند اضافه شدن کلیدها به درخت، کلید 

  باشد؟ 43اضافه شده کلید 

   1  )
2

1
                           2   ) 

4

1

100

43
                    3   )

4

1
                        4 )

3

1
 

 است. 4جواو گزینه  پاسخ:

ت قرار مبی هر دو در سمت  پ درخ 9و  4در ریشه و اعداد  43وارد شده است، بنابراین  43 ون طکا صورت سووال، ابتدا 

یکدیگر مقایسه می  به درخت اضافه شوند، حتما با (5,6,7,8زودتر از  هار عدد بین آنها )یعنی  9و 4گیرند. حال اگر دو عدد 

شوند. احتمال این حالت برابر
6

2
در مخرج به علت کل اعبداد  6و عدد  9و  4در صورت به علت تعداد اعداد  2می باشد.)عدد  

 می باشد.( 9تا  4از 

 ود.ه درخت اضافه شبا یکدیگر مقایسه نمی شوند، که یکی از اعداد بین آنها، قکل از آنها ب 9و 4تذکر: وقتی

 (88دولتی  – IT)مهندسی  

و متمبایز یبک درخبت جسبتجوی دودویبی  (int)ابع زیر بررسی می کند که آیا یک درخت دودویی با کلیدهای صحیح ت -5

 کدام گزینه است؟ Dتا  Aاست یا خیر؟ محل های خالی 

bool   ISBST (tree  *t){  return   ISBST (t, MININT, MAXINT); } 

int   ISBST (tree  *t , int   min , int   max){ 

  if (t==null)  

        return TRUE; 

  if (t  key < min  ||  t  key> max)     

       return   FALSE; 

  return   ISBST (t  leftchild, A, B) &&   ISBST (t   rightchild , C,D) 

} 

   1 ), D=max key+11, C=t-keyA = min , B = t 

   2 )1 , D=max-keykey+1, C=tA=min , B=t 

   3 )1-keykey+1 , B=min, C=max , D= tA= t 

   4 )key+11 , B=min, C=max , D= t-keyA= t 

 است. 1پاسخ: جواو گزینه 
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کتر اسبت کبو ، کلید هر گره از همه کلیدهای گره های زیر درخت  پ بزرگتر و از همه کلیبدهای زیبر درخبت ر BSTدر 

 ISBSTاست یا خیر. برای ایبن کبار تبابع  BSTیک  t،  ک می کند که آیا درخت با آدرس ریشه  ISBSTاست. الگوریت  

ببا تبابع  tر ببرا عبلاوه  intدیگری با سه ورودی را صدا می کند که کمترین و بیشترین مقدار ممکن برای یک متغیر از نبوع 

   (min=-32768, max=32767)ارسال می کند. 

 این تابع به صورت بازگشتی سمت  پ و سمت راست را بررسی می کند:

ISBST(t->left , min , t->key-1) &&  ISBST(t->right , t->key+1 , max ) 

ک واحبد و حبداکثر یب min، مقدار کلیدها حداقل براببر  tقسمت اول، این موضوع را بررسی می کند که در سمت  پ گره 

 باشند.   tید گره  کمتر از مقدار کل

قبدار کلیبد م، مقدار کلیدها حداقل یک واحد بیشبتر از  tقسمت دوم، این موضوع را بررسی می کند که در سمت راست گره 

 باشند. maxو حداکثر برابر  tگره 

 (88دولتی  – IT   )مهندسی

 ؟ قدر است hو ارتفاع  tدرجه ی نود  با مینیم  B.Treeحداکثر تعداد کلید در یک  -6

      1  )1h)t2(             2  )1)t2( 1h             3  )1t2 h        4 )1t2 1h  

 درست است. 2حل: گزینه 
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 فصل 8

 Heapدرخت های 

 

 

 فیکونا ی را بررسی می کنی .  heapدو جمله ای و Heap ،Deap  ،treap ،heapدر این فصل درختهای  

 ( (HEAPSهرم ها 

 دودویی وجود دارد: Heapدو نوع 

1-  Max-Heap  ساوی مقدار کلیدهای فرزندانش باشد.: یک درخت دودویی کامل که مقدار کلید هر گره آن بزرگتر یا م 

 

2- Min-Heap  .یک درخت دودویی کامل که مقدار کلید هر گره آن کو کتر یا مساوی مقدار کلیدهای فرزندانش باشد : 

 

 

 و کترین کلید است.حاوی ک Minheapحاوی بزرگترین کلید و ریشه  Maxheapریشه 

عنصر برابر  nارتفاع یک هرم با   nlg .است 

عنصر برابر nتعداد برگ های یک هرم با  








2

n
 است. 

، برابر  iگره، عما یک گره در درایه  nدر یک هرم با  ilg  .است)ni1(  

عنصر برابر است با:  nدر یک هرم با  hبیشترین تعداد گره های با ارتفاع 







1h2

n
 

با عناصر متمایز، برگ است. )زیرا در غیر اینصورت دارای فرزند اسبت و بایبد از   MaxHeapکو کترین عنصر در یک 

 بودن در تناق  است.( "کو کترین"آنها بزرگتر باشد، که با 
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1با عناصر متمایز را می توان با MaxHeapکو کترین عنصر در یک  
2

n








 مقایسبه و در زمبان)n(O .پیبدا کبرد

تعداد برگها نیز برابر ) ون این عنصر در برگ قرار دارد و 








2

n
 می باشد.( 

1با عناصر متمایز را می توان با MinHeapبزرگترین عنصر در یک  
2

n








 .مقایسه پیدا کرد 

m  امین بزرگ ترین عنصر در یکMaxHeap  یا(m  امین کو ک ترین عنصبر درMinHeap ،)  می توانبد در یکبی از خانبه

]12[تا  A]2[های  mA  .1(قرار بگیردm(  

 مثال 

عنصبر در  عنصر متمایز را در نظر بگیرید که با یک آرایه پیاده سازی شده اسبت.  هبارمین بزرگتبرین Nبا  MaxHeapیک 

 کدام یک از درایه ها می تواند قرار بگیرد؟

 MaxHeap تقرار بگیرد. به طور مثال در درخب 15تا  2:  هارمین بزرگترین عنصر می تواند در هر یک از موقعیت های حل

 قرار دارد: 3( در موقعیت 5بزرگترین عنصر )مقدار زیر،  هارمین 

 

 

 

قرار بگیبرد، براببر  nتا  1با اعداد متمایز  MinHeapکو کترین عددی که می تواند در آخرین سطح یک  nlog1 

 می باشد.

قبرار بگیبرد، براببر  nتا  1با اعداد متمایز  MaxHeapبزرگترین عددی که می تواند در آخرین سطح یک  nn log 

 .می باشد

 وجود دارد.  jگره به عما  j2، تعداد dکو ک تر از  j، به ازای هر dگره به عما  nحاوی  heapدر  

         (n 2توانی از  )است 

(1رابطه بازگشتی 
3

n2
(H)n(H  ارتفاع بک هرم با ،n  گره را نشان می دهد.  ون زیر درخت  پ هرم حداکثر

3

n2
 گره دارد. 
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 Heapدرج در درخت 

شود. وقتی عنصر جدیبدی در درخبت وارد به راست در هر سطح پر شده، سپس سطح بعدی پر میدرخت از  پ ،  heapدر 

سبازی گیبرد، سبپس عمبل مرتبترین جای خالی قبرار میابتدا در سطحی که هنوز به طور کامل پر نشده در  پ  ،شودمی

 شود.جا به جا می ترین سطح تا حد امکان با گره پدردپذیرد و گره در پایینصورت می (ReHeap)درخت
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 مثال  

 )از  پ به راست( : 45 , 50 , 10 , 40 , 20با ورود مقادیر  MaxHeapساختن یک 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مثال  

 بسازید. MinHeapبا ورود مقادیر زیر یک درخت 

2 , 50 , 45 , 70 , 75 , 22 , 40 , 55 , 45 

 : حل
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 maxheapتابع درج یک عنصر به 

insert (A , n , key){ 

   if (key<A[i] ) exit( ); 

   A[i]=key; 

   while( (i >1) and ( A[i/2] <A[i] ) ) { 

       exchange( A[i] ,  A[i/2]) 

       i = i/2; 

     } 

} 
 

 می باشد. n(lgO( پیچیدگی تابع درج برابر 

باقی بمانبد. بنبابراین بعبد از  Heapت شود که درخت به صورای انجام میبه گونه Heapعمل درج یا حذف در درخت 

 باشد.حذف و درج نیاز به عملیات اضافی برای تنظی  درخت می

 

 Heapحذف از درخت 

ترین سطح، در ریشه قبرار ترین عنصر موجود در پایینهمواره مقدار ریشه حذف شده و سمت راست، Heapدر عمل حذف از 

 ذف انجام گرفته است:زیر یک بار عمل ح در شکل شود.گیرد و درخت مجدداً تنظی  میمی

 

 
 

اریبب ببه  BSTخبالی درج کنبی ،  BSTرا حذف کرده و به همین ترتیب در یک  MaxHeapاگر همه گره های یک 

 از بزرگ به کو ک بیرون می آیند. MaxHeap پ خواهد شد،  ون مقادیر 

 

خواهبد ببود و اگبر همبه گبره هبای یبک را حذف کنی ، لیسبت خروجبی نزولبی  MaxHeapاگر همه گره های یک 

MinHeap  ،را حذف کنی ، لیست خروجی صعودی خواهد بود. به این رود مرتب سازیHeapSort .می گویند 

12nهای متقاوتی که می توان با  MinHeapرابطه بازگشتی برای تعداد  k  :عنصر مجزا ساخت، برابر است با  
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                                                                                  2)
2

n
(T

2

n

1n

)n(T 



































 

 مثال  

 می توان ساخت؟ MinHeapعدد متفاوت  ند تا  سهبا 

گبر را ساخت، کافی است کو کترین عنصر را در ریشه و دو عنصبر دی  MinHeapصورت یک  2عنصر می توان به  3با    حل:

T)3(2صورت به عنوان فرزندان آن قرار داد. پس  2به   . 

 

 مثال 

 می توان ساخت؟ MinHeapعدد متفاوت  ند تا  15با 

 حل: 

8080
7

14
)7(T)7(T

7

14
)15(T 

















  

 
 مثال  

رزندان آن بزرگ فرا در گره های درخت زیر بر سب گذاری کرد تا عدد هر گره از اعداد  5تا  1به  ند طریا می توان اعداد 

 عدد باید استفاده شود و تکرار مجاز نیست.(  5تر باشد؟ )از هر 

 
 حل: 

 4  ,3  ,2  ,1ه یعنی باید ریشه باشد. از بین  هار عدد باقی ماند 5نشان می دهی . می دانی  که عدد  T)5(تعداد حالات را با 

به








3

4
 حالت می توان سه عنصر زیر درخت راست را انتخاو کرد:

)4,3,2(),4,3,1(),4,2,1(),3,2,1(  

گبر بدیهی است که برای هر انتخاو در زیر درخت راست، فقط یک عنصر برای زیر درخت  پ باقی می ماند.  به طور نمونه ا

باید انتخاو شود. از طرفی با توجه ببه شبکل، هبر  4را برای زیر درخت راست انتخاو کنی ، در زیر درخت  پ مقدار  3,2,1

سه عنصر را می توان به دو حالت در زیر درخت راست نوشت، عدد بزرگ در ریشه و دو عدد دیگر به عنوان فرزنبدان آن، کبه 
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T)3(2جببای فرزنببدان را مببی تببوان عببوض کببرد. یعنببی . پببس تعببداد کببل حببالات برابببر اسببت بببا :   

8124 1)3(T
3

4
)5(T 








 

 حالت در زیر نشان داده شده است:  8این 

  

 

  

 

  

 

  
 

 

و اگبر  Maxtreeدرختی که مقدار کلید هر گره آن بزرگتبر یبا مسباوی کلیبدهای فرزنبدانش باشبد را 

 گویند. می Mintreeکو کتر یا مساوی باشد را 

 

 (Priority Queue)صف اولویت 

، دو نبوع صبف  heap، استفاده از آن به عنوان یک صف اولویت کارآمد می باشد. همانند  heapیکی از رایج ترین کاربردهای 

 اولویت وجود دارد: صف اولویت ماکزیم  و  صف اولویت مینیم .

 keyه بنام مقدار مربوط از عناصری است که هر یک دارای یک Sیک صف اولویت، ساختمان داده ای برای نگهداری مجموعه 

 است. 
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 انی می کند:اعمال زیر را پشتیک (max-priority queue)یک صف اولویت ماکزیم  

MAXIMUM(S) 

 
 O)1( برگرداندن عنصر با بزرگترین کلید

INSERT(S,x)   درج عنصرx  )n(lgO 

EXTRACT-MAX(S)  حذف و برگرداندن عنصر با بزرگترین کلید )n(lgO 

INCREASE-KEY(S,x,k)  افزایش مقدار کلید عنصرx  به مقدار جدیدk )n(lgO 

 نی می کند:اعمال زیر را پشتیکا (min-priority queue)یک صف اولویت مینیم  

MINIMUM(S) برگرداندن عنصر با کو کترین کلید 

INSERT(S,x)   درج عنصرx  

EXTRACT-MIN(S)  حذف و برگرداندن عنصر با کو کترین کلید 

DECREASE-KEY(S,x,k)  کاهش مقدار کلید عنصرx  به مقدار جدیدk 

ری ان یافت، کایکی از کاربردهای صف اولویت ماکزیم ، دسته بندی کارها در یک کامپیوتر مشترک می باشد. وقتی کاری پای

یز می توان کار جدیبدی را ن INSERTانتخاو می شود. توسط   EXTRACT-MAXکه اولویتی بالاتر از بقیه دارد، توسط 

 ضافه کرد.ا

را می توان به صبورت کبارا در   "درج یک عنصر، حذف کو کترین عنصر، کاهش اولویت یک عنصر"هر یک از اعمال، 

 ون یبک عنصبریک صف اولویت انجام داد، اما یافتن یک عنصر در صف اولویت را نمی توان به صورت کارا انجام داد،  ب

 شوند.خاص جای ثابتی ندارد و باید تمام عناصر جستجو 

 روشهای نمایش صف اولویت:

 حذف درج نحوه نمایش صف اولویت

 n(O( O)1( آرایه

 n(O( O)1( لیست پیوندی

 n(logO )n(logO(  (heap)هرم

و n(O(رج در تذکر: در جدول بالا، اگر صف اولویت با آرایه یا لیست پیوندی مرتب شده پیباده سبازی شبده باشبد، آنگباه د

 انجام می شود. O)1(حذف در

  Deapدرخت 
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deap دویی کامل است که یا تهی است و یا دارای خواص زیر می باشد:یک درخت دو 

 در ریشه عنصری وجود ندارد. -1

 است. minheapزیر درخت سمت  پ یک  -2

 است. maxheapزیر درخت سمت راست یک  -3

 کلید گره زیر درخت  پ کو کتر یا مساوی کلید گره متناظر در زیر درخت راست می باشد. -4     

maxheap ،باشد، آنگاه گره متناظر با آن در  minheapدر  گرهی iاگر   1log22



i

ij  .است  

برقرار باشد، سپس نتیجه می گیبری   minheapدر  i، توسط تمام گره های برگ deap( تعریف 4تذکر: اگر شرط و خاصیت)

 نیز برقرار است. minheapکه این خاصیت برای کلیه گره های باقیمانده در 

 مثال  

 یازده عنصری را نشان می دهد: Deapشکل زیر یک 

 
 

 مثال  

  ه می باشد؟ 4با دوازده گره، شماره گره متناظر با گره با  Deapدر یک 

در رابطه  iبه جای  4حل:  با قرار دادن عدد   1log22



i

ij  مقدار ،j   خواهد شد. 6برابر 

 

 می باشد. logno)(برابر Deapارتفاع  

 می باشد.logno)(از مرتکه Deapحذف یا درج در 

 n-1را می توان در یک آرایه ذخیره کرد. در خانه اول آرایه  یزی قرار نمی دهی  و تعداد عناصر آرایه براببر  deapیک 

 می باشد.

با دو انتها است که در آن اعمال درج، حذف عنصر مینیم  و حبذف عنصبر مباکزیم  روی یبک  heapیک  Deapیک 

 می باشد.  heapبیشتری از صف اولویت با دو انتها انجام می شود و دارای سرعت 

 Deapدرج در یک 

   زیر : Deapدر 

 زیر درج کنید. Deapرا در  30عنصری با کلید  -الف
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   زیر درج کنید. Deapرا در  4عنصری با کلید  -و
   

 حل:  

ر بزرگتر است، درج  با همان رود درج د 19از گره متناظرد یعنی  30درج می شود و  ون  25در راست  30کلید  -الف

maxheap  جابجا می شود. 25با  30انجام می شود. یعنی 

 
 

با ه  تعوی  می  19و 4بزرگتر نیست،  19از گره متناظر آن یعنی  4درج می شود. ولی  ون  25در راست  4کلید  -و

 را با پایین می کشاند. 5و  10به بالا می رود و  Minheapدر درخت  4شوند. سپس 
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  Treapدرخت 

 دارای کلیبد و xساخته می شود. در این درخبت هبر گبره  HEAPو  BSTاز ترکیب ویژگی های دو درخت  Treapدرخت 

پیروی  MinHeapو اولویت ها از ویژگی  BSTطوری مرتب می شوند که کلیدها از ویژگی  treapاولویت می باشد. گره های 

 کنند. 

 

 اری نداری .اولویت تکر،  Treapکلید تکراری نداری . در ،  Treapدر 

 

 :  Treapدر 

 key[v] < key[u] : باشد، آنگاه uفرزند  پ  vاگر  -1  

 key[v] > key[u] : باشد، آنگاه uفرزند راست  vاگر  -2  

 priority[u] < priority[v]باشد، آنگاه:   vپدر  uاگر  -3  

 مثال  

 صورت عددی می باشند: را نشان می دهد که کلیدها حرفی و اولویت ها به Treapشکل زیر یک 

 

 

 

 است. logn)(برابر  treapاست و بنابراین زمان جستجوی یک مقدار در  logn)(برابر treapارتفاع   

 به صورت یکتا ساخته می شود. treapاگر کلیدها و امتیاز عناصر متمایز باشند، فقط یک 

 مثال  

مراحبل درج  (e)تا  (c)است. شکل  25و اولویت  Cید بعد از درج گره با کل (b)را نشان می دهد. شکل  treapیک  (a)شکل 

 .را نشان می دهد 2و اولویت  Fبعد از درج یک گره با کلید  (f)را مشخص می کند. شکل  9با اولویت  Dکلید 
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 دو جمله ای  هیپ

-Minجبرا کبردن با متصل کردن دو آرایه که هیپ دودویی را نگهبداری مبی کننبد و سبپس ابرای ادغام دو هیپ دودویی، 

Heapify  ،زماندر بدترین حالت)(n ،عمل ادغبام دو هیبپ دو را صرف می کند. می توان با استفاده از هیپ دو جمله ای

انجام داد.  هیپ های فیکونبا ی زمبان بهتبری ببرای برخبی از اعمبال    lognO)(عنصر را در زمان nجمله ای با تعداد کل 

 نسکت به هیپ دو جمله ای دارند.

 

یک درخت مرتب شبده اسبت کبه ببه ه ای مجموعه ای از درخت های دو جمله ای است. درخت دو جمله ای ، هیپ دو جمل

 kBطور بازگشتی تعریف می شود. ویژگی های درخت دو جمله ای 

 گره است.   k2دارای  -1

 است.       kارتفاع درخت برابر  -2

دقیقا  ، iدر عما  -3








i

k
kiگره وجود دارد. )  ,...,1,0   ) 

ه از درجه گره هبای دیگبر بزرگتبر اسبت. بعبلاوه اگبر فرزنبدان ریشبه از  بپ ببه راسبت ببا است ک   kدرجه ریشه  -4

0,...,2,1  kk  ،آنگاه  شماره گذاری شوندi  ریشه زیر درختiB .است 

 

 را نشان می دهد:4Bتا  0Bشکل زیر درخت های 

 

 

 است. lognگره برابر  nبیشترین درجه هر گره در درخت دو جمله ای با    

 مجموعه ای از درخت های دو جمله ای است که ویژگی های زیر را دارا می باشد: ، Hهیپ دو جمله ای 

بزرگتر یبا مسباوی کلیبد پبدرد  پیروی می کند. کلید یک گره، minheapاز ویژگی  ، Hهر درخت دوجمله ای در  –1

 مرتب شده است. minheapاست. می گویی   نین درختی 

 دارد وجود دارد. kکه ریشه ای با درجه  Hک درخت دو جمله ای در حداکثر ی،  kبرای عدد صحیح غیرمنفی  -2

گره شامل حداکثر nهیپ دو جمله ای با      1lg n   .درخت دوجمله ای است 
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است که ببه    2Bو    0B،2Bگره را نشان می دهد که شامل درخت های دو جمله ای 13شکل زیر یک هیپ دوجمله ای با 

نشبان  باشد، ت ریشه که یک لیست پیوندی از ریشه ها به ترتیب افزایش درجه میگره دارند. همچنین لیس 8و  4،  1ترتیب 

 داده شده است.

 

 
 

 

 

 

 

 فیبوناچی هیپ

رخبت دمرتب شده است، اما درخت ها لزوما  minheapهیپ فیکونا ی مانند هیپ دو جمله ای یک مجموعه از درخت های 

رخبت مجموعبه ای از درخبت هبای دوجملبه ای نامرتبب اسبت. یبک دبه عکارتی هیپ فیکونا ی، های دو جمله ای نیستند.

شکیه یک درخت دوجمله ای است و به صورت بازگشتی تعریف می شود. ویژگی های این درخبت ماننبد دوجمله ای نامرتب،

 : 4درخت دوجمله ای مرتب استاما با تفاوت زیر در ویژگی 

که بزرگتر از درجه هر گره دیگر است. فرزندان ریشبه،  است، kه ریشه دارای درج ، kUبرای درخت دوجمله ای نامرتب – 4

110ریشه های زیر درخت های  ,...,, kUUU   .هستند 
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 گره را نشان می دهد: 14مرتب شده با  minheapشکل زیر یک هیپ فیکونا ی شامل پنج درخت 

 
 می باشد. کلید 3گرهی است که شامل  ،heapلیست ریشه را مشخص می کند. گره مینیم  خط نقطه  ین، 

 O)1(مباندر لیست ریشه از لیست پیوندی دو طرفه  رخشی استفاده می شود، تا حذف یک گره و یا اتصال دو لیست در ز

 قابل انجام باشد.

اده شبده ددر جدول زیر زمان اجرا در بدترین حالت برای هفت عمل بر روی سه پیاده سازی هیپ هبای قاببل ادغبام نشبان 

 زمان سرکشن شده نشان داده شده است،نه بدترین حالت.است. برای هیپ فیکونا ی، 

  هیپ دودویی هیپ دو جمله ای هیپ فیبوناچی

)1( )1( )1( ساختن هیپ جدید 

)1(   )(lgnO   )(n   ادغام دو هیپ 

)1(   )(lgnO   )(lgn   درج یک گره به هیپ 

)(lgnO   )(lgn   )(lgn   حذف گره از هیپ 

)(lgnO   )(lgn   )(lgn   حذف گره با کلید مینیمم 

)1(   )(lgn   )(lgn   کاهش مقدار یک کلید 

)1(   )(lgnO   )1(   ا کلید پیدا کردن گره ب

 مینیمم
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 کنکور ارشد

 (85دولتی  -)مهندسی کامپیوتر

از موارد  ی . با قرار دادن مقادیر کدام یککه در آن تعدادی از خانه ها هنوز مقداردهی نشده اند را در نظر می گیر Tآرایه  -1

 زیر، این آرایه به یک هیپ تکدیل خواهد شد؟ 

 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1  

T   7 20 28 17  30  75 

 

   1    )T[2]=30   ; T[4]=9   ; T[9]=10 ;  T[10]=6   

   2   )T[2]=15   ; T[4]=15 ; T[9]=17 ; T[10]=10 

   3   )T[2]=39   ; T[4]=30 ; T[9]=32 ; T[10]=16     

   4   )T[2]=21   ; T[4]=14 ;   T[9]=0 ; T[10]=16 

 است. 4پاسخ: جواو گزینه 

بیشبتر یبا  T[2i+1]و   T[2i]از  T[i]ید هر گره از فرزندانش بزرگتر یا مساوی است. به عکارتی بایبد ، کلMaxHeapدر یک 

 بزرگتر یا مساوی باشد.  T[9]باید از  T[4]نادرست است،  ون  3و2و1مساوی باشد. بنابراین گزینه 

 است: Maxheap،  4الکته می توان درخت هر گزینه را رس  کرد.  فقط درخت گزینه 

 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
T 

16 0 7 20 28 17 14 30 21 75 
 

 

 (86دولتی  – IT)مهندسی 

 تواند باشد؟ هایی میهایی با  ه اندیسکلیدهای متمایز در درایه با MinHeapسومین کو کترین کلید در یک  -2

     1 )1,2,3                   2 )2,3,4,5,6,7               3 )4,5,6,7                4 )1,2,3,4,5,6,7 

 است. 2پاسخ: جواو گزینه 

]12[تا  A]2[، می تواند در یکی از خانه های  MinHeapامین کو ک ترین عنصر در  mبا توجه به اینکه  mA  ،قرار بگیرد

 قرار بگیرد. 7تا اندیس 2سومین کو کترین عنصر می تواند از اندیس 
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 (80دولتی  -)مهندسی کامپیوتر

 نبد  داشبته باشبد،  Heapوضعیت در آرایه به گونه ای که آرایه نهایی نیز 95است. برای درج عدد  Heapزیر یک  آرایه -3

 )تعوی  دو کمیت( لازم است؟  exchangeعمل 

 

100 90 82 85 74 75 73 68 70 

  

    1 )2                          2 )4                          3 )6                           4 )8 

 است. 1پاسخ: جواو گزینه 

 به صورت زیر خواهد بود. MaxHeapدرخت  با توجه به آرایه داده شده،

 
 

 شود:یشود و در صورت نیاز درخت تنظی  مدر آخرین سطح درج می 95عدد 

 

 شود:می تعوی  می شود و درخت زیر حاصل 90با  95شود و سپس تعوی  می 74با  95بعد از درج ، محل 

 

 

 (90دولتی  -IT)مهندسی 

ام  iلگبوریت  حبذف عنصبر اقرار دارد، در نظر بگیرید. مرتکبه زمبانی  ]n]1A..عنصر را که در آرایه  nبا  MaxHeapیک  -4

)ni1(   از اینMax Heap  به گونه ای که ساختارMax Heap  را حفظ کند،  یست؟ 

   1 )1                          2 )n logn                     3 )logn                            4 )n 
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اسبت،  nlogبه ارتفباع درخبت کبه براببر  Heapالگوریت  حذف یک عنصر از درخت  است. مرتکه زمانی 3حل : جواو گزینه 

 می باشد. logno)(بستگی دارد و برابر

 
 

  

 

 (89دولتی  -)علوم کامپیوتر

نید که عمل خواسته شبده می ماند. فرض ک MaxHeapملیات زیر همچنان تحت کدام یک از ع MaxHeapیک درخت  -5

 روی یک یا  ند گره دلخواه درخت اعمال شود؟

   1 )left Rotate    )رخش به  پ ( 

   2 )Mirror         )تعوی  بچه های  پ و راست گره( 

   3 )Right rotate  )رخش به راست ( 

   4 )Exchange     جود در گره با بزرگترین فرزند()تعوی  مقدار مو 

 جواو است. 2گزینه پاسخ: 

می  MaxHeapهیچ ارتکاطی با ه  ندارند و اگر آنها را تعوی  کنی ، درخت باز ه   MaxHeapبچه های  پ و راست یک 

 (د.هر گره از فرزندانش بزرگتر یا مساوی است و بین فرزندان یک گره، ارتکاطی وجود ندار MaxHeapماند. )در 

 

 

 (90دولتی  – IT)مهندسی 

 ت؟ واه( است، می توان ساخبا هفت عنصر که حاوی کلیدهای متمایز یک تا هفت )با هر ترتیب دلخ Min Heap ند  -6

   1 )20                         2 )80                           3 )60                             4 )40 

 است. 2حل: جواو گزینه 

عنصر را به 3عنصر باقی مانده،  6کو کترین عنصر را در ریشه قرار می دهی . از بین 








3

6
حالت انتخاو می کنی  و با آن ها 

الت ها حدو صورت، زیر درخت سمت راست می سازی . پس تعداد کل  2صورت، زیر درخت سمت  پ و با یقیه نیز به  2به 

 برابر است با:

802220)3(T)3(T
3

6
)7(T 








  
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 فصل 9

 گراف
 گراف

)کبه یبال ای از زوج رئبوس مجموعبه Eمجموعه محدود و غیرتهبی از رئبوس و  Vاست.  Eو  Vمل دو مجموعه ، شاGگراف 

 مشخص می شود. G = (V,E)است. گراف با عکارت   نامیده می شود(

 گراف را می توان به دو نوع تقسی  کرد: 

 دار گراف جهت -1  

دو یال متفباوت  <v2,v1>و  <v1,v2>ته باشد، یعنی زوجهایها در زوج مرتب اهمیت داشگرافی که در آن ترتیب گره  

 را نمایش دهند. 

 گرافی که در آن جای دو رأس در مجموعه یالها اهمیت نداشته باشد.دار : گراف غیر جهت -2  

 مثال 

 را مشخص نمایید. Eو  V، مجموعه  G1برای گراف بدون جهت 

 

  پاسخ:

V ( G1 ) = {1,2,3,4}                                               

E ( G1 ) = { (1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) }           

 

 مثال

 را مشخص نمایید. Eو  V، مجموعه  G2برای گراف جهت دار  
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  پاسخ:

V (G2) = {1,2,3} ,  E (G2) = { <1,2>,<2,1>, <2,3> } 

 
 

 ن می باشد.درجه یک گره، تعداد یالهای گذرنده از آ 

تعداد یالها در هر گرافی برابر


n

i

id
12

1
 : تعداد رئوس(i( )n: درجه رأسidمی باشد. ) 

 تعداد گره ها با درجه فرد در یک گراف بدون جهت، همواره عددی زوج می باشد. 

و ببا درجبه ورودی مثکبت  در یک گراف جهت دار، گره با درجه خروجی مثکت و درجه ورودی صفر را گره منکع و گره

 صفر را گره  اه می نامند. درجه خروجی

 را مسیر ساده می گویند.  مسیری که همه رئوس آن مجزا باشند، بجز )احتمالا( اولی و آخری 

 یک مسیر ساده که اولین و آخرین راس آن یکسان باشد را حلقه می گویند. 
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 مثال 

  ند نمونه از مسیر ساده و حلقه در گراف زیر را مشخص کنید. 

                                                   

3421مسیر پاسخ:   1در  3، یک مسیر ساده با طولG 1321می باشد.  مسیر   یبک حلقبه ببه

  است. G1در  3طول 

 مثال 

 با توجه به گراف زیر موارد زیر مشخص نمایید:

  ند مسیر ساده به طول دو وجود دارد؟ Eبه  Bاز  -1

 ساده به طول دو وجود دارد؟یر ند مس Dبه  Bاز  -2

 راف زیر دارای  ند حلقه به طول  هار می باشد؟گ -3

 

 پاسخ:  

دارد و  وجبود 2ببه طبول   BCD سادهیک مسیر Dبه  Bوجود دارد. از  2به طول  BAE , BCEمسیرهای ساده  Eبه  Bاز 

 وجود دارد.  4به طول  AECBAو  AEDCAتعداد دو حلقه 
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 انواع گراف 

 

 انواع گراف در جدول زیر آورده شده است:

 

 گرافی که طوقه و یال موازی نداشته باشد.  گراف ساده

 گراف چند گانه

 (Multi Graph) 
 مجاز باشد.  (Multi Edge)گرافی که در آن یالهای  ندگانه  

 گراف بدون جهتی که همه یالهای آن رس  شده باشد.  گراف کامل

 افی که به هر یال آن یک مقدار عددی نسکت داده شده باشد.گر گراف وزن دار)شبکه(

 گرافی که حلقه نداشته باشد. گراف درختی

 گرافی که یک مسیر بین هر دو گره آن وجود داشته باشد. گراف همبند )متصل(

 گراف همبند قوی
 و ه  یک vبه  uسیر از مه  یک   v,uداری که برای هر زوج گرهگراف جهت

 وجود داشته  باشد. uه ب vمسیر از 

  ند نمونه : 

 

 گراف کامل

 

 

 

 گراف چند گانه

 
 

 

 گراف درختی

  

 گراف ناهمبند

 

 

 یالهای متمایز که نقاط پایانی یکسانی را به ه  وصل می کنند، را یالهای  ند گانه می گویند. 

ابرو تعداد یالهای آن بر n-1در گراف کامل، درجه هر یک از گره ها برابر 
2

)1( nn
 می باشد. 
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گراف مکمل یک گراف، هیچ یال مشترکی با گراف ندارد و مجموع دو گراف، یک گراف کامل خواهبد  

 بود. گرافهای زیر مکمل یکدیگرند :

                     

 نمایش گراف

 یک گراف را می توان به روشهای زیر نمایش داد:

 ماتریس مجاورتی   -1

 لیستهای مجاورتی -2

 تهای مجاورتی معکوسلیس -3

 لیستهای مجاورتی  ند گانه -4

 تذکر: به جای اصطلاح مجاورتی از همجواری یا همسایگی نیز استفاده می شود.

 ماتریس مجاورتی 

 شود.باشد که بصورت زیر تعریف میمی Aبه نام  n×nای آرایه راس، nبا  G=(V,E)ماتریس مجاورتی گراف 









)(),(0],[

)(),(1],[

GEVjVijiA

GEVjVijiA
 

 مثال 

 زیر را بدست آورید. ماتریس مجاورتی گراف

   

 

 

مجاور است و فقط ببا  با بقیه گره ها 1درایه های سطر اول به غیر از اولین درایه، همه برابر یک می باشند،  ون گره   پاسخ:

 خودد مجاور نمی باشد.  نین تحلیلی نیز برای سطری های دیگر می توان انجام داد. 

 

 

 

 

، مجموع تعداد یکهبای موجبود بدون جهتدر گببراف  iدرجببه هببر رأس ماننببد 

 ماتریس است iدر سطر 

4 3 2 1  

1 1 1 0 1 

1 1 0 1 2 

1 0 1 1 3 

0 1 1 1 4 
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 تعداد یکهای ماتریس مجاورتی گراف بدون جهت، همواره دو برابر تعداد یال ها می باشد.

 

 اً متقارن نمی باشد.دار، لزومماتریس ه  جواری گراف بدون جهت، متقارن است ولی برای گراف جهت

 تمامی درایه های ماتریس همجواری گراف کامل به غیر از قطر اصلی برابر یک می باشند.

 مثال  

 ماتریس مجاورتی گراف جهت دار زیر را بدست آورید.

 

 

 

 پاسخ:

 

 

 

 ر تعداد یال ها می باشد.جهت دار، همواره برابتعداد یک های ماتریس مجاورتی گبراف 

دار، درجه خروجی هر رأس، مجموع عناصر سبطری آن و درجبه ورودی هبر رأس، مجمبوع عناصبر در یک گراف جهت

  باشد.ستونی آن رأس می

سطر و ستون یک گره برابر یک باشد، یک طوقبه در آن گبره  اگر در ماتریس همجواری، درایه واقع در

 ه طول یک(وجود دارد.)طوقه یعنی حلقه ب

 در یک گراف جهت دار، اگر ماتریس ه  جواری مثلثی باشد، گراف بدون دور است. 

 )فاقد دور و حلقه( باشد، آنگاه ماتریس همجواری آن مثلثی می باشد.  Acyclicگرافی اگر 

 

 

 (Adjacency List)لیستهای مجاورتی 

یسبت گر شروع این لیستها در یک آرایه قرار دارند. لو اشارهدر این رود نمایش برای هر گره در گراف یک لیست وجود دارد 

 به آنها مسیری به طول یک وجود دارد. iحاوی رئوسی است که از گره  iسطر 

 مثال 

3 2 1  

0 1 0 1 

1 0 1 2 

0 0 0 3 
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 لیست مجاورتی گراف داده شده را رس  نمایید.

 

 

 

 

 پاسخ:

 
 مثال 

 لیست مجاورتی گراف داده شده را رس  نمایید.

 

 

 

 

 

  پاسخ:

 

 

های متناظر آن در لیسبت مجباورتی تعیبین توان با شمارد تعداد گرهدار را میه هر راس در یک گراف غیر جهتدرج

 کرد.

 

اگر تعداد یالها در یک گراف زیاد باشد، از رود ماتریس مجاورتی و اگر تعداد یالها ک  باشبد از رود لیسبت مجباورتی 

 ی شود.منمایش گراف های پراکنده از لیست همجواری استفاده جهت نمایش گراف استفاده می شود. بنابراین برای 
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 می باشد. O(|E|+|V|)، فضای مصرفی برابر با به رود لیست همجواری G=(V,E)برای نمایش گراف 

 

 لیستهای مجاورتی معکوس

ند که از آنهبا ببه گیر، رئوسی قرار میiلیست مجاورتی معکوس مشابه لیست مجاورتی است، با این تفاوت که در لیست سطر 

ا ، مسیری به طول یک وجود دارد. توسط لیست مجباورتی معکبوس مبی تبوان ببه سبادگی درجبه ورودی یبک راس ر iگره 

 مشخص کرد.

 

 10-10مثال 

 لیست مجاورتی معکوس گراف زیر را رس  نمایید.

 

 

 

 

  پاسخ:

                

 
 

 باشند.ی معکوس یکسان میدر گراف بدون جهت، لیست مجاورتی و لیست مجاورت

 

 

 

 معکوس یک گراف

Gکه آن را با  Gبرای بدست آوردن معکوس گراف جهت دار 
~
معکوس  Gنمایش می دهند، کافی است که جهت یالها را در  

 می کنی . 
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G، ماتریس همسایگی گرافTAیعنی Aباشد، آنگاه ترانهاده  Gماتریس همسایگی گراف جهت دار  Aاگر 
~
 می باشد. 
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 ش گرافپیمای

 مکن می باشد:مگیرد و به دو طریا های آن انجام میپیمایش یک گراف به منظور ملاقات کلیه گره

 (DFS : Depth First Search)عمقی  )پیمایش اول ب عما(     -1 

 (BFS : Breadth First Search) رض( ع -سطحی)پیمایش اول -2 

 شود.استفاده می از صف BFSاز پشته و در پیمایش  DFSدر پیمایش 

 

 (BFS) پیمایش سطحی 

هبای ه گرهپیمایش سطحی منحصر به فرد نیست. در یک رود با شروع از یک گره، ابتدا گره را وارد صف کرده و سپس کلیب

گبره هبای  مجاور با آن )فرزندان گره از  پ به راست( را در صف درج می کنی . حال عنصر بعدی از صبف را حبذف کبرده و

 ا درج می کنی  و این عمل را ادامه داده تا همه گره ها پیمایش شوند. مجاور آن ر

 

 (DFS)پیمایش عمقی 

های سمت  پ پیمایش عمقی منحصر به فرد نیست. در یک رود با شروع از یک گره، آن را ملاقات کرده و سپس کلیه گره

اشد یا واری نداشته بملاقات شود که هیچ گره همج ایرا تا آخرین عما پیمایش می کنی . اگر در پایین رفتنهای متوالی، گره

شود. این الگوزیت  گیرند و روند فوق تکرار میهای همجوار آن ملاقات شده باشد، برگشت به یک سطح بالا انجام میهتمام گر

 از پشته استفاده می کند.

 

 11-10مثال 

 برای گراف زیر مشخص کنید. DFSسه پیمایش 

 
  پاسخ:

1 , 4 , 7 , 8 , 9 , 6 , 5 , 2 , 3 

1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 8 , 7 , 4 , 5 
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1 , 2 , 3 , 6 , 5 , 4 , 7 , 8 , 9 
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 12-10مثال 

 برای گراف زیر مشخص کنید. DFSو   BFS ند پیمایش 

 
 پاسخ:  

 :به صورت زیر است BFS ند پیمایش 

ABCDEF   ,  ADBCEF  ,  ADBCFE  
 : DFSو  ند پیمایش 

ABEDFC       ,  ABDFEC    ,   ADEFBC 

 

 13-10مثال 

 گراف زیر را مشخص کنید. DFSو  BFSیکی از پیمایش های 

 

 

  پاسخ:

BFS :  a b e f  c d g  i  h   
DFS  :   a b  c  g  d  e  f   i   h   
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 14-10مثال 

 گراف زیر را مشخص کنید. BFSیکی از پیمایش های 

 

                    ABCDEFGH   پاسخ:

 15-10مثال 

 گراف زیر را به دست آورید؟ DFSپیمایش 

 
 ABEFHCDG  پاسخ:

 

 16-10مثال 

 گراف زیر را به دست آورید؟ BFSو  DFSپیمایش 

 

 پاسخ:

BFS : ABDEFCHGI                     

DFS : ABFIHGCDE 
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 17-10مثال 

 را مشخص کنید. 2گراف زیر با شروع از گره شماره  BFSیکی از پیمایش های 

 

 

 8 , 4 , 5 , 7 , 3 , 1 , 6 , 2  :   حل

   
   18-10مثال 

 گراف زیر را به کمک صف مشخص کنید. BFSیکی از پیمایش های 

 

 

 

 

 

 

    پاسخ:

 از صف استفاده کرده و در صف درج به انتها و حذف از ابتدا انجام می گیرد. BFSپیمایش 

 در ابتدای صف V1درج  -1

  V1و  اپ حذف  -2

 V6,V4,V2یعنی  V1درج فرزندان  -3

 (V6یعنی که درج کرده ای  ) V1حذف و  اپ اولین فرزند  -4

 (V5)یعنی  V6درج فرزند  -5

 (V4ی حذف و  اپ گره ابتدای صف)یعن  -6

 (V3)یعنی  V4درج فرزند -7

 (V2حذف و  اپ گره ابتدای صف)یعنی  -8

  (V5حذف و  اپ گره ابتدای صف)یعنی  -9

 ( V3 حذف و  اپ گره ابتدای صف)یعنی -10
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 گراف برابر است با: BFSبنابراین حاصل پیمایش 

V1 , V6 , V4 , V2 , V5 , V3 
 

 19-10مثال 

 گراف زیر را به کمک پشته مشخص کنید. DFSیکی از پیمایش های 

 

 پاسخ:  

    ABDHEFCGحاصل پیمایش عمقی گراف داده شده برابر است با:   

 
 

ضبلع گبراف کبه درز هب  ندارنبد،  (n–1)، اگر در مورد یک گراف همکند بکار برده شدند، از BFS, DFSهای لگوریتما

 : تعداد گره ها( n) استفاده می کنند.

 

 

 د. نیک درخت را می ساز ،مورد استفاده (اضلاع، یالهای )BFS, DFSدر الگوریت  های  

 

 

که به صبورت مباتریس مجباورت بیبان شبده  G=(V,E)، گراف DFS و BFSهزینه زمانی هر یک از پیمایش های 

است، برابر 
2

V  است و اگر  به صورت لیست مجاورت بیان شده است، برابرE .است 

 

 

برابر  گراف کاملتعداد یالهای 
2

)1( nn   و تعداد یالهای انتخاو شده در پیمایشDFS  1(برابر-n(  

 برابر است با :  DFSنشده در پیمایش  می باشد. بنابراین تعداد یالهای ملاقات       

2

)2)(1(
)1(

2

)1( 


 nn
n

nn
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 )Spanning  Tree(درخت پوشا  

 

 n با گراف های گراف را درخت پوشای گراف می نامند. درخت پوشای یک درختی شامل تمامی رئوس گراف و تعدادی از لکه

 یال است. n-1گره، دارای حداقل 

 20-10مثال 

 درخت پوشا رس  شده است: 8برای گراف زیر 

 

 

 2شود امبا رود انجام می 10یال گراف  داده شده به دست آورد. این کار با  5یال از  2توان با حذف هر درخت فراگیر را می

  تا از آنها منتهی به گراف ناهمکند می شوند. 

 

12حداقل دارای راس،  nیک گراف کامل با  )1( n .درخت پوشا می باشد 

 21-10مثال 

 را بدست آورید؟ Gعمقی گراف درخت پوشای حاصل از جستجوی 

 

 

 

 

 

 

            

 می باشد، بنابراین درخت پوشای عمقی به صورت زیر است: ABDHEFCGبرابر   DFSپیمایش   پاسخ:
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درخت پوشای حاصل از پیمایش عمقی گراف را درخت پوشای عمقی و درخت پوشای حاصل از پیمایش سطحی گراف 

 ی، می نامند.را درخت پوشای سطح

 

 ندارد. Tهیچ لکه متقاطع با  Gیکی از درختهای پوشای عمقی آن باشد، آنگاه  Tیک گراف متصل و  Gاگر 

 

 

 22-10مثال 

 : 1رس  درخت پوشای عمقی گراف با شروع از گره 

 گراف 1درخت پوشای عمقی با شروع از گره 

  

 

 23-10مثال 

 : 4ه درخت پوشای عمقی گراف با شروع از گر

 گراف 4درخت پوشای عمقی با شروع از گره 
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 (MST)درخت پوشای حداقل 

می   MST برای به دست آوردنمی نامند.  MSTباشد را حداقل وزن پوشا ،دارای که در بین تمام درختهای پوشایی درخت 

 سولین  -3    پری   -2     راسکال)راشال(ک -1از الگوریتمهای زیر استفاده کرد:   توان

 یال استفاده شود و نکاید از یال هایی که حلقه تولید می کنند، استفاده کرد. n-1در این روشها باید دقیقا از

 الگوریتم کراسکال

 مراحل اجرای این الگوریت  به صورت زیر می باشد:

 مرتب کردن صعودی تمام یالها. -1

 و بدون یال باشد. Gهای همان گره، به طوری که یک گراف متشکل از  Tمقدار دهی اولیه  -2

 مرتکه: n-1تکرار عملیات زیر به تعداد  -3

 "تشکیل حلقه ندهد. Tبا حداقل وزن اضافه کن به طوری که در  Gیک یال از  Tبه  "   

 24-10مثال 

 به کمک الگوریت  کراسکال، درخت پوشای حداقل گراف زیر را بدست آورید.

 

  پاسخ:
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 25-10مثال 

 وزن درخت پوشای مینیم  گراف در صورت استفاده از الگوریت  کراسکال  ه می باشد؟ 

 

 حل: 

ا در درخبت ، بنبابراین وزن یبال هب 1,2,2,4,4,7,8,9 ترتیب اضافه شدن یالها در رود کراسکال برابر است با:

 می باشد.  37پوشای مینیم  برابر 

 

فاده اسبت (a,h)از یبال  (b,c) ون می توان به جبای یبال درخت پوشای بدست آمده، منحصر به فرد نیست، 

                                 کرد.

 

در گرافی که یالهایی با وزن مساوی دارد، احتمال دارد بتوان بیش از یک درخت پوشای حداقل رس  کرد، اما وزن همه 

 آنها برابر است.

 

 الگوریتم پریم 

ر رود ه یبالی کبه دال، درخت پوشا با کمترین هزینه را لکه به لکه می سازد با این تفباوت کبالگوریت  پری  نیز مشابه کراسک

ری  از پبدر رود اشد.کراسکال اضافه می شود، می تواند به یالهایی که قکلا اضافه شده متصل نکاشد، اما در پری  باید متصل ب

تبر و گبره نزدیکست. حال گره ای را که به یکی از ایبن دیک گره شروع کرده و گره ای را به آن وصل می کنی  که نزدیکتر ا

 است را وصل می کنی . 

)(مرتکه اجرایی پری  برابر 2noو مرتکه اجرایی کراسکال برابر)log( eeo  باشد. می 

 

 با ه  برابر می باشد.کراسکال وزن درخت پوشای حداقل حاصل از هر یک الگوریت  های پری  یا 
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پری ، مجموعه لکه های انتخابی یک درخت را می سازند در حالی که در کراسکال  در هر یک از مراحل اجرای الگوریت 

 در هر لحظه، یک جنگل را می سازد.
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 26-10مثال 

 ( aبه کمک الگوریت  پری ، درخت پوشای حداقل گراف زیر را بدست آورید.)با شروع از گره 

 

  پاسخ:
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 27-10مثال 

 مشخص نمایید.کراسکال ها را در صورت استفاده از الگوریت  پری  و ترتیب اضافه شدن یال

 

 

 حل: 

  10,12,14,16,22,25برابر است با:  کراسکال ترتیب اضافه شدن یالها در رود 

  10,25,22,12,16,14و در رود پری  برابر است با :  

 

 

 

 

 

 

کال استفاده می شود.  ون این الگبوریت  ببر پایبه کراس برای یافتن درخت پوشای حداقل یک گراف خلوت از الگوریت 

 باشد.(.)گراف خلوت، گرافی است که تعداد یالهای آن ک  کندیالها کار می
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 الگوریتم سولین 

گبراف  nدر این الگوریت  در هر مرحله  ندین لکه انتخاو می شود. در شروع هر مرحله، لکه های انتخبابی، ببه همبراه همبه 

وشا را تشکیل می دهند. در طی هر مرحله، یک لکه برای هر درخت در این جنگل انتخباو مبی شبود و برداری، یک جنگل پ

 این لکه، لکه ای با کمترین هزینه است که دقیقا یک بردار در درخت دارد.

 30-10مثال 

 درخت پوشای حداقل گراف زیر را با استفاده از الگوریت  سولین بدست آورید.

 

 

  پاسخ:

 ست با:   ، به ترتیب برابر ا 7تا  1این جنگل پوشا، یک بردار منفرد است. لکه های انتخابی با رئوس هر درخت در 

(1,6) , (2,7) , (3,4) , (4,3) , (5,4) , (6,1) , (7,2)   
 که لکه های مجزای این انتساو برابر است با:

(1,6) , (2,7) , (3,4) , (5,4)  

 انتخابی، شکل زیر حاصل می شود:  با افزودن اینها به مجموعه لکه های

 

 

را انتخباو  (2,3)را انتخاو می کند و دو درخت باقیمانده، لکه  (6,5)، لکه  {1,6}در مرحله بعدی، درخت با مجموعه رئوس 

 می کند و درخت پوشای  نهایی حاصل می شود: 
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ببین هبر  Mباشبد، مسبیر  Gببرای  یک درخت فراگیر مینیم  Mجهت و یک گراف بی G=(V,E)فرض کنی  گراف 

12جفت رأس VوV باشد.ترین مسیر نمیلزوما کوتاه 
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 کنکور ارشد

 (89دولتی  -)علوم کامپیوتر 

nVmEبا  G=(V,E)یک گراف  )Adjacency  Multilist(در نمایش یالی  -1  و  ه تعداد  Linked list،  ند  ,

node  بدون در نظر گرفتن( وجود داردhead node ؟) از  پ به راست()گزینه ها     

   1 )VEV ,         2 )EV ,               3 )EE ,                 4 )EVV , 

 است. 2حل: جواو گزینه 

مبی  E، لیست پیوندی و به تعداد دو برابر یالهبا کبه از مرتکبهV، به تعداد گره ها یعنی G=(V,E)در نمایش یالی گراف 

 وجود دارد.  nodeباشد، 

 (85دولتی  – IT    )مهندسی

 کدام مورد است؟ aع از راس روی گراف زیر با شرو Primترتیب انتخاو یال ها در الگوریت    -2

 
 

    1)(b,f),(b,d),(e,d),(c,d),(a,b)                      2 )(a,b),(b,f),(f,d),(d,e),(e,c) 

    3 )(a,b),(b,f),(b,d),(d,e),(d,c)                     4هیچکدام ) 

 است. 3زینه حل: جواو گ

، در مرحلبه سبوم 2با وزن  (b,f)انتخاو می شود. در مرحله دوم یال  15با وزن  (a,b)، در مرحله اول یال aبا شروع از گره 

 خواهد شد.  انتخاو 10با وزن  (d,c)و در مرحله پنج  یال  8با وزن  (e,d)، در مرحله  هارم یال 4با وزن  (b,d)یال 

 

 (86 آزاد -)مهندسی کامپیوتر

کو کترین درخت پوشای  kruskalت. می خواهی  با استفاده از الگوریت  گره مفروض اس nیک گراف بسیار متصل شامل  -3

 این گراف را بدست آوری . در این صورت پیچیدگی زمانی این الگوریت  برابر است با: 
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   1) )log( 2 nno 2) )log( nno  3) )( 2no      4 ) )
2

(
2n

o 

 جواو است. 1حل: گزینه 

)log(وریت  کراسکال برابرمرتکه اجرایی الگ ee  براببر  می باشد که در یک گبراف کامبل کبه تعبداد یالهبا
2

)1( nn
)از 

 می باشد، خواهی  داشت:(2nمرتکه

)log()log2()log()log( 2222 nnnnnnee    
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 فصل 10

 مرتب سازی

 

 

 سازی را از نظر نحوه مرتب سازی داده ها می توان به صورت زیر دسته بندی کرد:الگوریت  های مرتب 

 مرتب سازی مقایسه ای  -1

ی عناصبر، ی مقایسه ای، اطلاعات دیگری از داده های ورودی وجود ندارد و فقبط ببا مقایسبه ببین کلیبدهادر مرتب ساز

 ترتیب نسکی آنها پیدا می شود.

 مرتب سازی غیر مقایسه ای)خطی( -2

ا ب لگوریت  هاادر مرتب سازی غیر مقایسه ای، بدون مقایسه کلیدهای عناصر با ه ، عمل مرتب سازی انجام می شود. این 

سبتفاده مبی استفاده از اطلاعاتی که از قکل در خصوص نوع کلیدها موجود است و در شرایط خاص، از رود های سریعی ا

 کند که در آنها کلیدهای عناصر با ه  مقایسه نمی شوند.

زی اسبدر این فصل مرتب سازی های مقایسه ای را بررسی می کنی . از مرتبب سبازی هبای غیبر مقایسبه ای ماننبد مرتبب 

مرتب سازی مکنایی را بررسی می کنی  و مرتب سازی شمارشبی و سبطلی در کتباو طراحبی ، "شمارشی و سطلی مکنایی،"

 الگوریت  اینجانب بررسی شده است.
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 مرتب سازی

 مرتکه اجرایی مرتب سازی های مقایسه ای در جدول زیر نشان داده شده است.

 بدترین میانگین بهترین نام رود

Bubble ابی اصلاح شده حک

)(no 

 

)( 2no )( 2no 

Selection )( 2no )( 2no )( 2no 

Insertion )(no )( 2no )( 2no 

Quick )log.( nno )log.( nno )( 2no 

Merge )log.( nno )log.( nno )log.( nno 

Heap )log.( nno )log.( nno )log.( nno 

Tree )log.( nno )log.( nno )( 2no 

 (Bubble Sort)سازی حبابی مرتب 

شبوند. یمبار حرکت در طول آرایه، یک عنصر با عنصر بعدی مقایسه شبده و در صبورت لبزوم جبا ببه جبا  nدر این رود با 

گیرد . در این مرتب سبازی ، ترین )یا کو کترین( عنصر در انتهای آرایه قرار میکه اول طی کردن آرایه، بزرگبنابراین در مرت

 گیرند.به طور صحیح قرار می nتا n – i امین مرتکه، عناصر  iدر 

 مثال 

 را به رود حکابی، صعودی نمایید. 2 , 3 , 8 , 4اعداد 

 : گذر اول به صورت زیر می باشد:حل

: 8با  4مقایسه     2 , 3 , 8 , 4  

و تعوی  آنها : 8با  3مقایسه      2 , 8 , 3 , 4  

و تعوی  آنها :  2با  8مقایسه     8 , 2 , 3 , 4  

 در پایان گذر اول ، بزرگترین عنصر در خانه آخر قرار گرفته است. گذر دوم به صورت زیر است:

و تعوی  آنها :   3با  4مقایسه   8 , 2 , 4 , 3  

و تعوی  آنها : 2با  4مقایسه     8 , 4 , 2 , 3  

 گذر سوم: 

و تعوی  آنها :   2با  3مقایسه   8 , 4 , 3 , 2  

            تا از آنها منجر به تعوی  شد، مرتب شدند. 5مقایسه که  6گذر با  3عناصر داده شده بعد از 

تعداد مقایسه ها در رود مرتب سازی حکابی برابر
2

)1( nn ر بدترین حالبت ببه همبین می باشد که د

 تعداد، تعوی  انجام می گیرد.
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تعوی  ببه انتهبای  n-1مقایسه و حداکثر  n-1بزرگترین عنصر در  مرتب سازی حکابی صعودی بعد از 

 لیست می رود. 

 الگوریتم مرتب سازی حبابی 

void  Bubble-Sort (int  a[ ] , int  n){ 

    for( i=0 ; i < n-1 ; i++) 

        for ( j = n-1 ; j > i ; j--) 

            if (a[j] < a[j-1])    

              swap(a[j] , a[j-1]); 

} 

در ابتدای ورود به حلقه  بک شبده و در صبورت  flagاستفاده می شود. این  flagدر رود حکابی اصلاح شده از یک  

لت بهترین حا ه اجرایی مرتب سازی حکابی اصلاح شده درمرتب شدن آرایه از ادامه تکرار حلقه جلوگیری می کند. مرتک

 می باشد. no)(برابر

 
 

 (Selection Sort)سازی انتخابی مرتب

دهبد. آنگباه ترین عنصر آرایه را پیدا کرده و آن را در مکان اول لیسبت قبرار میسازی صعودی انتخابی، ابتدا کو کدر مرتب

 دهد و ...و آن را در مکان دوم لیست قرار میکو کترین عنصر دوم داخل لیست را پیدا کرده 

 مثال 

 تعداد مقایسه های لازم برای مرتب کردن لیست زیر به رود انتخابی را محاسکه نمایید.

10 , 30 , 17 , 12 , 1 , 21 , 15 

ببا  10ی نرا با عنصر اول تعوی  کرده و سپس محل کو کترین عنصر دوم یع 1: در ابتدا محل کو ک ترین عنصر یعنی حل

 پیدا شبده و محبل آن ببا عنصبر اول ایبن nتا  2و کترین عنصر آرایه شود. به عکارتی در مرحله دوم کعنصر دوم تعوی  می

 . عملیات به همین روال ادامه می یابد.آرایه تعوی  می شود

 

 لیست اولیه 15 21 1 12 17 30 10

 مرحله اول 15 21 10 12 17 30 1

 مرحله دوم 15 21 30 12 17 10 1

 مرحله سوم 15 21 30 17 12 10 1

 مرحله  هارم 17 21 30 15 12 10 1
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 مرحله پنج  30 21 17 15 12 10 1

 مرحله شش  30 21 17 15 12 10 1

 

ن کبو کترین در مرحله اول برای پیدا کردن کو کترین عنصر نیاز به شش مقایسه می باشد. در مرحله دوم برای پیبدا کبرد

  دست آورده و خواهیبتا انتها( به پنج مقایسه نیاز است و به همین ترتیکی تعداد مقایسه ها را  2دید )از خانه عنصر لیست ج

   21=1+2+3+4+5+6داشت: 

 مرحله مرتب می شوند.  n-1در مرتب سازی انتخابی، اعداد بعد از  

تعداد مقایسه ها در مرتب سازی انتخابی برابر 
2

)1( nn .می باشد 

ایی ها در مرتب سازی انتخابی در بدترین حالت برابرتعداد جابج
2

)1( nn  می باشد.  ) بدترین حالبت

 (وقتی رخ می دهد که بخواهی  آرایه صعودی را نزولی کنی  و یا بر عکس

 الگوریتم مرتب سازی انتخابی

void   selectionsort (int  s[ ] , int n){ 

     int   i , j , min; 

     for ( i = 0; i< n-1; i++){ 

            min = i; 

            for (j = i+1; j <= n ; j++) 

                 if (s[j] < s[min])  

                       min = j; 

           swap(s[i] , s[min]); 

      } 

} 

 (Insertion Sort)سازی درجی مرتب

پس سب 1کند. از ابتدای آرایه در بخشی از آن که ابتدا به طول کار می این الگوریت  بر اساس درج یک عنصر در محل صحیح

2 ،3 ،..،n ه جا ت، به جلو جا بخواهد بود، آخرین عنصر این بخش و مقادیر قکل از آن تا جایی که این عنصر کو کتر از آنهاس

 شود.شده و این عنصر در محل مناسب درج می

 عنصر: nبا  Aبه عکارتی برای آرایه 

 مرتب است. A[1]ب 1

 مرتب باشند. A[2]و  A[1]شود. طوری که درج می A[1]قکل یا بعد از  A[2]ب 2

 ب باشند.مرت A[1],A[2],A[3]شود، طوری که درج می A[2]و  A[1]در مکان صحیح خود نسکت به  A[3]ب 3

 ب الی آخر4
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 مثال 

 آرایه زیر را به رود درجی مرتب سازید. 

20 , 5 , 35 , 8 , 2 

 : حل

20درج      20  

5درج     20 5  

35درج    35 20 5  

8درج   35 20 8 5  

2درج  35 20 8 5 2  

 

شبده موجبود  به عکارتی الگوریت  مرتب سازی درجی الگوریتمی است که مرتب سازی را با درج رکوردها در یک آرایه مرتبب

 مرتب سازی می کند. 

 الگوریتم مرتب سازی درجی

 را به ترتیب نزولی مرتب کنی . s[1..n]موجود در آرایه  کلید  nمی خواهی  

void    insertionsort (int  s[ ] , int   n){ 

       int   i,j; int  x; 

       for (i=1 ; i<n ; i++){  

             x = s[i]; 

             for( j = i-1 ;  j>=0  &&  x < s[j] ;  j--) 

                      s[j+1]=s[j]; 

             s[j+1]=x; 

       } 

} 

ک مرتبب سبازی یباست. پس الگوریت  مرتب سازی درجی،  sافزایش می یابد، اندازه آرایه ورودی  nتذکر: تنها فضایی که با 

 تعلا دارد. )1(درجا است و فضای اضافی به

براببر دترین حالبت در مرتب سازی درجی، پیچیدگی زمانی تعداد انتساو های رکوردها، در بب
2

)4)(1(  nn
و در  

1حالت میانگین برابر 
4

)7(


nn
 می باشد.      

 مرتب سازی درجی، برای یک آرایه مرتب، بهترین عملکرد و برای یک آرایه مرتب معکوس، بدترین عملکرد را دارد.

 سازی است.ترین رود مرتب، سریع n<=20مرتب سازی درجی برای  
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د )زمان انتساو آنها  شمگیر باشد(، مرتب سبازی انتخبابی بایبد بهتبر از بزرگ باشد و رکوردها ه  بزرگ باشن  nاگر 

 مرتب سازی درجی عمل کند.

 عمل درج مرتب کرد. n-1عنصری را می توان با  nدر مرتب سازی درجی، یک آرایه  

 دودویدیدرجدی سبازی یابد. ایبن رود را مرتبها کاهش میاگر از جستجویی دودویی استفاده کنی ، تعداد مقایسه

 نامند. می
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 وارونگی 

)k,k(وارونگببی در یببک جایگشببت، زوج ji
jiاسببت بببه طببوری کببه       و

ji kk     باشببد. بببه طببور مثببال، در جایگشببت

 , (3,1) , (3,2). وارونگی های این جایگشت عکارتنبد از:  2<3و  2>1یک وارونگی است،  ون  (3,2)، زوج  [3,2,4,1,6,5]

(2,1) , (4,1) , (6,5). 

 یز، به معنی حذف همه وارونگی ها در یک جایگشت است. کلید متما nمرتب سازی 

( ام منتقبل j+1ام را ببه محبل ) jمرتب سازی درجی پس از هر بار مقایسه، یا کاری انجام نمی دهد یا کلید موجود در محل 

بایبد قکبل از آن  xام به یک محل بالاتر، این واقعیت را تصحیح کرده ای  که  jمی کند. با منتقل کردن کلید موجود در محل 

یبا ه فقبط از طرکلید بیاید. ولی، این تنها کاری است که انجام داده ای . نشان می دهی  همه الگوریت  های مرتب سبازی کب

هنبد، ده انجام مبی مقایسه کلیدها مرتب سازی را انجام می دهند و  نین مقدار محدودی از باز آرایی را پس از هر بار مقایس

تند، زیرا می تبوانی  هس n  ، ... ،2 ،1وم نیاز دارند. فرض کنی  که کلیدها صرفاً اعداد مثکت و صحیح حداقل به زمان درجه د

 و ... جایگزین کنی .   2، دومی را با 1کو ک ترین کلید را با 

   

 باشد.  [n,…,1,2]یک جایگشت، وارونگی نخواهد داشت اگر و فقط اگر دارای ترتیب مرتب 
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 (Merge Sort)سازی ادغام  مرتب

  ادغام قسمت به طول یک تقسی  و سپس هر دو قسمت مجاور به صورت مرتب شده با ه nعنصری به  nدر این رود آرایه 

یاببد. قکبل از ادامبه می nایجاد شده است. روند ادغام تا رسیدن به یک آرایه به طول  2شوند. در این حالت آرایه به طول می

 حوه ادغام دو آرایه مرتب را در یک آرایه مرتب جدید بیان می کنی .توضیح عملکرد این مرتب سازی، ن

 مثال 

 قرار دهید:  Cرا ادغام کرده و حاصل را در آرایه  Bو  Aدو آرایه مرتب 

A : 1, 5   ,  B : 2, 7, 9, 20 

ر مبی کننبد. در گر تغییبتای خاص از آنها با یکبدی 2استفاده می شود که  pcو pbو paمتغیر اشاره گر  3: برای اینکار از حل

با  pbو  paد. محتوای اشاره می کن Cبه ابتدای آرایه خالی  pcو Bدر آرایه  2به مقدار  pbو  Aدر آرایه  1به مقدار  paابتدا  

با  5و مقدار  یک واحد اضافه شده pcو  paنوشته شده و اشاره گر  Cکو کتر است در آرایه  1ه  مقایسه شده و  ون مقدار 

 7ببا  5یک واحد اضبافه مبی شبوند .حبال مقبدار  pcو  pbنوشته شده و  Cکو کتر است در آرایه  2ه شده و  ون مقایس 2

را ببه  Bاصبر آرایبه رسیده ای  بقیه عن Aنوشته شده و در این حالت  ون به انتهای آرایه  cدر آرایه  5مقایسه شده و مقدار 

 C : 1 , 2 , 5 , 7 , 9 , 20اضافه می کنی :     Cانتهای آرایه 

 

 می باشد. n+m-1عنصری برابر  n , mحداکثر تعداد مقایسه ها برای ادغام دو آرایه مرتب 

 مثال 

 بعد از  ند گذر مرتب می شود؟،  Merge Sortلیست داده شده در رود 

2 , 3 , 1,  7 , 6 , 5, 4, 0 

 : حل

[2] [3] [1] [7] [6] [5] [4] [0] 

[2,3]   [1,7]   [5,6]   [0,4] 

[1,2,3,7]      [0,4,5,6] 

[0,1,2,3,4,5,6,7] 

 مثال 

 ، مرتب نمایید.            Merge Sortلیست مقابل را به رود

 25 , 4 , 70 , 2 , 63 , 11 , 57 , 12 ,45 

  :حل

[25]  [4]  [70]  [2]  [63]  [11]  [57]  [12]  [45] 

[4  25]   [2  70]     [11  63]    [12  57]   [45] 

[2  4  25  70]        [11  12  57  63]     [45] 

[2  4  11  12  25  57  63  70]     [45] 

[2  4  11  12  25  45  57  63  70] 
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تعداد گذرهای مرتب سازی ادغام برابر  nlg.است 

 الگوریتم مرتب سازی ادغامی بازگشتی

 ی :در نسخه بازگشتی، ساختار رکورد به صورت زیر تعریف می کن

typedef   struct{    int  key;   int  link; }element; 

 یک مقدار صحیح را بر می گرداند که به ابتدای لیست مرتب شده اشاره دارد. mergeتابع 

int  merge(element  list[ ] , int   lower , int   upper){ 

   int  mid; 

   if (lower >= upper)  return  lower; 

   else{ 

    mid = (lower + upper) /2; 

    return  listmerge ( list , merge( list , lower , mid) , merge( list , mid+1 , upper)); 

  } 

} 

تبدای زنجیبر را دریافت کرده و مقدار صحیح کبه ببه اب secondو  firstدو زنجیر یا لیست مرتب شده یعنی  listmergeتابع 

م، نسبخه اشاره دارد را برمی گردانبد. ببر خبلاف نسبخه تکبراری ادغبا secondو  firstنجیره های مرتب شده جدید شامل ز

 بازگشتی از لحاظ فیزیکی لیست را تغییر یا دوباره مرتب نمی کند.

int   listmerge (element   list[ ] , int   first , int  second){ 

   int  start = n; 

   while(first != -1  &&  second != -1) 

      if ( list[first].key <= list[second].key ) 

        { 

            list[start].link = first; 

            start = first; 

            first = list[first].link; 

        } 

      else{ 

            list[start].link = second; 

            start = second; 

            second = list[second].link; 

           } 

      if (first == -1)   

             list[start].link =second; 

      else    list[start].link = first; 

    return  list[n].link; 

} 
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 ست. ا start = merge(l ist , 0 , n-1)فراخوانی تابع به صورت 

http://faradars.org/computer-engineering-exam-books-free-download?utm_medium=referral&utm_source=farabooks&utm_campaign=book-data-struct-pdf


 244  هاساختمان داده

 

   

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

      

 

 ر مرتب سازی ادغام ، مراحل کار به صورت زیر می باشد: د

عنصری به دو زیر لیست nتقسی  لیست  -1      
2

n
 عنصری. 

(رتب کردن بازگشتی دو زیر لیست به رود مرتب سازی ادغام در زمانم -2      
2

(2
n

T . 

 .n)(یر لیست مرتب شده در زمانزادغام دو  -3      

 زیر می باشد:که رابطه بازگشتی آن به صورت       














1)1(

1)()
2

(2
)(

n

nn
n

T
nT




 

).log(مرتکه اجرایی این رابطه         nno .می باشد 

از دو اسبت ببه    توانی   nپیچیدگی زمانی تعداد مقایسه های کلیدها در مرتب سازی ادغامی در بدترین حالت، وقتی که 

1n(nlgn)n(W(صورت  است و به طور کلی به)nlgn(.تعلا دارد   

)n(هبای   د، حال آنکه الگبوریت می توانند از عهده ورودی های بسیار بزرگ برآین   )nlgn(الگوریت  های 2    نمبی

 توانند.

گاهی مرتب سازی ادغامی پس از هر مقایسه بیش از یک وارونگی را حذف می کند. الگوریت  هبایی کبه حبداکثر یبک 

وارونگی پس از هر مقایسه انجام می دهند، حداقل 
2

)1n(n 
مقایسه را در هنگامی که ورودی به ترتیب عکس باشد،  

 انجام می دهند.

 شود. ها قرار دارند اجرا میی ادغام، معمولاً روی عناصری که در فایلمرتب ساز

)غیبر درجبا ( در حالبت معمبول،  دارد. nکند و نیاز به بافری به انبدازه مرتب سازی ادغام از حافظه جانکی استفاده می

      رکورد تعلا دارد. n((اضافی به   استفاده از فضای
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 )غیر بازگشتی(مرتب سازی ادغامی 

void  merge-sort(int  a[ ] , int  n){ 

   int  len=1;  

   int  extra[ MAX]; 

   while(len < n) { 

       merge-pass(a , extra , n , len);  

       len=len *2; 

       merge-pass(extra , a , n , len); 

       len = len *2; 

     } 

} 

امبین گبذر لیسبت  iو در  2ا انبدازه ، در دومین گذر لیست هایی بب 1ایی با اندازه در اولین گذر، لیست ه،  merge-sortدر 

1i2هایی با اندازه   .ادغام خواهند شد 

void  merge-pass(int  a[ ] , int  s [ ] , int n , int len){ 

  int  i , j; 

  for ( i=0 ; i <= n-2*len ; i = i+2*len ) 

      merge( a , s , i , i+len-1 , i+2*len-1 ); 

  if ( i+len < n) 

       merge( a , s , i , i+len-1 , n-1 ); 

 else   

       for ( j = i ;  j < n; j++)   s[j] = a[j]; 

} 

 

void  merge( int  a[ ] , int  s[ ] , int i  , int m , int n){ 

    int   j , k , t; 

    j = m+1; 

    k = i; 

    while( i <=  m  &&  j <= n ) { 

       if ( a[i] <= a[j] )   

             s[k++] = a[i++]; 

       else   
             s[k++] = a[j++]; 

    } 

   if ( i > m) 

      for( t = j ; t <= n ; t++ ) 

            s[k+t-j] = a[t]; 

     else   

           for( t = i ; t <= m ; t++ )  s[k+t-i] = a[t]; 

} 
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 (s[i],...,s[n])را در یک لیست مرتب شده یعنبی  (a[m+1],...,a[n])و  (a[i],...,a[m])، لیستهای مرتب شده  mergeتابع 

 ادغام می نماید.
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 (Quick  Sort)سازی سریع مرتب

ناصر عشوند که کلیه صورتی جا به جا می یک عنصر به عنوان محور انتخاو شده)معمولا عنصر اول( و سایر عناصر در آرایه به

گیرند، سپس به همین رود دو آرایبه واقبع تر از محور در طرف دیگر قرار کو کتر از محور در یک طرف و کلیه عناصر بزرگ

 شوند.در طرفین محور به صورت بازگشتی مرتب می

 الگوریتم مرتب سازی سریع

QUICKSORT(A , p , r){ 

   if ( p < r)   { 

      q = PARTITION(A , p , r); 

      QUICKSORT (A , p , q-1); 

      QUICKSORT (A , q+1, r); 

   } 

} 

 است. QUICKSORT( A ,1 , length[A] )، فراخوانی اولیه Aبرای مرتب سازی کل آرایه 

PARTITION(A , p , r ){ 

   x = A[r]; 

   i = p-1; 

   for (j = p ; j<= r-1 ; j++) 

      if  (A[j] <= x)        { 

            i++; 

            exchange( A[i] , A[j] ); 

       } 

   exchange ( A[i+1] , A[r] ); 

   return  i+1; 

} 

1prnاست که  n((برابر  A[p..r]روی  PARTITIONزمان اجرای   . 

()n(رابطه بازگشتی مرتب سازی سریع 
2

n
(T2)n(T  می باشد که مرتکه اجرایی آن)log.( nno  .می باشد

در ایبن حالبت  تقسبی  شبده و n-1الکته ممکن است در بدترین حالت)آرایه مرتب( آرایه به دو قسمت به طول صبفر و

n()1n(T)n(T(رابطه بازگشتی به صورت   است که مرتکه اجرایی آن)( 2no .می باشد 

 مثال 

 : بر روی یک آرایه نمونه PARTITIONمراحل اجرای تابع 

ر رنبگ تبر پاست. عناصری که  4قسمت اول بوده و مقادیر آنها کو کتر یا مساوی عناصری که به رنگ طوسی می باشند در 

نگ، هنوز در راست. عناصری که نه طوسی رنگ هستند و نه پر  xمی باشند در قسمت دوم هستند و مقادیر آنها بزرگ تر از 

 هیچ یک از دو قسمت قرار نگرفته اند.

(a) هیچ یک از عناصر تقسی  بندی نشده اند  : . 

(b)  با خودد تعوی  و در قسمت مقادیر کو کتر قرار گرفته است.  2: مقدار 
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(c)  به قسمت مقادیر بزرگتر اضافه شده است.   8: مقدار 

(d)  به قسمت مقادیر بزرگتر اضافه شده است.  7: مقدار 

(e)  تعوی  شده اند و قسمت کو کتر افزایش می یابد. 8و 1: مقادیر 

(f)  عوض شده و قسمت کو کتر افزایش می یابد. 8و 3: مقادیر 

(g) :  به قسمت بزرگتر اضافه شده است.  5مقدار 

(h) :   به قسمت بزرگتر اضافه شده است و حلقه پایان می یابد. 6مقدار 

 (i) .عنصر محوری عوض شده تا بین دو قسمت قرار بگیرد  : 

4 6 5 3 1 7 8 2 (a) 
         

4 6 5 3 1 7 8 2 (b) 
         

4 6 5 3 1 7 8 2 (c) 
         

4 6 5 3 1 7 8 2 (d) 
         

4 6 5 3 8 7 1 2 (e) 
         

4 6 5 7 8 3 1 2 (f) 
         

4 6 5 7 8 3 1 2 (g) 
         

4 6 5 7 8 3 1 2 (h) 
         

8 6 5 7 4 3 1 2 (i) 

 

ب ، بدترین عملکرد را دارد و تعداد مقایسه های در این حالبت براببربرای آرایه مرت Quick sortالگوریت    
2

)1( nn 

 می باشد.
مزیت مرتب سازی سریع نسکت به ادغامی این است که نیازی به آرایه اضافی ندارد. ولی هنوز هب  یبک مرتبب سبازی 

ایبد برایه دیگر آو آخر زیر درجا نیست، زیرا در حالی که الگوریت ، زیر آرایه نخست را مرتب سازی می کند، اندیس اول 

 در پشته رکوردهای فعالیت نگهداری شوند. 
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 در مرتب سازی سریع بر خلاف ادغامی، تضمینی وجود ندارد که آرایه همواره از وسط تقسی  شود. در ببدترین حالبت،

نصبر کمتبر در یبک ع مکرراً آرایه را به زیر آرایه تهی در سمت  پ )یا راست( و زیرآرایه ای ببا partitionممکن است 

این اسبتفاده از ( جفت اندیس در پشبته قبرار مبی گیرنبد، بنبابرn-1سمت راست )یا  پ( تقسی  کند. به این ترتیب، )

فاده از فضای تعلا دارد. می توان مرتب سازی سریع را  نان اصلاح کرد که است θ(n)فضای اضافی در بدترین حالت به 

 باشد.   lg nاضافی حداکثر در حدود 

، محور به صورت تصادفی و با احتمال یکسان، یکی از عناصر انتخاو می شبود و بقیبه  Randomized-Quicksortدر 

 عادی است. Quick Sortی الگوریت  مانند 

20nاگر نمودار میانگین زمانی را رس  کنید، مشاهده می شود که به ازای   .مرتب سازی درجی سریع ترین اسبت ،

ب سبازی ادغبام ، مرتب سازی سریع بهترین و سریعترین می باشد. برای مقادیر بزرگتر، مرت 45ا ت 20برای مقادیر بین 

 سریع ترین است. 

فاده شبود. از مرتبب سبازی سبریع اسبت 45بنابراین، بهتر است در مرتب سازی ادغامی برای زیرلیسبت هبای کمتبر از        

 ده کند.باشند، از مرتب سازی درجی استفا 20کمتر از  همچنین در مرتب سازی سریع، زمانی که طول زیر لیست ها
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 (Heap Sort)سازی هیپ مرتب

ز تبابع رکبورد ببا اسبتفاده ا nببا  heapمورد استفاده قرار می گیرد. یک درخبت  maxheap، ساختار heapدر مرتب سازی 

adjust  ایجاد می شود. سپس رکوردها یکی یکی ازheap  .خارج می شوند 

ی کند. )به را برآورده می کنند، استفاده م heapاز یک درخت دودویی که زیردرختهای  پ و راست آن خاصیت adjustتابع 

 ه می کند. را برآورد heapغیر از ریشه( همچنین این تابع درخت را بگونه ای تنظی  می کند که کل درخت دودویی خاصیت 

ا آخبرین رکبورد بب heapگردد. در هر گذر، اولین رکورد در  گذر بر روی لیست اعمال می n-1برای مرتب سازی یک لیست، 

ر ام قبرا nحبل متعوی  می شود.  ون اولین رکورد، همیشه شامل بزرگترین کلید است، این رکورد با بزرگتترین کلید را در 

 iمین گذر، رکورد ببا ا i قرار می دهی  و در نهایت، در n-1می دهی . در گذر دوم، رکورد با دومین کلید بزرگ را در موقعیت 

 قرار می دهی .   n-i+1امین کلید بزرگ را در موقعیت 

 

 مثال 

نشبان  ولیه راارا در نظر بگیرید. شکل زیر درخت دودویی  ( 19 , 48 , 15 , 59 , 11 , 61 , 1 , 77 , 5 , 26 )لیست ورودی 

 می دهد:

 

 
 داری : maxheapبعد از تکدیل آن به 
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 قبرار گرفتبه ر زیر نشان داده شده است. دایره های پر رنگ رکوردهایی که در موقعیت مرتب شده خبودفرایند مرتب سازی د

 اند را نشان می دهد.

                  
 

               
 

 
 Heapتابع مرتب سازی 

void   heapsort( int   a[ ] , int  n ){ 

   int   i , j; 

   for ( i = n/2 ; i>0 ; i--) 

       adjust( a , i , n); 

   for( i = n-1 ; i>0 ; i--)  

     { 

       swap( a[1] , a[i+1] , temp ); 

       adjust( a , 1, i ); 

     } 

} 
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void  adjust( int   a[ ] , int   root , int  n ) 

{ 

    int   child , rootkey, temp; 

    temp = a[root]; 

    rootkey  = a[root]; 

    child =2 * root; 

    while(child <= n)  

     { 

          if (( child <n) && (a[child] < a[child+1]) ) 

               child++; 

          if ( rootkey > a[child] )   break; 

         else{ 

                 a[child / 2] = a[child]; 

                 child = child *2; 

               } 

      } 

    a[child / 2] = temp; 

} 

 

یککار به ازای همه گره ها که دارای یک فرزند هستند، فراخبوانی  adjust، تابع  heapsortاول در تابع  forدر حلقه  

)1(عدادبه ت adjustدوم، تابع  forنمی باشد. در حلقه  nO)(می شود. زمان این حلقه بیشتر از n  مرتکه با حداکثر

عمببا  )1nlog(  فراخببوانی مببی شببود. بنببابراین زمببان آن)log( nnO  مببی باشببد. در نتیجببه کببل زمببان

)log(محاسکاتی nnO .خواهد شد 

آرایه مرتب صعودی را ادغام کرده و در یک آرایه مرتب ذخیره کنی ، با فرض اینکه کل خانبه  kدر صورتی که بخواهی  

)1(باشد، نیاز به nهای آرایه ها برابر  kn ه می باشد و زمان ادغام برابرمقایس).( knO  اسبت. در ایبن رود عنصبر

)1(اول آرایه ها با یکدیگر مقایسه شده و با  k مقایسه کو کترین عنصر خارج شده و آرایه ای که عنصبر مینبیم  از

از  آن خارج شده را به سمت بالا حرکبت مبی دهبی )رانش( و عملیبات را ادامبه مبی دهبی . ببرای ادغبام بهتبر اسبت

MinHeap تفاده کرد که به زماناس)log.( knO.نیاز است 

 (Tree  Sort)درختی   مرتب سازی

ایبن  ساخته و سپس با پیمایش میانوندی درخت حاصل، رشته صعودی حاصبل مبی شبود. BSTابتدا با اعداد داده شده یک 

 بررسی شد. BSTموضوع در مکحث 

  (stable)الگوریتم های پایدار 
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عداد ببا الگوریت  ها ارکوردهای ه  کلید را حفظ می کنند، پایدار نام دارند. در این  الگوریتمهای مرتب سازی که ترتیب اولیه

 گبوریت  مرتببمقدار یکسان در آرایه خروجی به همان ترتیکی که در آرایه ورودی هستند ظاهر می شوند. به عکبارتی یبک ال

ایبن  ظباهر بشبوند. اولیه در آرایه مرتب نشده، گوئی  هر گاه در انتهای رود، عناصر یکسان، به همان ترتیب پایدارسازی را 

 را ببر اسباس ویژگی وقتی مه  است که عناصر مرتب شده همراه با داده های وابسته باشند. فرض کنید می خواهی   ند نفر

آمبده  وف جلبوتر از سن با یک الگوریت  پایدار مرتب کنی . اگر دو نفر با نام های الف و و همسن باشند و در لیست اولیه ال

غبام، ی، مکنبا، ادباشد، در لیست مرتب شده ه  الف جلوتر از و آمده باشد. الگوریت  های پایبدار عکارتنبد از : حکبابی، درجب

 درختی و شمارشی.

 درخت تصمیم گیری برای الگوریتم های مرتب سازی

کل زیبر شبکبر وجبود دارد. در کلید، حداقل یک درخت تصمی  گیبری معت nمتناظر با هر الگوریت  قطعی برای مرتب سازی 

 درخت تصمی  گیری متناظر با مرتب سازی تعویضی، در هنگام مرتب سازی سه کلید رس  شده است:

   
به به آن مقایسه، پاسخ هبایی را  Noهیچ فرزند راستی ندارد.  ون پاسخ  "b<a"حاوی مقایسه  2در درخت بالا، گره سطح 

 به دست می آید.  نق  میکند که روی مسیر منتهای به آن گره

  ند نکته: 

 تعداد مقایسه های انجام شده توسط یک درخت تصمی  گیری در بدترین حالت برابر با عما درخت است. -1

کلید متمایز را فقط با مقایسه کلیدها مرتب سبازی مبی کنبد، بایبد در ببدترین حالبت حبداقل  nهر الگوریت  قطعی که  -2

 )!nlg( .مقایسه کلیدها را انجام دهد 

 برگ است.  !nدرخت تصمی  گیری که فقط از طریا مقایسه کردن عمل مرتب سازی را انجام می دهد، دارای   -3

  (Radix  Sort)مرتب سازی مبنا

باشند، در گذر اول اعداد بر حسب اولین رق  سبمت راسبت  10در مرتب سازی مکنا )توزیعی(، با فرض اینکه اعداد در مکنای 

دوم بر طکا دومین رق  از سمت راستشان و به همین روال مرتب سازی ادامه مبی یاببد.)این نبوع مرتب می شوند و در گذر 

 مرتب سازی مقایسه ای نمی باشد(

 مثال 
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 اعداد زیر را به رود مرتب سازی مکنایی، مرتب نمایید.

239 , 234 , 879 , 878 , 123 , 358 , 416 , 317 , 137 , 225 

لیبد را در گبروه کدر نظر می گیری . ارقام را از راست به  پ بازرسی کرده و هر  9تا  0ه از است، ده گرو 10 ون مکنا حل: 

ت ولبین رقب  سبممتناظر با رقمی که در حال حاضر بازرسی می شود، قرار می دهی . بعد از پایان گذر اول، اعداد بر حسبب ا

کل ن روال در شبسمت راست مرتب شده اند و .... ایب راست مرتب شده اند. بعد از پایان گذر دوم، اعداد بر حسب دومین رق 

 زیر نشان داده شده است.

 

 

لبی مبی پ در گبذر قک با هر بار گذر، اگر دو کلید باید در یک گروه قرار گیرند، کلیدی که از گروه واقع در منتها الیه سمت 

قرار  317پ کلید  در گروه واقع در  416کلید آید، در طرف  پ کلید دیگر قرار می گیرد. به عنوان مثال بعد از اولین گذر، 

قرار می  317لید در طرف  پ ک 416دارد. بنابراین، هنگامی که در دومین گذر، هر دو آن ها در گروه اول قرار بگیرند، کلید 

لیبد پس کسبمی رود،  ون در گروه  هارم قرار داده می شود،  317به طرف راست کلید  416گیرد. ولی در گذر سوم، کلید 

   ...در گروه سوم قرار داده می شود 317

)nk(d((      مقبدار ممکبن را بگیبرد در زمبان kرقمی که در آنها هر رق  می تواند تا  dعدد  nمرتب سازی مکنا     

   مرتب می کند.
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 کنکور ارشد

 (87آزاد   -)مهندسی کامپیوتر

 T(n)عمل مقایسه باشد. در ایبن صبورت تعداد دستورال T(n)ر الگوریت  مرتب سازی حکابی )یا تکادلی( فرض می کنی  د -1

 کدام است؟ 

   1)
2

)1(
)(




nn
nT                                  2) 12)(  nnT  

3) 
2

)1(
)(




nn
nT                                    4) 1

2
)(

2


n

nT 

 است. 3حل: جواو گزینه 

تعداد مقایسه ها در رود مرتب سازی حکابی برابر
2

)1( nn   می باشد. 

 

 (89دولتی  -)علوم کامپیوتر

استفاده شود،  ند عمل مقایسه و  ند  Bubble Sortب سازی آرایه ی زیر به صورت صعودی از الگوریت  اگر برای مرت -2

   {7 , 4 ,1 , 2 , 5 , 3}عمل جابه جایی صورت می گیرد؟ 

 عمل مقایسه صورت می گیرد. 30عمل جابه جایی و  3( 1    

 عمل مقایسه صورت می گیرد. 15عمل جابه جایی و  3( 2    

 عمل مقایسه صورت می گیرد. 14عمل جابه جایی و  6 (3    

 عمل مقایسه صورت می گیرد. 30عمل جابه جایی و  30( 4    

 است. 3حل: جواو گزینه 

تعداد مقایسه ها در رود مرتب سازی حکابی برابر
2

)1( nn  همبین تعبداد، می باشد که در بدترین حالبت ببه

که  4و1گزینه های  حاصل می شود. بنابراین 15در این رابطه، عدد  nه جای ب 6تعوی  انجام می گیرد. بنابراین با قرار دادن 

 گذر مرتب می شود. 3دارند، حتما نادرست می باشند. این آرایه در  15اعداد بزرگتر از 

 گذر اول:

 آرایه اولیه :  7 , 4 , 1 , 2 , 5 , 3

3 , 2 , 5 , 1 , 4 , 7 

3 , 2 , 1 , 5 , 4 , 7 

3 , 2 , 1 , 4 , 5 , 7 

 گذر دوم: 

2 , 3 , 1 , 4 , 5 , 7 

2 , 1 , 3 , 4 , 5 , 7 

 گذر سوم:

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 
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 درست است. 3جابه جایی لازم است. بنابراین گزینه  6مشخص است که 

 (89دولتی  -)مهندسی کامپیوتر

نصبر متناسبب ببا تعبداد ع nببا  Aی دانی  که هزینه ی الگوریت  مرتبب سبازی درجبی ببرای مرتبب سبازی آرایبه ی م -3

. با فرض  A[i]>A[j]و  i<jرا یک عدد وارونگی می گویی  اگر  (i,j)های عناصر آن آرایه است. زوج  (inversion)وارونگی

یک وارونگی باشد برابر Aاحتمال این که یک زوج اندیس دلخواه از 
2

1
ببا  Aاست، میانگین تعداد وارونگی های یک آرایه ی  

 است؟ عناصر متمایز  قدر 

    1 )
2

2 nn 
                    2  )

2

2n
                         3 )

4

2n
                    4 )

4

2 nn 
 

 است. 4حل: جواو گزینه 

 عنصر انتخاو کرد برابر است با: nتعداد حالت هایی که می توان دو عنصر را از بین 

2

)1n(n

)!2n(2

)!2n)(1n(n

)!2n(!2

!n

2

n 

















 

بنابراین میانگین تعداد وارونگی ها با احتمال 
2

1
برابر است با:  

4

nn

2

)1n(n

2

1 2 



 

 

 (86آزاد  -)مهندسی کامپیوتر 

 سازی سریع، زیر لیست های کو کتر در ابتدا مرتب شوند، پشته بازگشتی دارای  ه عمقی خواهد بود؟  اگر در مرتب -4

   1))(no  2))( 2no     3))(logno  4 ))1(o 

 است. 1حل: جواو گزینه 

و به فضای  بوده lognدرخت بازگشتی  ، داده ها هر بار به طور مساوی تقسی  شوند، حداکثر عما Quick Sortاگر در رود 

و صفر تقسی  شده باشد،  n-1نیاز خواهد بود. اما در بدترین حالت یعنی وقتی داده ها به قسمتهای به طول logno)(پشته 

 خواهد بود.no)(فضای پشته

 (89آزاد  -)مهندسی کامپیوتر 

یبر عوض نشود. کدام یبک از الگبوریت  هبای ز لگوریتمی را پایدار گویی  هر گاه ترتیب عناصر مساوی بعد از مرتب سازیا -5

 پایدار هستند؟ 

 ( هرمی و درجی4(  سریع و ادغامی          3( ادغامی و درجی         2( سریع و درجی           1   

 است. 2حل : جواو گزینه 

 نادرست می  4و3و1( پایدار نمی باشند، بنابراین گزینه های Heapمرتب سازی سریع و هرمی)
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   شند.با

 (89دولتی  -)علوم کامپیوتر

یک الگوریت  مرتب سازی بر مکنای درخت تصمی  گیری، حبداقل دارای  به تعبداد مقایسبه خواهبد ببود؟ فبرض کنیبد  -6

)nd,nlogc,nlognb,loga( !n

2  

    1 )a                         2 )a,b                       3 )a,c                        4 )b,d 

 می باشد و از آنجا کبه nlog! عنصر، دارای ارتفاع nدرخت تصمی  گیری برای مرتب سازی  یکاست. 2حل:  جواو گزینه 
!nlog از نظر پیچیدگی باnn log  2برابر است، جواو گزینه  (.می باشد!n  ).تعداد برگ های این درخت است 

 (84دولتی  -IT)مهندسی 

عناصر یک مجموعه براساس عمل مقایسه، رتب کردن مگیری را در نظر بگیرید که از آن برای ک درخت دودویی تصمی ی -7

هبای شبود. کبدام یبک از گزارهشود. برای مثال درخت روبرو، برای مرتب کردن یک فایل با سه عضو، استفاده میاستفاده می

 ها درست است؟ذیل، در مورد این نوع درخت

 

).log(است و در گروه  log2)n!(ها، حداقل( عما این نوع درخت1   nno گیرد.قرار می 

).log(است و در گروه  log2)n!(ها، حداکثراین نوع درخت ( عما2   nno گیرد.قرار می 

).log(است و حداقل  log2)n!(ها، حداکثر( عما این نوع درخت3   nno شود.مقایسه در آنها انجام می 

).log(است و حداکثر  log2)n!(ها، حداقل( عما این نوع درخت4   nno شود.مقایسه در آنها انجام می 

 است. 1حل: جواو گزینه 

نوشبت و ببه    nn   می تبوان   n!می باشد. همچنین می دانی  که به جای    n(log2!(قل برابرعما درخت تصمی  گیری، حدا

).log(در گروه    log2)n!(همین علت nno گیرد.قرار می 
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 فصل 11

 درهم سازی
 

 

نبه اعمبال در کاربردهایی لازم است تا اعمال حسبتجو، درج و حبذف ببر روی مجموعبه پویبایی از داده هبا انجبام شبود. هزی

و nO)(در ببدترین حالبت BSTعنصری در ساختمان داده های لیست یا  nعه ای بر روی مجمو "جستجو، درج و حذف"

 انجام می شود. ببا اسبتفاده از سباختمان داده lgnO)(این اعمال در بدترین حالت در BSTبسیار کند است. الکته با بهکود 

نیبز  ودترین حالبت (، هزینه هر کدام از این اعمال، در ب(hashingو رود دره  سازی (hashing table) جدول درهم سازی

 شود. O)1(در حالت میانگین می تواند

 جدول آدرس دهی مستقیم

ذخیبره مبی کنبی .  Tهر عنصر را بر حسب مقدار کلیدد مستقیما در یک آرایبه  ، (direct address)در آدرس دهی مستقی 

نبی .  در ایبن آرایبه داریب : ک استفاده می )]m0T..-1[(برای نمایش مجموعه پویایی از عناصر از جدول آدرس دهی مستقی  

}1,...,1,0{  mK 



 


null

kxkeyKkx
kT

][,
)(  

 

 انجام می شود. O)1(در  "حذف و جستجودرج، "اعمال در آدرس دهی مستقی ، 

 جدول های درهم سازی

اسبت.  می تواند بسیار بزرگ باشد و ساخت یک جدول با انبدازه ببزرگ نباممکن mمشکل آدرس دهی مستقی  این است که 

ی مدر نظر  mی فاده می کنی . در این رود جدول را به اندازه قابل پیاده سازبرای حل این مشکل از جدول دره  سازی است

اسبت.  (hash function)یک تبابع درهب  سبازی hذخیره می کنی . که  h(k)را در درایه  k=key[x]با کلید  xگیری  و عنصر 

 است. m-1و  0یک عدد صحیح بین  ، kبه ازای یک کلید  h(k)مقدار 

 (collision)برخورد 
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می  (collision)در جدول دره  سازی، ممکن است بیش از یک عنصر به یک درایه خاص نگاشته شود. به این مشکل برخورد 

 یدرس یکسبان، ببه ازای دو کلیبد متفباوت، آدره  سبازیوقتی رخ می دهد که پس از اعمال تابع گویند. به عکارتی برخورد 

. مبی کل را حل کردکرد که اصلا برخوردی نداشته باشد. بنابراین باید این مشنمی توان تابع دره  سازی انتخاو  تولید شود.

 توان به کمک رود های زنجیره ای یا آدرس دهی باز مشکل برخورد را حل کرد.

 

 توابع درهم سازی

زی ره  سابع دیک تا یک تابع دره  ساز یک کلید را به عنوان ورودی گرفته و یک آدرس را به عنوان خروجی بر می گرداند.

 وی در هر یک از درایه های جدول قرار می گیرد.یعنی هر عنصر با احتمال مساتابعی است که ساده و یکنوا باشد. خوو،

در  m ببر kک کلیبد یبیکی از توابع دره  ساز، تابع تقسی  نام دارد. در این رود، تابع دره  سازی برابر باقیمانده ی تقسی  

mmodk)k(hنظر گرفته می شود. یعنی، ه . کm  نکاید توانی از دو باشد. یک عدد اول کبه نزدیبک ببه تبوانی از دو

 است. mنکاشد، انتخاو مناسکی برای 

 

 

 مثال  

ا بگبردی ، بهتبر عنصر ر 3کلید رشته ای داشته باشی  و برای پیدا کردن کلید مورد نظر، به طور میانگین  2000اگر در حدود 

 است اندازه جدول را  ند بگیری ؟

 پاسخ: 

است. در این صورت، یک رشته را به یک عدد  3/2000بگیری ،  ون یک عدد اول نزدیک به  701هتر است اندازه جدول را ب

k   701تکدیل و از تابع دره  سازیmodk)k(h      . استفاده می کنی 

 

 مثال  

2با فرض

i ik   1..15برایi  7وmodi)k(h 2

i   ،.تعداد برخوردها را مشخص کنید 

 پاسخ: 

222به عکارتی کلیدها  )(7modو تابع دره  ساز  2,1,...,15 xxh  ت. برای سباده شبدن کبار مبی تبوان ببرای  اس

)7mod)7modعکارت  ، 7mod2kمحاسکه  2k :را محاسکه کرد.  ون طکا رابطه مقابل این دو با ه  معادل اند  

   

mmod)mmodb)(mmoda(mmodab    

 بنابراین داری :

 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
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7modi  1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 

7mod)7modi( 2
 1 4 2 2 4 1 0 1 4 2 2 4 1 0 1 

 

 اد برخوردها در درایه های مختلف به صورت زیر است:در نتیجه تعد

 

0 1 2 3 4 5 6 

2 5 4 0 4 0 0 

 

222کلیدها اگر در این مثال،  بودند، تعداد برخوردها در هر درایه  گونه بود؟ 2,1,...,98

 پاسخ:

ر این دنکاله برابر د 6ا ت 0می باشد. تعداد تکرار هر یک از اعداد  1,4,2,2,4,1,0خروجی تابع دره  ساز به طور متناوو اعداد 

 است با: 

0 1 2 3 4 5 6 

1 2 2 0 2 0 0 

 

147/98مرتکه) 14ادامه دهی ،   298این جدول را تا  بنابراین اگر )  این دنکاله هفت عنصری تکرار می شود. در نتیجه

 برابر است با: ، 6تا  0هر یک از اعداد  تعداد تکرار

 

0 1 2 3 4 5 6 

14 28 28 0 28 0 0 

 

 (load facor)اری ضریب بارگذ

عنصر را ذخیره می کند. به نسبکت   n، در خود mبه اندازه  Tفرض می کنی  که جدول دره  سازی 
m

n
، ضبریب بارگبذاری 

 نشان می دهی . می گویی  و با 

 

 روش زنجیره ای برای حل برخورد

تی، عناصری را که به وسبیله ی تبابع . به عکارشوند، رکوردهای تصادفی به یکدیگر زنجیر می (chaining)زنجیره ایدر رود 

دره  سازی به یک درایه از جدول دره  سازی، نگاشته می شوند به صورت لیست خطی یک طرفه در آورده و آدرس شبروع 

آنها برابر اسبت در  h(k)که مقدار  kدر این رود، عناصر با کلیدهای مختلف  قرار می دهی . T[i]آن را در همان درایه، یعنی 

 قرار می گیرند. درایه های خالی جدول، لیست های تهی هستند. T[h(k)]وندی لیست پی
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 مثال  

 است.  h(15)=h(22)=1آنگاه باشد، h(k)=k mod 7اگر تابع دره  سازی 

 
  عملیات درج، حذف و جستجو در روش زنجیره ای

Insert(T,x) 

   Insert  x  at the head of list T[h(key[x])] 
 

Deleted(T,x) 

   Delete x  from the list T[h(key[x])] 
 

Search(T,k) 

   Search for an element with key k in list T[h(k)] 

 نکاتی در روش زنجیره ای 

 است.  O)1(بدترین حالت زمان اجرا برای درج برابر

مبی  O)1(جسبتجو یبانگینماگر تابع دره  سازی به صورت یکنوا عناصر را در جدول دره  سازی توزیع کند، هزینه 

 باشد.

بدترین حالت زمان اجرا برای جستجو و حذف متناسب با طول لیست است.  ون اول باید با انجام یک جستجو، عنصبر 

 مورد نظر را پیدا کرد.

 انجام شود. O)1(اگر لیست پیوندی دو طرفه باشد، حذف عنصر می تواند در زمان 

عنصر در  bحل می شود. اگر  زنجیره ایبگیرد که تصادم در آن به صورت درایه را در نظر  aیک جدول دره  سازی با 

جدول باشد، میانگین تعداد عناصر در هر درایه از جدول 
a

b
 است.  
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 )تابع دره  ساز با احتمال برابر هر عنصر را به یک درایه از جدول نگاشت می کند.(       

درج  mز یک تابع دره  ساز ساده و یکنوا در یبک آرایبه ببا انبدازه عنصر با کلیدهای مجزا را با استفاده ا nمی خواهی  

دو عنصر برابر  برخوردهایکنی . میانگین تعداد 
m2

)1n(n 
(است. ) از مرتکه 

m

n
(

2

 ) 

 ست.ا: با این تابع، احتمال اینکه دو عنصر دلخواه و متفاوت به یک درایه نگاشت شوند برابر  1فرض         

 رود زنجیره ای حل می کنی .: برخوردها را به  2فرض         

در یک جدول دره  سازی با رود زنجیره ای، با فرض اینکه دره  سازی یکنواخت سباده اسبت، تعبداد عناصبری کبه 

برابر موفاانتظار می رود بررسی شوند، در یک جستجوی 
n22

1





  برابر ناموفاو در یک جستجوی ،  .می باشد

ا: و زمبان لازم ببرای محاسبکه تبابع درهب  سبازی براببر اسبت بببنابراین میانگین زمبان جسبتجوی موفبا ببا احتسبا

)1()
n22

2( 





 

 

 

 

 

 

 آدرس دهی باز 

 mداکثر حببه عنوان جدول دره  سازی استفاده می شبود کبه  m، از یک آرایه به اندازه  (open hashing)آدرس دهی بازدر 

دانی  باید از قکل باکثر تعداد عناصر را عنصر در آن جای می گیرد و در هر درایه، فقط یک عنصر ذخیره می شود. بنابراین حد

زه آن ببر استفاده کنی . جدول دره  سازی پویا، جدولی است کبه انبدا (dynamic hash table) پویایا از جدول دره  سازی 

 حسب نیاز، ک  یا زیاد می شود.)معمولا نصف یا دو برابر(

رج دجبادار  محبلع شبده و رکبورد تصبادفی در اولبین با شروع از محل تصادف، جستجوی خطی به سمت انتهای فایل شرو 

 وارسی به رود حلقوی انجام می گیرد. شود.می

 مثال  

 دولجب)از  پ به راست( را وارد جبدول کنبی ،  11و 10و 6و 15و 7اگر عناصر  مفروض است.  H[0..4]جدول دره  سازی 

 5قسبی  ببر به صورت باقیمانده ت Hashتابع )خطی( رود آدرس دهی باز با وارسی گونه خواهد شد؟ )در صورت استفاده از 

  تعریف شده است.(

 پاسخ: خروجی تابع دره  ساز برای هر یک از عناصر برابر است با:

11  %  5  = 1   

10  %  5  = 0     

6    %  5  = 1    
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15  %  5  = 0    
 7   %  5  = 2 

ر اسبت، در اولبین درج شود،  ون این خانه پب 1که باید در خانه  6ما درج می شود. ا 0در خانه  10و  1در خانه  11بنابراین 

اسبت، را در  درج شود ولی این خانه قبکلا پبر شبده 0که باید در خانه  15درج می شود. سپس  2خانه خالی بعد از آن یعنی 

کلا پبر شبده، را قن این خانه درج شود،  و 2که باید در خانه  7درج می کنی . در نهایت  3اولین خانه خالی بعد از آن یعنی 

 درج می کنی .  4در خانه 

 بنابراین جدول به صورت زیر می باشد:

0 1 2 3 4 

10 11 6 7 15 

 مثال  

ل کنی ، وارد جدو {A , C , B , D , E , F , G}را با ترتیب  Gتا  Aمفروض است. اگر عناصر  H[0..6]جدول دره  سازی 

 جدول  گونه خواهد شد؟

 تابع دره  سازی زیر استفاده شود:د آدرس دهی باز با وارسی خطی و روفرض: از 

Key A B C D E F G 

hash 3 5 3 4 5 6 3 

ج مبی در 4درج شود ولی  بون پبر اسبت در خانبه   3می خواهد در خانه  Cدرج می شود. سپس  3در خانه  Aپاسخ: ابتدا 

 درج می شود و ... 5در خانه  Bشود. سپس 

0 1 2 3 4 5 6 

E F G A C B D 

 :ته شده استن نوشبرای درج هر یک از عناصر در زیر آ )شامل وارسی هایی که موجب درج می شود(تعداد وارسی های مورد نیاز

E F G A C B D 

3 3 7 1 2 1 3 

 می باشد.  20که در مجموع برابر 

                                           می باشد.     20تذکر: تعداد وارسی ها در هر ترتیب مورد قکولی نیز برابر 

 مثال  

 می توان مشخص کرد، که باعث جدول زیر شود؟ Gتا  Aبا توجه به مثال قکل، آیا ترتیکی برای ورود 

0 1 2 3 4 5 6 

C E B G F D A 

 متناقض است: Fو  Aچون ترتیب آمدن  -خیرپاسخ: 

 ه است. نشست Fآمده است،  ون در جای  Fقکل از  A -الف

نج ، شبامل درایبه در درایه شش  درج شده، پس هنگام ورود آن درایه های سوم تبا پب Aآمده است،  ون  Fبعد از  A  -و

 در آن قرار دارد، پر بوده است.  F هارم که 
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 مثال  

دول جبرای در زیر آورده شده است. تعداد حالتهبای مختلبف ممکبن بب Gتا  Aبرای هر یک از کلیدهای  Hashخروجی تابع 

 ، پس از درج هفت عنصر  ند تا می باشد؟Hنهایی 

 

key A B C D E F G 

hash 3 5 3 4 5 6 3 

 پاسخ: 

 تعداد حالات برای هر درایه در زیر آورده شده است:

 . Gیا  Cیا  Aانتخاو. با یکی از عناصر  3درایه سوم   :  

،  Dو  A ،C  ،Gن انتخباو از ببی 3درایه سوم، درایه  هبارم نیبز  حالت پر شدن 3انتخاو. برای هر کدام از  3درایه  هارم : 

 منهای عنصر درایه سوم خواهد داشت. 

 ، منهای عناصر درایه سوم و  هارم دارد.  Dو  A  ،C  ،Gیا  Aیا  Bانتخاو.  شامل  4درایه پنج   :  

 ند. هارم و پنج  استفاده شده اانتخاو. تمامی حروف منهای حروفی که در درایه های سوم و  4درایه شش   :  

 انتخاو.  3درایه صفرم :  

 انتخاو. 2درایه اول   :  

 انتخاو. 1درایه دوم   :  

 پس کل حالت ها برابر است با:

8641234433   
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 )با فرض دره  سازی یکنواخت(نکاتی در روش آدرس دهی باز

  سازی مبی توانبد پبر شبود کبه در آن همه عناصر در خود جدول دره  سازی ذخیره می شوند. بنابراین جدول دره 

 یب ببار ،مظور از ضر نمی شود. 1صورت هیچ درج دیگری نمی تواند صورت بگیرد. یعنی ضریب بار هیچگاه بیشتر از 

)
m

n
( .می باشد 

حداکثر  موفاتعداد مورد انتظار بررسی ها در یک جستجوی  
 1

1
ln

1
)1(است.     

 ستجو شدن برابری دارند()با فرض اینکه همه کلیدهای جدول، احتمال ج                        

حداکثر ناموفا تعداد مورد انتظار بررسی ها در یک جستجوی   
1

1
)1(است.    

درج یک عنصر در یک جدول دره  سازی آدرس دهی باز ، در حالت میانگین به حداکثر   
1

1
 بررسی نیاز دارد.  

 (dynamic hashing)درهم سازی پویا 

ما در بیشتر ابر آن است. یره ای، تعداد عناصر حداکثر برابر اندازه جدول یا تقریکا برادر رود های دره  سازی مانند باز یا زنج

ی ود دره  سبازکاربردها، تعداد عناصر از قکل مشخص نمی باشند و با اعمال درج و حذف در هر لحظه، تغییر می کند. در ر

جبام مبی شبود بر روی این جدول دره  سبازی ان پویا اندازه جدول دره  سازی بر حسب نیاز زیاد و ک  می شود. اعمالی که

 عکارتند از:

 جدول جای خالی دارد و عنصر مانند قکل در جدول درج می شود. درج ساده

 حذفی که موجب تغییر در اندازه جدول نمی شود. حذف ساده

ببه  قکل از درج، جدول پر است و اندازه جدول دو برابر می شود و عناصبر موجبود درج با گسترش

 دول جدید منتقل شده و سپس عنصر مورد نظر در جدول جدید درج می شود.ج

ازه بعد از حذف، نسکت تعداد عناصر به اندازه جدول کب  مبی شبود. بنبابراین انبد حذف و فشرده سازی

 جدول را نصف کرده و همه عناصر موجود به جدول جدید منتقل می شود.

 

اندازه جدول در  است. اگر 2ی ، فرض می کنی  که اندازه جدول همیشه توانی از در دره  سازی پویا اگر فقط درج داشته باش

عبداد تنصبورت، اگبر ابتدا صفر باشد، جدولی با یک درایه ایجاد می شود و عنصر مورد نظر را در آن قرار می دهی . در غیبر ای

دول جبه دو برابر عنی جدولی جدید به اندازعناصر موجود در جدول برابر اندازه جدول باشد، درج با گسترد انجام می شود. ی

لی آزاد می موجود ایجاد شده و همه عناصر موجود در جدول با تابع دره  سازی جدید در جدول جدید درج شده و جدول قک

 شود و جدول جدید تغییر نام داده و پارامترهای آن تنظی  می شود.

 مثال  
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 ی. مثالی از نحوه گسترد جدول برای درج های متوال

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ... 

 16 16 16 16 8 8 8 8 4 4 2 1 ام iاندازه جدول بعد از عمل 

 5 5 5 5 4 4 4 3 3 3 2 1 تعداد گسترش ها

 

درج، برابر nتعداد کل گسترد ها برای   1nlg   .است 

 ام برابر است با : iهزینه درج 

 است، اگر گسترد نداشته باشی . یکبرابر  -الف

11بر برا  -و in . است، اگر گسترد داشته باشی 

 عنصر موجود در جدول قکلی به جدول جدید منتقل شوند.(  1in) ون قکل از درج آخر باید       

       (in  تعداد عناصر جدول بعد از عمل :i )  ام 

 عمل درج برابر است با: nبنابراین مجموع هزینه 

 
    n31n2n122n12n2n

nlg1nlg
nlg

0k

k 




  

 است. O)1(واحد یا 3یعنی هزینه سرشکن شده هر درج حداکثر 
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 مثال  

ازی هب  ببه است و آن درایه ه  خبالی اسبت. درهب  سب 1یک جدول دره  سازی را در نظر بگیرید که اندازه ی آن در ابتدا 

،  xعنصبر  است و با یک تابع دره  سازی ساده و وارسی خطی انجام می شود. برای درج یبک)در مقابل زنجیره ای( صورت بسته

ی را با هزینبه ای درج می شود و گرنه اندازه جدول را دو برابر می کنی  و عناصر فعلیک راست  xاگر جدول جا داشته باشد، 

دول درج جعنصر در این  12در جدول جدید درج می شود. اگر  xبرابر تعداد شان، به جدول جدید منتقل می کنی  و سپس 

نه ت و بقیه هزیدر اینجا تعداد نوشتن در جدول اسشوند، هزینه کل در مجموع  ه مقدار خواهد بود؟ )توجه کنید که هزینه 

 ها را ثابت فرض می کنی .(

 پاسخ: 

ندازه جبدول دو ااست، عنصر اول را درج می کنی . برای درج عنصر دوم،  ون جدول جا ندارد،  1در ابتدا  ون اندازه جدول 

رای درج جدول جدید منتقبل مبی کنبی . بب برابر شده و سپس عنصر جدید را درج کرده و عنصر موجود در جدول قکل را به

تقل شده و عنصر به جدول جدید من 2عنصر سوم،  ون جدول جا ندارد، اندازه جدول دو برابر شده و دو عنصر قکلی با هزینه 

 الی در جدولخجدید نیز درج می شود.  برای درج عنصر  هارم، نیازی به دو برابر کردن اندازه جدول نیست،  ون یک جای 

ه بر جدول قکل ود است.  برای درج عنصر پنج ،  ون جدول جا ندارد، اندازه جدول دو برابر شده و  هار عنصر موجود دموج

 جدول جدید منتقل شده و عنصر پنج  درج می شود. به همین ترتیب ادامه داده و جدول زیر را پر می کنی :

 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 16 16 16 16 8 8 8 8 4 4 2 1 اندازه جدول

    8    4  2 1  هزینه

 

12)12(12)8421( 4   

عدد برابر  nبنابراین هزینه کل نوشتن 
 





nlg

0k

k2n   .می باشد  

 
 

 باید عمل فشرده سازی جدول را که با یک حذف انجام می شود،اگر بخواهی  عمل حذف را نیز کنار درج انجام دهی ، 

ه جدول از گر تعداد عناصر موجود نسکت به اندازا، سپس عنصر مورد نظر را حذف می کنی تعریف کنی . در این حالت، 

ازی را سعمل فشرده   اندازه جدول را نصف می کنی  و همه عناصر را به جدول جدید منتقل می کنی .حدی کمتر شد،

ام حذف و ضریب بار نیز   iوقتی انجام می دهی  که عمل 
4

1

1

1

1 






i

i

i
s

n
 .باشد 

                           (is  اندازه جدول بعد از عملi )ام ( in  تعداد عناصر جدول بعد از عملi )ام 
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 کنکور ارشد

 ( 89دولتی  – IT)مهندسی 

از رود آدرس دهی خطی باز استفاده می کند. ابتبدا جبدول خبالی   80ه یک جدول دره  سازی به اندازه کفرض کنید  -1

 56تبا  45وضعیت درایبه هبای بوده است و تنها عملیات اضافه کردن و جستجو روی جدول انجام شده است. در حال حاضر 

ککبار یی اسبت. اگبر جدول به صورت زیر است. اعداد بالای آرایه، اندیس درایه ها و اعداد پایین آرایه خروجی تابع دره  ساز

دهی ، در درایه ی  دوباره انجام eدیگر از جدول دره  سازی خالی شروع کنی  و همان عملیات را به غیر از اضافه کردن کلید 

 کلیدی قرار می گیرد؟  ه  50

45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 

 a b c d e f G h i j  

 46 46 46 47 46 51 47 46 48 49  

     1 )i                           2 )g                              3 )f                              4 )h 

 است. 2حل: جواو گزینه 

 به جدول خالی، خواهی  داشت: d,c,b,aیعنی  eن کلیدهای قکل از با وارد کرد

45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 

 a b c d        

ی دهی    ون خروجی مقرار  51را در خانه با اندیس  fصرف نظر می کنی . کلید   eحال با توجه به صورت تست، از          

 ست:ا 51تابع دره  ساز برای آن برابر 

45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 

 a b c d  f      

ده اسبت، پبر شب bدرج کرد، ولی ایبن خانبه قبکلا توسبط  47را طکا خروجی تابع دره  ساز باید در خانه با اندیس  gکلید 

 50الی یعنبی نبه خبرا در اولین خا gبنابراین با توجه به رود آدرس دهی خطی باز، از آن خانه به سمت جلو حرکت کرده و 

 قرار می گیرد. g، کلید 50قرار می دهی . بنابراین در درایه 
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 :فرادرس، در ادامه آمده است یهاآموزش یموضوع یبنددسته

 

 –برنامه نویسی 

 کلیک )+( 

   

آموزش های دانشگاهی و 

   کلیک )+( –تخصصی 
هوش مصنوعی و یادگیری 

   کلیک )+( –ماشین 
مهندسی برق الکترونیک و 

   کلیک )+( –روباتیک 

 –دروس دانشگاهی 

 کلیک )+( 

   

  –مباحث مشترک 

   کلیک )+(
 –مهارت های دانشگاهی 

   کلیک )+(
 –نرم افزارهای تخصصی 

   کلیک )+(

کلیک  –   نرم افزار مهندسی

)+( 

   

 –نرم افزارهای عمومی 

   کلیک )+(
 –طراحی و توسعه وب 

   کلیک )+(
 –آموزش های عمومی 

   کلیک )+(
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 271  هاساختمان داده

   http://faradars.org/computer-engineering-exam دانلود رایگان مجموعه کتب ارشد کامپیوتر

 

 تبط با این کتابمنبع مطالعاتی تکمیلی مر

 

 هاآموزش ساختمان داده

 یدانشگاه یاهیاز دروس مه  و پا یکیها، ساختمان داده
است و به  وتریدروس مختلف رشته کامپ ازین شیاست که پ

 یسدارد، در کنکور کارشنا یکه نکات فراوان یعنوان مکحث
از  افزارو نرم  یهود مصنوع یو کنکور دکتر وتریارشد کامپ
 باشد. یبالا م بیضرادروس با 

 رافکن،یش دیتوسط مهندس فرش ها،آموزد ساختمان داده
 ها،مسلط به مکاحث ساختمان داده نیمدرس نیاز بهتر یکی

 ارائه شده است.

 افکن ریش دیرشفمهندس  مدرس:

 ساعت 10 مدت زمان:

 

 faradars.org /fvds9402 کلیک کنید –یی این آموزش دئویآموزش وجهت مشاهده 
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