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ترکیبیات تمرین های پاس΁ های

ͳریاض امید و احتمال ‐ چهارم و سوم جلسه ی

رنگ هر از که ͳحالات تمام در بیندازیم، دور را بقیه و برداشته مͳ بینیم، رنگ هر از که را توپی نخستین ما اگر .١

برنده ام΋ان نیز باشند هم رنگ توپ ها تمام که ͳحالات در شد. خواهیم برنده دارد، وجود توپ Έی کم دست

است. ١− ١
٢١٣٩۴ برابر آن در برد احتمال و است بهینه ما استراتژی پس ندارد. وجود عنوان هیچ به شدن

آمد. دست به ٢٠١(٠٫٢)+١۶

۴ مقدار و شد ارایه کلاس در ΁پاس .٢

ح΋م است. ١
m+١ برابر p(n,m) مͳ کنیم ثابت مͳ نامیم. p(n,m) را n > m عدد از شروع با m عدد دیدن احتمال .٣

برابر f (m+١,m) وضوح به که مͳ گیریم نظر در را n = m+١ پایه، برای مͳ کنیم. ثابت n روی استقرا به را

داریم: است. برقرار نیز n ازای به ح΋م مͳ کنیم ثابت باشد. برقرار < n ازای به ح΋م کنید فرض است. ١
m+١

p(n,m) =
١
n
× p(n−١,m)+

١
n
× p(n−٢,m)+ . . .+

١
n
× p(m+١,m)+

١
n
×١

داریم: استقرا فرض طبق که

p(n,m) = (n−m)
١
n
× ١

m+١
+

١
n
=

١
m+١

است. ١
١٠٠١ × ١

١٠١ × ١
١١ × ١

٢ برابر سوال ΁پاس ح΋م، این از استفاده با شد. ثابت استقرا ح΋م پس

نداریم حق و نبوده هم احتمال مͳ دهند، رخ که دنباله هایی زیرا است؛ نادرست مسئله این برای ١
١۶ ΁پاس توجه:

کنیم. تقسیم حالات کل بر را مطلوب حالات تعداد

حالت ۴ شامل ما نمونه ی فضای باشند. ١ یا ٠ مͳ توانند برابر احتمال به کدام هر که داریم بیت دو کنید فرض .۴

این روی زیر ͳتصادف متغیر دو دارند. ١
۴ احتمال حالات، از کدام هر که است (٠,٠),(٠,١),(١,٠),(١,١)

بΎیرید: نظر در را نمونه ی فضای

X = ی΋م بیت Y = دوم بیت

داریم: a,b,c ∈ {٠,١} هر ازای به بΎیرید. نظر در نیز را Z = X ⊕Y ͳتصادف متغیر

P[X = a] =
١
٢

P[Y = b] =
١
٢

P[Z = c] =
١
٢

ازای به ͳطرف از دارند. را نمونه فضای حالت چهار از مطلوب حالت دو دقیقن بالا، احتمال های از کدام هر زیرا

داریم: a,b,c ∈ {٠,١} هر

P[X = a,Y = b] =
١
۴

P[X = a,Z = c] =
١
۴

P[Y = b,Z = c] =
١
۴
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ترکیبیات تمرین های پاس΁ های

متغیرهای پس دارند. را نمونه فضای حالت چهار از مطلوب حالت Έی دقیقن بالا، احتمال های از کدام هر زیرا

داریم امˈا هستند. مستقل دوبه دو شده، گفته ͳتصادف

P[X = ٠,Y = ٠,Z = ١] = ٠ ̸= ١
٨
= P[X = ٠]× p[Y = ٠]× p[Z = ١]

نیستند. مستقل هم با ͳتصادف متغیر سه این پس

متغیرهای حال مͳ دهد. نسبت را آن آقابالاسر اعداد تعداد جایΎشت، هر به که بΎیرید نظر در را X ͳتصادف متغیر .۵

مͳ کنیم: تعریف زیر ش΋ل به را X١,X٢, . . . ,Xn ͳتصادف

Xi =

٠ نباشد آقابالاسر جایΎشت، ام i عدد اگر

١ باشد آقابالاسر جایΎشت، ام i عدد اگر

داریم:

E[Xi] = ١×P[Xi = ٠+[١×P[Xi = ٠] = P[Xi = ١] =
(n

i

)
(i−١)!(n− i)!

n!
=

١
i

داریم: پیشامد هر برای ͳطرف از

X = X١ +X٢ + . . .+Xn

مستقل اگر ͳحت) آن هاست ͳریاض امید جم΄ با برابر ͳتصادف متغیر چند جم΄ ͳریاض امید مͳ دانیم قضیه طبق

پس: نباشند).

E[X ] = E[X١ +X٢ + . . .+Xn] = E[X١]+E[X٢]+ . . .+E[Xn] =
n

∑
i=١

١
i
= Hn ∈ θ(lg n)

ͳتصادف متغیرهای حال مͳ دهد. نسبت را باقͳ مانده ͳّمل ارزش پیشامد، هر به که بΎیرید نظر در را X ͳتصادف متغیر .۶

مͳ کنیم: تعریف زیر ش΋ل به را X١,X٢, . . . ,Xn

Xi =

٠ نماند سالم ام i اثر یا i ̸ | n اگر
φ(i)
pφ(i) بماند سالم ام i اثر و i|n اگر

داریم:
(
١− (١− p)

)φ(i)
= pφ(i) برابر ام i اثر ماندن سالم احتمال ،i|n اگر

E[Xi] =
φ(i)
pφ(i) ×P[i اثر ماندن P[i×٠+[سالم اثر نماندن [سالم = φ(i)
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داریم: پیشامد هر برای ͳطرف از

X = X١ +X٢ + . . .+Xn

مستقل اگر ͳحت) آن هاست ͳریاض امید جم΄ با برابر ͳتصادف متغیر چند جم΄ ͳریاض امید مͳ دانیم قضیه طبق

پس: نباشند).

E[X ] = E[X١ +X٢ + . . .+Xn] = E[X١]+E[X٢]+ . . .+E[Xn] = ∑
i|n

φ(i)

است. n برابر مقدار این قضیه طبق که

به نیازی و بود شده اثبات کلاس جلسات در قضیه این آمد، ترکیبیات آزمون در سوال این که ͳسال در توجه:

به n روی استقرا با را قضیه این مͳ توانید شما و شود اثبات باید عادی حالت در امˈا نبود؛ امتحان در آن اثبات

کنید. اثبات ͳراحت

٢
(n−١

k−n

)
× (k− با برابر ،n ≤ k < ٢n−١ که باشد k م΋ان در ام n عدد که ͳدلواپس جایΎشت های تعداد .٧

است. ٢)!(١n−١− k)!

با: است برابر شده خواسته احتمال پس است. دلواپس جایشΎت حتمن باشد، جایΎشت آخر م΋ان در n هم اگر

p =
١

٢n−١
+

٢n−٢

∑
k=n

٢
(n−١

k−n

)
× (k−١)!(٢n−١− k)!

(٢n−١)!

=
١

٢n−١
+

٢n−٢

∑
k=n

٢. (n−١)!
(k−n)!(٢n−١−k)! × (k−١)!(٢n−١− k)!

(٢n−١)!

=
١

٢n−١
+

٢(n−١)!
(٢n−١)!

٢n−٢

∑
k=n

(k−١)!
(k−n)!

× (n−١)!
(n−١)!

=
١

٢n−١
+

٢(n−١)!(n−١)!
(٢n−١)!

٢n−٢

∑
k=n

(
k−١
n−١

)
ͳچ ͳچوش اتحاد طبق =

١
٢n−١

+
٢(n−١)!(n−١)!

(٢n−١)!

(
٢n−٢

n

)
=

١
٢n−١

+
٢(n−١)

n× (٢n−١)
=

n+٢(n−١)
n(٢n−١)

=
٣n−١
٢n٢ −n

به Έی تناظر با ساده تری حل راه سوال این کنید توجه هم چنین نیست. ͳچ ͳچوش اتحاد اثبات به نیازی توجه:

دارد! چند
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