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  مساحت ناحيه محصور بين منحني هاي داده شده را حساب كنيد؟

Y=x3  ,  y=x2 

 

 

  باشد. انتگرال دوگانه زير را محاسبه كنيد؟ Y=X+6 و  Y=X2 ناحيه محدود به نمودارهاي  Rفرض كنيد 
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  پيام نور 422ص
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  پيام نور 426استفاده از انتگرال دوگانه محاسبه كنيد؟  ص 
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  تغيير ترتيب انتگرال گيري

گاهي محاسبه يكي از دو انتگرال مكرر مشكل يا غير ممكن است در حالي كه انتگرال مكرر دوم را به آساني 
وئيم. زيرا مي گ "تغيير ترتيب انتگرال گيري"مي تواندمحاسبه كرد. تعويض يك انتگرال مكرر به ديگري را 

  به ديگري تغيير مي يابد.dxdy و dydxيكي از 

  كنيد؟ انتگرال زير را محاسبه
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  ال ها مشخص است داريم:گرآسان نيست همانور كه از تابع فوق و حدود انت  ଷݔsinπمحاسبه 

	0 ൑ ݕ ൑ ݔ										,							9 ൌ ݔ			,				3 ൌ ඥݕ 

(طبق تعاريف  و حدود انتگرال گيري را مشخص كنيم Rشكل را داريم و با توجه به شكل مي توانيم ناحيه 
  جزوه داشتيم) : 39هايي كه در ص 
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X=3 

X=ඥݕ 
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  تغيير متغير ( جانشيني ) در انتگرال هاي دوگانه:

  

  

  

  

 

 

 

 

  انتگرال دوگانه زير را حل كنيد؟
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  مي نويسيم u , vرا بر حسب   f(x,y):  1مرحله 
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 jبدست آوردن مقدار ژاكوبي :  2مرحله 
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 vو  uبرحسب  Rبدست آوردن مرزهاي  : 3مرحله 

ݑ ൌ ݕ െ ݔ ൌ ݑ							,					3 ൌ െ3 
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ݑيادآوري :  حل انتگرال مي پردازيم:ادامه حال به  ൌ ݕ െ  ݔ
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  انتگرال دوگانه زير را حل كنيد؟
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  مي نويسيم u , vرا بر حسب  )x,y) f:  1مرحله 
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  با حل دستگاه فوق داريم :
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   j: بدست آوردن مقدار ژاكوبي  2مرحله 
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 vو  uبرحسب  Rبدست آوردن مرزهاي  : 3مرحله 

1.x=1‐y    پس داريم x+y=1   با توجه به بند مرحله اول داريم  v=1 بنابراين        u=v   
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2.x=0      با جايگذاري در فرمول بدست امده مرحله اول  

൜
ݑ ൌ 0 െ ݕ
ݒ ൌ 0 ൅ ݕ 	→ ݑ		 ൌ െݒ					يكديگرند	قرينه 

3.y=0	
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4.  داريم  1با توجه به بند     v=1  

  حل انتگرال مي پردازيم:ادامه حال به 
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  ناحيه محصور به منحني هاي زير را حل كنيد؟ مساحتمحاسبه  

xy = 4    ,     xy = 8     ,    xy3 = 5     ,    xy3=15 

    1‐    3u=xy   ,      v=xy 
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u=xy = 4      u=4 ,     u=xy = 8        u=8   

v=xy3 = 5    v=5 ,      v=xy3=15     v=15 
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  انتگرال هاي دوگانه در مختصات قطبي:

ଶݔو يا عاملاگر ناحيه انتگرال گيري دايره باشد  ൅	ݕଶ ݕ، مي توان از تبديل قطبي ൌ   و    ߠ	ݏ݋ܿݎ

ݔ	 ൌ  ݔ݀ݕ݀نوشته و به جاي  ߠ و rدر اين حالت ابتدا تابع زير انتگرال را برحسب  استفاده كرد.  	ߠ	݊݅ݏݎ
سپس از رسم ناحيه نيم خطي از مبداء به سمت خارج چنان رسم   را جانشين مي كنيم. ߠ݀	ݎ݀	ݎمقدار  ، 

ݎميكنيم تا مرزهاي ناحيه را در  ൌ ଵ݂ሺߠሻ  ݎو ൌ ଶ݂ሺߠሻ  قطع كند. اين دو مرزهاي انتگرال داخلي و
  در ناحيه حدود انتگرال خارجي است.  ߠحداقل و حداكثر مقدار 
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	࢘ناحيه درون دلنماي مساحت  ൌ 	૚ ൅ ࢘و بيرون دايره   ࣂ࢙࢕ࢉ ൌ ૚	  را پيدا كنيد؟  

  را پيدا مي كنيمابتدا محل تلاقي دو منحني 
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࢘  مساحت يكبرگ گل از كل  ൌ   را پيدا كنيد؟ ࣂ	૛࢙࢕ࢉ	ࢇ
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ࢠجسم صلبي كه از بالا به صفحه  حجممطلوبست محاسبه  ൌ ૛࢘	࢙࢔࢏	و از پائين به سهمي   ࣂ
  محصور مي باشد؟  2z= rگون 

  دهيم.قرار مي هم ابتدا فصل مشترك صفحه با سهمي گون را پيدا مي كنيم انها را مساوي 
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rଶ ൌ 2r	sin	θ							 → 								r ൌ 2sin	θ			 → 	2sin	θ ൌ 0				,			θ ൌ 0	, π 

න න ሺ2ݎ	ߠ݊݅ݏ െ	ݎଶሻݎ		ߠ݀ݎ݀
ଶୱ୧୬ఏ

଴

గ

଴
ൌ 

  

  

 

  انتگرال هاي سه گانه

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,ݔሺ݂انتگرال سه گانه  ,ݕ ሻݖ ൌ   را روي ناحيه زير محاسبه كنيد؟  ଶݖଷݕݔ

ܦ ൌ 	 ሼሺݔ, ,ݕ |ሻݖ െ 1 ൑ ݔ ൑ 3		, 1 ൑ ݕ ൑ 4	, 0 ൑ ݖ ൑ 2ሽ 
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و روش هاي  dx dz dyسوال فوق را نيز مي توانيم از طريق روش هاي ديگر نيز حل نمود انترگال نسبت به 
  ديگر.

 

به ازاي  2z=xو  =2y‐Zبين دو رويه  Dو   x=1و   y=xو  y=0مثلث محدود به نمودارهاي  Rفرض كنيد 
(x,y)  درR  ،واقع باشد. انترگال سه گانه زير را محاسبه كنيد؟  
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∭محاسبه مطلوبست  ሺݖݔ ൅ ଶݔناحيه محصور به استوانه  ஽  ،Dݒ݀	ሻݖ3 ൅ ଶݖ ൌ و صفحات  9
x+y=3  ،z=0   ،y=0  و بالاي صفحهxy .مي باشد  
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