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  جبرخطي كاربردي

  5درس  
  فضاهاي برداري و متعامد سازي

  
  1388 -گروه سيستم و كنترل 

  صدقي زاده: مدرس
  
  

  
  

  مفهوم ميدان و فضاي برداري
  

  .در مطالعه سيستمها فضاي برداري را به روي يك ميدان تعريف مي كنند -
 شرايط زير را ضرب و جمعمل  مجموعه اي از اسكالرها است به طوريكه همراه با دو ع(Field) ميدان -

 برآورده مي سازد،
FbaFba  بسته بودن نسبت به عمل جمع                                       - 1 ∈+∃∈∀ ,,  
FabFba  بسته بودن نسبت به عمل ضرب                                          - 2 ∈∃∈∀ ,,  
Fcba                                                                          برقراري قوانين زير    - 3 ∈∀ ,,  
  

  قوانين جابجايي پذيري 
  قوانين شركت پذيري 

  ن توزيع پذيري قانو
  عضو خنثي در عمل جمع
  عضو خنثي در عمل ضرب

   در عمل جمععضو قرينه
  عضو معكوس در عمل ضرب
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  1مثال 
با دو عمل جمع و ضرب معمولي تشكيل يك  C)(اعداد مختلط ،ℜ)( اعداد حقيقيعه هاي مجمو-

  . ميدان مي دهند
  

  ، با قواعد جمع و ضرب معمولي تشكيل يك ميدان نمي دهدN)(طبيعياعداد  مجموعه -
  . نمي سازد هفتم را برآورده ششم و زيرا شرط
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  ، با قواعد جمع و ضرب معمولي تشكيل يك ميدان نمي دهدZ)(اعداد صحيح مجموعه -
  .  زيرا شرط هفتم را برآورده نمي سازد

ZZ ∉→∈
β

β 1  
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  )Vector Space(فضاي برداري 
  

، مجموعه اي از بردارها است كه با دو عمل جمع و Fان بر روي ميدV مانندفضاي برداري يك -
  ضرب شرايط زير را برآورده مي سازد،

uuu
uuu

vuvuuuuvu
0uuuuuu

uu00u0u
wvuwvuwvu

uvvuvu
uu

vuvu

=→∈∃∈∀
=→∈∀∈∀

+=++=+→∈∀∈∀
=+−=−+→∈−∃∈∀

=+=+→∈∃∈∀
++=++→∈∀

+=+→∈∀
∈→∈∀∈∀

∈+→∈∀

11,.9
)()(,,.8

)(,)(,,.7
)()(,.6

,.5
)()(,,.4

,.3
,.2

,.1

FV
abbaFbaV

aaababaFbaV
VV

VV
V

V
VcFcV

VV

,

  

  
3  

  
  



 

  
  2مثال 

  مثال هايي از فضاهاي برداري،
  اعداد حقيقي  به روي ميدان) حقيقيتاييnبردارهاي( nℜمجموعه  -
  

   بر روي ميدان اعداد حقيقي)  با عناصر حقيقي×nnماتريس هاي (ℜ×nnM)( مجموعه-
  

   اعداد مختلط مختلط بر روي ميدان×nn مجموعه ماتريس هاي متقارن-
  

01 به فرمn مرتبه چند جمله اي هايℜnP)( مجموعه-
1

1 αααα ++++ −
− xxx n

n
n

n L بر روي 
  ميدان اعداد حقيقي
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  3مثال 
   فضاي برداري نيستند،مثال هايي كه

  

غيرمنفرد  ، زيرا جمع دو ماتريسيك فضاي برداري نيستغيرمنفرد  ×22 مجموعه ماتريس هاي-
  .ممكن است ماتريسي منفرد باشد
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  هاي دوتايي در ربع اول صفحه مختصات، مجموعه بردار-
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  )Subspace (مفهوم زير فضاي برداري

  
   را يكS. باشدV يك زير مجموعه غير تهي ازS و F يك فضاي برداري بر روي ميدانV  اگر-
   مي نامند هرگاه، V اززير فضا 
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  4 مثال
   مي باشد،2ℜ كه از مبدأ عبور كند، يك زير فضاي برداري از هر خط راستي2ℜدر فضاي برداري دو بعدي

  
  { }0:),( 2 =+ℜ∈= byaxyxS  

  
  
  
  
  
  
  

  براي بررسي بايد برقراري شرايط يك و دو را بررسي كنيم،
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Svyuxبنابراين نتيجه مي گيريم كه  ∈++   . بر قرار است مي باشد و شرط اول),(
0)()(0),( =+→=+→∈ cybcxabyaxSyx  

Scycxyxcاز اين رو ∈=                                                          . مي باشد و شرط دوم نيز برقرار است),(),(
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  5 مثال
   است؟2ℜيك زير فضاي برداري از هر خط راستي كه از مبدأ عبور نكند، 2ℜدر فضاي برداري دو بعديآيا 
  
  { }kbyaxyxS =+ℜ∈= :),( 2  

  
  

  
  
  
  
  

   شرايط زيرفضا بودن را بررسي كنيم،
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Svyuxبنابراين نتيجه مي گيريم كه  ∉++ لذا هر خط راستي كه از مبدأ . و نيازي به بررسي شرط دوم نيست ),(
                                                     نمي باشد2ℜ نكند، يك زير فضاي برداري ازعبور
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  6مثال

⎥آيا مجموعه ماتريس هاي به فرم 
⎦
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a
a22)( يك زير فضا از ℜΜ    مي باشد؟×

  
      تمامي ماتريس ها به فرم                                      

  
  براي زير فضا بودن باشد شرايط زير را داشته باشد،
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22)(از آنجاييكه شرط اول را برآورده نمي كند، لذا نيازي به بررسي شرط دوم نيست و اين مجموعه زير فضا براي ℜΜ × 
  .نمي باشد
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 (Column Space)                معرفي فضاي ستون هاي يك ماتريس              7مثال

   را در نظر بگيريد،Aماتريس
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)(ACشامل تمامي تركيب هاي خطي ستون هاي ماتريس A،است   
{ }]1,3,3[]4,2,1[)( βα +=← AC(Column space) فضاي ستون هاي ماتريسA   

   است،3ℜ يك زيرفضا از فضاي برداريAC)(مي توان نشان داد كه
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 عادلات فضاي ستون ها در حل دستگاه م          كاربرد                            8مثال
  

bxدستگاه معادلات bبه ازاي چه مقاديري از بردار =Aجواب دارد؟   
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bxلذا دستگاه معادلات =Aزماني جواب دارد كه بردار b هاي ماتريس را بتوان بصورت تركيب خطي از ستونA 

  . نمايش داد
  .باشد AC∈b)(كه است آن جواب داشتن براي كافي و لازم شرط 
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   نمايش هندسي فضاي ستون ها                                                9مثال

  
  يريد، را در نظر بگ7 در مثالAماتريس
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بردار  از مبدا عبور كرده و  است كه3ℜ صفحه اي در فضاي برداريAبه لحاظ هندسي فضاي ستون هاي ماتريس
                                                        ، را شامل گرددAستون هاي ماتريس

  
  
  
  
  

                                                                        
                                               

    
  
  

                                                                                                       
  
  

 آنها مي توان هستند و  Aون اين صفحه قرار دارند جزء فضاي ستون هاي ماتريس كه درb مانندمي بردارهاييلذا تما
bx نمايش داد و براي اين بردارها دستگاه معادلاتA تركيب خطي از ستون هاي ماتريس بصورترا =A سازگار است 

  .و جواب دارد
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bx طوري انتخاب شود كه خارج از اين صفحه قرار گيرد، دستگاه معادلاتbاگر بردار  =A ناسازگار بوده و جواب 

  .ندارد
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                                       10مثال
   را در نظر بگيريد،2b و1b و بردارهاي8 در مثالAماتريس
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1bxدستگاه معادلات - =A است و جواب دارد،سازگار يك دستگاه معادلات   
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1)( لذا AC∈b  1ي توان بردارموbرا بصورت تركيب خطي از ستون هاي ماتريس A ،نمايش داد   
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2bx حال دستگاه معادلات- =A،ت و جواب ندارد، اسناسازگار اين دستگاه معادلات  را در نظر مي گيريم  
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2)(لذا  AC∉b 2ي توان بردارمو نbرا بصورت تركيب خطي از ستون هاي ماتريس A ،نمايش داد   
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 (Null Space)ماتريس        معرفي فضاي پوچي يك                           11مثال
  در نظر بگيريد، را Aماتريس
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)(AN 0 شامل تمامي پاسخ هاي ممكن دستگاه معادلاتx =A،است   

{ }0xx =→ℜ∈=← AAN 3)( (Null space) ماتريسفضاي پوچي A  
  

   است،3ℜ يك زيرفضا از فضاي برداريAN)(مي توان نشان داد كه
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0x را بدست آوريم، يعني بايد تمامي جواب هاي دستگاه معادلاتAحال فضاي پوچي ماتريس =A  آوريمبدست.  
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 و با توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته پاسخ هاي ديگري هم بصورت x=]0,0,0[يكي از جواب ها پاسخ بديهي

  زير بدست مي آيد،
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]1,1,1[لذا بردار  −=x 0پاسخ دستگاهاز اين بردار هم مي تواند  يكي از جواب ها است و هر تركيب خطيx =A 
   بصورت زير قابل نمايش است،Aبنابراين فضاي پوچي ماتريس. باشد

  
{ }]1,1,1[)( 3 −=→ℜ∈= αxxAN  

  
  .است 3ℜ يك خط در  فضاي برداريAلذا فضاي پوچي ماتريس

14  
  
  



 

  
  
  

  )Span (مفهوم اسپن
nvvv بردارهاي - ,,, 21 Kفضاي V مي كنند، اگر،اسپن را   
  

nn

n

cccV
V

vvvuu
vvv

+++=→∈∀
∈

K

K

2211

21

.2
,,,.1

  

                                                    
nvvv فضاي اسپن شده توسط بردارهاي- ,,, 21 Kر نمايش مي دهند، را بصورت زي  
  

{ }nvvv ,,,sp 21 K  
  

15  
  
  

  12 مثال
  . را اسپن مي كنند3ℜبررسي كنيد كه آيا بردارهاي زير فضاي برداري

]1,2,0[],1,1,1[],1,2,1[ −=== wvu  
],,[ مانند3ℜ برداري هر برداري در فضاي بتوانبراي اسپن كردن بايد 321 rrr=r را بصورت تركيب خطي از اين سه 

  بردار نمايش داد،
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  فرم ماتريسي اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،
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  .حال بايد بررسي كنيم كه اين دستگاه معادلات سازگار است يا ناسازگار، يعني حداقل يك جواب دارد يا نه
],,[ مي باشد، بنابراين، براي هر بردار دلخواهA=1نجائيكه  از آ 321 rrr=rمي توان يك جواب پيدا كرد .  

]1,2,1,[]111[,,0,2][1لذا، بردارهاي  −=== wvu   . را اسپن مي كنند3ℜ فضاي برداري,,
16  

  



 

  
  

  استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها
  
  ر معادله اي به شكل زير،اگ -

02211 =+++ nnccc uuu K  
  

021فقط به ازاي شرط ==== nccc K بردارهاي برقرار باشد، آنگاهnuuu ,,, 21 K مستقل  را
  . گويند)Linear Independent (خطي

  

nuuuدر غير اينصورت بردارهاي  -  ,,, 21 K وابسته خطي را) Linear Dependent( گويند.  
  

17  
  
  

  13مثال
  .استقلال خطي يا وابستگي خطي بردارهاي زير را بررسي كنيد

]2,4[],3,1[],1,2[ 321 −=−−=−= uuu  
   داريم،با توجه به تعريف استقلال خطي بردارها

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
+−−

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
0

23
42

0
0

2
4

3
1

1
2

321

321
321 ccc

ccc
ccc  

  دستگاه معادلات مربوطه به شكل زير مي باشد،
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  داد معادلات كمتر از تعداد مجهولات است، جوابها را بصورت زير مي توان بدست آورد،از آنجائيكه تع
0,2 231 == ccc  

]1,2,[]3,1,[]2,4[بنابراين بردارهاي  321 −=−−=−= uuuوابسته خطي مي باشند .  
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  در فضاي برداريمفهوم پايه و بعد 
nuuuدارهاي، مجموعه برVفضاي برداريدر  - ,,, 21 K پايه تشكيل يك)Basis( مي دهند، اگر دو 

  شرط زير را داشته باشند،
  

}  كنند،اسپن آن فضاي برداري را    - 1 }nV uuu ,,,sp 21 K=    
nuuu بردارهاي   - 2 ,,, 21 K باشندمستقل خطي .  
  

  . نامندآن فضا مي) Dimension(بعد  را V تعداد بردارهاي پايه در يك فضاي برداري-
  

  :چند نكته
 بردارهاي پايه منحصر بفرد نيستند، ولي نمايش هر بردار توسط اين بردارهاي Vفضاي برداري  براي -

  .پايه منحصربفرد است
  

   .استآن فضا بعد يك فضا برابر با حداكثر تعداد بردارهاي مستقل خطي در  -
  

  .دهد بردار مستقل خطي تشكيل يك پايه مي n هر مجموعه ازV بعدي مانندn فضاي برداريدر -
19  

  
  نمايش فضاهاي برداري براساس پايه ها

  اي آن فضا است، يكي از روش هاي نمايش فضاهاي برداري استفاده از پايه ه-
  :3ℜ فضاي برداري-
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22)( فضاي برداري- ℜ×M:  

4)dim(,
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2)( فضاي برداري- ℜP:  
{ } 3)dim(,1,,sp)( 2

2
2 ==ℜ PxxP  

  

  .مي گويندپايه هاي استاندارد به اين پايه ها 
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  14مثال 

  .  تشكيل يك پايه مي دهند3ℜبررسي نماييد كه آيا بردارهاي زير براي فضاي برداري

]1,0,3[],2,1,0[],1,1,1[ 321 −==−= uuu  
  براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 

],,[ر دلخواه مانندا هر برد بايد3ℜكردن فضاي برداري اسپن  براي-1 321 rrr=r را بتوان بصورت تركيب خطي از اين 
   سه بردار نمايش داد،
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  فرم ماتريسي دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

3

2

3

2

1 1

121
011
301

r
r
r

c
c
c

  

  
321 بودن بردارهاي  مستقل خطي براي بررسي-2 ,, uuuاستفاده مي كنيم،ز تعريف آن ا   
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  معادلات ماتريسي حاصل به صورت زير مي باشد،
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)10(از آنجائيكه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر است −=A321، بردارهاي ,, uuu مستقل خطي بوده و فضاي 

  .                                          مي دهند3ℜلذا تشكيل يك پايه براي فضاي برداري.  را اسپن مي كنند3ℜبرداري
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  15مثال 

  . د تشكيل يك پايه مي دهن3ℜبررسي نماييد كه آيا بردارهاي زير براي فضاي برداري

]1,0,1[],1,2,1[],2,1,1[],1,1,0[ 4321 −−=−=−== uuuu  
  براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 

],,[ر دلخواه مانندا بايد هر برد3ℜكردن فضاي برداري  اسپن براي-1 321 rrr=rبتوان بصورت تركيب خطي از اين  را 
   بردار نمايش داد، چهار

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→+++=

1
0
1

1
2
1

2
1
1

1
1
0

4321

3

2

1

4433221 cccc
r
r
r

cccc uuuur 1  

  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد، فرم ماتريسي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−+
=++
=−+−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

34321

2321

1432

3

2

4

3

2

1

2
2

1121
0211
1110

1

rcccc
rccc
rccc

r
r
r

c
c
c
c

  

  فرم ماتريس افزوده و سطري پلكاني كاهش يافته آن به شكل زير بدست مي آيد،
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4c3بنابراين اين چهار بردار فضاي برداري. ارد و دستگاه معادلات بيشمار جواب د متغير آزاد استℜرا اسپن مي كنند  .  
  

4321 بودن بردارهاي  مستقل خطي براي بررسي-2 ,,, uuuu،از تعريف آن استفاده مي كنيم   
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43214433221 cccccccc uuuu1  

   صورت زير مي باشد، حاصل به و فرم سطري پلكاني كاهش يافتهمعادلات ماتريس افزوده
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4321 متغير آزاد است و دستگاه معادلات بيشمار جواب دارد، بردارهاي4cاز آنجاييكه ,,, uuuu مستقل خطي نيستند 
  . تشكيل پايه بدهند3ℜو نمي توانند براي فضاي برداري
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