
 

 

  
  جبرخطي كاربردي

  11درس  
  مقادير ويژه و بردارهاي ويژه

  
  1388 -گروه سيستم و كنترل 

  صدقي زاده: مدرس
  
  
  
  

  
  

 (Similarity Transformation) تبديل هاي همانندي
  
  . استفاده مي نماييمتبديل هاي همانندي براي قطري سازي ماتريس حالت از -
  
nnA طبق تعريف دو ماتريس- nnB و×   T گويند، اگر يك ماتريس غيرمنفرد(similar)همانند  را ×

  وجود داشته باشد بطوريكه رابطه زير را برآورده سازد،
BATT =−1  

  
  .گويندماتريس تبديل  را Tماتريس غيرمنفرد
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  هماننداتريس هايخواص م

  

nnA دترمينان ماتريس هاي همانند- 1 nnB و×    برابر است،×
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nnA معادله مشخصه ماتريس هاي همانند- 2 nnB و×    برابر است،×
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  . اعمال تبديل همانندي مقادير ويژه ماتريس تغيير نمي كندلذا با
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  همانندي بر معادلات حالت سيستماعمال تبديل
  

   فرم كلي دستگاه معادلات حالت را در نظر بگيريد،-
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   تبديل مي نماييم،tz)( به راtx)( متغيرهاي حالتTتحت تبديل همانندي
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  .لذا با اين كار نمايش جديدي از فضاي حالت بدست مي آوريم كه معادل با قبلي خواهد بود
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 بررسي تابع تبديل نمايش فضاي حالت جديد و قديم
  

  يم بصورت زير بدست مي آيد، تابع تبديل نمايش فضاي حالت قد-
DBAsICs +−= −1

1 )()(T  
  
   حال تابع تبديل نمايش فضاي حالت جديد را بدست ميĤوريم،-
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  .لذا با تبديل همانندي تابع تبديل سيستم تغيير نمي كند
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 1مثال 

   سيستم حلقه بسته زير را در نظر بگيريد،-
  
  

  
  
 

  اي قبلي دو تحقق فضاي حالت مختلف براي اين سيستم حلقه بسته بدست آورديم،در درسه
                 تحقق دوم                 تحقق اول                                                      
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هم مرتبه و هر دو متعلق به يك تابع تبديل هستند، مي توان يك تبديل همانندي بين آنها از آنجاييكه اين دو تحقق 

zxبدست آورد كه  T=،باشد  
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 قطري سازي معادلات حالت
  

 در قطري سازي معادلات حالت را با يك تبديل همانندي به فرمي تبديل مي كنيم كه ماتريس حالت -
  آن قطري باشد،
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  .  نام دارد(modal matrix)ماتريس مدال  كه چنين كاري را انجام مي دهد T ماتريس تبديل-
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  محاسبه ماتريس انتقال حالت با روش قطري سازي 
nnAفرم قطري سازي شده ماتريس  -     استفاده از ماتريس مدال بصورت زير بدست مي آيد،با ×

ATT 1−=Λ  
  

   ماتريس انتقال حالت سيستم به شكل زير محاسبه مي شود،-
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 بدست آوردن ماتريس مدال
  

  . داردA محاسبه ماتريس مدال بستگي به مقادير ويژه ماتريس حالت -
  
   براي بدست آوردن ماتريس مدال حالت هاي زير را در نظر مي گيريم،-
  
 (diagonal)قطري كامل  ← مقادير ويژه متمايز و حقيقي - 1
  قطري بلوكي جردن ← مقادير ويژه تكراري - 2
  (block diagonal)  قطري بلوكي  ← مقادير ويژه مختلط مزدوج - 3
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  ت با مقادير ويژه متمايز و حقيقيقطري سازي ماتريس حال
nnA  اگر يك ماتريس-  مقدار ويژه متمايز باشد، آنگاه مي توان آن را به يك ماتريس قطري n داراي×

  . يل نمودتبدكامل 
{ }ndiagATT λλλ ,,, 21

1 K=Λ→=Λ −  
  

  (Modal Matrix) ماتريس مدال                                                                      
niA iii ,,1, K== vv λ  
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  2مثال
  .سيستم زير را به فرم قطري تبديل نماييد
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   را بدست مي آوريم،A ويژه ماتريسمقادير
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  حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
5,1,60)5)(1)(6(30292 321
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  .  سه مقدار ويژه متمايز و حقيقي داردAلذا ماتريس
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  .مستقل خطي متناظر با هر يك از مقادير ويژه بدست آوردحال مي توان سه بردار ويژه 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tماتريس مدال
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  .سازي شده معادلات حالت را بدست آوردمي توان فرم قطري 
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  3مثال

  ماتريس انتقال حالت سيستم زير را با روش قطري سازي بدست آوريد،
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   و فرم قطري سازي شده ماتريس حالت بصورت زير بدست مي آيد،T ماتريس مدال1با توجه به مثال 
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  حال ماتريس انتقال حالت سيستم بشكل زير بدست مي آيد،
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  (companion form)ماتريس حالت به صورت همبسته : حالت خاص
 بدست مي آيد،(phase variable)  صورت همبسته از روي متغيرهاي فاز -
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  .خواهد بودوندرموند در اينصورت ماتريس مدال بصورت  -
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  (companion form)به صورت همبسته ماتريس حالت : حالت خاص
 بدست مي آيد،(phase variable)  صورت همبسته از روي متغيرهاي فاز -

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−−

=

−−

0100

0010
0001

1210

L

MMMM

L

L

L nn

C

aaaa

A  

  

  .خواهد بودوندرموند در اينصورت ماتريس مدال بصورت  -
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  4ثالم
   را بدست آوريد،CAفرم قطري سازي شده ماتريس همبسته
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   بصورت زير بدست مي آيد،CAمقادير ويژه ماتريس معادله مشخصه و

3,2,1061160
6116

10
01

321
23

3 −=−=−=→=+++→=
+
−

−
=− λλλλλλ

λ
λ

λ
λ CAI  

  متمايز دارد، پس مي توان براي قطري سازي آن ماتريس وندرموند را بدست آورد، همبسته و سه مقدار ويژه CAماتريس
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  قطري سازي ماتريس حالت با مقادير ويژه مختلط

  

    ماتريس مدال حاصل ماتريس مختلط است←يژه مختلط   مقادير ويژه و بردارهاي و-
  

  نمايش فضاي حالت مختلط خواهيم داشت؟
  

  . بايد به نحوي ماتريس تبديل را اصلاح نماييم-
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  مقادير ويژه مختلط مزدوج            مقادير ويژه متمايز                                 
  

]|||}Im{|}Re{||}Im{|}Re{|}{Im|}{[ReT 23311 nmmm vvvvvvvv LL +=  
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  فرم كلي ماتريس قطري بلوكي شده
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  . در اين حالت ماتريس قطري كامل نخواهد بود-
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  5مثال
   زير بدست مي آيد،قطري بلوكي به شكل با مقادير ويژه داده شده فرم Aبراي ماتريس
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  6مثال
  فرم قطري سازي شده معادلات حالت و ماتريس انتقال حالت را بدست آوريد،
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس
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   ويژه بصورت زير بدست مي آيند،پس از حل معادله مشخصه مقادير
2
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223 ,20)33)(2(695 j±=−=→=+++=+++ −λλλλλλλλ  

  
  .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس
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  بردارهاي ويژه متناظر با اين مقادير ويژه را با استفاده از تعريف بردار ويژه بدست مي آوريم،
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   بشكل زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Λ بلوكي شده-حال ماتريس قطري
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  حال بايد ماتريس انتقال حالت را بيابيم،
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 بدست مي آيد،Ateنهايتاً مقدار
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  قطري سازي ماتريس ها با مقادير ويژه تكراري

nnA ماتريس-    را در نظر بگيريد،×

43421
K

43421
K nk λλλλλ ,,,,,, 1111 +  

  

   مقادير ويژه تكراريk            مقادير ويژه متمايز                                 
  

rank)(1 اگر - 1 −=− nAIλ   ←   يك بلوك جردن ←يك بردار ويژه مستقل خطي   
  

  . بردار مستقل خطي ديگر نياز داريمk−1 به تعداد T براي بدست آوردن ماتريس تبديل-
  

 (generalized eigenvector)بردارهاي ويژه تعميم يافته  استفاده از -
  

   فرم كلي ماتريس تبديل-
]||||||||[ 211211 nkkkT vvvv LL ++−= ϕϕϕ  

26  
  

 (Jordan Block Form)  جردن ماتريس بلوكيفرم
  

  .به فرم قطري بلوكي جردن تبديل مي شود با اين تبديل ماتريس -
   اگر ماتريس بلوكي فقط يك بلوك جردن داشته باشد، فرم كلي زير را خواهد داشت،-
  

1

1

1

1

1

1 0
1

0
1

0
0

0
0

k

n

λ
λ

λ

λ
λ

λ

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

O

O

O

=Λ           بلوك جردن  

27  
  



 

 

  
  خصوصيات بلوك هاي جردن

   فرم كلي يك بلوك جردن،- 
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  . هستندAماتريستكراري   كليه عناصر روي قطر اصلي، مقادير ويژه - 1
  . كليه عناصر زير قطر اصلي صفر هستند- 2
  . عناصر بلافاصله بالاي قطر اصلي يك يا صفر هستند- 3
، برابر با تعداد بردارهاي مستقل iλ تعداد بلوك هاي جردن متناظر با يك مقدار ويژه داده شده مانند- 4

  .خطي متناظر با آن مقدار ويژه است
28  

  
  7مثال

   داراي هفت مقدار ويژه بصورت زير است،A×77فرض كنيد ماتريس حالت

44 344 21321 1111167 ,,,,,, λλλλλλλ  

              دو مقدار ويژه متمايز                             يك مقدار ويژه تكراري با مرتبه پنج      
  

         دو بردار ويژه مستقل خطي                                    دو بردار ويژه مستقل خطي            
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  بردارهاي ويژه تعميم يافتهبدست آوردن 

  

   در تعريف بردار ويژه داشتيم،-
0)( =→= iiiii AIA v-vv λλ  

  

   گويند،بردار ويژه تعميم يافتهباشد، كه رابطه زير را برقرار نمايد، به آن  1ϕ اگر برداري مانند -
  

1111111 )( vv =−→+= ϕλϕλϕ IAA  
  

  . براي بدست آوردن بردارهاي ويژه تعميم يافته ديگر به همين ترتيب عمل مي كنيم-
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  8مثال
  . جردن ماتريس حالت زير را بيابيدفرم  
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   را بدست مي آوريم،A×33ابتدا مقادير ويژه ماتريس
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)3( يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سه داردA×33ماتريس =k .ي ويژه مستقل خطي متناسب با اين حال تعداد بردارها
  مقدار ويژه را تعيين مي نماييم، براي اين منظور داريم،

12)(rank 1 −==− nAIλ  
  

11 متناظر با مقدار ويژه 1vلذا تنها يك بردار ويژه مستقل خطي =λپس فقط يك بلوك جردن وجود دارد.  وجود دارد .  
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  براي بدست آوردن بردارهاي ويژه همانطور كه قبلاً بيان شد دو روش را مي توان پيش گرفت،

  استفاده از تعريف بردار ويژه،: روش اول
  

   را بدست مي آوريم،1vابتدا بردار ويژه
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براي اين منظور از تعريف بردارهاي تعميم . افته ديگر نيز بيابيمبراي تشكيل ماتريس تبديل بايد دو بردار ويژه تعميم ي
  يافته استفاده مي كنيم،
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  استفاده از ماتريس الحاقي،: روش دوم
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  يم يافته ديگر از مشتقات اول و دوم ماتريس الحاقي استفاده مي كنيم،براي بدست آوردن دو بردار ويژه تعم
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Aحال فرم كانونيكال جردن ماتريس
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  .همانطور كه پيشتر گفته شد فرم كانونيكال جردن فقط يك بلوك جردن با مرتبه سه دارد
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   فرم جردنبدست آوردن ماتريس تبديل براي

nnA ماتريس-    را در نظر بگيريد،×

43421
K

43421
K nk λλλλλ ,,,,,, 1111 +  

  

   مقادير ويژه تكراريk            مقادير ويژه متمايز                                 
  

)1rank اگر - )I A nλ α− = −   ← α بردار ويژه مستقل خطي ← αبلوك جردن   
  
k به تعداد T براي بدست آوردن ماتريس تبديل- α−بردار مستقل خطي ديگر نياز داريم .  
  

 (generalized eigenvector)بردارهاي ويژه تعميم يافته  استفاده از -
  

   فرم كلي ماتريس تبديل-
1 21 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2[ | | | | | | | | | | | | | | | | | | | ]P P P k k nT

ααϕ ϕ ϕ ξ ξ ξ η η η− − − + += v v v v v vL L L L L  
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  7مثال

  .د را بيابيA جردن ماتريسفرم قطري بلوكي
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   بصورت زير قابل محاسبه است،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  . يك مقدار ويژه متمايز و يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سه داردAلذا ماتريس
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11براي مقدار ويژه مكرر −=λ،داريم   
1 4rank( ) 2 2 2I A nλ α− = = − → =  

  
11 است، پس دو بلوك جردن براي مقدار ويژه مكررα=2لذا  −=λ1 وجود دارد و دو بردار ويژه مستقل خطيv و 

2vمتناظر آن داريم  .  
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   بدست مي آوريم،1vحال يك بردار ويژه تعميم يافته متناظر با بردار ويژه 

5

1 2 46
1 1 1 1

7 3 4

8

1 1 0 3 2 1
3 20 0 1 1 1 0

( )
10 0 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

x
x x xx

A I
x x x
x

λ ϕ ϕ

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + =⎧⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = → = → → =⎨⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎩
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

v  
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tبنابراين ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،A جردن ماتريس سپس فرم قطري بلوكي
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  8مثال

  . را بيابيدAفرم قطري بلوكي ماتريس
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   بصورت زير قابل محاسبه است،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  يك بردار ويژه داريم، لذا فقط يك بلوك جردن داريم،
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 مي توان براي بدست ,jordan(A)=J][T وjordan(A) از دستورMATLABدر نرم افزار  -

  .  استفاده نمودAآوردن فرم كانونيكال جردن ماتريس
  .كال جردن حاصل را ارائه مي دهد فقط ماتريس كانونيjordan(A)دستور -
  . استAفرم كانونيكال جردن ماتريس J و  ماتريس تبديلT ماتريس,jordan(A)=J][Tدستور -
  براي آنها اين دستور براي ريشه هاي غير تكراري و مختلط نيز قابل اعمال است و فرم قطري كامل را-

  . ارائه مي دهد

1    0    0     

1     1     0     

0     1     1     

= J

0     1     1-    

0     1-    0     

1     1-    0     

= T

jordan(A)=J][T,

1]; 0 0;1 2 0;-1 1 [0=A
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    مقادير ويژه تكراري←محاسبه ماتريس انتقال حالت با روش قطري سازي 

nnA  اگر يك ماتريس-   فرم قطري بلوكي باشد، آنگاه مي توان آن را به مقدار ويژه تكراريk داراي×
  ،ت سيستم به شكل زير بدست مي آيدماتريس انتقال حالدر اينصورت .  يل نمودجردن تبد
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    مقادير ويژه تكراري←ش قطري سازي محاسبه ماتريس انتقال حالت با رو
  

tJهر يك از Pie،ها بصورت زير محاسبه مي شوند  
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  9مثال

  ماتريس حالت زير را در نظر بگيريد،
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  .وش قطري سازي بدست آوريدماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از ر
0,1 عبارتند ازA مقادير مشخصه ماتريس7با توجه به مثال 43,2,1 =−= λλجردن آن بصورت زير  و فرم قطري بلوكي 
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  حال مي توان ماتريس انتقال حالت را بدست آورد،
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