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 سخنی با دانش آموز

 سخنی با دانش آموز

مبحث دینامیک کهکشان یکی از گسترده ترین مباحث المپیاد نجوم است که همواره چالش های متفاوتی برای دانش آموزان 

پژوهان با آن درگیر بوده اند نبودن یک منبع منسجم و کامل برای  المپیادی به وجود آورده. یکی از مشکلاتی که بسیاری از دانش

 ادهپیشرفته ای استفاز ریاضیات  کتب دانشگاهی بوده و این مبحث بوده است. عموما کتاب هایی که در این زمینه نوشته شده اند

که در دینامیک کهکشان به آن پرداخته  می کنند که دردسر های فراوانی را برای دانش آموزان به وجود می آورند. یکی از مباحثی

 می شود اختلال مداری ستارگان است. به شخصه در دوران دانش آموزی با مشکلات عدیدی در دینامیک کهکشان مواجه 

 . مطالبی که در ادامه مشاهده خواهید کرد چکیده ای از مطالب رو تصمیم گرفتم این جزوه را تالیف کنممی شدم، از این 

 مختلفِ دینامیک کهکشان و مکانیک کلاسیک می باشد. کتاب های 

به ادامه درسنامه بپردازید.  ها به خوبی فکر کنید و پس از یادگیریِ کامل آن ها هنگام مطالعه درسنامه حتما ابتدا روی مثال

 قرار داده شده که برایتانپاسخنامه مثال ها در پیوست اول در اختیار شما عزیزان قرار گرفته است. همچنین یک پیوست ریاضی 

امید است با مطالعه آن اندکی بیشتر با معادلات دیفرانسیل و حل آنها آشنا شوید. پس از انتهای درسنامه تعدادی سوال مشاهده 

 می کنید که بسیار بسیار پیشنهاد می شود که آن ها را حل کنید.

امیدوارم جزوه بدون ایراد باشد، اما بی شک قابل فهم کنم. تلاش کردم تا جای ممکن اثبات ها و ساده سازی های ریاضی را 

 میان در ما با زیر های ایمیل طریق از توانید می شدید روبرو درسنامه از جایی هر در ابهامی یا ایراد با اگر مشکلاتی خواهد بود،

 .بگذارید

Parshan.pjavanrood@Gmail.com 
 thioaa@Gmail.com41 

 

 با آرزوی سلامتی و موفقیت برای شما عزیزان

۹۹پاییز  –رود پرشان جوان
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 آشنایی با نیروی مرکزی

  اختلال در مدارِ نیرو های مرکزی –بخش اول : 

 آشنایی مختصر با نیروی مرکزی و خواص آن 

و نیروی  (نیروی بین هر دو جرم) همانند نیروی گرانشد و بسیاری از این نیرو ها ننیرو های متعددی وجود دار در طبیعت

.هستند و در یک راستا عمل می شوند الکتریکی ) کولنی ( ، نیروی بین ذرات باردار ، تنها تابع فاصله دو مولفه  

نیروی مرکزی یا  مرکزگرا است :اگر میدان هر نیرویی به فرم زیر باشد ، آن نیرو یک   

�⃗� = 𝑔(𝑟)�̂� 

هنگامی که یک ذره تحت نیروی مرکز گرا حرکت می کند، شتاب آن در راستای مماسی برابر صفر خواهد بود ، از این تساوی یک 

 خاصیت بسیار مهم حاصل می شود :

�̈� = (�̈� − 𝑟�̇�2)�̂� + (2�̇��̇� + 𝑟�̈�)𝜃 = 𝑔(𝑟)�̂� 

⇒  2�̇��̇� + 𝑟�̈� =
4
𝑟
 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟2�̇�) = 0 ⇒  𝑟2�̇� = 𝑐𝑡𝑒. ≡ 𝐿  

در طول حرکت ذره تحت میدان نیروی مرکزی ثابت است ؛ این پارامتر که تکانه زاویه ای  𝑟2�̇�همانطور که مشاهده کردید پارامتر 

 دهیم و در ادامه از آن بسیار استفاده خواهیم کرد.نشان می 𝐿واحد جرم است را به قرارداد با 

تعریف یک پارامتر کمکی به صورت زیر معادله دیفرانسیلی به دست می آوریم که با حل ثابت است و با   𝑟2�̇�حال که نشان دادیم 

 آن می توانیم مسیر حرکت ذره به دور مرکز نیرو را پیدا کنیم :

𝑢 ≡
1

𝑟
⇒ �̇� =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
(
1

𝑢
) = −

1

𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
 

از پایستگی تکانه زاویه  ای داریم ⇒
𝑑𝜃

𝑑𝑡
=
𝐿

𝑟2
= 𝐿𝑢2 

⇒ �̇� = −𝐿
𝑑𝑢

𝑑𝜃
⇒ �̈� =

𝑑

𝑑𝑡
(−𝐿

𝑑𝑢

𝑑𝜃
) = −𝐿

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −𝐿2𝑢2

𝑑2𝑢

𝑑𝜃2
 

𝑟�̇�2 = 𝐿2𝑢3 

 نتایج به دست آمده را در در رابطه شتاب جاگذاری می کنیم و پس از اندکی ساده سازی به معادله زیر می رسیم :

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+ 𝑢 = −

𝑔(𝑢)

𝐿2𝑢2
 

 می گویند. معادله بینهبه این معادله ، 

 را به دست آورید.  𝑀با استفاده از معادله بینه ، معادله مسیر حرکت یک ذره تحت گرانش یک جرم نقطه ای با جرم مثال اول: 
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 آشنایی با نیروی مرکزی

بحث نیرو های مرکزگرا بسیار گسترده تر از آن است که در این جزوه بگنجد ، از این رو برای مطالعه بیشتر درمورد این مبحث 

 اب های مکانیک کلاسیک ) همانند کلپنر ، فولز ، ماریون و ... ( مراجعه کنید.پیشنهاد می شود به فصل نیرو مرکزی کت

اکنون قصد داریم تا حرکت ستارگان درون کهکشان را بررسی کنیم. ابتدا می خواهیم نشان دهیم انرژی مکانیکی تک جسم 

 پایسته است:

 نیرو های وارد بر ستاره به این صورت است

�⃗� =
𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝑚

𝑑�⃗�

𝑑𝑡
= 𝑚�⃗� = −𝑚�⃗⃗�𝛷

�⃗�⋅�⃗⃗�
⇒ 𝑚

𝑑�⃗�

𝑑𝑡
⋅ �⃗� =

𝑑

𝑑𝑡
(

4
2
𝑚𝑣2) 

−𝑚�⃗⃗�𝛷 ⋅ �⃗� = −𝑚
�⃗⃗�𝛷 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
 

�⃗⃗�𝛷 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝛷 ⇒
𝑑

𝑑𝑡
(

4
2
𝑚𝑣2 +𝑚𝛷) = 0 ⇒

4
2
𝑚𝑣2 +𝑚𝛷 = 𝑐𝑡𝑒. 

 تساوی بالا نشان می دهد که مجموع انرژی جنبشی و پتانسیل یک تک جرم در کهکشان ثابت است.

 

را در نظر بگیرید که درون کهکشانی که پتانسیل آن برابر پتانسیل کره پلامر است ، در مداری  𝑚ذره ای به جرم  مثال دوم:

 حال حرکت است. 𝑟دایروی به شعاع در 

 الف( انرژی مکانیکی و تکانه زاویه ای این ذره را محاسبه کنید.

 𝑟روی در نزدیکی مرکز با افزایش ب( منحنی چرخش این کهکشان را به صورت کیفی رسم کنید و نشان دهید سرعت مدار دای
 افزایش پیدا می کند و سپس افت می کند.

، تکانه زاویه ای مدار دایروی همواره افزایش و سرعت زاویه ای دوران مدار دایروی همواره کاهش  𝑟ج( نشان دهید با افزایش 

 می یابد.

پتانسیل کره پلامر ∶ 𝛷(𝑟) = −
𝐺𝑀

√𝑟2 + 𝑎𝑝
2
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 اختلال در مدار نیروی مرکزی

 بررسی اختلال در مدار نیرو های مرکزی : 

که ناگهان اختلالی در  𝑟0یک ذره را در نظر بگیرید که تحت میدان نیروی مرکزی ای در حال حرکت در مداری دایروی به شعاع 

راستای شعاعی به آن وارد می شود ، این اختلال می تواند به صورت سرعتی در راستای شعاعی اعمال شود ، یا در مدت زمان 

𝑟0به فاصله  𝑟0بسیار اندک ذره از فاصله  + 𝛿𝑟  منتقل شود؛ به هر صورت اگر اختلال وارد شده را بسیار کوچک در نظر بگیریم به

)که صورتی 
𝛿𝑟

𝑟0
)2 ≈  خواهیم داشت : ؛ 0

𝑔(𝑟) = �̈� − 𝑟�̇�2 = �̈� −
𝐿2

𝑟3 

بسط تیلور ∶  𝑓(𝑥) =∑
4
𝑖!

𝑑(𝑖)𝑓

𝑑𝑥(𝑖)
|
𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)
𝑖

∞

𝑖=0

 

𝑓(𝑥) = (4+ 𝑥)𝑛 ≈ 4+ 𝑛𝑥 

 𝑔(𝑟) = 𝑔(𝑟0) +
𝑑𝑔

𝑑𝑟
|
𝑟0

𝛿𝑟 ≈
𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑟0 + 𝛿𝑟) −

𝐿2

(𝑟0 + 𝛿𝑟)3 

⇒  𝑔(𝑟)  ≈ 𝛿�̈� −
𝐿2

𝑟03 (4 − 3
𝛿𝑟

𝑟0
) 

𝑟در  = 𝑟0 : که مدار دایروی است داریم 

𝑔(𝑟0) = −
𝐿2

𝑟03 

 در نتیجه خواهیم داشت :

𝑔(𝑟0) +
𝑑𝑔

𝑑𝑟
|
𝑟0

𝛿𝑟 ≈ 𝛿�̈� + 𝑔(𝑟0) (4− 3
𝛿𝑟

𝑟0
) 

⇒    𝛿�̈� + (−3
𝑔(𝑟0)

𝑟0
−
𝑑𝑔

𝑑𝑟
|
𝑟0

)𝛿𝑟 = 0 

−3
𝑔(𝑟0)

𝑟0
−
𝑑𝑔

𝑑𝑟
|
𝑟0

≡ 𝜅2 
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 اختلال در مدار نیروی مرکزی

ذره از از صفر واگرا می شود ؛ بدین معنا که پس از وارد شدن اختلال  کوچک ترهای  𝜅2معادله دیفرانسیل صفحه قبل به ازای 

تر از صفر معادله  های بزرگ 𝜅2مدار دایروی کاملا خارج شده و فاصله آن از مرکز دائما افزایش پیدا خواهد کرد؛ اما به ازای 

 ر می کند.تغیی ، یعنی فاصله ذره از مرکز متناوباًنوسانگر هماهنگ ساده را به ما می دهد

𝜅2 > 0 ∶ 

 

𝛿𝑟(𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡 

𝑡 = 0 ∶  {

𝛿𝑟0 = 𝐴

𝛿𝑟0̇ = 𝐵𝜅 ⇒ 𝐵 =
𝛿𝑟0̇

𝜅

 

𝛿𝑟(𝑡) = 𝛿𝑟0 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡 +
𝛿𝑟0̇

𝜅
𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡 

 

در حال گردش به دور زمین است، ناگهان موتور ماهواره روشن شده و  𝑟0مثال سوم : ماهواره ای در مداری دایروی به شعاع 

 در راستای شعاعی به آن وارد می کند. معادله مسیر حرکت ماهواره را بیابید.  𝑣0سرعت اندکی به اندازه 

 

 

𝛷(𝑟)مثال چهارم : ذره ای را در نظر بگیرید که تحت پتانسیل  = −𝑘𝑟−𝛼  که (𝛼  و𝐾  در حال )ثوابتی مثبت هستند

 حرکت در مداری دایروی است.

𝑣2الف( ثابت کنید  = −𝛼 𝛷(𝑟)  (𝑣 )سرعت مدار دایروی 

𝑟4در حال حرکت هستند.) 𝑟2و  𝑟4را در مدار های دایروی به شعاع  𝑚2و  𝑚4دو جرم  < 𝑟2 ) 

 را بیابید. 𝐿و تکانه زاویه ای کل  휀ب( انرژی کل 

𝑟4ج( اکنون دو جرم به مدار هایی دایروی با شعاع  + 𝛥𝑟4  و  𝑟2 + 𝛥𝑟2،منتقل می شوند 

 .ثابت بماند 𝐿بیابید تا تکانه زاویه ای کل  𝛥𝑟2و  𝛥𝑟4رابطه ای بین 
 را بیابید. 𝛥휀د( تغییر انرژی 

𝛼ه( نشان دهید اگر  <  ، تکانه زاویه ای مدار دایروی افزایش پیدا می کند. 𝑟باشد، با افزایش  2
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 پتانسیل هایی با تقارن کروی

 در بررسی اختلالات مداری رویکرد پتانسیل : 

در این بخش اختلال مداری را از منظری دیگر بررسی می کنیم و با استفاده از تابع پتانسیل و مفهومی به نام پتانسیل موثر، 

 دی تشبیه می کنیم.حرکت دوبعدی ذرات در مدار دایره ای را به حرکت یک بع

که به ما در بررسی آنها کمک می کنند، در این بخش قصد  دانواع مختلفی دارند و هر کدام از آنها تقارن هایی دارنپتانسیل ها 

 بررسی اختلال در سه نوع متقارن از پتانسیل ها را داریم : 

  تقارن کروی(𝑆𝑝ℎ𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙𝑠)                            𝛷 = 𝛷(𝑟) 

  محوریتقارن (𝐴𝑥𝑖𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙𝑠)                   𝛷 = 𝛷(𝑅, 𝑧) 

 فاقد تقارن محوری (𝑁𝑜𝑛 − 𝑎𝑥𝑖𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙𝑠)      𝛷 = 𝛷(𝑅, 𝑧, 𝜙) 

 

  تقارن کروی(𝑺𝒑𝒉𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍 𝑷𝒐𝒕𝒆𝒏𝒕𝒊𝒂𝒍𝒔) : 

 پتانسیل فقط تابعی از فاصله شعاعی از مرکز است.در این نوع از تقارن، 

 دستگاه مختصاتی قطبی روی صفحه مدار ذره قرار داده و شتاب را در آن می نویسیم:

𝛷 = 𝛷(𝑟) ⇒ �⃗� = −∇⃗⃗⃗𝛷 = −
𝜕𝛷(𝑟)

𝜕𝑟
�̂� 

�̈� − 𝑟�̇�2 = −
𝜕𝛷(𝑟)

𝜕𝑟
 

پایستگی تکانه زاویه ای استفاده می کنیم و  همانطور که مشاهده می کنید، حرکت در دو راستای شعاعی و مماسی است، از

 می نویسیم. 𝑟معادله را تنها بر حسب 

𝐿 = 𝑟2�̇� 

⇒ �̈� −
𝐿2

𝑟3 = −
𝜕𝛷(𝑟)

𝜕𝑟
⇒ �̈� = −

𝜕𝛷(𝑟)

𝜕𝑟
+
𝐿2

𝑟3 

 :می نامیم  𝛷𝑒𝑓𝑓و آن را پتانسیل موثر  از روی عبارت سمت راست پارامتر جدیدی را به شکل زیر معرفی می کنیم

−
𝜕𝛷(𝑟)

𝜕𝑟
+
𝐿2

𝑟3
= −

𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓 ≡ 𝛷(𝑟) +

𝐿2

2𝑟2
 

⇒ �̈� = −
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
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 پتانسیل هایی با تقارن کروی

ک ای( به یهمانطور که مشاهده کردید توانستیم با اعمال تغییرات اندک معادله اولیه را که بیانگر حرکت دو بعدی)حرکت دایره

 حرکت تک بعدی)فقط شعاعی( تشبیه کنیم.

 .برابر صفر است �̈�هنگامی که ذره در حالت تعادل است و در مدار دایروی حرکت می کند، جمله 

 :هنگام تعادل

  𝑟 = 𝑟0 ⇒ �̈�|𝑟0 = 0 ⇒  
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
|
𝑟

0

= 0  

اکنون قصد داریم به ذره ای که در مدار دایروی در حال حرکت است اختلالی در راستای شعاعی وارد کنیم و سپس حرکت ذره را 

 کنیم:بررسی 

𝑟 = 𝑟0 + 𝛿𝑟 ⇒ �̈� = 𝛿�̈� 

 دهیم تابع پتانسیل موثر را تا اولین مرتبه غیرصفر بسط می

𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑟) = 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑟0) +
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
|
𝑟0

(𝑟 − 𝑟0) +
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

(𝑟 − 𝑟0)
2

2
+⋯ 

𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
|
𝑟0

= 0 ⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑟) = 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑟0) +
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

(𝑟 − 𝑟0)
2

2
+⋯ 

�̈� = 𝛿�̈� = −
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
= −

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

(𝑟 − 𝑟0) 

⇒ 𝛿�̈� + (
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

)𝛿𝑟 = 0 

همانطور که پیش تر گفتیم، معادله دیفرانسیل بالا به ازای مقادیر مثبت یا منفی 
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

در  جواب های متفاوتی دارد.،  

 بیشتر به بررسی معادلات دیفرانسیل می پردازیم، برای آشنایی بیشتر به این قسمت مراجعه کنید. اول پیوست ریاضی
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 پتانسیل هایی با تقارن کروی

همانطور که در پیوست ریاضی مشاهده کردید در صورتی که 
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

منفی یا صفر باشد ذره دیگر حرکت پایدار نخواهد داشت،  

 ( نوسان می کند.𝑟0اما اگر مثبت باشد ذره حول نقطه تعادل )

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

>  تعادل پایدار   0

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

=  تعادل بی تفاوت   0

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

<  تعادل ناپایدار   0

 

 

 با معادله زیر توصیف می شود : 𝑀𝐵𝐻حرکت یک ستاره به دور یک سیاهچاله غیر چرخان به جرم  : پنجم مثال

(
𝑑𝑟

𝑑𝜏
)

2

= 𝐸2 − (𝑐2 −
2𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑟

) (4 +
𝐿2

𝑐2𝑟2) ≡ 𝐸
2 − 2𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑟) 

مولفه شعاعی  𝑟را به عنوان زمان در نظر گرفت.) اگر بخواهیم دقیق تر بررسی کنیم  𝜏را فاصله از مرکز و  𝑟که می توان 

 است.( 𝑟زمان ویژه برای ناظر ساکن در فاصله  𝜏متریک شوارتزشیلد و 

𝑟نشان دهید هیچ مدار دایروی ای در  الف( <
3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2 .وجود ندارد 

𝑟ب( نشان دهید مدار های دایروی پایدار در شعاع های  >
6𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2  قرار داشته و شرط زیر برای تکانه زاویه ای آنها برقرار

 است: 

𝐿 >
2√3𝐺𝑀𝐵𝐻

𝑐
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 پتانسیل هایی با تقارن کروی

𝑟0 

𝛿𝜃 

 نقطه تعادل

𝑥 

𝑦 

شعاعی نسبت به نقطه تعادل روی یک اختلالی  حال قصد داریم ثابت کنیم که اگر جسمی در تعادل پایدار باشد، پس از وارد شدن

 بیضی حرکت می کند.

و در راستای حرکت  𝑥را عمود بر  𝑦را در راستای شعاعی و محور  𝑥ابتدا دستگاه مختصاتی روی نقطه تعادل قرار می دهیم، محور 

 قرار می دهیم.

 همانطور که پیش تر نشان دادیم :

𝛿�̈� + (
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

)𝛿𝑟 = 0 ,
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

≡ 𝜅2 

⇒ 𝛿𝑟(𝑡) = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓) 

 را برحسب زمان به دست بیاوریم : 𝜃از پایستگی تکانه زاویه ای استفاده می کنیم تا 

𝐿 = 𝑟2�̇� ⇒ �̇� =
𝜕𝜃

𝜕𝑡
=
𝐿

𝑟2
=

𝐿

(𝑟0 + 𝛿𝑟)2
≈
𝐿

𝑟02
(1− 2

𝑋

𝑟0
𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓)) 

 روی زمان انتگرال گرفته و به دست می آوریم :

𝜃(𝑡) =
𝐿

𝑟02
(𝑡 + 2

𝑋

𝜅𝑟0
(𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) − cos(𝜓))) + 𝜃0 

𝐿

𝑟02
= �̇�0 ⇒ 𝜃(𝑡) = (�̇�0𝑡 + 𝜃0) + 2

𝑋�̇�0

𝜅𝑟0
(𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) − cos(𝜓)) 

و جمله دوم  (𝜃𝑔)شامل دو جمله است؛ جمله اول حرکت دایروی نقطه تعادل را توصیف می کند 𝜃(𝑡)همانطور که می بینید 

 .(𝛿𝜃) یک جمله اختلالی است

𝜃(𝑡) = 𝜃𝑔(𝑡) + 𝛿𝜃(𝑡) 

 

 

 

 

 اکنون با توجه به شکل داریم:

  {
𝑥 = 𝑟 cos(𝛿𝜃) − 𝑟0
𝑦 = 𝑟 sin (𝛿𝜃)

 

𝛿𝜃 یک جمله مرتبه اول است 

𝑠𝑖𝑛(𝛿𝜃) ≈ 𝛿𝜃 , 𝑐𝑜𝑠 (𝛿𝜃) ≈ 4 



 

۹ 

 

 پتانسیل هایی با تقارن کروی

⇒ 𝑥 = 𝑟 − 𝑟0 , 𝑦 = 𝑟𝛿𝜃 

𝑥 = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓) 

𝑦 = 𝑟0 (1+
𝑋

𝑟0
𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓))(2

𝑋�̇�0

𝜅𝑟0
(𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) − cos(𝜓))) 

⇒ 𝑦 ≈ 2
𝑋�̇�0

𝜅
(𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) − cos(𝜓)) ≈ 2

𝑋�̇�0

𝜅
𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) + 𝑦0 

𝑦0 = −2
𝑋�̇�0

𝜅
cos(𝜓) 

⇒ {

𝑥 = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓)

𝑦 = 2
𝑋�̇�0

𝜅
𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) + 𝑦0

 

 اینگونه به هم مرتبط می شوند : 𝑦و  𝑥اکنون که مختصات جسم را در دستگاه بدست آوردیم مشاهده می کنیم که 

{
 
 

 
 

𝑥

𝑋
= 𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓)

𝑦 − 𝑦0

2
𝑋�̇�0
𝜅

= 𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓)
  ⇒ (

𝑥

𝑋
)

2
+ (
𝑦 − 𝑦0

𝑌
)

2
= 4 ; 𝑌 = 2

𝑋�̇�0

𝜅
 

همانطور که مشاهده کردید اثبات شد که مسیر جدید ذره پس از اعمال اختلال شعاعی به جسم نسبت به نقطه تعادل یک بیضی 

حرکت، حرکت اپیسایکلی یا فلک تدویری می جا به جا شده. به این  در راستای مماسی (𝜓)است که وابسته به شرایط اولیه 

 گویند.

 

𝑓(𝑟) را در نظر بگیرید که در یک خوشه کروی، تحت تاثیر نیروی ذره ای مثال ششم : = −𝑘𝑟𝑛�̂�  که (𝑛  و𝐾  ثوابتی

 مثبت هستند( در حال حرکت در مداری دایروی است.

 فرکانس نوسان شعاعی را بیابید.( الف

 اپیسایکل را بدست آورید.( خروج از مرکز بیضی ب
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 پتانسیل هایی با تقارن محوری

  تقارن محوری(𝑨𝒙𝒊𝒔𝒚𝒎𝒎𝒆𝒕𝒓𝒊𝒄 𝑷𝒐𝒕𝒆𝒏𝒕𝒊𝒂𝒍𝒔) : 

در دستگاه استوانه ای(  𝜙همانطور که پیش تر اشاره کردیم در پتانسیل هایی که تقارن محوری دارند، پتانسیل تابع زاویه سمتی )

 نیست.

به عبارتی : 
𝜕𝛷

𝜕𝜙
= 0 

 توصیف کننده کهکشان های دیسکی هستند.این نوع پتانسیل ها عموما 

نیروی وارد بر یک جسم در میدان این نوع از پتانسیل ها دو جهت دارد، یکی در راستای عمود بر صفحه اصلی و دیگری در راستای 

 محور تقارن.

 شتاب در دستگاه استوانه ای :

�⃗� = (�̈� − 𝑅�̇�2)�̂� + (2�̇��̇� + 𝑅�̈�)�̂� + (�̈�)�̂� 

�⃗� = −∇⃗⃗⃗𝛷 = −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
�̂� −

𝜕𝛷

𝜕𝑧
�̂� ⇒ 𝑎𝜙 = 0 ⇒ 2�̇��̇� + 𝑅�̈� = 0 

⇒
4
𝑅

𝜕

𝜕𝑡
(𝑅2�̇�) = 0 ⇒ 𝑅2�̇� = 𝑐𝑡𝑒. ≡ 𝐿𝑧 

 تکانه زاویه ای پایسته است. 𝑧در راستای  ل هایی که تقارن محوری دارندهمانطور که مشاهده کردید در پتانسی

این نقاط می توانیم دوباره پتانسیل  𝑅اکنون می خواهیم نقاط تعادل را برای این نوع از پتانسیل ها بیابیم، برای یافتن مولفه 

 موثری تعریف کنیم :

�̈� − 𝑅�̇�2 = −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
 

𝑅2�̇� = 𝐿𝑧 ⇒ 𝑅�̇�
2 =

𝐿𝑧
2

𝑅3 ⇒ �̈� = −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
+
𝐿𝑧

2

𝑅3 = −
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
 

𝛷𝑒𝑓𝑓 ≡ 𝛷(𝑅, 𝑧) +
𝐿𝑧

2

2𝑅2 

برابر صفر هستند و از انجایی که  �̈�و  �̈�در نقاط تعادل 
𝜕𝛷

𝜕𝑧
=
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧
 است : 

در نقاط تعادل ∶ {

𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
= 0

𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧
= 0
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 پتانسیل هایی با تقارن محوری

 یعنی ) یین صفحه اصلی قرینه یکدیگر می باشند،در پتانسیل هایی که بالا و پایین دیسک انعکاس هم هستند به عبارتی بالا و پا

𝛷(𝑅,+𝑧) = 𝛷(𝑅,−𝑧) ( به جسم روی صفحه دیسک )𝑧 = ( نیرویی وارد نمی شود و 0
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧
|
𝑧=0
=  خواهد بود.  0

𝑧حول  ممکن است که پتانسیلگاها  = مشتق از طرف  دراد لامتحا متقارن باشد، اما در آن نقطه مشتق پذیر نباشد، چرا که 0

𝑧 → 𝑧با مشتق از طرف  +0 → . در این حالت نیرویی که ستاره روی باشند اندازه های برابر داشته اما در جهت های مخالف −0

𝑧 =  احساس می کند برابر با صفر خواهد بود، در نتیجه می توان نوشت: 0

𝛷(𝑅, 𝑧) = 𝛷(𝑅, −𝑧) ⇒ (𝑔𝑧)𝑧=0 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

رسم کردیم، همانطور که مشاهده می کنید پتانسیل کهکشان متقارن  𝑧در نمودار بالا در یک شعاع دلخواه پتانسیل را برحسب 

𝑧ما مشتق پذیر نیست. در نقطه ابوده  =  مشتق از سمت راست و سمت چپ اندازه های برابر دارند اما جهت های مخالف. 0

راستای شعاعی و عمود بر اکنون ذره ای که در تعادل قرار دارد را مقداری از حالت تعادل منحرف می کنیم، یعنی اختلالی در 

 صفحه کهکشان به آن وارد می کنیم.

}پتانسیل موثر را حول نقطه تعادل 
𝑧 = 0
𝑅 = 𝑅𝑔

 تا اولین مرتبه غیر صفر بسط می دهیم :  

𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑅, 𝑧) = 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑅𝑔, 𝑂) +
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
|
𝑅𝑔,0

(𝑅 − 𝑅𝑔) + (−𝑔𝑧)𝑧=0
(𝑧) + 

1

2
(
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

(𝑅 − 𝑅𝑔)
2
+ 2

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅𝜕𝑧
|
𝑅𝑔,0

(𝑅 − 𝑅𝑔)𝑧 +
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2
|
𝑅𝑔,0

𝑧2)+⋯ 

𝛷(𝑧) 

𝑧 

(
𝜕𝛷

𝜕𝑧
)
𝑧=0+

 (
𝜕𝛷

𝜕𝑧
)
𝑧=0−
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 بسط توابع چند متغیره به پیوست ریاضی دوم مراجعه کنید. برای مشاهده توضیحی مختصر در مورد

𝑧با توجه به آنکه در نقطه  = فر روی صفحه کهکشان باید ص �̈�جسم در حالت تعادل است، پس مستقل از اینکه در چه شعاعی قرار دارد،  0

 باشد، در نتیجه :

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅𝜕𝑧
|
𝑅𝑔,0

= 0 , (−𝑔𝑧)𝑧=0
= 0 

دقت کنید که اگر 
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅𝜕𝑧
|
𝑅𝑔,0

𝑧در  �̈�نباشد،  0برابر   = همواره برابر صفر نخواهد بود، از این رو  0
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅𝜕𝑧
|
𝑅𝑔,0

 0باید برابر  

 باشد.

  .جملات مربوط به نقاط تعادل را برابر صفر قرار می دهیم و معادله را ساده تر می کنیم همچنین

 
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
|
𝑅𝑔,0

= 0 

⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑅, 𝑧) = 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑅𝑔, 0) +
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

(𝑅 − 𝑅𝑔)
2

2
+
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2
|
𝑅𝑔,0

𝑧2

2
 

𝑅 − 𝑅𝑔 ≡ 𝑥 ⇒ �̈� = −
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
= �̈� = −

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

𝑥 

⇒ �̈� +
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

𝑥 = 0 

در صورتی که تعادل پایدار باشد )
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

> 0: ) 

𝑥(𝑡) = 𝑋 𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓) ; 𝜅2 ≡
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

 

�̈� = −
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧
= −

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2
|
𝑅𝑔,0

𝑧 

در صورتی که تعادل پایدار باشد )
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2
|
𝑅𝑔,0

> 0) 

𝑧(𝑡) = 𝑍 𝑐𝑜𝑠(𝜈𝑡 + 𝜃) ;   𝜈2 ≡
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2
|
𝑅𝑔,0
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همان گونه که در بخش قبل به دست آوردیم، با استفاده از پایستگی تکانه زاویه ای اثبات می کنیم که تصویر حرکت جسم روی 

 صفحه دیسک حول نقطه تعادل یک بیضی خواهد :

𝐿𝑧 = 𝑅
2�̇� ⇒ �̇� =

𝜕𝜙

𝜕𝑡
=
𝐿𝑧
𝑅2
=

𝐿𝑧

(𝑅𝑔 + 𝑥)
2
≈
𝐿𝑧

𝑅𝑔
2
(1 − 2

𝑋

𝑟0
𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓)) 

⇒ 𝜙(𝑡) =
𝐿𝑧

𝑅𝑔
2
(𝑡 + 2

𝑋

𝜅𝑟0
(𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) − cos(𝜓))) + 𝜙0 

𝐿𝑧

𝑅𝑔
2
= �̇�0 ⇒ 𝜙(𝑡) = (�̇�0𝑡 + 𝜙0) + 2

𝑋�̇�0

𝜅𝑟0
(𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) − cos(𝜓)) 

𝜙(𝑡) = 𝜙𝑔(𝑡) + 𝛿𝜙(𝑡) 

در راستای حرکت و  𝑦در راستای عمود بر محور اصلی،محور  𝑥دستگاه مختصاتی دکارتی روی نقطه تعادل قرار می دهیم، محور 

 در راستای عمود بر صفحه کهکشان است. 𝑧محور 

 مختصات ذره بر حسب زمان به این شکل خواهد بود :

{
 

 
𝑥 = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓)

𝑦 = 2
𝑋�̇�0

𝜅
𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) + 𝑦0

𝑧(𝑡) = 𝑍 𝑐𝑜𝑠(𝜈𝑡 + 𝜃)

 

 در ادامه مسیر حرکت را در این دستگاه مشاهده خواهید کرد.

 پارامتر ها رسم شده است :مسیر برای این نسبت از 

{
𝜅 = 5𝜐

𝑋 = 4 , 𝑌 = 0.6 , 𝑍 = 0.8 

  .می باشد 𝑥و قرمز  𝑦، سبز  𝑧محور آبی 
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 پارامتر های مداری ستارگان

 

  پارامتر های مداری ستارگاناندازه گیری 

در این بخش تلاش می کنیم تا با استفاده از پارامتر های قابل اندازه گیری با رصد اطلاعاتی در مورد توزیع جرم کهکشان کسب 

 کنیم.

 ابتدا با کمی محاسبه میخواهیم فرکانس نوسان شعاعی را به ثابت دوم اورت مرتبط کنیم :

𝜅2(𝑅𝑔) =
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
|
𝑅𝑔,0

= 𝜅2 =
𝜕2

𝜕𝑅2
(𝛷 +

𝐿𝑧
2

2𝑅2)|
𝑅𝑔,0

= (
𝜕2𝛷

𝜕𝑅2
+

3𝐿𝑧
2

𝑅1 )
𝑅𝑔,0

 

می باشد پس برای محاسبه آن باید پارامتر های مدار  مدار دایرویفرکانس نوسان جسم پس از اعمال یک اختلال به   𝜅پارامتر 

 دایروی را در نظر بگیریم :

در مدار دایروی ∶ −𝑅Ω2 = −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
⇒
𝜕2𝛷

𝜕𝑅2
= Ω2 + 2𝑅Ω

∂Ω

∂𝑅
 

𝐿𝑧 = 𝑅𝑔
2Ω𝑔 ⇒ 𝜅

2(𝑅𝑔) = Ω𝑔
2 + 2𝑅𝑔Ω𝑔 (

∂Ω

∂𝑅
)
𝑅𝑔

+ 3Ω𝑔
2 

= 2Ω𝑔 (2Ω𝑔 + 𝑅𝑔 (
∂Ω

∂𝑅
)
𝑅𝑔

)
Ω= 

𝑣

𝑅
⇒  = 2Ω𝑔 (

𝑣𝑔

𝑅𝑔
+ (
∂𝑣

∂𝑅
)
𝑅𝑔

) 

 عبارت داخل پرانتز در ثابت دوم اورت نیز دیده می شود : 

𝐵 = −
4
2
(
𝑣

𝑅
+
𝜕𝑣

𝜕𝑅
|
𝑅
) 

⇒ 𝜅2 = −4𝐵Ω 

ثابت اورت آن محل و سرعت زاویه ای آن مدار فرکانس می توان با استفاده از  بدین صورت برای هر مدار دایروی روی دیسک

 نوسان شعاعی را به دست آورد.

 )محاسباتی که پیش تر انجام دادیم برای مدار های دایروی در پتانسیل هایی با تقارن کروی نیز به همین صورت قابل انجام است.(

 کهکشانی با فرم پتانسیل زیر در نظر بگیرید :  مثال هفتم :

𝛷(𝑅, 𝑧) =
𝑣0

2

2
ln (𝑅2 +

𝑧2

𝑞2) 

 آورید. الف( میدان حاصل از این پتانسیل را بدست

 ب( سرعت دوران ستارگان در مداری دایروی منطبق بر صفحه کهکشان را به دست آورید.

 ج( نشان دهید در این کهکشان تمام مدار های دایروی پایدار اند و فرکانس نوسان شعاعی را بیابید.

 د( فرکانس نوسان در راستای عمود بر صفحه کهکشان را به دست آورید.
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𝑅0رشید در فاصله اکنون وقت آن است که حرکت ستارگان اطراف خورشید را بررسی کنیم، خو ≈ 8.5 𝑘𝑝𝑐  از مرکز کهکشان

میلیون سال  470قرار دارد، مشاهدات انجام شده نشان می دهند که دوره تناوب اپیسایکلی ستارگان در نزدیکی خورشید در حدود 

ان یم سرعت ستارگاست، این مقدار بسیار طولانی تر از آن است که بخواهیم صبر کنیم که ستاره یک دور کامل بزند اما می توان

𝑅نزدیک خورشید ) ≈ 𝑅0 را اندازه بگیریم. ستارگان نزدیک به خورشید در حال حرکت اپیسایکلی هستند اما لزوما نقطه ای که )

𝑅𝑔حول آن نوسان می کنند یکسان نیست؛ نقطه تعادل بعضی به مرکز کهکشان نزدیک تر)  < 𝑅0 و نقطه تعادل بعضی از مرکز )

𝑅𝑔کهکشان دورتر است )  > 𝑅0)به عبارتی مرکز بیضی اپیسایکلی هر ستاره با ستاره دیگر ممکن است متفاوت باشد. ؛ 

(𝑅𝑔 ≠ 𝑅0 ) 

 را می نویسیم : 𝑦سرعت نسبی این ستارگان در راستای 

𝑣𝑦 = 𝑅�̇� − 𝑅0𝛺0

𝑅≈𝑅0
⇒   𝑣𝑦 = 𝑅0(�̇� − 𝛺0) 

𝐿𝑧 = 𝑅
2�̇� = 𝑅𝑔

2𝛺𝑔
𝑅≈𝑅0
⇒   �̇� =

𝑅𝑔
2

𝑅0
2 Ω(𝑅𝑔) 

𝑅 = 𝑅𝑔 + 𝑥 ≈ 𝑅0 ⇒ 𝑅𝑔 ≈ 𝑅0 − 𝑥 

 ( تا اولین مرتبه غیرصفر بسط می دهیم :𝑅0را حول خورشید ) Ω(𝑅)اکنون 

Ω(𝑅) ≈ Ω0 +
𝑑Ω

𝑑𝑅
|
𝑅0

(𝑅 − 𝑅0) 

 جاگذاری می کنیم : 𝑣𝑦با استفاده از بسط سرعت زاویه ای نقطه تعادل را پیدا می کنیم و در 

𝛺(𝑅𝑔) = 𝛺0 −
𝑑𝛺

𝑑𝑅
|
𝑅0

𝑥 

⇒ 𝑣𝑦 = 𝑅0(�̇� − 𝛺0) = 𝑅0 (
𝑅𝑔

2

𝑅0
2 Ω(𝑅𝑔) − 𝛺0) = 𝑅0 ((1−

2𝑥

𝑅0

)Ω(𝑅𝑔) − 𝛺0) 

⇒ 𝑣𝑦 = 𝑅0 ((1 −
2𝑥

𝑅0

) (𝛺0 −
𝑑𝛺

𝑑𝑅
|
𝑅0

𝑥) − 𝛺0) 

⇒ 𝑣𝑦 = 𝑅0 [Ω0 −
𝑑Ω

𝑑𝑅
|
𝑅0

𝑥 −
2𝑥

𝑅0

(Ω0 −
𝑑Ω

𝑑𝑅
|
𝑅0

𝑥) − Ω0] 

= 𝑅0 [−
𝑑Ω

𝑑𝑅
|
𝑅0

𝑥 −
2𝑥

𝑅0

Ω0 +
2

𝑅0

𝑑Ω

𝑑𝑅
|
𝑅0

𝑥2] 

 صرف نطر می کنیم و خواهیم داشت : 𝑥از مرتبه دوم 

⇒ 𝑣𝑦 = −𝑅0𝑥 (
𝑑Ω

𝑑𝑅
|
𝑅0

+
2Ω0

𝑅0

) 
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Ω =
𝑣

𝑅
⇒ 𝑣𝑦 = −𝑅0𝑥 (−

𝑣0

𝑅0
2
+

1

𝑅0

𝑑𝑣

𝑑𝑅
|
𝑅0

+ 2
𝑣0

𝑅0
2
) 

= −𝑥 (
𝑣0

𝑅0

+
𝑑𝑣

𝑑𝑅
|
𝑅0

) 

 عبارتی که درون پرانتز به وجود آمد در ثابت دوم اورت نیز وجود دارد :

𝐵 = −
4
2
(
𝑣0

𝑅0

+
𝑑𝑣

𝑑𝑅
|
𝑅0

) 

⇒ 𝑣𝑦 = 2𝐵𝑥 = −
𝜅
2

2Ω
𝑥 

، چرا که ما مکان نقطه تعادل هیچ ستاره ای را نمی دانیم لذا نمی توانیم  "دردی از ما دوا نمی کند"نتیجه به دست آمده همچنان 

𝑥 را برای هر ستاره ای که رصد می کنیم به دست آوریم؛ 

 .اج کنیماطلاعات مفیدی استخراما می توانیم با چند تقریب معقول و میانگین گیری روی ستارگان نزدیک 

𝑣𝑦 = 2𝐵𝑥 = −
𝜅2

2Ω
𝑥 ⇒ 〈𝑣𝑦

2〉 = (
𝜅2

2Ω
)

2

〈𝑥2〉 

می توانیم تقریب بزنیم که ستارگانی که رصد می کنیم تقریبا همه در نزدیکی ما هستند،  مورد بررسی چون ستارگاندر اینجا 

𝑥 باشد.) 𝜓، پس تفاوت این ستارگان با یکدیگر باید در فرکانس نوشان شعاعی یکسانی دارند = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓) پس روی )𝜓 

 میانگین می گیریم :

𝑥 = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓) ⇒ 〈𝑥2〉 = 𝑋2
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝜅𝑡 + 𝜓)2

2𝜋

0
𝑑𝜓

2𝜋
 

⇒ 〈𝑥2〉 =
 𝑋2

2
 

𝑣𝑥 = �̇� = 𝑋𝜅 𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓) ⇒ 〈𝑣𝑥
2〉 = 𝑋2𝜅2

∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜅𝑡 + 𝜓)2
2𝜋

0
𝑑𝜓

2𝜋
 

⇒ 〈𝑣𝑥
2〉 =

𝑋2𝜅2

2
⇒ 〈𝑣𝑥

2〉 = 𝜅2〈𝑥2〉 

⇒ 〈𝑣𝑦
2〉 =

𝜅2

4Ω2
〈𝑣𝑥

2〉 

 بیان کرد :نتیجه به دست آمده را می توان کمی ساده تر 

𝜅2 = −4𝐵Ω  
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𝐴 =
4
2
(
𝑣

𝑅
−
𝑑𝑣

𝑑𝑅
|
𝑅
) 

𝐵 = −
4
2
(
𝑣

𝑅
+
𝑑𝑣

𝑑𝑅
|
𝑅
) 

⇒ 𝛺 = 𝐴 − 𝐵 ⇒ 〈𝑣𝑦
2〉 =

−𝐵

𝐴 − 𝐵
〈𝑣𝑥

2〉 

 نسبت برای نمونه 
〈𝑣𝑥

2〉

〈𝑣𝑦2〉
 .است 2برابر را برای منحنی چرخش تخت  

𝑣 = 𝑐𝑡𝑒.⇒
𝑑𝑣

𝑑𝑅
= 0 ⇒ {

𝐴 =
Ω

2

𝐵 = −
Ω

2

⇒
〈𝑣𝑥

2〉

〈𝑣𝑦2〉
= 2 

می باشد، یعنی منحنی  2.2خورشید نشان می دهد که این نسبت تقریبا مشاهدات و بررسی های انجام شده روی ستارگان نزدیک 

 کیلوپارسکی تقریبا تخت است. 8.5چرخش در 
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 𝑣𝑦و  𝑣𝑥مشاهده می کنید نمودار سرعت ستارگان نزدیک خورشید است، نمودار سمت چپ  صفحه قبلدو نموداری که در 

میلیارد سال است. همانطور  8تا  1ستارگانی با سنی بین  𝑣𝑦و  𝑣𝑥میلیارد سال و نمودار سمت راست  2ستارگان با سن کمتر از 

که مشاهده می کنید ستارگان سمت چپ متمرکز تر از ستارگان سمت راست هستند، یعنی سرعت پخشی)رندوم( آنها بیشتر 

 است.

؟  "ولی چرا"دلیل این پدیده این است که ستارگانی که سن بیشتری دارند زمان بیشتری داشته اند تا از محل تولدشان  دور شوند. 

سال است، پس چرا چند میلیارد سال اختلاف سن چنین تفاوتی در  4043می دانیم زمان واهلش در نزدیکی خورشید از مرتبه 

ین خاطر است که خوشه ها یا جمعیت های ستاره ای درون بازو با هر بار گردش بازو، این سرعت ستارگان ایجاد می کند؟ به ا

 ستارگان را بیشتر و بیشتر از مدار دایروی منحرف می کنند.

 ؟"ولی چرا"ستاره ها منفی است؛  𝑣𝑦اگر دقت کنید می توان از روی نمودار ها تشخیص داد که میانگین 

ستارگان تابعیت فاصله از مرکز کهکشان دارد، بدین صورت که هرچه از مرکز دور می شویم چگالی در اکثر کهکشان ها چگالی 

𝑅𝑔تعداد ستارگان افت می کند، از این رو تعداد ستارگانی که نقطه تعادلشان به مرکز نزدیک تر است ) < 𝑅0  بیشتر است؛ از )

𝑥این رو تعداد ستارگانی که > 𝑣𝑦که پیش تر به دست آوردیم ) دارند بیشتر است. معادله ای 0 = −
𝜅2

2𝐵
𝑥 ارتباط )𝑣𝑦  و𝑥  را

که توزیع سرعت ستارگان  منفی است. به این اثر 𝑣𝑦بیشتر ستارگان منفی و میانگین  𝑣𝑦به ما می دهد، از این رو در می یابیم که 

 : رانش نا متقارن (می گویند. ) ترجمه خودمانی ( asymmetric drift) از مدار دایروی منحرف می شود
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 نشان می دهد، 𝑣و مماسی نسبت به خورشید  𝑢توزیع سرعت ستارگان در راستای شعاعی نسبت به خورشید صفحه قبل نمودار 

که به ترتیب مربوط  به بیرون به سه ناحیه تقسیم شده اند 𝐿𝑆𝑅از  ستارگان به ترتیباین نمودار بیانی دیگر از رانش نامتقارن است. 

به ستارگان جوان)درونی ترین ناحیه( ، ستارگان میان سال ، ستارگان قدیمی)خارجی ترین ناحیه( تقسیم شده است. همانطور که 

مشاهده می کنید، با گذشت زمان توزیع سرعت این ستارگان در هر دو راستا بیشتر شده که پیش تر دلیل ن را توضیح دادیم، 

سمت منفی شدن  با افزایش سن، کمتر می شود)به  این نواحیمرکز  نسبی در جهت مماسیِ  سرعتمی کنید همچنین مشاهده 

 پیش می رود( 
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 پتانسیل هایی فاقد تقارن محوری

  فاقد تقارن محوری(non-Axisymmetric Potentials) 

پتانسیل ها را می توان به دو دسته کلی تقسیم کرد، پتانسیل های ثابت و پتانسیل های چرخان، در ادامه مطالبی در باب نحوه این 

 خواهیم گفت و شما را با چند مدل از آنها آشنا می کنیم. رکت ستارگان در این پتانسیل هابررسی ح

 پتانسیل فاقد تقارن محوری و غیرچرخان

این پتانسیل ها در دستگاه مختصات لخت بررسی می شوند و در این دستگاه ایستا بوده و تابعیت زمانی ندارند.) یعنی پتانسیل در 

ار هایی که در این دسته قریکی ازمدل دستگاهِ لخت، تابع زمان نیست. همانند تمام پتانسیل هایی که تا به حال بررسی کردیم.( 

 گاریتمی زیر است که در دستگاه دکارتی توصیف می شود:د مدل دو بعدی و لمی گیر

𝛷(𝑥, 𝑦) =
4

2
𝑣0

2 ln(𝑅𝑐
2 + 𝑥2 +

𝑦2

𝑞2
) 

 (𝑥و محور افقی محور  𝑦چند نمونه مدار برای این پتانسیل را در شکل های زیر مشاهده می کنید: )محور عمودی محور 

 

 
𝐵𝑜𝑥 𝑂𝑟𝑏𝑖𝑡  یا مدار جعبه ای مربوط به یک ستاره

در این پتانسیل، مدار های جعبه ای مدار هایی 

نوسانی هستند که در پتانسیل هایی فاقد تقارن دیده 

 می شوند. 

𝑣0 = 4 , 𝑞 = 0.۹ , 𝑅𝑐 = 0.41 
𝐸 = −0.337 

 

 

 

 

 نمونه ای دیگر از مدار در این پتانسیل.

𝑣0 = 4 , 𝑞 = 0.۹ , 𝑅𝑐 = 0.41 
𝐸 = −0.337 
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 پتانسیل هایی فاقد تقارن محوری

𝑧𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔, 𝑧𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑  

𝑥𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 

𝑦𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 

𝑥𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑    

𝑦𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑  

�⃗⃗� = 𝛺0�̂� 

𝑎2 

𝑎1 

 

 :: برای پتانسیل بالا به سوالات زیر پاسخ دهیدمثال هشتم 

 الف( معادله خطوط هم پتانسیل در این کهکشان را بدست آورید.

𝑅ب( در حد فواصل نزدیک به مرکز دستگاه،  = √𝑥2 + 𝑦2 ≪ 𝑅𝑐  تابع پتانسیل را بیابید و سپس مسیر حرکت ستارگان را

 برحسب زمان در این فواصل پیدا کنید.

𝑅ج( در حد فواصل بسیار دور  ≫ 𝑅𝑐  و𝑞 =  است. 𝑣0نشان دهید سرعت مدار دایروی مستقل از فاصله و برابر  4

 

 پتانسیل ها در دستگاه چرخان

 در دستگاه  برخلاف پتانسیل هایی که پیش تر بررسی کردیم، را بررسی کنیم که که ن قسمت قصد داریم مدل هاییدر ای

ی کنیم، صاتی دوار بررسثابت، ایستا نبوده و به صورت تابعی از زمان تغییر می کنند، اما اگر پتانسیل را در دستگاه مخت مختصاتِ

ا می توان آورد، یک سیستم دوجرمی ساده ترین مثالی که برای این پتانسیل ه .ایستا خواهد بود و تابعیت زمان نخواهد داشت

 ی کنند.است که در مدار های دایروی حرکت م

اگر پتانسیل حاصل از این دو جسم را در دستگاه مختصات ثابت بررسی کنیم، مشاهده می کنیم که تابع پتانسیل به صورت تابعی 

 از زمان تغییر خواهد کرد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مربوط به دستگاه لخت و ثابت است. از  𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑مربوط به دستگاه دوار می باشد و زیروند  𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔در دستگاه بالا زیروند 

اثبات این رابطه و اطلاعات بیشتر از معادلات دستگاه نالخت رابطه بین شتاب در دستگاه لخت و نالخت را می دانیم: )برای مشاهده 

 دستگاه نالخت به کتاب های مکانیک کلاسیک که در منابع ذکر شده مراجعه کنید.(
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 پتانسیل هایی فاقد تقارن محوری

�⃗�𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 = �⃗�𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑 − 2�⃗⃗� × �⃗�𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 − �̇⃗⃗� × 𝑟𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 − �⃗⃗� × (�⃗⃗� × 𝑟𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔) 

به ترتیب بردار مکان، سرعت و شتاب در دستگاه دوار هستند. همانطور که از معادله  �⃗�𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔و  𝑟𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 ،�⃗�𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔که 

مولفه اضافه است که بر اثر چرخش احساس می شوند. برای یک تابع اسکالر  وید، نیرو در دستگاه دوار شامل سهبالا متوجه می ش

 ت واز دستگاه مختصات مستقل اس می توان اثبات کرد که گرادیان تابعمانند پتانسیل که به دستگاه مختصات وابسته نیست، 

درست همانند یک بردار می تواند از دستگاهی به دستگاه دیگر تبدیل شود.)برای مشاهده اثبات می توانید به فصل اول کتاب 

 ماریون مراجعه کنید.( شتاب در دستگاه لخت : –دینامیک کلاسیک ذرات و سیستم ها 

�⃗�𝑓𝑖𝑥𝑒𝑑 = −∇⃗⃗⃗𝛷 

�⃗�𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 = −∇⃗⃗⃗𝛷 − 2�⃗⃗� × �⃗�𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 − �⃗⃗�
̇
× 𝑟𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 − �⃗⃗� × (�⃗⃗� × 𝑟𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔) 

شویم و با یک مدل ساده شروع کنیم. همانند شکل  می اکنون که توضیح مختصری درباره دستگاه نالخت دادیم، دست به کار

هستند. پتانسیل بر حسب مولفه های  𝑎2و  𝑎4دار دایروی با شعاع های در حال حرکت در م 𝑀2و  𝑀4صفحه قبل دو جرم 

 دستگاه مختصات لخت به صورت زیر است:

𝛷(𝑡) = 𝛷𝑀4
+ 𝛷𝑀2

= −
𝐺𝑀4

|𝑟𝑓⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟𝑀4𝑓
(𝑡)|

−
𝐺𝑀2

|𝑟𝑓⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟𝑀2𝑓
(𝑡)|

 

𝑟𝑀4𝑓در عبارت بالا 
𝑟𝑀2𝑓و  

که دو جسم در حال دوران دور . از آنجا بردار مکان جرم اول و دوم در دستگاه مختصات لخت هستند 

 زمان تغییر می کنند. یکدیگر هستند، این دو بردار با

 اما دستگاه مختصات نالخت همراه با آنها دوران می کند پس اجرام در این دستگاه ثابت و پتانسیل مستقل از زمان خواهد بود:

𝛷 = −
𝐺𝑀4

|𝑟𝑟 − 𝑟𝑀4𝑟
|
−

𝐺𝑀2

|𝑟𝑟 − 𝑟𝑀2𝑟
|
 

𝑥 صفحه − 𝑦  ،به راحتی  بر صفحه مداری دو جسم منطبق است. با استفاده ار معادله مرکز جرم، در دستگاه چرخان و لخت 

 می توانیم سرعت زاویه ای دوران آنها حول یکدیگر را بدست آوریم:

𝑀4�̈�𝑀4𝑓
= −

𝐺𝑀4𝑀2

(𝑎4 + 𝑎2)3 (𝑟𝑀4𝑓
− 𝑟𝑀2𝑓

) = −𝑀4𝑟𝑀4𝑓
Ω0

2 

{
معادله جرم مرکز ∶  𝑀4𝑎4 = 𝑀2𝑎2

𝑟𝑀2𝑓
= −𝑎2�̂�𝑀4𝑓

⇒𝑎4 =
𝑀2

𝑀4 +𝑀2
(𝑎4 + 𝑎2) ⇒ Ω0 = √

𝐺(𝑀4 +𝑀2)

(𝑎4 + 𝑎2)3   

 است. 𝑧جهت بردار سرعت زاویه ای نیز عمود بر صفحه حرکت و در راستای 

را حذف می کنیم و تمام بردار ها و مشتقات را در  𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔(𝑟)از این پس در این بخش به منظور ساده نویسی زیروند  

 نویسیم.دستگاه دوار می 
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 پتانسیل هایی فاقد تقارن محوری

پیش از آنکه بررسی مثال دو جرم در حال دوران بپردازیم، اجازه دهید تا با استفاده از معادله شتاب در دستگاه دوار، پارامتری 

 جدید به نام پتانسیل موثر تعریف کنیم تا به وسیله آن بتوانیم تعادل را بهتر مورد بررسی قرار دهیم. از معادله شتاب داریم:

�⃗� = −∇⃗⃗⃗𝛷 − Ω⃗⃗⃗ × (Ω⃗⃗⃗ × 𝑟) − 2Ω⃗⃗⃗ × �⃗� − �̇⃗⃗� × 𝑟 

𝐵𝐴𝐶کب( )-از اتحاد برداری )بک − 𝐶𝐴𝐵 𝑟𝑢𝑙𝑒: داریم ) 

𝐴 × (�⃗⃗� × 𝐶) = (𝐴 ⋅ 𝐶)�⃗⃗� − (𝐴 ⋅ �⃗⃗�)𝐶 

⇒ Ω⃗⃗⃗ × (Ω⃗⃗⃗ × 𝑟) = (Ω⃗⃗⃗ ⋅ 𝑟)Ω⃗⃗⃗ − Ω2𝑟 

 تقسیم کرد. Ω⃗⃗⃗و موازی  Ω⃗⃗⃗را به دو مولفه عمود بر  𝑟می توان بردار 

𝑟 = 𝑟⊥ + 𝑟∥ ⇒ {
𝑟 ⋅ Ω⃗⃗⃗ = 𝑟∥Ω , 𝑟∥⃗⃗⃗ = 𝑟∥Ω̂

|𝑟 × Ω⃗⃗⃗𝑏| = |𝑟⊥Ω𝑏|
∗ 

(Ω⃗⃗⃗ ⋅ 𝑟)Ω⃗⃗⃗ − Ω2𝑟 = 𝑟∥Ω
2Ω̂ − 𝑟⊥Ω

2 − 𝑟∥Ω
2 = −𝑟⊥Ω

2 

⇒ �⃗� = −∇⃗⃗⃗𝛷 + 𝑟⊥Ω
2 − 2Ω⃗⃗⃗ × �⃗� 

 پتانسیل موثر را در دستگاه دوار به صورت زیر تعریف می کنیم:

∇⃗⃗⃗𝛷𝑒𝑓𝑓 = ∇⃗⃗⃗𝛷 − 𝑟⊥Ω
2 

یادآوری ∶ ∇⃗⃗⃗𝑓 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑓 ⇒ 𝑓 = ∫ ∇⃗⃗⃗𝑓 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝑡𝑒. 

⇒ ∇⃗⃗⃗𝛷𝑒𝑓𝑓 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = ∇⃗⃗⃗𝛷 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑟⊥Ω
2 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ 

 تقسیم کرد: Ω⃗⃗⃗و موازی  Ω⃗⃗⃗را نیز می توان به دو مولفه عمود بر  𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗بردار 

𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗ ⊥⃗ + 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗ ∥⃗ ⇒ 𝑟⊥ ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟⊥ 𝑑𝑟⊥ 

⇒ 𝑑𝛷𝑒𝑓𝑓 = 𝑑𝛷 − 𝑟⊥Ω𝑏
2𝑑𝑟⊥ ⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓 = 𝛷 −

4
2
𝑟⊥

2Ω2 + 𝐶𝑡𝑒. 

 : ∗با توجه به 

⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓 = 𝛷 −
4
2
|𝑟 × Ω⃗⃗⃗|

2
+ 𝐶𝑡𝑒 

 بدین صورت پتانسیل موثر برای دستگاه دوار را می توان محاسبه کرد. اکنون به مثال دو جسم در حال دوران باز می گردیم:

{

𝑟 = 𝑥 �̂� + 𝑦 �̂� + 𝑧 �̂�

𝑟𝑀4
= 𝑎4�̂� 

𝑟𝑀2
= −𝑎2�̂�

⇒ 𝛷(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
𝐺𝑀4

√(𝑥 − 𝑎4)2 + 𝑦2 + 𝑧2
−

𝐺𝑀2

√(𝑥 + 𝑎2)2 + 𝑦2 + 𝑧2
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Ω⃗⃗⃗ = Ω0�̂� = 𝑐𝑡𝑒.⇒ Ω̇⃗⃗⃗ = 0 ⇒ �⃗� = −∇⃗⃗⃗𝛷𝑒𝑓𝑓 − 2Ω⃗⃗⃗ × �⃗�  

Ω⃗⃗⃗ × 𝑟 = |
�̂� �̂� �̂�
0 0 Ω0
𝑥 𝑦 𝑧

| = (−Ω0𝑦)�̂� + (Ω0𝑥)�̂� ⇒ |𝑟 × Ω⃗⃗⃗|
2
= (𝑥2 + 𝑦2)Ω0

2 

⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓 = 𝛷 −
4
2
(𝑥2 + 𝑦2)Ω0

2 ⇒ −�⃗⃗�𝛷𝑒𝑓𝑓 = −�⃗⃗�𝛷 + (𝑥 �̂� + 𝑦 �̂�)Ω0
2 

نقاطی که همراه با  ر این سیستم چرخان بدست آوریم،معادله شتاب را ساده تر کردیم قصد داریم نقاط تعادل را د اکنون که

نام دارند. بیایید باهم مختصات این نقاط را پیدا کنیم.  "نقاط لاگرانژ"دستگاه حرکت میکنند و در دستگاه چرخان ثابت هستند 

�⃗�وار ثابت هستند پس همانطور که گفتیم این نقاط در دستگاه د = �⃗�و  0 = نقاط لاگرانژی را می توان با برابر صفر قرار  . 0

 بدست آورد. �⃗⃗�𝛷𝑒𝑓𝑓دادن 

 اکنون باید مشتقات جزئی را محاسبه و گرادیان پتانسیل را بدست آوریم:

∇⃗⃗⃗𝛷 =
𝜕𝛷

𝜕𝑥
�̂� +

𝜕𝛷

𝜕𝑦
�̂� +

𝜕𝛷

𝜕𝑧
�̂� 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜕𝛷

𝜕𝑥
=

𝐺𝑀4(𝑥 − 𝑎4)

((𝑥 − 𝑎4)2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

+
𝐺𝑀2(𝑥 + 𝑎2)

((𝑥 + 𝑎2)2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

𝜕𝛷

𝜕𝑦
= [

𝐺𝑀4

((𝑥 − 𝑎4)
2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2

+
𝐺𝑀2

((𝑥 + 𝑎2)
2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2

] 𝑦

𝜕𝛷

𝜕𝑧
= [

𝐺𝑀4

((𝑥 − 𝑎4)2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

+
𝐺𝑀2

((𝑥 + 𝑎2)2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

] 𝑧

 

اکنون نتایج را در معادله شتاب جاگذاری میکنیم و شتاب در هر راستا را جداگانه بدست می آوریم و برابر صفر قرار می دهیم: 

 مربوط به نقاط لاگرانژ هستند.( 𝐿)زیروند 

{
 
 
 

 
 
 𝑎𝑥(𝐿) = −

𝐺𝑀4(𝑥𝐿 − 𝑎4)

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

−
𝐺𝑀2(𝑥𝐿  + 𝑎2)

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

+ 𝑥𝐿Ω0
2 = 0

𝑎𝑦(𝐿) = −
𝐺𝑀4𝑦𝐿

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

−
𝐺𝑀2𝑦𝐿

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

+ 𝑦𝐿Ω0
2 = 0

𝑎𝑧(𝐿) = −
𝐺𝑀4𝑧𝐿

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

−
𝐺𝑀2𝑧𝐿

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

= 0

 

اکنون به یک سیستم معادله به ظاهر پیچیده رسیده ایم، اما می توانیم مرحله به مرحله آن را ساده کنیم. ابتدا از معادله بدست 

 استفاده می کنیم: 𝑧آمده در مولفه 
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𝑎𝑧(𝐿) = −(
𝐺𝑀4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

+
𝐺𝑀2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2 + 𝑧𝐿

2)
3
2

)𝑧𝐿 = 0 

𝑧𝐿 که  است برقرار یتنها در یک صورت فحه بالاصمعادله  = جمع دو  تز نمی تواند برابر صفر باشد، چون، زیرا عبارت داخل پران0

 مقدار همواره مثبت باهم صفر نمی شود. پس نتیجه می گیریم نقاط لاگرانژ روی صفحه حرکت دو جسم قرار دارند.

𝑧𝐿 = 0 

 می رویم: 𝑦اکنون به سراغ معادله بدست آمده از راستای 

𝑎𝑦(𝐿) = (−
𝐺𝑀4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

−
𝐺𝑀2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

+ Ω0
2)𝑦𝐿 = 0 

𝑦𝐿این معادله در دو صورت برقرار خواهد بود، یکبار در صورت  =  و یکبار در صورتی که عبارت درون پرانتز برابر صفر باشد: 0

{

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐼 ∶ 𝑦𝐿 = 0

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐼𝐼 ∶  −
𝐺𝑀4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

−
𝐺𝑀2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

+ Ω0
2 = 0 

 را ساده تر می کنیم: 𝑥را برابر صفر می گذاریم و معادله شتاب در راستای  𝑦𝐿ابتدا حالت اول را بررسی می کنیم، 

𝑦𝐿 = 0 ⇒ −
𝐺𝑀4(𝑥𝐿 − 𝑎4)

(𝑥𝐿 − 𝑎4)3 −
𝐺𝑀2(𝑥𝐿  + 𝑎2)

(𝑥𝐿 + 𝑎2)3 + 𝑥𝐿Ω0
2 = 0 

⇒ 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝐿 − 𝑎4)(𝑥𝐿 + 𝑎2)
2 + 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝐿 + 𝑎2)

𝑀2

𝑀4
(𝑥𝐿 − 𝑎4)

2 =
4+

𝑀2
𝑀4

(𝑎4 + 𝑎2)3 𝑥𝐿(𝑥𝐿 − 𝑎4)
2(𝑥𝐿 + 𝑎2)

2 

در ساده سازه معادله بالا باید دقت داشته باشیم که 
(𝑥𝐿−𝑎4)

(𝑥𝐿−𝑎4)3
≠ (𝑥𝐿 − 𝑎4)

𝑥𝐿، چرا که علامت  2 − 𝑎4 .نیز اهمیت دارد 

𝑀4𝑎4با استفاده از معادله مرکز جرم ) = 𝑀2𝑎2اندازه سرعت زاویه ای که پیش تر بدست آوردیم معادله را ساده تر می کنیم: ( و 

𝑠𝑔𝑛 (
𝑥𝐿
𝑎4
− 4) (4+

𝑥𝐿
𝑎2
)

2

+ 𝑠𝑔𝑛 (
𝑥𝐿
𝑎2
+ 4)

𝑀2

𝑀4
(
𝑥𝐿
𝑎2
−
𝑀2

𝑀4
)

2

=
4

(4 +
𝑀2
𝑀4
)

2
𝑥𝐿
𝑎2
(
𝑥𝐿
𝑎2
−
𝑀2

𝑀4
)

2

(
𝑥𝐿
𝑎2
+ 4)

2

 

برای ساده نویسی 
𝑥𝐿

𝑎2
≡ 𝑢  ،

𝑀2

𝑀4
≡ 𝛼 ،𝑠𝑔𝑛 (

𝑥𝐿

𝑎4
− 4) ≡ 𝑠4 ،𝑠𝑔𝑛 (

𝑥𝐿

𝑎2
+ 4) ≡ 𝑠2 را بدین صورت تعریف کرده و معادله ،

 را بازنویسی می کنیم:

4
(4+ 𝛼)2 𝑢(𝑢 − 𝛼)

2(4+ 𝑢)2 = 𝑠4(4+ 𝑢)2 + 𝑠2𝛼(𝑢 − 𝛼)
2 
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𝒙 
 

 

 

 

معادله بالا به ازای هر کدام از نواحی تنها یک جواب دارد که بدست آوردن این جواب ها در حالت کلی بسیار پیچیده اند، اما در 

𝛼حد  ≪ و به صورت زیر خواهند بود: )بدست آوردن این معادلات به صورت یک تمرین در پایان فصل به ، قابل محاسه هستند  4

 شما واگذار شده است.(

𝑥𝐿4 = −𝑎2 (4 − √
𝛼

3
3
) , 𝑥𝐿2 = −𝑎2 (4+ √

𝛼

3
3
) , 𝑥𝐿3 = 𝑎4 + 𝑎2 (4 +

5
42
𝛼) 

𝑦اکنون به بررسی حالت دوم می پردازیم، حالتی ک  ≠ 0 : 

−
𝐺𝑀4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

−
𝐺𝑀2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

+ Ω0
2 = 0 ∗∗ 

 داریم: 𝑥همچنین از معادله شتاب در راستای 

−
𝐺𝑀4(𝑥𝐿 − 𝑎4)

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

−
𝐺𝑀2(𝑥𝐿  + 𝑎2)

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

+ 𝑥𝐿Ω0
2 = 0 

⇒ (−
𝐺𝑀4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

−
𝐺𝑀2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

+ Ω0
2)𝑥𝐿 

= −
𝐺𝑀4𝑎4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

+
𝐺𝑀4𝑎2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

 

 در نتیجه: در معادله بالا برابر صفر است و 𝑥𝐿در بالا می دانیم که ضریب  ∗∗از معادله 

𝐺𝑀4𝑎4

((𝑥𝐿 − 𝑎4)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

=
𝐺𝑀4𝑎2

((𝑥𝐿 + 𝑎2)2 + 𝑦𝐿
2)

3
2

 

𝑀4𝑎4=𝑀2𝑎2
⇒       ((𝑥𝐿 − 𝑎4)

2 + 𝑦𝐿
2)

3
2 = ((𝑥𝐿 + 𝑎2)

2 + 𝑦𝐿
2)

3
2 ⇒ (𝑥𝐿 − 𝑎4)

2 = (𝑥𝐿 + 𝑎2)
2 

⇒ 𝑥𝐿 − 𝑎4 = |𝑥𝐿 + 𝑎2| 

{
𝑥𝐿 − 𝑎4 = 𝑥𝐿 + 𝑎2 ⇒ 𝑎2 = −𝑎4(تناقض)

𝑥𝐿 − 𝑎4 = −(𝑥𝐿 + 𝑎2) ⇒ 𝑥𝐿 =
𝑎4 + 𝑎2

2

⇒ 𝑥𝐿 =
𝑎4 − 𝑎2

2
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− − 

− 

− 

 جاگذاری می کنیم: ∗اکنون نتیجه بدست آمده را در معادله 

{
 
 

 
 
𝑥𝐿 − 𝑎4 = −

𝑎4 + 𝑎2

2

𝑥𝐿 + 𝑎2 =
𝑎4 + 𝑎2

2

⇒
𝐺(𝑀4 +𝑀2)

((
𝑎4 + 𝑎2

2 )
2
+ 𝑦𝐿

2)

3
2

= Ω0
2 =

𝐺(𝑀4 +𝑀2)

(𝑎4 + 𝑎2)3  

⇒ ((
𝑎4 + 𝑎2

2
)

2

+ 𝑦𝐿
2)

3
2
= (𝑎4 + 𝑎2)

3 ⇒
(𝑎4 + 𝑎2)

2

1
+ 𝑦𝐿

2 = (𝑎4 + 𝑎2)
2 ⇒ 𝑦𝐿

2 =
3
1
(𝑎4 + 𝑎2)

2 

⇒ 𝑦𝐿 = ±
√3
2
(𝑎4 + 𝑎2) 

 می نامیم. 𝐿5و  𝐿1و بدین صورت مختصات دو نقطه لاگرانژی دیگر را بدست آوردیم که آن ها را 

 متساوی الاضلاع هستند. 𝐿5𝑀4𝑀2∆و  𝐿1𝑀4𝑀2∆یکی از خواص جالب این دونقطه آن است که مثلث های 

∠𝑀4𝑀2𝐿1 ≡ 𝜃 ⇒ 𝑡𝑎𝑛 𝜃 = |
𝑦𝐿1

𝑎2 − 𝑥𝐿1

| =

√3
2 (𝑎4 + 𝑎2)

𝑎4 + 𝑎2
2

= √3 ⇒ 𝜃 = 606 

 606تکرار کرد و نتیجه مشابه گرفت، بدین ترتیبدو زاویه از سه زاویه مثلث برابر  𝑀2𝑀4𝐿1∠همین کار را می توان برای زاویه 

 بنابراین مثلث متساوی الاضلاع خواهد بود.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی یک سیستم دو جرمیبراخطوطی با پتانسیل موثر یکسان 
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بیشتر با پتانسیل ها در دستگاه چرخان آشنا شده اید زمان آن فرا رسیده تا پتانسیل کهکشان های چرخان را اکنون که کمی 

 بررسی کنیم.

 در این مدل سازی، پتانسیل کهکشان در دستگاه لخت تابعی از زمان است، اما در یک دستگاه دوار که با سرعت زاویه ای 

𝛺𝑏  می چرخد، پتانسیل ایستا بوده و تابعیت زمانی نخواهد داشت، به این سرعت زاویه ای عموما𝑃𝑎𝑡𝑡𝑒𝑟𝑛 𝑠𝑝𝑒𝑒𝑑 .می گویند 

فرض کنید دستگاه مختصاتی که پتانسیل کهکشان در آن ایستا بوده و تابعیت زمانی ندارد با سرعت زاویه ای مثال نهم : 

�⃗⃗�𝑏ثابت = 𝛺𝑏�̂� اه ثابت دوران کند، اگر پتانسیل دوبعدی و در این دستگاه به فرم زیر باشد، مختصات نقاط نسبت به دستگ

 تعادل)نقاط لاگرانژی( را در دستگاه دوار بدست آورید. حرکت این نقاط در دستگاه ثابت به چه صورت خواهد بود؟

𝛷(𝑥, 𝑦) =
𝑣0

2

2
ln(𝑥2 +

𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            

 به ازای    خطوطی با پتانسیل موثر یکسان

𝑣0 = 4, 𝑞 = 0.8, 𝑅𝑐 = 0.4, Ω𝑏 = 4 
 

ت کوچک ، بدین منظور باید تاثیر اختلالابررسی کنیمبرای پتانسیلی در دستگاه دکارتی  اکنون قصد داریم تا تعادل نقاط لاگرانژ را

عادل )نقاط نقاط ت را بدست آوردیم، ابتدا تابع پتانسیل موثر را در نزدیکی . پیش تر پتانسیل موثربر حرکت ذره را بررسی کنیم

را به صورت  𝑥𝑖نسبت به پارامتر  𝑓لاگرانژ( پیدا می کنیم: )به اختصار مشتق 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 𝑓𝑥𝑖 ).می نویسیم 
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𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿) + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑥 − 𝑥𝐿) + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑦 − 𝑦𝐿) + 

4
2
[𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑥 − 𝑥𝐿)

2 + 2𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑥 − 𝑥𝐿)(𝑦 − 𝑦𝐿) + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑦 − 𝑦𝐿)
2] 

+⋯ 

 با توجه به تعریف نقاط لاگرانژ داریم:

∇⃗⃗⃗𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿) = 0 

در صورتی که محور های تقارن پتانسیل بر محور های مختصات منطبق باشند، با توجه به تعریفِ نقاط لاگرانژ)نقاطی که نیروی 

پس به طور مثال نقطه لاگرانژی  یا هردو، 𝑦𝐿است یا  0برابر با  𝑥𝐿مختصات آنها یا در است.(  0وارد بر آنها درد دستگاه لخت برابر 

𝑦𝐿واقع شده ) 𝑥ید که روی محور ای را در نظر بگیر = قرار دارد، مستقل از  𝑥( ، ستاره ای در نزدیکی این نقطه روی محور 0

 باشد : 0احساس می کند برابر  𝑦آنکه در کجایِ محور است، بنا بر تقارن باید نیرویی که در راستای 

∂𝛷𝑒𝑓𝑓

∂𝑦
= 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑥 − 𝑥𝐿)  + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿) = 0 

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦(𝑥𝐿پس   , 𝑦𝐿)  خواهیم داشت در نتیجه. باشد 0ر برابباید: 

𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿) +
4
2
[𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑥 − 𝑥𝐿)

2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑦 − 𝑦𝐿)
2] 

⇒ ∇⃗⃗⃗𝛷𝑒𝑓𝑓 = 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑥 − 𝑥𝐿)�̂� + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑥𝐿 , 𝑦𝐿)(𝑦 − 𝑦𝐿)�̂� 

 از رابطه شتاب داریم:

�̈��̂� + �̈��̂� = −∇⃗⃗⃗𝛷𝑒𝑓𝑓 − 2Ω⃗⃗⃗𝑏 × �⃗� 

�⃗� = �̇� �̂� + �̇� �̂� ⇒ Ω⃗⃗⃗𝑏 × �⃗� = |

�̂� �̂� �̂�

0 0 Ω⃗⃗⃗𝑏
�̇� �̇� 0

| = Ω𝑏(−�̇� �̂� + �̇� �̂�) 

 اکنون شتاب را در دو راستا تجزیه می کنیم:

{
�̈� = −𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿(𝑥 − 𝑥𝐿) + 2Ω𝑏�̇�
�̈� = −𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿(𝑦 − 𝑦𝐿) − 2Ω𝑏�̇�

 

𝑥برای کوتاه نویسی  − 𝑥𝐿 ≡ 𝜉  و𝑦 − 𝑦𝐿 = 𝜂 :را تعریف می کنیم و در معادلات جاگذاری می کنیم 

 با توجه به تابع پتانسیل مشتقات مرتبه دوم را محاسبه می کنیم:

�̇� = �̇�, �̇� = �̇� ⇒ �̈� = �̈�, �̈� = �̈� 

⇒ {
�̈� + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝜉 − 2Ω𝑏�̇� = 0

�̈� + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿𝜂 + 2Ω𝑏�̇� = 0
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حل کنیم، هر یک از این معادلات یک معادله دیفرانسیل  اکنون به یک دستگاه معادله دیفرانسیل رسیده ایم که قصد داریم آن را

همگن خطی درجه دوم با ضرایب ثابت است. برای حل این معادلات دیفرانسیل یک جواب به فرم نمایی پیشنهاد می دهیم و با 

 جاگذاری در معادلات ثوابت آن را بدست می آوریم.

𝜉 = 𝑋𝑒𝜆𝑡, 𝜂 = 𝑌𝑒𝜇𝑡 ⇒ {
�̇� = 𝑋𝜆𝑒𝜆𝑡

�̇� = 𝑌𝜇𝑒𝜇𝑡
⇒ {

�̈� = 𝑋𝜆2𝑒𝜆𝑡

�̈� = 𝑌𝜇2𝑒𝜇𝑡
 

⇒ {
𝑋𝜆2𝑒𝜆𝑡 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝑋𝑒

𝜆𝑡 − 2Ω𝑏𝑌𝜇𝑒𝜇𝑡 = 0

2Ω𝑏𝜆𝑋𝑒𝜆𝑡 + 𝑌𝜇2𝑒𝜇𝑡 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿𝑌𝑒
𝜇𝑡 = 0

 

 فاکتور بگیریم و به یک دستگاه معادله برای ضرایب برسیم: 𝑒𝜇𝑡و  𝑒𝜆𝑡بگذاریم، می توانیم از  𝜇را برابر  𝜆اگر 

⇒ {
(𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿)𝑋 + (−2Ω𝑏𝜆)𝑌 = 0
(2Ω𝑏𝜆)𝑋 + (𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿)𝑌 = 0

 

 دو معادله دو مجهول بالا را به فرم ماتریس می نویسیم:

[
𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 −2Ω𝑏𝜆

2Ω𝑏𝜆 𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿
] [
𝑋
𝑌
] = [

0
0] 

نباید جواب ثابتی داشته باشند و باید کاملا به شرایط اولیه مسئله وابسته باشند پس دستگاه معادله بالا نباید  𝑌و  𝑋از آنجا که 

 جواب داشته باشد، این دستگاه معادله تنها درصورتی جواب ندارد که دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر باشد.

𝐶 [
𝑋
𝑌
] = [

0
0] ⇒ 𝐶

−4𝐶 [
𝑋
𝑌
] = 𝐶−4 [

0
0]
𝐶−4𝐶=𝐼
⇒    [

𝑋
𝑌
] = 𝐶−4 [

0
0] 

𝐶−4 =
4

det (𝐶)
[
𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 2Ω𝑏𝜆

−2Ω𝑏𝜆 𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿
] 

det(𝐶) = (𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿) (𝜆
2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿) − (2Ω𝑏𝜆)(−2Ω𝑏𝜆) = 0 

⇒ 𝜆1 + (𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 1Ω𝑏
2 ) 𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 = 0 

 وصی را توصیف می کند، بنا بر اصلها یک جواب خص 𝜆بدست آورد، هر یک از این  𝜆از معادله بالا می توان جواب هایی برای 

معادله بالا را به  در صورت آنکه بر هم نهی معادلات دیفرانسیل، جواب عمومی معادله ترکیب خطی جواب های خصوصی آن است.

ی منفی باشد، پایدارحقیقی خواهد بود، اگر  𝜆2 نگاهیک معادله درجه دوم تبدیل کنیم، اگر دلتای آن معادله بزرگتر از صفر باشد، آ

ه فرم لیک کنید( آن را بک اینجانقاط لاگرانژی را نتیجه می دهد چرا که می توانیم با استفاده از فرمول اویلر)برای اطلاعات بیشتر 

یک جز حقیقی و یک جز  𝜆2نفی باشد، آنگاه سینوس یا کسینوس تبدیل کنیم؛ اما اگر دلتای معادله درجه دوم ذکر شده م

موهومی خواهد داشت، مجددا با استفاده از فرمول اویلر می توان آن را به فرم سینوسی یا کسینوسی تبدیل کرد که دامنه آن به 

پایدار خواهد بود، پس تنها حالتی که پایداری را نتیجه می دهد، نا افزایش خواهد یافت، در این صورت نیز اختلالصورت نمایی 

 .است 𝜆2منفی و حقیقی بودن 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D8%B1%D9%85%D9%88%D9%84_%D8%A7%D9%88%DB%8C%D9%84%D8%B1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%81%D8%B1%D9%85%D9%88%D9%84_%D8%A7%D9%88%DB%8C%D9%84%D8%B1
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 اگر معادله بالا را بدین صورت بنویسیم:

{
 
 

 
 𝜆2 ≡ 𝑥
𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 1Ω𝑏

2 ≡ 𝑏

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 ≡ 𝑐
⇒ 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 ⇒

{
 
 

 
 
𝑥4 =

−𝑏 + √𝑏2 − 1𝑐
2

𝑥2 =
−𝑏 − √𝑏2 − 1𝑐

2

 

 برای آنکه جواب معادله بالا حقیقی باشد:

𝑏2 − 1𝑐 > 0 ⇒ (𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 +𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 1Ω𝑏
2 )

2
> 1𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿  

 برای آنکه هردو ریشه های معادله منفی باشند:

𝑥4𝑥2 = 𝑐 > 0 ⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 > 0 

𝑥4 + 𝑥2 < 0 ⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 1Ω𝑏
2 > 0 

 هستند: کافیو  لازمبدین صورت سه شرط برای مشتقات پتانسیل بدست آوردیم که برای پایداری تعادل نقاط 

{
 

 (𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 1Ω𝑏
2 )

2
> 1𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 > 0

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 1Ω𝑏
2 > 0

 

 

𝑞و به ازای  برای پتانسیل مثال نهم:  مثال دهم = را بررسی کنید. در صورت پایداری این نقطه لاگرانژی  5 ، پایداری 4

 را بدست آورید. 𝜂(𝑡)و  𝜉(𝑡)نقاط، رابطه 
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ی اختلالی که تاثیر به صورتی نا همسانگردی ضعیفی می شونداکنون قصد داریم تا پتانسیل های چرخانی را بررسی کنیم که دچار 

شان را به صورت دو جمله مجزا مدل بدین منظور می توان پتانسیل کهک بر روی حرکت ستارگان تحت پتاسیل متقارن می گذارند.

زاویه  𝜙وشته می شود و نیست )یادآوری : همچنان پتانسیل در دستگاه چرخان ن 𝜙، یکی جمله متقارن که تابع زاویه سمتی کرد

 سمتی در دستگاه چرخان می باشد.( ، و یک جمله که اختلال ضعیف ناهمسانگرد را توصیف می کند.

𝛷(𝑅, 𝜙) = 𝛷0(𝑅) + 𝛷4(𝑅, 𝜙) 

به صورتی که تاثیر اختلالی روی حرکت ستاره تحت  جمله همسانگرد بسیار کوچک تر استکه جمله ناهمسانگرد نسبت به 

 اشته باشد.پتانسیل همسانگرد د

ا که ستوانه ای بنویسیم: )از آنجبیایید معادله شتاب را در دستگاه ابه منظور بررسی حرکت ستارگان تحت تاثیر این پتانسیل، 

 را وارد معادلات نمیکنیم.(  𝑧نظر ماست، مولفه تارگان دیسک مدِ س

�⃗� = (�̈� − 𝑅�̇�2)�̂� + (𝑅�̈� + 2�̇��̇�)�̂� 

 نوشتیم و پتانسیل موثر را تعریف کردیم:پیش تر معادله شتاب در دستگاه نالخت را 

�⃗� = −�⃗⃗�𝛷𝑒𝑓𝑓 − 2Ω⃗⃗⃗𝑏 × �⃗� = −�⃗⃗�𝛷 + 𝑅Ω𝑏
2 �̂� − 2 |

�̂� �̂� �̂�
0 0 Ω𝑏
�̇� 𝑅�̇� 0

| 

∇⃗⃗⃗𝛷 =
𝜕𝛷

𝜕𝑅
�̂� +

4
𝑅

𝜕𝛷

𝜕𝜙
�̂� , |

�̂� �̂� �̂�
0 0 Ω𝑏
�̇� 𝑅�̇� 0

| = −𝑅Ω𝑏�̇��̂� + �̇�Ω𝑏�̂� 

⇒ �⃗� = (−
𝜕𝛷

𝜕𝑅
+ 𝑅Ω𝑏

2 + 2𝑅Ωb�̇�) �̂� + (−
4
𝑅

𝜕𝛷

𝜕𝜙
− 2�̇�Ω𝑏) �̂� 

 نویسیم و تجزیه می کنیم:معادله شتاب را در دو راستا می اکنون 

⇒

{
 

 �̈� − 𝑅�̇�2 = −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
+ 𝑅Ω𝑏

2 + 2𝑅Ωb�̇� ⇒ �̈� = 𝑅(�̇� + Ω𝑏)
2
−
𝜕𝛷

𝜕𝑅

Ω≡�̇�+Ω𝑏
⇒      �̈� = 𝑅Ω2 −

𝜕𝛷

𝜕𝑅

𝑅�̈� + 2�̇��̇� = −
4
𝑅

𝜕𝛷

𝜕𝜙
− 2�̇�Ω𝑏 ⇒

𝑑

𝑑𝑡
(𝑅2(�̇� + Ω𝑏)) = −

𝜕𝛷

𝜕𝜙

 

 ابتدا حرکت یک ستاره که تحت تاثیر جمله همسانگرد روی مدار دایروی گردش می کند را بررسی می کنیم:

𝛷 = 𝛷0(𝑅) ⇒
𝜕𝛷

𝜕𝜙
= 0

 برای نقطه تعادل 
⇒       𝑅0

2(𝜙0̇ + Ω𝑏) = 𝐿𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑅 = 𝑅0 ⇒ �̈� = 0 ⇒ (
𝜕𝛷

𝜕𝑅
)
𝑅0

= (
𝜕𝛷0

𝜕𝑅
)
𝑅0

= 𝑅0Ω0
2 ⇒ �̇�0 = √

4
𝑅0
(
𝜕𝛷0

𝜕𝑅
)
𝑅0

− Ω𝑏 

𝜙(𝑡=0)=0
⇒      𝜙0(𝑡) = �̇�0𝑡 = (Ω0 − Ω𝑏)𝑡 
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|بدست آوردیم، جمله اختلالی پتانسیل را اضافه می کنیم، از آنجا که  را که معادله حرکت برای نقطه تعادلحالا 
𝛷4

𝛷0
| ≪ 4 ، 

 معادله حرکت را بدین شکل می توان تغییر داد:

𝑅(𝑡) = 𝑅0 + 𝑅4(𝑡), 𝜙(𝑡) = 𝜙0(𝑡) + 𝜙4(𝑡) 

𝑅4جملات مرتبه اول هستند. یعنی  𝜙4و  𝑅4جملات مرتبه صفرم،  𝜙0و  𝑅0که  ≪ 𝑅0  و𝜙4 ≪ 𝜙0 . 

 بالا را در معادلات شتاب جاگذاری می کنیم، ابتدا راستای شعاعی:اکنون معادلات 

�̈� =
𝑑2

𝑑𝑡2 (𝑅0 + 𝑅4) =  𝑅4̈ = 𝑅Ω
2 −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
 

Ω = �̇� − Ω𝑏 = 𝜙0̇ − Ω𝑏 + 𝜙4̇ = Ω0 + 𝜙4̇ 

 از طرفی مشتق پتانسیل را حول نقطه تعادل تا مرتبه اول بسط می دهیم:

𝜕𝛷

𝜕𝑅
≈ (
𝜕𝛷

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ (
𝜕2𝛷

𝜕𝑅2)
𝑅0

(𝑅 − 𝑅0) 

𝛷 = 𝛷0(𝑅) + 𝛷4(𝑅, 𝜙) ⇒

{
 
 

 
 (

𝜕𝛷

𝜕𝑅
)
𝑅0

= (
𝜕𝛷0

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ (
𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

(
𝜕2𝛷

𝜕𝑅2)
𝑅0

= (
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ (
𝜕2𝛷4

𝜕𝑅2 )
𝑅0

 

⇒
𝜕𝛷

𝜕𝑅
≈ (
𝜕𝛷0

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ (
𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ ((
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ (
𝜕2𝛷4

𝜕𝑅2 )
𝑅0

)𝑅4 

)مرتبه اول هستند، هنگامی که  𝑅4و  𝛷4از آنجا که 
𝜕2𝛷4

𝜕𝑅2 )
𝑅0

ضرب شود جمله مرتبه دو ظاهر می شود که برابر صفر  𝑅4در  

 است. 

⇒
𝜕𝛷

𝜕𝑅
≈ (
𝜕𝛷0

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ (
𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ (
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

𝑅4 

 نتایج بدست آمده را در معادله شتاب مجددا جاگذاری می کنیم:

 𝑅4̈ = 𝑅0Ω0
2 (4+

𝑅4

𝑅0
) (4+

𝜙4̇

Ω0
)

2

− (
𝜕𝛷

𝜕𝑅
)
𝑅0

− (
𝜕2𝛷

𝜕𝑅2)
𝑅0

(𝑅 − 𝑅0) 

(4+
𝜙4̇

Ω0
)

2

≈ 4+ 2
𝜙4̇

Ω0
⇒ (4 +

𝑅4

𝑅0
) (4 +

𝜙4̇

Ω0
)

2

≈ 4+
𝑅4

𝑅0
+ 2

𝜙4̇

Ω0
+ 2
𝑅4

𝑅0

𝜙4̇

Ω0
 

 مرتبه دوم است، بنابراین آن را برابر صفر می گذاریم: جمله رنگی در معادله بالا
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𝑅0Ω0
2 (4+

𝑅4

𝑅0
) (4 +

𝜙4̇

Ω0
)

2

≈ 𝑅0Ω0
2 + 𝑅4Ω0

2 + 2𝑅0Ω0𝜙4̇ 

⇒  𝑅4̈ = 𝑅0Ω0
2 − (

𝜕𝛷0

𝜕𝑅
)
𝑅0

+ 𝑅4Ω0
2 + 2𝑅0Ω0𝜙4̇ − (

𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

𝑅4 − (
𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

 

 تعادل در صفحه قبل بدست آوردیم می دانیم دو جمله اول معادله بالا برابر با صفر خواهد بود:از معادلاتی که برای نقاط 

⇒  𝑅4̈ = (−(
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+Ω0
2)𝑅4 + 2𝑅0Ω0𝜙4̇ − (

𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

 

 می پردازیم: 𝜙به شتاب در راستای  حالا

𝑑

𝑑𝑡
(𝑅2(�̇� + Ω𝑏)) = 2�̇�𝑅(�̇� + Ω𝑏) + 𝑅2�̈� = −

𝜕𝛷

𝜕𝜙
 

𝜙 = 𝜙0 + 𝜙4 ⇒ �̇� = 𝜙0̇ + 𝜙4̇ ⇒ �̈� = 𝜙4̈ 

⇒ 2𝑅0𝑅4̇Ω0 (4+
𝑅4

𝑅0
) (4+

𝜙4̇

Ω0
) + 𝑅0

2 𝜙4̈ (4 +
𝑅4

𝑅0
) = −

𝜕(𝛷0(𝑅) + 𝛷4(𝑅, 𝜙))

𝜕𝜙
= −

𝜕𝛷4

𝜕𝜙
 

 تک تک جملات معادله بالا را بررسی و ساده می کنیم؛ ابتدا جمله اول:

2𝑅0𝑅4̇Ω0 (4 +
𝑅4

𝑅0
) (4 +

𝜙4̇

Ω0
) = 2 𝑅0̇ Ω0 ( 𝑅4̇ +  𝑅4̇

𝑅4

𝑅0
+  𝑅4̇

𝜙4̇

Ω0
+  𝑅4̇

𝑅4

𝑅0

𝜙4̇

Ω0
) 

 سوم هستند پس برابر صفر خواهند بود:جملات رنگی در معادله بالا مرتبه دوم و مرتبه 

2�̇�𝑅Ω ≈ 2𝑅0Ω0𝑅4̇ 

 حالا جمله دوم:

𝑅0
2 𝜙4̈ (4 +

𝑅4

𝑅0
) = 𝑅0

2 𝜙4̈ + 𝑅0𝑅4 𝜙4̈  

 جمله رنگی در معادله بالا مرتبه دوم است پس برابر صفر خواهد بود:

𝑅2�̈� ≈ 𝑅0
2 𝜙4̈  

 بسط می دهیم: 𝜙0و  𝑅0اکنون نوبت به جمله سمت راست معادله رسیده، این عبارت را حول 

𝜕𝛷4

𝜕𝜙
≈ (
𝜕𝛷4

𝜕𝜙
)
𝑅0,𝜙0

+ (
𝜕2𝛷4

𝜕𝜙2 )
𝑅0,𝜙0

(𝜙 − 𝜙0) + (
𝜕

𝜕𝑅
(
𝜕𝛷4

𝜕𝜙
))

𝑅0,𝜙0

(𝑅 − 𝑅0) 

 



 

36 

 

 پتانسیل هایی فاقد تقارن محوری

 جملات رنگی در معادله صفحه قبل، مرتبه دوم هستند، پس تقریبا برابر صفر خواهند بود:

𝜕𝛷4

𝜕𝜙
≈ (
𝜕𝛷4

𝜕𝜙
)
𝑅0,𝜙0

 

 کنیم:ساده سازی های انجام شده را در معادله شتاب اعمال می 

2𝑅0Ω0 𝑅4̇ + 𝑅0
2 𝜙4̈ = − (

𝜕𝛷4

𝜕𝜙
)
𝑅0,𝜙0

⇒  𝜙4̈ + 2Ω0
 𝑅4̇

𝑅0
= −

4
𝑅0

2  (
𝜕𝛷4

𝜕𝜙
)
𝑅0,𝜙0

   

 اکنون که هر دو راستا را بررسی کردیم، معادلات بدست آمده را بازنویسی می کنیم:

{
 
 

 
  𝑅4̈ = (−(

𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+Ω0
2)𝑅4 + 2𝑅0Ω0𝜙4̇ − (

𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

 𝜙4̈ + 2Ω0
 𝑅4̇

𝑅0
= −

4
𝑅0

2  (
𝜕𝛷4

𝜕𝜙
)
𝑅0,𝜙0

 

، می توانیم این معادلات راحل کرده و جملات اختلالی را به صورت تابعی از زمان  𝛷4با داشتن فرم جمله ناهمسانگرد پتانسیل 

 پیدا کنیم.

به عنوان مثال می توانیم فرم مثلثاتی زیر را برای جمله ناهمسانگرد پیشنهاد بدهیم که به عنوان یک مدل سازی برای بازو های 

 تواند در نظر گرفته شود: کهکشان نیز می

𝛷4 = 𝛷𝑏(𝑅) 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜙) 

 محاسبه می کنیم: 𝜙و  𝑅مشتقات این تابع را نسبت به 

𝜕𝛷4

𝜕𝜙
= −𝑚𝛷𝑏 𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜙)

𝑅=𝑅0,𝜙=𝜙0
⇒       (

𝜕𝛷4

𝜕𝜙
)
𝑅0,𝜙0

= −𝑚𝛷𝑏(𝑅0) sin(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 

𝜕𝛷4

𝜕𝑅
=
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅

cos(𝑚𝜙) 

 مرتبه اول است، پس جمله رنگی مرتبه دوم و برابر صفر خواهد بود: 𝛷𝑏 از آنجا که

cos𝑚𝜙 ≈ cos𝑚𝜙0 −𝑚sin(𝑚𝜙0) 𝜙4  

(
𝜕𝛷4

𝜕𝑅
)
𝑅0

= (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

cos(𝑚𝜙) ≈ (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

cos(𝑚𝜙0) − 𝑚 (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

sin(𝑚𝜙0) 𝜙4 

ابتدا  ،که پیش تر بدست آوردیم جاگذاری می کنیم حالا که مشتقاتی که نیاز داشتیم را بدست آوردیم، آن ها را در معادلات شتاب

 : 𝜙راستای 

 𝜙4̈ + 2Ω0
 𝑅4̇

𝑅0
=
𝑚𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0
2 sin(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 
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 𝑅4̈ = (−(
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ Ω0
2)𝑅4 + 2𝑅0Ω0𝜙4̇ − (

𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 

 بدست آورد: 𝜙4̈گیری از است، می توان آن را با انتگرال 𝜙تابعی از زاویه سمتی  2𝑅0Ω0𝜙4̇معادله بالا، جمله در 

𝜙4̈ =
𝑑𝜙4̇

𝑑𝑡
=
𝑚𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0
2 sin(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) − 2Ω0

 𝑅4̇

𝑅0
 

⇒ 𝜙4̇ = ∫ �̈�4𝑑𝑡 =
𝑚𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0
2 ∫sin(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 𝑑𝑡 −

2Ω0

𝑅0
∫ �̇�4𝑑𝑡 + 𝑐𝑡𝑒. 

∫sin(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 𝑑𝑡 = −
4

𝑚(Ω0 − Ω𝑏)
cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 

∫�̇�4𝑑𝑡 = 𝑅4 

⇒ 𝜙4̇(𝑡) = −
𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0
2(Ω0 − Ω𝑏)

cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) −
2Ω0

𝑅0
𝑅4 + 𝐶4 

 قرار دادیم. اکنون نتایج بدست آمده را در جمله  𝐶4را بدست آوردیم، همچنین ثابت انتگرال گیری را برابر  𝜙4̇بدین ترتیب 

 شتاب شعاعی جاگذاری می کنیم:

 𝑅4̈ = (−(
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ Ω0
2)𝑅4 + 2𝑅0Ω0 [−

𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0
2(Ω0 − Ω𝑏)

cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) −
2Ω0

𝑅0
𝑅4 + 𝐶4] 

−(
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) 

 با ساده سازی جملات بالا معادله دیفرانسیل را مرتب تر کرده و بازنویسی می کنیم:

 𝑅4̈ + ((
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ 3Ω0
2)𝑅4 = − [

2Ω0𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0(Ω0 −Ω𝑏)
+ (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

] cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) + 2𝐶4𝑅0Ω0 

پیش از آنکه اقدام به حل این معادله بکنیم، بیایید ابتدا کمی آن را بررسی کنیم؛ اگر فرض کنیم که جمله ناهمسانگرد پتانسیل 

وجود ندارد، دقیقا مشابه اختلال هایی خواهد بود که پیش تر باهم بررسی کرده ایم)با این تفاوت که اینجا در دستگاه نالخت 

ا وقتی جمله ناهمسانگرد را نیز در نظر بگیریم معادله بدست آمده دقیقا فرم معادله تشدید را خواهد معادلات را نوشته ایم(. ام

داشت. برای آنکه شهود بهتری نسبت به این معادله داشته باشید، کودکی را فرض کنید که سوار بر تاب، در حال نوسان است. 

بار هل دادن دوستش با فرکانس رفت و آمد تاب یکسان باشد، دامنه تاب می کند، اگر فرکانس هر دوست او شروع به هل دادن 

در اینجا هم با شرایط نسبتا مشابهی سر و کار داریم که در ادامه بیش تر توضیح خواهیم  .نوسان تاب پیوسته افزایش خواهد یافت

 مراجعه نمایید. اول برای جزئیات حل این معادله دیفرانسیل به پیوست ریاضی داد.
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𝑥 𝑣𝑠 𝑡  

 صورت خواهد بود: این معادله بدینب جوا

�̈� + 𝜔0
2𝑥 = 𝐹0 cos𝜔𝑡 

⇒ 𝑥(𝑡) = 𝑋 cos(𝜔0𝑡 + 𝜓) +
𝐹0

𝜔0
2 − 𝜔2 cos𝜔𝑡 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ωبه فرکانس نیروی خارجی  𝜔0هرچه فرکانس نوسان ، و در نمودار بالا مشاهده می کنید همانطور که پیش تر توضیح دادیم

 نزدیک تر باشد، دامنه نوسان بیشتر خواهد بود. حالا به مسئله اصلی بازگردیم:

 𝑅4̈ + ((
𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ 3Ω0
2)𝑅4 = − [

2Ω0𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0(Ω0 −Ω𝑏)
+ (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

] cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡) + 2𝐶4𝑅0Ω0 

𝜅0
2 ≡ (

𝜕2𝛷0

𝜕𝑅2 )
𝑅0

+ 3Ω0
2 

⇒ 𝑅4(𝑡) = 𝜒 cos(𝜅0𝑡 + 𝜓) − [
2Ω0𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0(Ω0 − Ω𝑏)
+ (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

]
cos(𝑚(Ω0 − Ω𝑏)𝑡)

𝜅0
2 −𝑚2(Ω0 − Ω𝑏)2 + 𝐶0  

 را بر حسب آن می نویسیم: 𝑅4داریم،  𝜙0اکنون با استفاده از رابطه ای که برای 

𝜔

𝜔0

= 0.55 

𝜔

𝜔0

= 0.40 

𝜔

𝜔0

= 0.80 
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𝑅4(𝜙0) = 𝜒 cos (
𝜅0𝜙0

Ω0 − Ω𝑏
+ 𝜓) − [

2Ω0𝛷𝑏(𝑅0)

𝑅0(Ω0 −Ω𝑏)
+ (
𝜕𝛷𝑏
𝜕𝑅
)
𝑅0

]
cos(𝑚𝜙0)

𝜅0
2 −𝑚2(Ω0 − Ω𝑏)2 + 𝐶0 

میل کرده و دچار ناپیوستگی می شود. در بخش بعد خواهیم دید که این نقاط معادله بالا به ازای برخی نقاط خاص به بی نهایت 

 کهکشان بازی می کنند: یکی از نظریه های تشکیل بازو ها و میله های نقشی اساسی در

 ( نقاطی که همراه با پتانسیل دوران می کنند𝐶𝑜 − 𝑅𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛: ) 

Ω0 = Ω𝑏 

نزدیک شود، پدیده تشدید رخ خواهد داد و ستارگانی که در  Ω𝑏برای نقطه تعادل به سرعت دوران پتانسیل یعنی  Ω0هنگامی که 

 این مدار ها حرکت می کنند با دامنه زیادی حول نقطه تعادل نوسان خواهند کرد.

 ( شعاع های لیند بلد𝐿𝑖𝑛𝑑𝑏𝑙𝑎𝑑 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑖𝑠 : ) 

𝜅0 = ±𝑚(Ω0 − Ω𝑏) ⇒ {
Ω0 = Ω𝑏 +

𝜅0

𝑚

Ω0 = Ω𝑏 −
𝜅0

𝑚

 

شعاع اول که سرعت زاویه ای دوران بیشتری در صورتی که شرط بالا یرقرار باشد نیز ستارگان با دامنه زیاد نوسان خواهند کرد، 

 و شعاع دوم که سرعت زاویه ای دوران کمتر است ( 𝑰𝒏𝒏𝒆𝒓 𝑳𝒊𝒏𝒅𝒃𝒍𝒂𝒅 𝑹𝒂𝒅𝒊𝒊شعاع لیند بلد داخلی )دارد، 

 نام دارند. (𝑶𝒖𝒕𝒆𝒓 𝑳𝒊𝒏𝒅𝒃𝒍𝒂𝒅 𝑹𝒂𝒅𝒊𝒊خارجی )شعاع لیند بلد  

ید رخ ند شعاع تشدید رخ دهد یا اصلا تشدچقدر باشد، ممکن است در چ Ω𝑏بسته به آنکه تابع پتانسیل چه فرمی داشته باشد و 

𝑚ازای به  𝐼𝑠𝑜𝑐ℎ𝑟𝑜𝑛𝑒و  𝑃𝑙𝑢𝑚𝑚𝑒𝑟ندهد. در ادامه نمودار هایی مربوط به دو پتانسیل  =  را مشاهده می کنید. 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑃𝑙𝑢𝑚𝑚𝑒𝑟 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙 

𝛷(𝑅) = −
−𝐺𝑀

√𝑅2 + 𝑎𝑝
2

 

همان  Ω𝑝در این نمودار 

Ω𝑏  است که پیش تر تعریف

 کرده ایم.
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𝐼𝑠𝑜𝑐ℎ𝑟𝑜𝑛𝑒 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 

𝛷(𝑟) =
−𝐺𝑀

𝑏 + √𝑏2 + 𝑟2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

دلخواه رسم شده که هم شعاع لیندبلد داخلی و خارجی را به وجود می  Ω𝑏برای پتانسیل پلامر همانطور که مشاهده می کنید یک 

𝐶𝑜آورد، هم شعاع  − 𝑅𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 . 
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 شکل گیری بازو های کهکشان

لاش در ادامه ت ساختار بازو ها بسیار پیچیده تر از آن است که بتوان تنها یک پدیده را مسئول شکل گیری این ساختار ها دانست.

 می کنیم تا با چند مدل ساده، وجود این الگو ها را مدل سازی کنیم.

بعضی کهکشان ها علی الخصوص آنهایی که بازو های برجسته دارند ممکن است ساختار مارپیچی خود را هر چند دوره تناوب  

هنگامی که یک ابر گازی اولین ستاره خود را تولید می کند، موج انفجار های ابرنواختری ستارگان کم  چرخشی بازسازی کنند. 

و ستاره سازی در این گاز و ابر های گازی آغاز شود. پیش تر دیدیم که چرخش  عمر باعث می شود گاز اطراف فشرده شده

ش بیاید (؛ به همین صورت هنگامی که ستارگان در پهناور شود ) کِدیفرانسیلی باعث می شود یک ناحیه از کهکشان پس از مدتی 

حو می شوند و در نهایت کل ناحیه همانند پس یک ناحیه متولد می شوند، پس از مدتی تمام گاز مصرف شده و ستارگان داغ نیز م

زمینه می شود. در این مدل از ستاره زایی باید نرخ تولد ستارگان نه آنقدر زیاد باشد که کل دیسک را مشغول ستاره زایی کند و نه 

ای خفیف و محو آنقدر کم که پس از مدتی کاملا از بین برود، این مدل ستاره زایی در کهکشان می تواند شکل گیری بازو ه

 را توجیه کند. 𝑀400را توجیه کند، اما نمی تواند شکل گیری کهکشانی مانند  𝑀33سیستم هایی مانند 

   

 
𝑀33−  کهکشان مثلث
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 شکل گیری بازو های کهکشان

 
 

𝑀400 
 

یک نظریه دیگر برای شکل گیری طرح مارپیچی کهکشان ها آن است که ستارگان روی یک ترتیب و الگوی خاص قرار بگیرند؛ به 

در صورتی که ستارگان تشکیل دهنده آنها  ( می گویند.𝐾𝑖𝑛𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑆𝑝𝑖𝑟𝑎𝑙دسته از مارپیچ ها، مارپیچ های سینماتیکی ) این

پیش تر دریافتیم که حرکت ستارگان در کهکشان را می توان  د بود.نمارپیچی پایدارتر خواههای این طرح  در مدار دایروی نباشند

وی نقطه تعادل و حرکت اپیسایکلی ستاره حول نقطه تعادل توصیف کرد. اگر این ستارگان را با ترتیب خاصی به وسیله حرکت دایر

 در ادامه به بررسی این نوع مارپیچ ها خواهیم پرداخت. کنار هم بچینیم قادر خواهیم بود طرح های مارپیچی را بدست آوریم.
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 شکل گیری بازو های کهکشان

𝐴 

𝐴′ 

Ω𝑝 = 0   

 سینماتیکی مارپیچ های

تیکی فرایند های بسیار پیچیده ای هستند، اما ما قصد داریم تا با چند فرض های سینمابه وجود آمدن مارپیچ 

 ارپیچیم برای داشتن شهود بهتر نسبت به چگونگی تشکیل بازو هایساده کننده اندکی آن ها را بررسی کنیم. 

این  دلات حرکتسینماتیکی ابتدا باید مسیر حرکت یک ستاره را تحت تاثیر اختلال را بهتر بشناسیم، معا

بررسی کردیم، اکنون قصد داریم کمی از قدرت بی اندازه تخیل بهره ببریم و  به طور مفصل ستارگان را پیش تر

 بیشتر با مسیر این ستارگان آشنا شویم.

و دیگری  𝜅مسیر یک ستاره تحت اختلال شعاعی دارای دو فرکانس مختلف است، یکی فرکانس حرکت شعاعی 

مسیر  𝜅و  Ω. پیش تر توضیح دادیم که تنها به ازای نسبت های خاصی از  Ωسی)سمتی( فرکانس حرکت مما

حرکت بسته خواهد بود. اکنون خود را تصور کنید که در مرکز یک کهکشان نشسته اید و در حال مشاهده 

شکل  حرکت یک ستاره را طی یک دوره تناوب شعاعی هستید، آنچه مشاهده می کنید به احتمال زیاد همانند

 زیر خواهد بود:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

رسیده است. اکنون حالت دیگری را در نظر  ′𝐴شروع به حرکت کرده و پس از یک دوره تناوب شعاعی به نقطه  𝐴ستاره از نقطه 

هم جهت با ستاره به دور خود دوران کنید، اکنون آنچه از ستاره  Ω𝑝بگیرید، روی مرکز کهکشان بنشینید و با سرعت زاویه ای 

 مشاهده می کنید به فرکانس دوران شما نیز وابسته است، معادله حرکت ستاره در دستگاه شما به صورت زیر خواهد بود.
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 شکل گیری بازو های کهکشان

𝐹𝑖𝑥𝑒𝑑 

Ω𝑝 

𝜃0 

 معادله حرکت ستاره برحسب زمان به صورت:

𝑅(𝑡) = 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(𝜅𝑡 + 𝜓) 

𝜅𝑡بوده و مرتبه یک است، باید  𝑅𝑔بسیار کوچک تر از  𝑋از آنجا که  + 𝜓  را تا مرتبه صفرم قرار دهیم؛ همچنین زاویه سمتی

 ستاره در دستگاه ثابت برابر است با:

𝜃(𝑡) = Ω𝑔𝑡 + 𝛿𝜃(𝑡) + 𝜃0 

 مرتبه یک است. اکنون زاویه سمتی را در دستگاه دوار )زاویه ای که شما اندازه می گیرید( بدست می آوریم: 𝛿𝜃که 

𝜙(𝑡) = 𝜃(𝑡) − Ω𝑝𝑡 ⇒ (Ω𝑔 − Ω𝑝)𝑡 + 𝛿𝜃(𝑡) + 𝜃0 ⇒ 𝑡 =
𝜙(𝑡) − 𝜃0 − 𝛿𝜃(𝑡)

Ω𝑔 − Ω𝑝
 

 

𝑅(𝜙) = 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(
𝜅

Ω𝑔 − Ω𝑝
𝜙 + 𝜓 −

𝜅

Ω𝑔 −Ω𝑝
𝜃0 −

𝜅

Ω𝑔 − Ω𝑝
𝛿𝜃) 

𝑅(𝜙) ≈ 𝑅𝑔 + 𝑋 cos (
𝜅

Ω𝑔 − Ω𝑝
(𝜙 − 𝜃0) + 𝜓) 
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 شکل گیری بازو های کهکشان

𝐴 , 𝐴′ 

Ω𝑝 = Ω𝑔  

Ω𝑝، مسیر ستاره از دید شما یک مسیر بسته خواهد بود، به طور مثال اگر  Ω𝑝با انتخاب مناسب  = Ω𝑔 −
𝜅

2
 باشد :  

 

 

⇒ 𝑅(𝜙) ≈ 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(2𝜙 + 𝜓 − 2𝜃0) 

به دور خود بگردید، نقطه تعادل از دید شما ثابت خواهد بود و مسیری که از حرکت ستاره  Ω𝑔در صورتی که شما با فرکانس 

 خواهید دید همان حرکت اپیسایکلی است که پیش تر بررسی کردیم:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ω𝑝 = Ω𝑔 −
𝜅

2
 𝐴 

𝐴′ 
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 شکل گیری بازو های کهکشان

مشخص کردیم مربوط به حرکت یک ستاری طی یک دوره تناوب شعاعی بودند، اکنون بی شمار نقطه هایی که پیش تر مسیر 

ستاره مربوط به خود را  ،تعادل هر یک از این نقاطِمرکز روی یک دایره پخش شده اند، از  𝑅𝑔تعادل را فرض کنید که در فاصله 

از مرکز کهکشان به صورت تابعی از زمان  𝑖شماره  فاصله ستاره ونهبرای نم دارند که این ستاره حول آن حرکت اپیسایکلی می کند.

 برابر است با:

𝑅𝑖(𝑡) = 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(𝜅𝑡 + 𝜓𝑖) 

 دوران می کنید( برابر است با: Ω𝑝در دستگاه ناظر)شما که با سرعت  این ستارههمچنین زاویه سمتی برای 

𝜙𝑖 = (Ω𝑔 − Ω𝑝)𝑡 + 𝛿𝜃𝑖(𝑡) + 𝜃0𝑖  

⇒ 𝑅𝑖(𝜙𝑖) ≈ 𝑅𝑔 + 𝑋 cos (
𝜅

Ω𝑔 − Ω𝑝
(𝜙𝑖 − 𝜃0𝑖) + 𝜓𝑖) 

Ω𝑝اگر فرض کنیم  = Ω𝑔 −
𝜅

2
 : 

𝑅𝑖(𝜙𝑖) = 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(2𝜙𝑖 + 𝜓𝑖 − 2𝜃0𝑖) 

𝜓𝑖در صورتی که برای تمام این ستارگان  = 2𝜃0𝑖  باشد، در این صورت مسیر حرکت تمام آنها از دید شما یکسان بوده و روی یک

و فرض  های مختلف اعمال کنیم 𝑅𝑔بیضی واحد قرار خواهند داشت و روی آن دوران خواهند کرد. اگر این شرط را برای ستارگانِ 

Ω𝑔کنیم  −
𝜅

2
 )شکل سمت چپ(.ه صورت زیر خواهد بود، شکل حاصل از تجمع این ستارگان بهای مختلف ثابت باشد 𝑅𝑔در 

 همچنین شکل سمت راست قرار گیری کنار هم ستارگان روی مدارشان برای تشکیل میله را نشان می دهد.
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 شکل گیری بازو های کهکشان

Ω𝑔پس دیدیم که با ثابت بودن  −
𝜅

2
𝜓𝑖و چیدمان ستاره ها به صورتی که برای هر ستاره   = 2𝜃0𝑖 ه باشد، می توان الگوهایی ب

( منجم سوئدی اولین نفری بود 𝐵𝑒𝑟𝑡𝑖𝑙 𝐿𝑖𝑛𝑑𝑏𝑙𝑎𝑑بِرتیل لیندبلد )مشاهده می شوند.  که در کهکشان های میله داروجود آورد 

 به این مسئله اشاره کرد.که 

𝜓𝑖با ایجاد تغییرات اندک در این ایده می توانیم الگو های مارپیچ نیز تولید کنیم؛ در حالت بالا با فرض  =
𝜅

𝛺𝑔−𝛺𝑝
𝜃0𝑖 ، محور  

 با یکدیگر هم راستا کردیم، هم اکنون قصد داریم تا بجای هم راستا کردن، آنها را بچرخانیم، بدین صورت که : اصلی بیضی ها را

𝜓𝑖 = 2𝜃0𝑖 − 𝛼 log𝑅𝑔 

 یک مقدار ثابت است. در این صورت معادله هر یک از این بیضی ها در دستگاه دوار به صورت زیر خواهد بود: 𝛼که 

⇒ 𝑅(𝜙) = 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(2𝜙 − 𝛼 log𝑅𝑔) 

 زیر حاصل خواهند شد: ی مانند شکلهای مختلف الگو های 𝑅𝑔از تجمع 

 
40 ≤ 𝑅𝑔 ≤ 11 , 𝑋 = 2 , 𝛼 = 40 

 

بدست آوریم. اگر معادله هر یک از و الگو های متفاوت می توانیم با تعمیم آنچه بالاتر انجام دادیم طرح هایی مارپیچ با چندین بازو 

 ها را در حالتی اندک کلّی تر بنویسیم:این بیضی 

𝑅(𝜙) = 𝑅𝑔 + 𝑋 cos(𝑚[𝜙 + 𝑓(𝑅𝑔, 𝑡)]) 
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 شکل گیری بازو های کهکشان

 جهت نیم قطر اطول این بیضی :

𝑅 = 𝑅𝑚𝑎𝑥 ∶ cos𝑚[𝜙𝑎𝑥𝑖𝑠 + 𝑓(𝑅𝑔, 𝑡)] = 4 ⇒ 𝑚[𝜙𝑎𝑥𝑖𝑠 + 𝑓(𝑅𝑔, 𝑡)] = 2𝜋𝑛 , 𝑛 ∈ {4,2, … ,𝑚} 

𝜙𝑎𝑥𝑖𝑠 = 2𝜋
𝑛

𝑚
− 𝑓(𝑅𝑔, 𝑡) ∗ 

 وجود دارد که هر یک به یکی از بازو ها اشاره دارند. 𝜙𝑎𝑥𝑖𝑠جواب متفاوت برای  𝑚همانطور که در رابطه بالا مشاهده می کنید، 

را نه فقط برای مارپیچ های سینماتیکی، بلکه برای همه الگو های مارپیچی تعریف می کنیم و بدین وسیله الگو های آنها را  ∗رابطه 

پیش از آنکه به بحث مارپیچ های سینماتیکی باز گردیم اجازه دهید تا یک پارامتر مهم برای الگوهای مارپیچی  توصیف می کنیم.

 تعریف کنیم. 

و زمان است؛ اگر در یک زمان دلخواه یکی از بازو ها را همانند  𝑅𝑔تابعی از  𝜙𝑎𝑥𝑖𝑠با توجه به رابطه ای که پیش تر بدست آوردیم، 

 تعریف کرد: یا زاویه گام "𝑃𝑖𝑡𝑐ℎ 𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒"م، می توان زاویه ای به نام شکل زیر رسم کنی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

cot 𝑖 = |𝑅
Δ𝜙

Δ𝑅
| 

𝜙 = 2𝜋
𝑛

𝑚
− 𝑓(𝑅, 𝑡) ⇒ cot 𝑖 = |𝑅

𝜕𝑓

𝜕𝑅
| 

𝑓(𝑅)برای مارپیچ لگاریتمی  مثال یازدهم : = −
𝛼

𝑚
log 𝑅 + 𝑐𝑡𝑒.  ، را بدست آورید. ثابت است و آن زاویه گامنشان دهید 

 

𝑖 

𝑅Δ𝜙 

Δ𝑅 
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 شکل گیری بازو های کهکشان

. الگو تشکیل تعداد بازو های کهکشان را توصیف می کند 𝑚اکنون به بحث مارپیچ های سینماتیکی بر میگیردیم. دریافتیم که 

 مختلف را در ادامه مشاهده می کنید: 𝑚شده توسط مارپیچ لگاریتمی به ازای چند 

  
𝑚 = 1 𝑚 = 3 

  
𝑚 = 40 𝑚 = 5 
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 شکل گیری بازو های کهکشان

Ω𝑔پیش تر فرض کردیم که  −
𝜅

2
برای شعاع های مختلف ثابت است، این فرض باعث شد که الگوی مارپیچی ما با گذشت زمان  

بدون تغییر بماند، اما در واقعیت این چنین نیست و چرخش دیفرانسیلی باعث می شود که الگو مارپیچ تغییر کند، به طور مثال 

عموما سرعت زاویه ای بیشتری نسبت به ستارگان دور تر دارند پس از آن ها جلو تر می ستارگانی که به مرکز نزدیک تر هستند 

افُتند و الگوی مارپیچی را تغییر می دهند. علاوه بر چرخش دیفرانسیلی، تجمع این ستارگان روی الگوهای مارپیچی باعث به وجود 

 ان موثر است.آمدن میدان گرانشی ناهمسانگرد می شود که این خود بر حرکت ستارگت

پیش تر تاثیر پتانسیل های چرخان و نامتقارن را بر حرکت ستارگان بررسی کردیم، پتانسیل ایجاد شده از الگو های مارپیچی را 

𝛷𝑏(𝑅)می توان به صورت جمعی از جملات به فرم  cos[𝑚𝜙 + 𝑓𝑚(𝑅)]  نوشت. یک مدل ساده از این نامتقارنی را نیز پیش

شعاع خاص )چرخش هم زمان ، لیندبلد درونی و بیرونی( ستارگان دچار تشدید شده. پس  3افتیم که در تر بررسی کردیم و دری

موجب تغییرات گسترده ای در ساختار  ل کوچک در مدار ستاره هامی توانیم انتظار داشته باشیم که در نزدیکی این شعاع ها، اختلا

 کهکشان بشود.
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 مسائل مروری

 : مسائل مروری 

 سوال اول

را بررسی کنیم. جرم آزمونی را در نظر بگیرید که همانند شکل زیر، با پارامتر  در این سوال قصد داریم تا برهم کنش های گرانشی 

 .پرتاب می شود 𝑀به سوی جرم  ∞از فاصله  𝑉0و سرعت  𝑏برخود 

  

 

 

 

 

 

 برحسب ثوابت ذکر شده پیدا کنید. 𝑀جرم آزمون را از کمینه فاصله  الف(

 ( برابر است با:𝜃𝑑𝑒𝑓𝑙نشان دهید زاویه انحرافِ جرم آزمون از مسیر اولیه )ب( 

𝜃𝑑𝑒𝑓𝑙 = 2 tan−4 (
𝐺𝑀

𝑏𝑉02) 

عمود بر مسیر اولیه می باشد. نشان  ⊥موازی با سرعت اولیه و محور  ∥ج( دستگاه مختصاتی همانند شکل در نظر بگیرید که محور 

𝑟دهید تغییر سرعت جرم آزمون هنگامی که از  = 𝑟پرتاب شده و سپس مجددا به  ∞ =  می رود از رابطه زیر بدست  ∞

 می آید:

{
 
 

 
 |Δ𝑉∥| = 2𝑉0 [4 +

𝑏2𝑉0
1

𝐺2𝑀2]

−4

|Δ𝑉⊥| =
2𝑏𝑉03

𝐺𝑀
[4 +

𝑏2𝑉0
1

𝐺2𝑀2]

−4 

 

 

 

 

∥ 

⊥ 

𝑀 
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 مسائل مروری

 سوال دوم

 تابع پتانسیل زیر را در نظر بگیرید:

𝛷(𝑟) = −
𝐺𝑀

𝑟2 (4+
𝑎

𝑟
) 

𝑟، از فاصله پتانسیلاین الف( معادله مسیر حرکت جرمی که تحت تاثیر  = ∞𝑣با سرعت  ∞ = √
𝐺𝑀

𝑎
𝑏و پارامتر برخورد   =

𝑎

2
 

𝑟نسبت به مرکز ) =  (  پرتاب شده را پیدا کنید و آن را به صورت شماتیک رسم نمایید.0

مدار دایروی حرکت می کنند در تعادل پایدار قرار دارند. فرکانس نوسانات ب( نشان دهید ستارگانی که تحت تاثیر این پتانسیل در 

 کوچک در راستای شعاعی را بیابید.

 سوال سوم

می دانیم که بیشتر ستاره ها یک سیستم دوتایی را تشکیل می دهند. یک نوع از این سیستم های دوتایی شامل یک ستاره عادی 

𝑀است که به دور یکدیگر می چرخند. فرض کنید  𝑀و یک ستاره نوترونی متراکم و بسیار سنگین به جرم  𝑚0به جرم  ≫ 𝑚0 

حول ستاره نوترونی می چرخد. فرض کنید ستاره عادی شروع به گسیل  𝑟0در نتیجه ستاره عادی روی یک مدار دایره ای به شعاع 

است. همچنین  𝐴و نرخ برافزایش جرم  𝑣0از نسبت به ستاره عادی برابر گاز به طرف ستاره نوترونی می کند و سرعت گسیل گ

کمترین فاصله بین دو ستاره را در ، 𝐴در صورت کوچک بودن فرض کنید در این مساله نیروی گرانشی ستاره نوترونی غالب است. 

 نشان داده شده است بیابید. 𝑟𝑓شکل زیر که با 
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 سوال چهارم

 نسیل برای اندرکنش دو اتم از یک مولکول به صورت زیر است :انرژی پتا

𝑉(𝑟) = −
𝐴

𝑟6 +
𝐵

𝑟𝑛
         (𝑛 > 6 , 𝐴 > 0 , 𝐵 > 0) 

 را حساب کنید. 𝑟0الف( فاصله تعادل 

 بیابید. 𝑟0و  𝐴 ،𝑛ب( انرژی لازم برای شکستن این مولکول برحسب 

 𝐷و  𝑀 ،𝑛 ،𝑟0را برحسب  𝑟0می باشد. فرکانس نوسانات کوچک حول  𝑀ج( فرض کنید که جرم دو اتم برابر است و جرم هر یک 

 و انرژی شکست محاسبه کنید.

 سوال پنجم

  اثر در گرانش، نیروی بر علاوه 𝑅 شعاع و 𝑀 جرم به نوترونی ستارهی یک سطحِ  روی بر ، 𝑚 جرم با نوترون یک به

 .کاهیده است پلانک ثابت ℏ آن در که میشود، وارد زیر شکل به گرانش جهت خلاف در دافعه ای نیروی پائولی اصل طرد

�⃗� = (
۹𝜋𝑀
1𝜋𝑚1)

2
3𝑚ℏ2

𝑅3 �̂�  

 مسئله، در تقارن وجود علّت به همچنین .دارد نیز Ω ای زاویه سرعت با وضعی دوران نوترونی ی ستاره این کنید فرض

𝐼صلب ) کرهی یک مشابه نوترونی ستارهی ای زاویه تکانه =
2

5
𝑀𝑅2میماند ( پایسته. 

 .دارد قرار تعادل وضعیت در که بگیرید نظر در را کیلومتر 42 شعاع و ⊙4.84𝑀 جرم با نوترونی ی ستاره یک

 چرخش دوره تناوب عددی مقدارِ  تعادل، شرط از استفاده با و ستاره استوای روی نوترون یک برای شتاب معادله ی نوشتن با )الف

 .آورید بدست ثانیه برحسب را خود دور به نوترونی ی ستاره این

 ایجاد شعاع آن در 𝛿𝑅اندازه  به کوچکی اختلال و شده خارج خود تعادل وضعیّت از ستاره این تا میشود سبب عاملی کنید فرض

𝛿𝑅 که طوری به شود ≪ 𝑅 باشد می. 

شعاعی را برای یک نوترون روی استوا ب( حال با ایجاد اختلال در معادله شتاب قسمت )الف(، معادله دیفرانسیل مربوط به نوسانات 

 بدست آورید.

 جواب مسئله آیا کنید بیان استدلال با و آورید بدست را ممکن جوابهای تمامی فوق، دیفرانسیل معادلهی حل پ( با

 دارد؟ پایدار

 .آورید بدست را ستاره شعاعی کوچک نوسانات تناوب ی دوره عددی مقدار پایدار حالت وجود صورت پ( در

 ( ۹8دوره تیم سال ) 
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 ششمسوال 

𝑓میدان نیرویی به صورت  = −
𝑘

𝑟𝑛
(�̂� × 𝑣)  در نظر بگیری، که در آن𝑟 نیرو است. جسمی به جرم  فاصله از مبدا𝑚  روی دایره

عمود بر صفحه  �̂�پایدار باشد. ) 𝑟0پیدا کنید که حرکت جسم حول شعاع  𝑛در حال چرخش است. شرطی روی  𝑟0ای به شعاع 

 راستای بردار سرعت است. ( 𝑣مدار و 

 

 

 

 

 

 

 

 هفتمسوال 

ماهواره ای به شکل دمبل متشکل از دو کره کوچک که جرم هر کره 
𝑚

2
به هم متصل است. این  2𝑎است با میله سبکی به طول  

بین دمبل و بردار  𝜑است و زاویه  𝑟0( برابر 𝑂ماهواره در مداری دایره ای شکل حرکت می کند. فاصله مرکزجرم ماهواره تا زمین )

مرکز زمین است. دو کره انتهایی میله را به عنوان دو ذره در نظر بگیرید و فرض کنید حرکت در یک  𝑂( است که 𝑂𝐶شعاعی )

 بگیرید. 𝑀𝑒صفحه صورت می گیرد. جرم زمین را 

 

 

 

 

 

 

 

 

 و ثابت های دیگر بنویسید. 𝜑و  𝑟0 .𝑎الف( تابع انرژی پتانسیل ماهواره را برحسب 

𝑎ب( در حالت  ≪ 𝑟0 .تابع انرژی پتانسیل را تا مرتبه دوم بنویسید 
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𝑎پ( نقاط تعادل سیستم را به دست آورید و پایداری یا ناپایداری آن را تعیین کنید. ) حالت  ≪ 𝑟0 ) .را در نظر بگیرید 

 ( آن را تعیین کنید.𝜔وچک )ت( در حالت تعادل پایدار فرکانس زاویه ای نوسانات ک 

باشد نسبت  𝜔0ث( اگر فرکانس زاویه ای ماهواره به دور زمین 
𝜔

𝜔0
 را به دست آورید. 

 هشتمسوال 

 از نسبیت عام می دانیم علاوه بر جمله مکانیک نیوتونی، گرانش یک جمله دیگر به صورت زیر دارد : 

𝑔(𝑟) = −
𝐺𝑀

𝑟2
−

3𝐺𝑀𝐿2

𝑐2𝑟4
 

م در یک دور دوران جس تاثیر جمله مربوط به نسبیت عام بسیار کوچک باشد، با تقریب مرتبه اول نشان دهید در هردر صورتی که 

 : حضیض به مقدار زیر جابجا می شود،  𝑒و خروج از مرکز  𝑎مدار بیضوی با نیم قطر اطول 

∆𝜙 =
6𝜋𝐺𝑀

𝑐2𝑎(4 − 𝑒2)
 

 حضیض این سیاره در یک قرن را بدست آورید.با توجه به مقادیر داده شده برای عطارد، جابجایی 

{𝑎 = 5.8× 4040𝑚
𝑒 = 0.2

 

 راهنمایی :

�̈� + 𝑥 = 𝐴 + 𝐵 cos 𝑡 + 𝐶 cos 2𝑡 

𝑥(𝑡) = 𝐴 +
4
2𝐵𝑡 sin 𝑡 −

4
3𝐶 cos2𝑡 
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 نهمسوال 

𝐼𝑠𝑜𝑐ℎ𝑟𝑜𝑛𝑒 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 

ن های پتانسیل، برای حر کت ستارگان در ایاز توابع پتانسیل با تقارن کروی، این مدل پتانسیل است که بر خلاف اکثر مدل یکی 

 به فرم زیر است: 𝐼𝑠𝑜𝑐ℎ𝑟𝑜𝑛𝑒تابعیت پتانسیل  مدل می توان حل تحلیلی بدست آورد.

𝛷(𝑟) = −
𝐺𝑀

𝑏 + √𝑏2 + 𝑟2
 

 ) دو برابر مدت زمانی که طول که دوره تناوب حرکت شعاعی یک جرم آزمون تفاده از پایستگی انرژی اثبات کنیدالف( با اس

از رابطه زیر بدست  𝛷(𝑟)در پتانسیل  𝐿و تکانه زاویه ای  𝐸با انرژی  شد جرم از حضیض به اوج یا بالعکس حرکت کند.( می ک

 می آید:

𝑇𝑟 = 2∫
𝑑𝑟

√2(𝐸 − 𝛷) −
𝐿2

2𝑟2

𝑟𝑚𝑎𝑥

𝑟𝑚𝑖𝑛

 

انند زیر یک تغییر متغییر همساده تر محاسبه کنیم، نیاز داریم تا دوره تناوب شعاعی را برای آنکه بتوانیم برای این مدل پتانسیل 

 اعمال کنیم:

𝑠 ≡ −
𝐺𝑀

𝑏𝛷
= 4+√4 + (

𝑟

𝑏
)

2
 

 ب( با توجه به تغییر متغیر بالا نشان دهید:

�̇� =
𝑠 − 4

√𝑠(𝑠 − 2)
�̇� 

  بنامید. 𝑠2و  𝑠4را برای حضیض و اوج بدست بیاورید و به ترتیب آنها را  𝑠پ( 

 دوره تناوب حرکت شعاعی بدست آوردید اعمال کنید و نشان دهید:ت( اکنون تغییر متغیر را بر روی رابطه ای که پیش تر برای 

𝑇𝑟 =
2𝜋

√−2𝐸
∫

(𝑠 − 4)

√(𝑠2 − 𝑠)(𝑠 − 𝑠4)
𝑑𝑠

𝑠2

𝑠4

 

 سپس انتگرال بالا را محاسبه کرده و دوره تناوب شعاعی را بدست آورید:

𝑇𝑟 =
2𝜋𝐺𝑀

(−2𝐸)
3
2

 

−4راهنمایی: تلاش کنید تا مخرج انتگرال را به فرم  𝑢2  تبدیل کنید که𝑢  تابعی از𝑠 .می باشد 
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 𝑟نشان دهید انرژی و تکانه زاویه ایِ مداری دایروی به شعاع  ،بپردازیم دایروی های مدار به بررسیقصد داریم تا  پس این از ث(

 برابر است با:

𝐸 = −
𝐺𝑀

2√𝑏2 + 𝑟2
 , 𝐿 = √𝐺𝑀𝑏 (𝑥−

4
2 + 𝑥

4
2) 

 بدین صورت تعریف می شود :  𝑥که 

𝑥 = −
2𝐸𝑏
𝐺𝑀

 

بدست آورده و سپس منحنی چرخش را برای این فرم از پتانسیل به صورت  𝑟سرعت مدار دایروی را به صورت تابعی از  ج(

 ( قرار دارد؟ 𝑏بیشترین سرعت مدار دایروی در چه فاصله ای از مرکز )بر حسب  شماتیک رسم کنید.

ند، پایدار هستند. فرکانس می کتبعیت  𝐼𝑠𝑜𝑐ℎ𝑟𝑜𝑛𝑒دهید تمام مدار های دایروی در کهکشانی که پتانسیل آن از مدل  نشانچ( 

 )شعاع مدار دایروی( بدست آورید. 𝑟را به صورت تابعی از (  𝜅 )نوسان های کوچک شعاعی

  سوال دهم

𝐷𝑎𝑟𝑘 𝐻𝑎𝑙𝑜 𝑃𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 

 هاله تاریک کهکشان راه شیری را می توان توسط کره ای با چگالی 

𝜌(𝑟) = 𝜌0
𝑎2

𝑟2 + 𝑎2  

𝑎چگالی مرکزی هاله و  𝜌0فاصله از مرکز کهکشان،  𝑟مدل سازی کرد که  = 5 𝑘𝑝𝑐  است. شواهد رصدی نشان می دهد که

𝑅0سرعت چرخشی در محل خورشید ) = 8 𝑘𝑝𝑐 220(، برابر با 𝑘𝑚/𝑠 ی ماده تاریک، نصف جرم کل درون چنین هالهاست. هم

 را تشکیل می دهد و مایقی جرم مربوط به ابَر سیاهچاله مرکزی کهکشان می باشد. 𝑅0شعاع 

 را بدست آورید. الف( جرم ابَر سیاهچاله مرکزی کهکشان

𝑀𝑠𝑢𝑛/𝑝𝑐برحسب  𝑅0چگالی ماده تاریک را در ب( 
 به دست آورید. 3

 ( را به بدست آورده و نمودار آن را به صورت شماتیک رسم کنید.𝑣(𝑟)مدار دایروی ستارگان کهکشان )پ( تابعیت سرعت 

 ت( نشان دهید تمامی ستارگان کهکشان که در مدار دایروی حرکت می کنند در تعادل پایدار قرار دارند.

 کت اپیسایکلی می کنند بدست آورید و تعییننزدیکی خورشید حر در ث( خروج از مرکز بیضی اپیسایکلی را برای ستارگانی که

 کنید نیم قطر اطول این بیضی در راستای شعاعی کشیده شده یا راستای مماسی.
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 سوال یازدهم

در حال حرکت  𝜅توزیع جرمی با تقارن کروی را در نظر بگیرید، ستاره ای در مدار دایروی اختلال یافته با فرکانس نوسان شعاعی 

( با دورتر شدن از مرکز کهکشان کاهش پیدا کند، شرط زیر برای زاویه ای که  𝜌(𝑟)است. نشان دهید در صورتی که چگالی ) 

 ستاره از یک حضیض تا حضیض بعدی طی می کند برقرار است:

𝜋 ≤ Δ𝜃 ≤ 2𝜋 

 سوال دوازدهم

 اه شیری به صورت زیر می باشد:یکی از مدل های توانی پیشنهاد شده برای پتانسیل کهکشان ر

𝛷(𝑅, 𝑧) = −𝐶 (𝑅2 +
𝑧2

𝑞2)

−𝑛

 

 الف( نشان دهید برای یک ستاره که روی مداری دایروی منطبق بر دیسک کهکشان حرکت می کند برابر است با:

𝑣(𝑅) = √2𝑛𝐶𝑅−𝑛 

𝑅مطالعات انجام شده بر روی ستارگانِ نزدیک خورشید ) ≈ 𝑅0 = 8 𝑘𝑝𝑐 اول اورت( حاکی از آن است که ثابت 

 𝐴 = 41.8 𝑘𝑚 𝑠−4 𝑘𝑝𝑐−4  و ثابت دوم𝐵 = −42.1 𝑘𝑚 𝑠−4 𝑘𝑝𝑐−4  .می باشند 

 ب( سرعت خورشید روی مدار دایره ای را بیابید.

 را پیدا کنید. 𝑛پ( مقدار مناسب برای 

 ت( با استفاده از مدل توانی، تابعیت سرعت مدار دایروی را بدست آورید.

𝑅ث( سرعت مدار دایروی در شعاع  = 50 𝑘𝑝𝑐 را محاسبه کنید. اگر درخشندگی کل کهکشان برابر 

 𝐿𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 2 × 4040𝐿𝑠𝑢𝑛   50باشد، جرم ماده تاریک درون شعاع 𝑘𝑝𝑐 .را تخمین بزنید 

 را بدست آورید. 𝑧ج( دوره تناوب نوسان خورشید در راستای 
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 سوال سیزدهم

 نیروی لورنتزاختلال + 

مشاهدات و بررسی های انجام شده در کهکشان های مارپیچ نشان می دهند که میدان مغناطیسی ای با منشا نامعلوم در این 

 کهکشان ها وجود دارد؛ در این سوال قصد داریم به تاثیر این نیرو در حرکت ابر های هیدروژنی غیر خنثی بپردازیم.

منطبق بر صفحه  𝑅0در نظر بگیرید؛ در ابتدا این ابر در یک مدار دایروی به شعاع  𝑄و بار  𝑚م یک ابر هیدروژنی غیر خنثی با جر

 بوده است، فرم پتانسیل کهکشان به صورت زیر می باشد : Ω0کهکشان در حال حرکت با سرعت زاویه ای 

Φ(𝑅) = 𝑣𝑐
2 ln(𝑅2 + 𝑅𝑐

2 +
𝑧2

𝑞2) 

مولفه های دستگاه استوانه ای هستند. اگر کهکشان یک میدان مغناطیسی یکنواخت به  𝑧و  𝑅ثابت هستند و  𝑣𝑐و   𝑞و  𝑅𝑐که 

�⃗⃗�صورت  = 𝐵0 �̂�  داشته باشد، علاوه بر نیروی گرانش نیروی لورنتز به فرم�⃗�𝐿 = 𝑄 �⃗� × �⃗⃗�  .نیز روی ابر تاثیر می گذارد 

 را بدست آورید. Ω0الف( سرعت زاویه ای حرکت دایره ای 

 رت اعمال یک اختلال شعاعی به ابر، حرکت نوسانی انجام خواهد داد؛ فرکانس این نوسان را بیابید.ب( نشان دهید در صو

ج( فرض کنید همانطور که ابر در حال حرکت دایره ای بود ناگهان متوقف شود، سرعت سقوط آن را برحسب فاصله از مرکز 

𝑣𝑓𝑓(𝑅)   .بدست آورید 

 سوال چهاردهم

به ترتیب تکانه زاویه ای و انرژی واحد جرم برای یک مدار دایروی منطبق بر دیسک کهکشانی با تقارن  𝜖(𝑅)و  𝑙(𝑅)فرض کنید 

 مدار دایروی می باشند.به ترتیب فرکانس اختلالات شعاعی و سرعت زاویه ای  Ωو  κسمتی هستند، همچنین 

 الف( اثبات کنید:

𝑑𝑙

𝑑𝑅
=
𝑅𝜅2

2Ω
     ;     

𝑑𝜖

𝑑𝑅
=

4
2
𝑅𝜅2 

 انرژی مدار دایروی را به صورت تابعی از تکانه زاویه ای بنویسید و نشان دهید:ب( 

𝑑𝜖

𝑑𝑙
= Ω 
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 پانزدهمسوال 

 اختلال در مدار همدم :

اطلاعات استخراج شده از متون و رصد های باستانی حاکی از آن است که در گذشته های دور، خورشید همدمی داشته که همراه 

𝑅0خورشید در مداری دایروی به شعاع  = 8.50 𝑘𝑝𝑐  روی دیسک کهکشان در حال گردش بوده است. پس از یک اتفاق ناگهانی

شعاعی و عمود بر صفحه دیسک کهکشان وارد می شود. اگر پتانسیل دیسک کهکشان  به این ستاره همدم اختلالی در دو راستای

 برابر در نظر گرفت، به سوالات زیر پاسخ دهید: (𝐾𝑢𝑧𝑚𝑖𝑛 𝐷𝑖𝑠𝑘)را بتوان به دقت بسیار خوبی با فرم پتانسیل دیسک کازمین 

 

پتانسیل دیسک کازمین ∶ 𝛷(𝑅, 𝑧) =
−𝐺𝑀

√𝑅2 + (𝑎𝐾 + |𝑧|)2
 

𝑅  و𝑧  ای هستند.های دستگاه استوانهمختصه 

 و جرم دیسک برابر  شودثابت کنید چگالی سطحی دیسک کازمین از رابطه زیر محاسبه می با استفاده از قضیه گاوس الف(

𝑀 است: 

𝛴𝑘(𝑅) =
𝑎𝑘
2𝜋 

𝑀

(𝑅2 + 𝑎𝑘
2)

3
2

 

 ای را در نظر بگیرید که در حال حرکت روی صفحه دیسک کهکشان است، شرطی برایب( ستاره

 به دست آورید تا در صورتی که اختلالی عمود بر صفحه کهکشان به ستاره وارد شود، 𝑅شعاع مداری آن 

ستاره مقید باقی بماند. سپس نشان دهید ستاره حرکتی نوسانی خواهد داشت و دوره تناوب این نوسان را به صورت پارامتری 

 مشخص کنید.

وارد شود ، نشان دهید تصویر حرکت همدم نسبت به خورشید روی صفحه  ج( اگر به ستاره همدم در راستای شعاعی اختلال

 کهکشان تقریبا یک بیضی است که خورشید در مرکز آن قرار دارد.

را در راستای حرکت  yرا در راستای شعاعی و محور  𝑥یک دستگاه مختصاتی دکارتی روی خورشید قرار دهید، محور  )راهنمایی:

تواند داشته باشد)این حالت ها را تعیین کنید و حالتی را در نظر بگیرید د بیضی حالت های مختلفی میدر نظر بگیرید. نشان دهی

 که خورشید منطبق بر مرکز بیضی باشد.(

 دهند که دامنه نوسان همدم در راستای شعاعیگیری های انجام شده طی این سال ها نشان میاندازه

 𝑋 = 3.۹6 𝑝𝑐   و در راستای عمود بر صفحه کهکشان𝑍 = 0.21 𝑝𝑐 .است 
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مدت زمانی طولانی را صرف  FATFهای بسیار دور مشغول رصد این همدم بوده اند، همچنین ماهواره رصدگران از گذشته

گیری عرض کهکشانی همدم خورشید و ستارگانی که مسیری مشابه آن را طی می کنند کرده است. نمودار اول )صفحه بعد( اندازه

 دهد.عرض کهکشانی همدم را در زمان های مختلف نشان می

 ی شعاعی و عمود بر صفحه کهکشاند( با استفاده از نمودار اول، دوره تناوب حرکت اختلالی همدم در دو راستا

 بدست آورید. در لحظه شروع شدن نمودار اول، ستاره همدم روی نیم قطر اطول بیضی قرار دارد.

)راهنمایی: در این بخش نیاز به حل معادله دارید، برای حل این معادله اولین یا دومین جواب منطقی بدست آمده را به عنوان 

می توانید از نمودار دوم برای حل معادله استفاده کنید.پیشنهاد می شود جواب هایی که برای پاسخ در نظر بگیرید، همچنین 

 معادله بدست می آورید را چک کنید.(

 را تعیین کرده و سپس جرم دیسک کهکشان را بدست آورید. 𝑎𝐾ه( مقدار ثابت 
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 مسائل مروری

 شانزدهمسوال 

 ( 𝑇𝑟𝑎𝑚𝑝𝑜𝑙𝑖𝑛𝑒تِرامپولین )کهکشان 

دارد، حرکت ستارگان در این  Σ0کهکشان دیسکی بسیار گسترده ای را در نظر بگیرید که چگالی سطحی یکنواخت و برابر 

 ( می باشد. در این مساله قصد داریم این حرکت را بررسی کنیم. 𝑧 کهکشان فرضی، فقط در راستای عمود بر صفحه کهکشان )

 ابتدا با استفاده از قضیه گاوس، میدان گرانشی را برای این کهکشان پیدا کنید.الف( 

صفحه دیسک قرار دارد بنویسید. اگر بیشترین فاصله ستاره از دیسک از  𝑧ب( قانون دوم نیوتون را برای یک ستاره که در ارتفاع 

 آورید.ه صورت تابعی از زمان بدست مختصات ستاره را ب باشد، 𝑍کهکشان برابر 

 را به صورت شماتیک رسم کنید و دوره تناوب نوسان را پیدا کنید. 𝑧(𝑡)پ( نمودار 

 هفدهمسوال 

 قرص پایین و بالا در قرص نزدیکی در که هایی ستاره .بگیرید نظر در را )سمتی( محوری تقارن با کهکشانی بزرگ قرص یک

 در 𝑧 به گرانشی پتانسیل تابع بستگی حالت، این در که دهید نشان .پایدارند تعادل حال در قرص ی صفحه به هستند. نسبت

𝜙(𝑧)شکل  به اول تقریب = 𝜙0 + 𝐴𝑧
 که دهید نشان .است مثبت و 𝑧 به نسبت ثابت مقداری 𝐴 رابطه این در .است 2

ℎبا  است برابر قرص تقریبی ضخامت =
𝜋�̅�𝑧

2

√2𝐴
 𝑧 محور .است قرص اطراف در ها ستاره سرعت 𝑧ی  مولفه میانگین �̅�𝑧که در آن  

𝑧ی  در صفحه قرص و است عمود قرص ی صفحه بر =  قرار دارد. 0

 ( 88) دوره تابستانه سال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

61 

 

 مسائل مروری

 سوال هجدهم

,𝜙(𝑅پتانسیل  𝑧)  متقارن نسبت به صفحه دیسک را در نظر بگیرید. جسمی در صفحه کهکشان با شعاع مداری𝑅0  در حال

 گردش دایره ای است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مقادیر ثوابت اورت را به شکل زیر بدست آورید.

𝐴 = −
4
2
𝑅0 (

𝜕Ω

𝜕𝑅
)
𝑅0 ,𝑧=0

 

𝐵 = −
4
2
𝑅0 (

𝜕Ω

𝜕𝑅
)
𝑅0 ,𝑧=0

− Ω0 

 در آن نقطه، رابطه زیر را تحقیق کنید.

𝜈2 ≡
∂2𝜙

∂z2 = 1𝜋𝐺𝜌0 + 2(𝐴2 − 𝐵2) 

 

 در نواحی بسیار دور از مرکز کهکشان که چگالی تقریبا قابل صرف نظر است نشان دهید :

𝜅2 + 𝜈2 = 2Ω0
2 
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 سوال نوزدهم

 ( واقع است.𝑂از مرکز آن ) 𝑧روی محور حلقه و به فاصله ی  𝑚را در نظر بگیرید. ذره ای به جرم  𝑎و شعاع  𝑀حلقه ای به جرم 

 ناشی از حلقه را بدست آورید. 𝑚الف( انرژی پتانسیل گرانشی جرم 

 را مشخص کنید. 𝑂نوع تعادل حول نقطه  𝑧ب( با رسم انرژی پتانسیل بر حسب 

𝑧( یاشد و به اندازه کوچکی )𝑂در مرکز حلقه ) 𝑚ج( اگر جرم  ≪ 𝑎 در امتداد محور حلقه جابجا شود، فرکانس نوسانات کوچک )

 آن را بدست آورید.
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 سوال بیستم

 می که دارد قرار 𝑚جرم  به ی تسبیحی دانه ، حلقه این داخل .بگیرید نظر در را 𝑅شعاع  به و دایروی ای حلقه زیر شکل مطابق

 Ω0ثابت  ای زاویه سرعت با چرخش حال در آنکه حلقه فرض با .بخورد سر حلقه محیط روی بر اصطکاک بدون و آزادانه تواند

 دهید پاسخ زیر سوالات به باشد، خود مرکزی محور حول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .بنویسید حلقه مرکز بر منطبق و کروی مختصات دستگاه در را دانه شتاب الف( معادلات

 را دانه به مربوط حرکت معادلات الف، قسمت روابط از استفاده با و جسم بر وارد های نیرو کردن مشحص ب( با

 .بنویسید

 .نامیم می تعادل نقاط را باشد ساکن حلقه به نسبت آنها روی بر دانه که را نقاطی

 تعادل ی دانه زاویه آن تحت که کنید پیدا 𝑅و  𝑔  ،Ω0بین  را شرطی و دهید تشکیل را دانه تعادل نقاط به مربوط پ( معادله

𝜃بجز  دیگری =  را بیابید. 𝜃0داشته باشد. این زاویه   0

 ؟ دارد قرار پایدار تعادل یک در 𝜃0فوق  ی نقطه در دانه شرطی چه ت( تحت

𝜃(𝑡)دهید  قرار الف بخش معادلات در : راهنمایی = 𝜃0 + 𝛿𝜃(𝑡) مرتبه نسبت به  اولین تا را خود معادلات و𝛿𝜃(𝑡)  ساده

 کنید.

 کند تغییر زیر صورت به حلقه ای زاویه سرعت که کنید فرض اکنون

Ω(𝑡) = Ω0 + 𝜖 sin𝜔0𝑡 

𝜖 (𝜖و  𝜔0فوق  ی معادله در ≪ Ω0.دو ثابت مثبت می باشند ) 

 تعیین کنید. 𝜖به  نسبت مرتبه اولین تا را 𝜃(𝑡)دارد.  قرار تعادل وضعیت در و  𝜃0زاویه  در ابتدا در دانه آنکه فرض ث( با
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 سوال بیست و یکم

 𝐿2و  𝐿4می باشد، نقاط لاگرانژ  𝑎2و  𝑎4که فاصله هر یک از مرکز جرم به ترتیب  𝑀2و  𝑀4برای یک سیستم متشکل از دو جرم 

𝑀2را در حد  𝐿3و  ≪ 𝑀4 .بدست آورید 
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 سوال بیست و دوم

، نحوه ایجاد بازوها در ای کهکشان ارائه دهیم. بدین منظوردر این سوال قصد داریم مدلی برای بررسی دینامیک چرخش بازوه

 محیط گاز میان ستاره ای توسط یک موج چگالی ستاره ای را بررسی کنیم. باید توجه داشت که بازوهای کهکشان از دو جزء 

ستاره ای و گاز تشکیل شده است؛ بازوهای ستاره ای و گازی با هم متفاوت هستند و مقداری اختلاف فاز چرخشی در گردش به 

 ن دارند.دور مرکز کهکشا

 با تقارن محوری را در نظر بگیرید. 𝜙0(𝑟)در ابتدا یک کهکشان به شکل دیسک ستاره ای با تابع پتانسیل 

حول مرکز کهکشان می گردد. معادلات شتاب در دستگاه استوانه ای را  𝑟0الف( فرض کنید ستاره ای در مدار دایروی به شعاع 

 ( بیابید.𝜙0ت مداری )در هر لحظه( را برای این ستاره )برحسب بنویسید. سپس بردار سرعت زاویه ای و سرع

 معادلات شتاب در دستگاه استوانه ای به صورتراهنمایی: 

�⃗� = (�̈� − 𝑟�̇�2)�̂� + (𝑟�̈� + 2�̇��̇�)𝜃 + (�̈�)�̂� 

�⃗� = −∇⃗⃗⃗𝜙 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑟
�̂� −

𝜕𝜙

𝑟 𝜕𝜃
𝜃 −

𝜕𝜙

𝜕𝑧
�̂� 

 ارتفاع از دیسک مرکزی در دستگاه استوانه ای است 𝑧زاویه سمتی و  𝑧 ،𝜃فاصله شعاعی از محور  𝑟هستند که 

در یک مدل ساده جمله اختلالی )جمله مرتبه یک( زیر را برای بررسی دینامیک چرخش بازوهای کهکشان، به تابع پتانسیل اولیه 

 )جمله مرتبه صفر( اضافه می کنیم.

𝜙4(𝑟, 𝜃) = 𝐹 cos(𝐾𝑟 + 𝑚𝜃) 

 ثابت هستند. 𝑚و  𝐹 ،𝐾که در آن 

 بنابراین پتانسیل جدید دیسک به شکل زیر بازنویسی می شود.

𝜙 = 𝜙0(𝑟) + 𝜙4(𝑟, 𝜃) = 𝜙0(𝑟) + 𝐹 cos(𝐾𝑟 + 𝑚𝜃) 

 حرکت نداریم( 𝑧پس همانطور که انتظار داریم معادلات حرکت، باید به بفرم زیر باشند )در راستای 

{
𝑟(𝑡) = 𝑟0(𝑡) + 𝑟4(𝑡)

𝜃(𝑡) = 𝜃0(𝑡) + 𝜃4(𝑡)
 

را بنویسید. سپس با ساده کردن جملات مرتبه صفر، معادله  �̂�ب( با توجه به جمله اختلالی پتانسیل، معادله شتاب در راستای 

 باشد. جملات مرتبه یکدیفرانسیلی به دست آورید که فقط شامل 

دقت کنید که ابتدا باید با ساده  را بنویسید و سپس از دو طرف تساوی روی زمان انتگرال بگیرید. 𝜃ج( معادله شتاب در راستای 

 . برای سادگی، در نظر بگیرید کهباشد یک جملات مرتبهکردن جملات مرتبه صفر، معادله دیفرانسیلی بیابید که فقط شامل 
∂𝜙4

∂θ
 

 میل می کند. مقدار ثابتیپس از انتگرال گیری، به 
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د( با حل معادله دیفرانسیل قسمت )ب( و همچنین بهره گیری از قسمت )ج(، فاصله شعاعی ستاره برحسب زمان را که به شکل 

𝑟(𝑡) = 𝑟0(𝑡) + 𝑟4(𝑡) .است را بدست آورید 

 حل معادله دیفرانسیل زیر ممکن است مورد نیاز واقع شود.راهنمایی: 

𝑚�̈� + 𝑘𝑥 = 𝐹 sin(𝛼𝑡 + 𝛽) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡     (𝑘 > 0 , 𝜔 ≡ √
𝑘

𝑚
≠ 𝛼) 

→ 𝑥(𝑡) = 𝑐4 cos(𝜔𝑡 + 𝜓0) +
𝐹

𝑚(𝜔2 − 𝛼2)
sin(𝛼𝑡 + 𝛽) + 𝑐2 

 نیست. 𝜔و  𝑐4 ،𝑐2 ،𝜓0نیازی به محاسبه مقادیر 

𝜃(𝑡)ه( با حل معادله دیفرانسیل قسمت )ج(، زاویه سمتی ستاره که به شکل  = 𝜃0(𝑡) + 𝜃4(𝑡) .است را به دست آورید 

، مقدار تجمع 𝑟4(𝑡)نید که با زیاد و کم شدن دامنه جمله نوسانی اضافه شده بر اثر اختلال، استدلال ک 𝑟(𝑡)و( با بررسی تابع 

 حرکتی ستارگان در کمینه این امواج، چگونه تغییر می کند؟

سپس به صورت شهودی استدلال کنید که آیا مدل بالا می تواند شکل تجمعی بازو های کهکشان )تشکیل توده های پرستاره و 

 الی تر( را توجیه کند یا خیر؟نواحی خ

 می توانید از تصاویر زیر کمک بگیرید.راهنمایی: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( ۹7) دوره تابستانه سال 
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 مسائل مروری

 سوال بیست و سوم

 می نظر در زمان از مستقل و متقارن تابعی کهکشان، این در را پتانسیل تابع ابتدا .بگیرید نظر در دیسک شکل به را کهکشانی

 .گیریم

𝜙(𝑟, 𝛼, 𝑧, 𝑡) = 𝜙0(𝑟) 

 .هستند استوانهای مختصات دستگاه در شعاعی و ای زاویه ، عمودی های مولفه ترتیب به 𝑧 ، 𝛼 ، 𝑟 فوق ی رابطه در که

𝑅0⃗⃗⃗⃗⃗ی  اولیه ی فاصله در واحد جرم به را ستاره یک = (𝑟0,  .بگیرید نظر در کهکشان مرکز از  (0,0

 کهکشان دوران مرکز دور به  𝑟0شعاع  به و دایروی مداری در ستاره تا کنید تعیین ای بگونه را Ω⃗⃗⃗0ستاره  ای زاویه سرعت بردار( الف

 .)کنید بیان پتانسیل تابع مشتق و 𝑟0برحسب  را خود جواب( .کند

 کنیم اضافه زیر صورت به زمان به وابسته و نامتقارن ی جمله یک پتانسیل تابع به که کنید فرض اکنون

𝜙(𝑟, 𝛼, 𝑡) = 𝜙0(𝑟) + ϵ 𝜙4(𝑟, 𝛼, 𝑡) 

 فوق پتانسیل تحت را ستاره مدار شکل تغییر به مربوط معادلات خواهیم می اکنون .است بعد بی ثابت یک 𝜖رابطه  این در که

 .آوریم بدست

 دستگاه یک نیوتن دوم قانون برقراری فرض با و بنویسید ای استوانه مختصات دستگاه در را شتاب معادلات ستاره این برای )ب

 .آورید دست به )آنها مشتقات و( 𝜙0و  𝜙4توابع  برحسب ها آن و مشتقات 𝑟  ،𝛼برای  معادله

 .است استخراج قابل زیر فرم به پتانسیل تابع برحسب نیرو بردار ای استوانه مختصات دستگاه در که دانیم می

�⃗� = −
𝜕𝜙

𝜕𝑟
�̂� −

𝜕𝜙

𝑟𝜕𝜃
𝜃 −

𝜕𝜙

𝜕𝑧
�̂� 

از  منظور فوق ی رابطه در که
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
 ، در صورت ثابت بودن سایر متغیر ها است. 𝑥𝑖نسبت به متغیر  𝜙مشتق تابع  

 دور به دوران حال در شود، می 𝑡و  𝛼پارامترهای  به پتانسیل وابستگی به منجر که چگالی، تابع از بخش آن که کنید فرض اکنون

 .بیند می زمان از مستقل را کهکشان در پتانسیل تابع نتیجه در و چگالی تابع بنشیند، Ω𝑏�̂�ثابت  ای زاویه با سرعت کهکشان

 : که گفت توان می فرض این با

𝜙4(𝑟, 𝛼, 𝑡) = 𝜙4(𝑟, 𝛼 − Ω𝑏𝑡) ; 𝜃 = 𝛼 − Ω𝑏𝑡 

 .است دوار ناظر برای ای استوانه دستگاه در ای زاویه ی مولفه 𝜃 از منظور فوق ی رابطه در که

 بدست 𝜃و  𝑟برای  معادله دستگاه یک و کنید بازنویسی را )ب( بخش معادلات ، Ωbو  𝜃برحسب  𝛼گذاری  جای با اکنون) پ

 آورید.

 توان از کردن نظر صرف و 휀 بودن کوچک فرض اکنیم. ب حل 𝑟0 نزدیکی در هایی جواب برای را فوق معادلات خواهیم می حال

 : که گفت توان می آن بالای به های دو
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 مسائل مروری

𝑟(𝑡) = 𝑟0 + 𝜖𝑟4(𝑡) 

𝜃(𝑡) = 𝜃0(𝑡) + 𝜖𝜃4(𝑡) 

 توابعی هستند که باید تعیین شوند. 𝑟4(𝑡)  ،𝜃4(𝑡)  ،𝜃0(𝑡)فوق  روابط در که

 بازنویسی کنید. 𝜃0(𝑡)و  𝜃4(𝑡)و  𝑟4(𝑡)برحسب  را )پ( بخش معادلات( ت

 را تعیین کنید. 𝜃0(𝑡)، )ت( قسمت معادلات در 𝜖به  نسبت صفرم مرتبه جملات دادن قرار مساوی باث( 

بدست  𝜃4(𝑡)و  𝑟4(𝑡)برای  دیفرانسیل ی معادله 2 ،)ت( قسمت معادلات در 𝜖به  نسبت یکم مرتبه جملات دادن قرار مساوی باج( 

 آورید.

 .دهید قرار اکنون

𝜙4(𝑟, 𝜃) = 𝑓(𝑟) cos(𝑚𝜃) 

 یک ثابت صحیح مثبت می باشد. 𝑚است و  𝑟به  وابسته صرفا و پذییر مشتق معلوم، تابع یک 𝑓(𝑟)رابطه  این در که

,𝜙4(𝑟گذاری  جای باچ(  𝜃) ، به  نسبت مرتبه اولین تا را )ج( قسمت جواب𝜖 تابع  که دهید نشان و کنید ساده𝑟4(𝑡) در معادله 

 .کند می صدق ی زیر
 𝑟4̈(𝑡) + 𝑘0

2𝑟4(𝑡) = 𝑔(𝑡) 

 .کنید تعیین باید که هستند زمان به وابسته صرفا تابع یک و ثابت عدد یک ترتیب به 𝑔(𝑡)و  𝑘0فوق  ی رابطه در که

Ω𝑏دهید  قرار اکنون) ح = Ω0 برای  آمده بدست ی معادله جایگذاری این با و𝑟4(𝑡) این  شرایطی چه تحت .کنید تر ساده را

 دارد؟ پایدار جواب معادله

 .بگیرید نظر در را مقابل پتانسیل اکنون

𝜙 =
𝑣𝑚

2

2
ln(𝑟0

2 + 𝑟2) 

 یک ثابت مثبت است. 𝑣𝑚که 

تعیین  را ( 𝑟0نزدیکی  در دلخواه ی اولیه شرایط برای( 𝜃4(𝑡)و  𝑟4(𝑡)های  جواب ، )ح( شرط برقرار با و فوق پتانسیل برای) خ

 .کنید

 ( ۹3) دوره تابستانه سال 
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 مسائل مروری

 سوال بیست و چهارم

 .بگیرید نظر در )شعاع برابر در( ناچیز ضخامت و طویل بسیار شعاع با دیسک، یک شکل به کهکشانی زیر شکل مطابق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 کهکشان این پتانسیل تابع ناظر این .بگیرید نظر در را 𝑧 محور حول 𝛺0 ای زاویه سرعت با دوار و کهکشان مرکز بر منطبق ناظری

 .کند می مشاهده زیر صورت به و زمان از مستقل و متقارن را، عبارتی
𝜙 = 𝜙0 ln(𝑟

2 + 𝑟𝑐
2)   ;    𝑒𝑞𝑡. 4 

 مثبت ثابت و 𝑟𝑐 و 𝜙0 و کهکشان مرکز بر منطبق و )دوار( ای استوانه مختصات دستگاه در شعاعی بردار طول 𝑟 فوق عبارت در که

 .باشند می

 .بگیرید نظر در نالخت ناظر به نسبت (𝑟𝑠,𝜃𝑠) مختصات در را واحد جرم با ای ستاره زیر شکل مطابق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .بنویسید را دوار ناظر مختصات دستگاه در ستاره شتاب معادلات لخت، ناظر برای نیوتن دوم قانون برقراری فرض با( الف

, 𝑟𝑜) نقاطی مختصات فوق قسمت در آمده بدست معادلات به توجه با( ب 𝜃𝑜) تعادل حال در آنها در ستاره که کنید تعیین را 

 .بگیرد قرار

 .دهید توضیح بود؟ خواهد چگونه لخت ناظر دید از )دارد قرار تعادل حالت در دوار ناظر دید از که هنگامی( ستاره حرکت
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 مسائل مروری

𝑡 زمان در ستاره که کنید فرض اکنون =  اختلال دلیل به .دارد قرار اید کرده تعیین فوق قسمت در که تعادلی ی نقطه در و 0

 سرعت با که بیند معادله یک می فرم به را پتانسیل تابع ناظری پس این از و کند می تغییر پتانسیل تابع در کهکشان موجود های

 .کند دوران 𝑧محور  حول و زیر ای زاویه

Ω⃗⃗⃗ = (Ω0 + 𝜖 cos𝜔0𝑡) 
 .باشند می ثابت دو فوق عبارت در 𝜖و  𝜔0 که

 .بنویسد کهکشان مرکز بر منطبق دوار مختصات دستگاه در را ستاره حرکت معادلات) ج

,𝑟0) اش اولیه مکان به نسبت ستاره مختصات تغییرات 𝜃0)ترتیب به را𝛿𝑟(𝑡) و 𝛿𝜃(𝑡)نامیم می. 

 ساده کنید. 𝜖و مشتق هایشان را تا اولین مرتبه نسبت به  𝛿𝜃(𝑡)و  𝛿𝑟(𝑡)معادلات مربوط به  𝜖د( با فرض کوچک بودن 

 دارند؟ پایدار جواب فوق معادلات مساله، ثوابت بین شرطی چه تحت) ر

 .بیابید را𝛿𝜃(𝑡) و𝛿𝑟(𝑡) فوق شرط برقراری فرض با )ز

 .است برقرار زیر رابطه �⃗⃗� برداری کمیت هر تغییرات راهنمایی : برای

(
𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
)
𝑓

= (
𝑑�⃗⃗�

𝑑𝑡
)
𝑟

+ Ω⃗⃗⃗ × �⃗⃗� 

  Ω همچنین .باشند می دوار و لخت مختصات دستگاه به نسبت مشتق ی دهنده نشان ترتیب به 𝑟 و 𝑓 اندیس فوق رابطه در که

 .باشد می دوار دستگاه ای سرعت زاویه بردار

 ( ۹1) دوره تابستانه سال 
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 مسائل مروری

 سوال بیست و پنجم

ی کهکشانی را بررس قصد داریم ر حرکت ستارگان کهکشان پیدا کنیم.در این مساله قصد داریم تاثیر تجمع اجرام نقطه ای را ب

 ، 𝑀، هر یک به جرم جرم نقطه ای و سنگین 𝑁تعداد  پتانسیل آن از فرم دیسک کازمین تبعیت می کند؛ همچنین کنیم که

 اکنون  دوران می کنند. کهکشاندور مرکز  Ω𝑁با سرعت زاویه ای  منطبق بر دسیک و  𝑅𝑐ای مشترک به شعاع بر روی دایره

در فاصله برابر از یکدیگر قرار  کنید این جرم هامی خواهیم تاثیر اختلالی این اجرام را روی حرکت ستارگان بررسی کنیم. فرض 

 گرفته اند.

, 𝑅)( پتانسیل یک نقطه روی دیسک کهکشان به مختصات الف 𝜃 ,   𝑧و  𝜃و  𝑅) را به صورت تابعی از زمان بیابید. ( 0

 تصات استوانه ای هستند.(مولفه های دستگاه مخ

 نید.در این دستگاه باز نویسی ک پتانسیل را سپس ایستا باشد و( دستگاه مختصات مناسبی پیدا کنید که پتانسیل در آن ب

 .(یستننشان دهید این پتانسیل همسانگرد می باشد. )بدین معنا که در دستگاه مختصات جدید، پتانسیل تابعی از زاویه سمتی  (پ

با اعمال باشد،  رگان از مرکز بسیار کوچکنسبت به فاصله ستا 𝑅𝑐فرض کنید این اجرام در نزدیکی مرکز واقع شده باشند و  (ت

 تقریب مرتبه اول نسبت به 
 𝑅𝑐

𝑅′
 مولفه شعاعی دستگاه مختصات جدید می باشد.( ′𝑅) پتانسیل را مجددا باز نویسی کنید. ،

 پیدا کنید. 𝑅( را به صورت تابعی از 𝜅تاثیر اختلالی بر مدار ستارگان داشته باشند، فرکانس اپیسایکلی )( اگر پتانسیل این اجرام ث

 :  "پ"راهنمایی برای قسمت 

cos 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
 

سری تیلور ∶ 𝑓(𝑥) =∑𝑓(𝑛)(𝑥0)
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

بسط دو جمله ای نیوتون ∶ (𝑎 + 𝑏)𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
) 𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘 

𝑛

𝑘=0

=∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘 

𝑛

𝑘=0

 

 

 سوال بیست و ششم

می باشد. اگر شعاع هم چرخش  𝑣𝑐یک کهکشان دیسکی را در نظر بگیرید که سرعت مدار دایروی در سرتاسر دیسک ثابت و برابر 

(𝐶𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠 برابر )𝑅𝑐𝑜 دبلد داخلی و خارجی را پیدا کنید.باشد، شعاع لین 

 



 پیوست اول : پاسخنامه مثال ها
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 پاسخنامه مثال ها

 مثال اول :

𝑔(𝑟) = −
𝐺𝑀

𝑟2 ⇒ 𝑔(𝑢) = −𝐺𝑀𝑢
2 

⇒ جاگذاری در معادله بینه 
𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
+ 𝑢 =

𝐺𝑀

𝐿2
 

 معادله دیفرانسیل بالا معادله نوسانگر هماهنگ ساده است و که جواب آن به صورت زیر است:

𝑢(𝜃) = 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃0) +
𝐺𝑀

𝐿2  

 ثابتی اختیاری است که به مبدا وابسته است. 𝜃0ثابتی مثبت و  𝐶که 

 این معادله یک مقطع مخروطی را توصیف می کند که پارامتر های آن به صورت زیر هستند:

𝑟 =

𝐿2

𝐺𝑀
𝐶𝐿2

𝐺𝑀 𝑐𝑜𝑠
(𝜃 − 𝜃0) + 1

 

𝑒 =
𝐶𝐿2

𝐺𝑀
 

𝑎 =
𝐿2

𝐺𝑀(1− 𝑒2)
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 پاسخنامه مثال ها

 مثال دوم :

𝛷(𝑟) = −
𝐺𝑀

√𝑟2 + 𝑎𝑝2
⇒ |�⃗� 𝛷| = |

𝑑𝛷

𝑑𝑟
| =

𝐺𝑀𝑟

(𝑟2 + 𝑎𝑝2)
3
2
⁄

 

∶ نیروی وارد بر ذره    𝑚𝑔 = −𝑚�⃗� 𝛷 = −𝑚
𝑣2

𝑟
⇒ 𝑣2 =

𝐺𝑀𝑟2

(𝑟2 + 𝑎𝑃
2)

3
2
⁄

 

휀 =
1
2
𝑚𝑣2 +𝑚𝛷 =

1

2
𝑚

𝐺𝑀𝑟2

(𝑟2 + 𝑎𝑃
2)

3
2
⁄
−

𝐺𝑀𝑟

√𝑟2 + 𝑎𝑝2
 

=
𝐺𝑀𝑟

(𝑟2 + 𝑎𝑃
2)

3
2
⁄
(−
𝑟2

2
− 𝑎𝑃

2 ) 

⇒ 휀(𝑟) = −
𝐺𝑀𝑟

(𝑟2 + 𝑎𝑃
2 )

3
2

( 
𝑟2

2
+ 𝑎𝑃

2)  الف)

∶تکانه زاویه ای مدار دایروی  𝐿 = 𝑚𝑟𝑉 

⇒ 𝐿 =
𝑚√𝐺𝑀𝑟2

(𝑟2 + 𝑎𝑃
2 )

3
4

 الف)

 را به صورت زیر تعریف می کنیم : 𝑥پارامتر 

𝑥 ≡
𝑟

𝑎𝑝
⇒ 𝑣2 =

𝐺𝑀

𝑎𝑃

⏞
𝑣0
2

𝑥2

(1+ 𝑥2)
3
2
⁄
⇒ 𝑣2 = 𝑣0

2
𝑥2

(1+ 𝑥2)
3
2
⁄

 

 
𝑑(𝑣2)

𝑑𝑥
= 𝑣0

2 [
2𝑥

(1+ 𝑥2)
3
2
⁄
− 3

𝑥3

(1+ 𝑥2)
5
2⁄
] 

= 𝑣0
2

𝑥

(1+ 𝑥2)
5
2⁄
(2− 𝑥2) 

⇒ {

𝑑(𝑣)

𝑑𝑟
>   ,   𝑟 < √2𝑎𝑃

𝑑(𝑣)

𝑑𝑟
< 0 ,   𝑟 > √2𝑎𝑃

 ب){
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𝐿 = √𝐺𝑀𝑎𝑝

⏞      
𝐿0

 
𝑥2

(1+ 𝑥2)
3
2
⁄

 

𝑑𝐿

𝑑𝑥
= 𝐿0 [

2𝑥

(1+ 𝑥2)
3
4
⁄
−
3

2

𝑥3

(1+ 𝑥2)
7
4
⁄
] = 𝐿0

𝑥

(1+ 𝑥2)
7
4
⁄
(2+

𝑥2

2
) 

𝑥2 > 0  

𝑑𝐿

𝑑𝑥
> 0 

Ω =
𝑣

𝑟
⇒ Ω2 =

𝐺𝑀

𝑎𝑃3

⏞
Ω0

 
1

(1 + 𝑥2)
5
2
⁄
⇒ 
𝑑(Ω)

𝑑𝑥
= −Ω0  

5𝑥

(1+ 𝑥2)
7
2
⁄

 

𝑑Ω

𝑑𝑟
≤ 0 

 

 

 

 

 

 



 

67 
 

 پاسخنامه مثال ها

 مثال سوم :

 را به دست می آوریم: 𝜅2ابتدا 

−3
𝑔(𝑟0)

𝑟0
−
𝜕𝑔

𝜕𝑟
|
𝑟0

≡ 𝜅2 

𝑔(𝑟) = −
𝐺𝑀

𝑟2
⇒
𝜕𝑔

𝜕𝑟
= +2

𝐺𝑀

𝑟3
⇒

{
 
 

 
 𝑔(𝑟0) = −

𝐺𝑀

𝑟02

𝜕𝑔

𝜕𝑟
|
𝑟0

= +2
𝐺𝑀

𝑟03

 

⇒ 𝜅2 =
𝐺𝑀

𝑟3
= �̇�0

2
 

𝜅2 : بزرگ تر از صفر است پس خواهیم داشت 

𝛿𝑟(𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡 

 

𝑡 = 0 ∶  {
𝛿𝑟0 = 𝐴 = 0

     𝛿𝑟0̇ = 𝐵𝜅 = 𝑣0  ⇒ 𝐵 =
𝑣0 

𝜅

 

⇒ 𝛿𝑟(𝑡) =
𝑣0

𝜅
𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡 

�̇� =
𝜕𝜃

𝜕𝑡
=
𝐿

𝑟2
=

𝐿

(𝑟0 + 𝛿𝑟)2
≈
𝐿

𝑟02
(1− 2

𝑣0

𝜅𝑟0
𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡) 

𝜃(𝑡) = ∫
𝐿

𝑟02
(1− 2

𝑣0

𝜅𝑟0
𝑠𝑖𝑛 𝜅𝑡) 𝑑𝑡

𝑡

0

 

پس از انتگرال گیری بدست خواهیم آورد ⇒ 𝜃(𝑡) =
𝐿

𝑟02 (𝑡 + 2
𝑣0

𝜅2𝑟0
𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡) 

𝐿 = 𝑟2�̇� = 𝑟0
2�̇�0 ⇒

𝐿

𝑟02
= �̇�0 

⇒ 𝜃(𝑡) = �̇�0𝑡 + 2
𝑣0�̇�0

𝜅2𝑟0
𝑐𝑜𝑠 𝜅𝑡 = �̇�0𝑡 + 𝛿𝜃(𝑡) 

را به دست آوریم و  �̇�از پایستگی تکانه زاویه ای استفاده کردیم تا   𝛿𝑟(𝑡)همانطور که مشاهده کردید، پس از بدست آوردن 

شامل دو جمله است، یکی  𝜃را تابعی از زمان بدست آوردیم؛ نتیجه بدین صورت شد که  𝜃سپس روی زمان انتگرال گرفتیم و 

ه تنها ماهواره در راستای شعاعی حول همانند مدار دایروی و دیگری یک جمله اختلالی است، این نتیجه بدین معناست که ن

𝑟نقطه  = 𝑟0   نوسان می کند، بلکه در راستای مماسی نیز نوسان خواهد کرد، در ادامه نشان می دهیم که ذره پس از وارد

 شدن اختلال، روی یک بیضی به دور نقطع تعادل حرکت خواهد کرد.
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𝜅از آنجا که  = �̇�0  است می توانیم𝛿𝑟(𝑡)  : را به شکل زیر بنویسیم 

𝛿𝑟(𝑡) =
𝑣0

𝜅
𝑠𝑖𝑛 �̇�0𝑡 

�̇�0𝑡 =  𝜃 − 𝛿𝜃 ⇒ 𝑠𝑖𝑛 �̇�0𝑡 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 cos 𝛿𝜃 + cos 𝜃 sin 𝛿𝜃 

𝛿𝜃  ،𝑣0چون جمله 

𝜅𝑟0
دارد و   

𝑣0

𝜅𝑟0
 مرتبه اول است داریم: 

{
sin 𝛿𝜃 ≈ 𝛿𝜃
cos 𝛿𝜃 ≈ 1

 

⇒ 𝑠𝑖𝑛 �̇�0𝑡 ≈ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝛿𝜃 cos 𝜃 

⇒ 
𝑣0

𝜅
𝑠𝑖𝑛 �̇�0𝑡 =

𝑣0

𝜅
𝑠𝑖𝑛 𝜃 +

𝑣0

𝜅
𝛿𝜃 cos 𝜃 

𝑣0

𝜅
𝛿𝜃 :مرتبه دو است پس تقریبا برابر صفر است 

⇒ 𝑟(𝜃) = 𝑟0 +
𝑣0

𝜅
𝑠𝑖𝑛 𝜃 

همانطور که معادله نشان می دهد، مسیر جدید یک دایره است که مرکز ان به اندازه 
𝑣0

𝜅
  تغییر کرده است. 
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 مثال چهارم :

نیروی وارد بر ذره ∶   𝑚𝑔 = −𝑚�⃗� 𝛷 = −𝑚
𝑣2

𝑟
 

�⃗� 𝛷 =
𝑑𝛷

𝑑𝑟
= 𝛼𝑘𝑟−𝛼−1 ⇒ 𝑣2 = 𝑟

𝑑𝛷

𝑑𝑟
⇒ 𝑣2 = 𝛼𝑘𝑟−𝛼 

⇒ 𝑣2 = −𝛼 𝛷(𝑟)(الف 

𝑘휀 = 𝑘휀1 + 𝑘휀2 =
1

2
𝑚1𝑣1

2 +
1

2
𝑚2𝑣2

2 

انرژی جنبشی هر ذره   ∶  𝑘휀𝑖 = −
1
2
𝑚𝑖𝛼𝛷(𝑟𝑖) 

⇒ 휀𝑖 = 𝑚𝑖𝛷(𝑟𝑖) (1−
1

2
𝛼) 

⇒ 휀 = (1−
1

2
𝛼)(𝑚1𝛷(𝑟1) + 𝑚2𝛷(𝑟2)))ب 

𝐿 = 𝑚1𝑟1𝑣1 +𝑚2𝑟2𝑣2  ,   𝑣𝑖 = √𝑘𝛼𝑟𝑖
−𝛼
2  

⇒ 𝐿𝑖 = √𝑘𝛼 𝑚𝑟𝑖
1−
𝛼
2  

⇒ 𝐿 = √𝑘𝛼(𝑚1𝑟1
1−
𝛼

2 +𝑚2𝑟2
1−
𝛼

 ب((2

 دیفرانسیل کامل یک تابع چند متغیره به صورت زیر است:

𝛥𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝛥𝑥1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝛥𝑥2 +⋯+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
𝛥𝑥𝑛 

𝐿(𝑟1, 𝑟2) = √𝑘𝛼(𝑚1𝑟1
1−
𝛼
2 +𝑚2𝑟2

1−
𝛼
2) 

 تکانه زاویه ای کل تغییر نکند دیفرانسیل آن را برابر صفر قرار می دهیم. 𝑟2 و 𝑟1به منظور آن که با تغییر 

⇒ ∆𝐿 = √𝑘𝛼  (1−
𝛼

2
) (𝑚1𝑟1

−
𝛼
2∆𝑟1 +𝑚2𝑟2

−
𝛼
2∆𝑟2) = 0 

⇒ ∆𝑟1 = −
𝑚2

𝑚1
(
𝑟2
𝑟1
)
−
𝛼
2
∆𝑟2(ج 

𝛥휀 = (1−
1

2
𝛼)(𝑚1

𝜕𝛷(𝑟1)

𝜕𝑟1
∆𝑟1 +𝑚2

𝜕𝛷(𝑟2)

𝜕𝑟2
∆𝑟2) 
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𝜕𝛷(𝑟𝑖)

𝜕𝑟𝑖
= 𝛼𝑘𝑟𝑖

−(𝛼+1) 

⇒ ∆휀 = 𝑘𝛼(1−
𝛼

2
)(𝑚1𝑟1

−(1+𝛼)∆𝑟1 +𝑚2𝑟2
−(1+𝛼)∆𝑟2))د 

 همانطور که پیش تر به دست آوردیم تکانه زاویه ای مدار دایروی به شکل زیر است:

𝐿 = √𝑘𝛼 𝑚𝑟1−
𝛼
2  

𝜕𝐿(𝑟)

𝜕𝑟
= 𝑚√𝑘𝛼 (1−

𝛼

2
) 𝑟−

𝛼
2 ⇒ ∆𝐿 = 𝑚√𝑘𝛼 (1−

𝛼

2
) 𝑟−

𝛼
2∆𝑟 

∆𝐿

∆𝑟
> 0 ⇒ 1−

𝛼

2
> 0 ⇒ 𝛼 <  ه)2
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 مثال پنجم :

 با توجه به معادله داده شده داریم

Φ𝑒𝑓𝑓 =
1

2
(𝑐2 −

2𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑟

) (1+
𝐿2

𝑐2𝑟2
) 

Φ𝑒𝑓𝑓 =
1

2
[−

2𝐺𝑀𝐵𝐻𝐿
2

𝑐2𝑟3
+
𝐿2

𝑟2
−

2𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑟

+ 𝑐2] 

 برای آنکه ذره در تعادل باشد :

𝑑Φ𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑟
=

1

2
[
7𝐺𝑀𝐵𝐻𝐿

2

𝑐2𝑟4
−

2𝐿2

𝑟3
+

2𝐺𝑀𝐵𝐻

𝑟2
]
𝑟=𝑟0
→  = 0 

از 
2

𝑟04
در معادله بالا فاکتور می گیریم و آن را برابر صفر قرار می دهیم؛ با مقداری ساده سازی رابطه ای برای تکانه زاویه ای  

 بدست می آوریم 𝑟0مدار دایروی در شعاع 

3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

𝐿2 − 𝐿2𝑟0 + 𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0
2 = 0 ⇒ 𝐿2 =

𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0
2

𝑟0 −
3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

 

 پس مخرج کسر باید بزرگتر از صفر باشدبزرگتر از صفر است  𝐿2از آنجا که 

𝐿2 > 0 ⇒ 𝑟0 −
3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

> 0 ⇒ 𝑟0 >
3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

 الف)

با توجه به رابطه بالا تمام مدار های دایروی باید شعاعی بیشتر از
𝟑𝑮𝑴𝑩𝑯

𝒄𝟐
 داشته باشند. 

𝑑2Φ𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑟2
= −

12𝐺𝑀𝐵𝐻𝐿
2

𝑐2𝑟5
+

3𝐿2

𝑟4
−

2𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑟3

 

می دانیم مدار های برای مدار های دایروی پایدار شرط 
𝒅𝟐𝚽𝒆𝒇𝒇

𝒅𝒓𝟐
|
𝒓𝟎

>  برقرار است   𝟎

−
12𝐺𝑀𝐵𝐻𝐿

2

𝑐2𝑟05
+

3𝐿2

𝑟04
−

2𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑟03

> 0 

𝐿2(3𝑟0 −
12𝐺𝑀𝐵𝐻

𝑐2
) > 2𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0

2 

 کنیم:ای را از بخش الف جاگذاری میتکانه زاویه

3
𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0

2

𝑟0 −
3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

(𝑟0 −
4𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

) > 2𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0
2 

𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0
𝑟0را از دو طرف ساده کرده و  2 −

3𝐺𝑀𝐵𝐻

𝑐2
 کنیمرا در دوطرف ضرب می 

3𝑟0 −
12𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

> 2𝑟0 −
7𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

⇒ 𝑟0 >
7𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

 ب)
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 در بخش الف به دست آوردیم:

3𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐2

𝐿2 − 𝐿2𝑟0 + 𝐺𝑀𝐵𝐻𝑟0
2 = 0 

 عبارت بالا یک معادله درجه دو است که می توانیم با حل این معادله شعاع مدار دایروی ای با 

 را به ما می دهد. 𝐿تکانه زاویه ای 

𝑟0 =
𝐿2 ± √∆

2𝐺𝑀𝐵𝐻
 , ∆= 𝐿4 − 12(

𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐
)2𝐿2 

 برای آنکه معادله بالا جواب داشته باشد:

∆> 0 ⇒ 𝐿 > 2√3  
𝐺𝑀𝐵𝐻
𝑐

 ب)
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 :مثال ششم 

𝛷(𝑟) = −∫ 𝑔 ⋅ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗ =
𝑘

𝑛 + 1
𝑟𝑛+1 

𝛷𝑒𝑓𝑓(𝑟) =
𝑘

𝑛 + 1
𝑟𝑛+1 +

𝐿2

2𝑟2 ⇒
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
= 𝑘𝑟𝑛 −

𝐿2

𝑟3 

⇒
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
= 𝑛𝑘𝑟𝑛−1 + 3

𝐿2

𝑟4 

𝑟 = 𝑟0 ⇒
𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
|
𝑟0

= 0 ⇒ 𝑘𝑟0
𝑛 =

𝐿2

𝑟03 

⇒
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟2
|
𝑟0

= (𝑛 + 3)𝑘𝑟0𝑛−1 = (𝑛 + 3)𝑘𝑟0𝑛−1 

⇒ 𝜅2 = (𝑛 + 3)𝑘𝑟0𝑛−1)الف 

𝑛با توجه به نتیجه به دست آمده متوجه می شویم برای آنکه مدار دایروی پایدار وجود داشته باشد باید  >  باشد. 3−

𝑘𝑟0
𝑛 =

𝐿2

𝑟03 = 𝑟0�̇�0
2
⇒ �̇�0

2
= 𝑘𝑟0

𝑛−1 

𝑌

𝑋
=

2�̇�0

𝜅
=

2

√𝑛 + 3
 

{
 

 
𝑌

𝑋
< 1 ⇒ 𝑒 = √1− (

𝑌

𝑋
)2 = √1−

4

𝑛+3
⇒ 𝑒 = √

𝑛−1

𝑛+3
 ; 𝑛 > 1

𝑌

𝑋
> 1 ⇒ 𝑒 = √1− (

𝑋

𝑌
)2 = √1−

𝑛+3

4
⇒ 𝑒 =

√1−𝑛

2
 ; 𝑛 < 1

 ب(
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 مثال هفتم :

𝑔 = −∇⃗⃗ 𝛷 = −
𝜕𝛷

𝜕𝑅
�̂� −

1
𝑅

𝜕𝛷

𝜕𝜙
�̂� −

𝜕𝛷

𝜕𝑧
�̂� 

𝜕𝛷

𝜕𝑅
=

𝑣0
2

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

𝑅 ;  
𝜕𝛷

𝜕𝜙
= 0 ;  

𝜕𝛷

𝜕𝑧
=

𝑣0
2

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

𝑧

𝑞2 

𝑔 = −
𝑣0

2

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

(𝑅 �̂� +
𝑧

𝑞2  �̂� )(الف 

𝑧 = 0 ;  �̈� = 0 ⇒  𝑔𝑅|𝑅𝑔,0 = −
𝑣0

2

𝑅𝑔
= −

𝑣2

𝑅𝑔
⇒ 𝑣 = 𝑣0(ب 

𝛷(𝑅,+𝑧)از آنجا که در این تابع پتانسیل  = 𝛷(𝑅,−𝑧)  است پس به ذره ای که روی صفحه قرار دارد نیرویی وارد نمی

 شود

Φ𝑒𝑓𝑓(𝑅, 𝑧) =
𝑣0

2

2
ln (𝑅2 +

𝑧2

𝑞2) +
𝐿𝑧

2

2𝑅2 

⇒
𝜕Φ𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
=

𝑣0
2

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

𝑅 +
𝐿𝑧

2

𝑅3 ⇒
𝜕Φ𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅
|

𝑅𝑔,0

=
𝑣0

2

𝑅𝑔
−
𝐿𝑧

2

𝑅𝑔
3 ⇒ 𝐿𝑧 = 𝑅𝑔𝑣0 

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2
= 𝑣0

2(
1

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

− 2
𝑅2

(𝑅2 +
𝑧2

𝑞2)
2) + 3

𝑣0
2

𝑅2

𝑅=𝑅𝑔,𝑧=0

⇒      = 2
𝑣0

2

𝑅𝑔
2 

𝜕2Φ𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑅2 |
𝑅𝑔,0

= 2
𝑣0

2

𝑅𝑔
2 >  ج)0

 با توجه به نتیجه به دست آمده تمام مدار های دایروی پایدار اند.

𝜕𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧
=

𝑣0
2

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

𝑧

𝑞2 ⇒
𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2
=
𝑣0

2

𝑞2 (
1

𝑅2 +
𝑧2

𝑞2

−
2
𝑧2

𝑞2

(𝑅2 +
𝑧2

𝑞2)
2
) 

𝜕2𝛷𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧2 |
𝑅𝑔,0

=
𝑣0

2

𝑞2𝑅𝑔
2 ⇒ 𝜈 =

𝑣0

𝑞𝑅𝑔
 د)
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 مثال هشتم :

𝛷 =
𝑣0

2

2
ln (𝑅𝑐

2 + 𝑥2 +
𝑦2

𝑞2) = 𝑐𝑡𝑒. 

⇒ 𝑅𝑐
2 + 𝑥2 +

𝑦2

𝑞2 = 𝑐𝑡𝑒.⇒ 𝑥
2 +
𝑦2

𝑞2 = 𝑐𝑡𝑒 ⇒  الف) معادله توصیف کننده یک بیضی

 ب(

√𝑥2 + 𝑦2 ≪ 𝑅𝑐 ⇒ ln(𝑅𝑐
2 + 𝑥2 +

𝑦2

𝑞2) = ln

(

 
 
𝑅𝑐

2(1 +
𝑥2 +

𝑦2

𝑞2

𝑅𝑐
2 )

)

 
 
 ,
𝑥2 +

𝑦2

𝑞2

𝑅𝑐
2 ≪ 1 

𝑖𝑓 𝑢 ≪ 1 ∶ ln(1+ 𝑢) ≈ 𝑢 

⇒ 𝛷(𝑥, 𝑦) ≈
𝑣0

2

2𝑅𝑐
2 (𝑥

2 +
𝑦2

𝑞2)  ب) تابع پتانسیل در نزدیکی مرکز

∇⃗⃗ 𝛷 =
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 (𝑥 �̂� +

𝑦

𝑞2  �̂�) ⇒ 𝑔 = −
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 (𝑥 �̂� +

𝑦

𝑞2  �̂�) 

𝑎 = 𝑔 ⇒ �̈� �̂� + �̈� �̂� = −
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 (𝑥 �̂� +

𝑦

𝑞2  �̂�) ⇒

{
 
 

 
 �̈� +

𝑣0
2

𝑅𝑐
2 𝑥 = 0

�̈� +
𝑣0

2

𝑞2𝑅𝑐
2 𝑦 = 0

 

 تر حل آنها را بررسی کردیم.معادلات دیفرانسیل بالا همان معادلات نوسانگر هماهنگ هستند که پیش 

از حل معادله دیفرانسیل های بالا ∶  

{
 
 

 
 𝑥(𝑡) = 𝑋 cos(𝜔𝑥𝑡 − 𝛼);𝜔𝑥

2 =
𝑣0

2

𝑅𝑐
2

𝑦(𝑡) = 𝑌 cos(𝜔𝑦𝑡 − 𝛽) ;𝜔𝑦
2 =

𝑣0
2

𝑞2𝑅𝑐
2

 ب)

( می نامند، اگر پس از چند 𝐿𝑖𝑠𝑠𝑎𝑔𝑜𝑢𝑠 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑒)"لیساژور"خم توصیف کننده حرکت در مسیری به معادله بالا را، خم 

ه تناوب در یکی از راستا ها، نوسان در راستای دیگر نیز به پایان چرخه رسید، مسیر بسته خواهد بود. به عبارتی برای آنکه دور

گویا از هم باشند. یعنی  𝑦و  𝑥مسیر حرکت بسته باشد دوره تناوب ها در راستاهای 
𝜔𝑥

𝜔𝑦
= 𝑛  که𝑛 .عددی گویا باشد 

𝛿مسیر حرکت به ازای اختلاف فاز  = 𝛼 − 𝛽 =
𝜋

2
 در صفحه بعد رسم شده است: 𝑛برای چند  
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𝑛 =
3
2
 𝑛 =

1
2

 

  

𝑛 =
5
4
 𝑛 =

3
4
 

 
 ج(

𝑅 ≫ 𝑅𝑐 ⇒ 𝑥
2 + 𝑦2 ≫ 𝑅𝑐

2 ⇒ ln(𝑅𝑐
2 + 𝑥2 + 𝑦2) ≈ ln(𝑥2 + 𝑦2) ≈ 2 ln 𝑅 

⇒ 𝛷(𝑅) ≈ 𝑣0
2 ln 𝑅 ⇒ −∇⃗⃗ 𝛷 = −

𝑣0
2

𝑅
�̂� = −

𝑣2

𝑅
�̂� ⇒ 𝑣(𝑅) = 𝑣0 = 𝑐𝑡𝑒.  ج)
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 مثال نهم :

 بدست می آوریم:ابتدا معادله شتاب در دستگاه دوار را 

𝑎 = −∇⃗⃗ 𝛷 − �⃗� 𝑏 × (�⃗� 𝑏 × 𝑟 ) − 2�⃗� 𝑏 × 𝑣  

∇⃗⃗ 𝛷 =
𝑣0

2

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
(𝑥 �̂� +

𝑦

𝑞2  �̂�) , 𝑣 = (�̇� �̂� + �̇� �̂�) 

⇒ Ω⃗⃗ 𝑏 × 𝑣 = |
�̂� �̂� �̂�
0 0 Ω𝑏
�̇� �̇� 0

| = −Ω𝑏�̇� �̂� + Ω𝑏�̇� �̂� 

⇒ 𝑎 = −
𝑣0

2

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
(𝑥 �̂� +

𝑦

𝑞2  �̂�) + (𝑥 �̂� + 𝑦 �̂�)Ω𝑏
2 − 2Ω𝑏(−�̇� �̂� + �̇� �̂�) = �̈� �̂� + �̈� �̂� 

 شتاب را در جهت های مختلف تجزیه می کنیم و شروط نقاط لاگرانژ را بدست می آوریم: اکنون

{
  
 

  
 𝑎𝑥 = −

𝑣0
2

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
𝑥 + 𝑥Ω𝑏

2 − 2Ω𝑏�̇�

𝑎𝑦 = −

𝑣0
2

𝑞2

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
𝑦 + 𝑦Ω𝑏

2 − 2Ω𝑏�̇�

𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑖𝑎𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠
⇒              𝑎 , 𝑣 = 0 

 برای معادلات بالا دو جفت جواب وجود دارد: 

𝑣0
2

𝑥𝐿
2 +
𝑦𝐿

2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
𝑥𝐿 = 𝑥𝐿Ω𝑏

2  

{
 
 
 

 
 
 

𝑣0
2

𝑥𝐿
2 +
𝑦𝐿

2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
𝑥𝐿 = 𝑥𝐿Ω𝑏

2 ⇒ {
𝑥𝐿 = 0
𝑥𝐿 ≠ 0

𝑣0
2

𝑞2

𝑥𝐿
2 +
𝑦𝐿

2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
𝑦𝐿 = 𝑦𝐿Ω𝑏

2 ⇒ {
𝑦𝐿 = 0
𝑦𝐿 ≠ 0

 

𝑥𝐿اگر  = 0 : 

𝑥𝐿=0
⇒  

𝑣0
2

𝑞2

𝑦𝐿
2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
𝑦𝐿 = 𝑦𝐿Ω𝑏

2 ⇒ {

𝑦𝐿 = 0

𝑦𝐿 ≠ 0 ⇒
𝑣0

2

𝑞2 = Ω𝑏
2 𝑦𝐿

2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2Ω𝑏

2 ⇒ 𝑦𝐿 = ±√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑞

2𝑅𝑐
2 

 بدین صورت سه نقطه از نقاط لاگرانژی را بدست آوردیم.
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𝑦𝐿حال اگر  = 0 : 

𝑣0
2

𝑥𝐿
2 + 𝑅𝑐

2 𝑥𝐿 = 𝑥𝐿Ω𝑏
2 ⇒ {

𝑥𝐿 = 0

𝑥𝐿 ≠ 0 ⇒ 𝑣0
2 = Ω𝑏

2𝑥𝐿
2 + 𝑅𝑐

2Ω𝑏
2 ⇒ 𝑥𝐿 = ±√

𝑣0
2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2 

 دو نقطه دیگر را نیز پیدا کردیم.

 نقطه لاگرانژی برای این فرم پتانسیل وجود دارد: 5پس مجموعا 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝐿1: (√

𝑣0
2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2 , 0)

𝐿2: (−√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2 , 0)

𝐿3: (0,0)

𝐿4: (0,−√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑞

2𝑅𝑐
2)

𝐿5: (0,+√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑞

2𝑅𝑐
2)
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 مثال دهم :

 محاسبه می کنیم: 𝑦و  𝑥با توجه به تابع پتانسیل داده شده در مثال نهم، مشتقات اول و دوم تابع پتانسیل موثر را نسبت به 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥 =

𝑣0
2𝑥

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
− 𝑥Ω𝑏

2 ⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥 =
𝑣0

2

(𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2)

2 (−𝑥
2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2) − Ω𝑏

2

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦 =

𝑣0
2

𝑞2 𝑦

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2
− 𝑦Ω𝑏

2 ⇒ 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦 =

𝑣0
2

𝑞2

(𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2)

2 (−
𝑦2

𝑞2 + 𝑥
2 + 𝑅𝑐

2) − Ω𝑏
2

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦 =

2𝑣0
2

𝑞2 𝑥𝑦

𝑥2 +
𝑦2

𝑞2 + 𝑅𝑐
2

 

 دست آوردیم:با توجه به مختصاتی که برای نقاط لاگرانژ ب

𝐿1: (√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2 , 0) :𝐿2 و (−√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2 , 0) ⇒ 𝑥𝐿 = ±√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

𝑦𝐿 و 2 = 0 

⇒

{
 
 

 
 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 = 2

Ω𝑏
4

𝑣0
2 (−

𝑣0
2

Ω𝑏
2 + 𝑅𝑐

2)

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 = 0

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦−𝐿 = 0

  

 بدست آورده بودیم جاگذاری می کنیم: 𝜆اکنون نتایج بدست آمده را در معادله ای که برای 

𝜆4 + (𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 + 4Ω𝑏
2 ) 𝜆2 + 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 = 0 

⇒ 𝜆4 + (2
Ω𝑏

4

𝑣0
2 (−

𝑣0
2

Ω𝑏
2 + 𝑅𝑐

2) + 4Ω𝑏
2)𝜆2 = 0 ⇒ 𝜆2 = −2

Ω𝑏
4

𝑣0
2 (
𝑣0

2

Ω𝑏
2 + 𝑅𝑐

2) 

⇒ 𝜆 = ±𝑖√2(Ω𝑏
2 +

𝑅𝑐
2Ω𝑏

4

𝑣0
2 ) ⇒ 𝛼 ≡ √2(Ω𝑏

2 +
𝑅𝑐

2Ω𝑏
4

𝑣0
2 ) 

 موهومی به حقیقی و فرم سینوسی کسینوسی تبدیل می کنیم:با استفاده از فرمول اویلر می توانیم جواب معادله را از حالت 

⇒ {
𝜉(𝑡) = 𝑋1 cos(𝛼𝑡) + 𝑋2 sin(𝛼𝑡)

𝜂(𝑡) = 𝑌1 cos(𝛼𝑡) + 𝑌2 sin(𝛼𝑡)
 , 𝛼 = √2(Ω𝑏

2 +
𝑅𝑐

2Ω𝑏
4

𝑣0
2 )  

2√در تعادل پایدار هستند و در صورت آنکه دچار اختلال شوند، با فرکانس  𝐿2و  𝐿1بدین ترتیب نقاط  (Ω𝑏
2 +

𝑅𝑐
2Ω𝑏

4

𝑣0
2 ) 

 حول نقطه تعادل در دو راستا نوسان می کنند.
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 می پردازیم، مختصات این نقطه: 𝐿3اکنون به بررسی پایداری نقطه 

𝐿3: (0,0) 

⇒

{
 
 

 
 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 =

𝑣0
2

𝑅𝑐
2 −Ω𝑏

2

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 =
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 − Ω𝑏

2

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦−𝐿 = 0

 

 یم جاگذاری می کنیم:بدست آورده بود 𝜆اکنون نتایج بدست آمده را در معادله ای که برای 

𝜆4 + (
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 −Ω𝑏

2 +
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 − Ω𝑏

2 + 4Ω𝑏
2)𝜆2 + (

𝑣0
2

𝑅𝑐
2 − Ω𝑏

2)

2

= 0 

 معادله درجه دوم بالا را حل می کنیم:

𝜆2 =

−2 (
𝑣0

2

𝑅𝑐
2 + Ω𝑏

2 ) ± √4 (
𝑣0

4

𝑅𝑐
4 + Ω𝑏

4 +
2𝑣0

2Ω𝑏
2

𝑅𝑐
2 ) − 4 (

𝑣0
4

𝑅𝑐
4 + Ω𝑏

4 −
2𝑣0

2Ω𝑏
2

𝑅𝑐
2 )

2
 

⇒ 𝜆2 = −(
𝑣0

𝑅𝑐
± Ω𝑏)

2

⇒

{
 
 

 
 
𝜆1 = ±𝑖√(

𝑣0

𝑅𝑐
+ Ω𝑏)

2

⇒ 𝛼1 = √(
𝑣0

𝑅𝑐
+ Ω𝑏)

2

= (
𝑣0

𝑅𝑐
+ Ω𝑏)

𝜆2 = ±𝑖√(
𝑣0

𝑅𝑐
− Ω𝑏)

2

⇒ 𝛼2 = √(
𝑣0

𝑅𝑐
− Ω𝑏)

2

= |
𝑣0

𝑅𝑐
− Ω𝑏|

 

موهومی هستند، پس تعادل پایدار بوده و مجددا با استفاده از فرمول اویلر،   𝜆از آنجا که سری جواب های بدست آمده برای

 جواب های معادله را به فرم سینوسی کسینوسی می نویسیم:

{
𝜉(𝑡) = 𝑋1 cos(𝛼1𝑡 + 𝜙1) + 𝑋2 sin(𝛼2𝑡 + 𝜙2)

𝜂(𝑡) = 𝑌1 cos(𝛼1𝑡 + 𝜙1) + 𝑌2 sin(𝛼2𝑡 + 𝜙2)
 , {

𝛼1 = (
𝑣0

𝑅𝑐
+ Ω𝑏)

𝛼2 = |
𝑣0

𝑅𝑐
− Ω𝑏|

 

 بدست آوردیم: 𝐿5و  𝐿4اکنون به بررسی پایداری دو نقطه دیگر می پردازیم، با توجه به مختصاتی که برای نقاط 

𝐿4: (0,−√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2) :𝐿4 و  (0,+√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2) ⇒ 𝑥𝐿 = 0 , 𝑦𝐿 = ±√
𝑣0

2

Ω𝑏
2 − 𝑅𝑐

2 

{
 
 

 
 𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑥−𝐿 = 2

Ω𝑏
4

𝑣0
2 (−

𝑣0
2

Ω𝑏
2 + 𝑅𝑐

2)

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑦𝑦−𝐿 = 0

𝛷𝑒𝑓𝑓𝑥𝑦−𝐿 = 0
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⇒ 𝜆4 + 2
Ω𝑏

4

𝑣0
2 (
𝑣0

2

Ω𝑏
2 + 𝑅𝑐

2) 𝜆2 = 0 ⇒ 𝜆2 = −2
Ω𝑏

4

𝑣0
2 (
𝑣0

2

Ω𝑏
2 + 𝑅𝑐

2) 

⇒ 𝜆 = ±𝑖√2(Ω𝑏
2 +

𝑅𝑐
2Ω𝑏

4

𝑣0
2 ) ⇒ 𝛼 ≡ √2(Ω𝑏

2 +
𝑅𝑐

2Ω𝑏
4

𝑣0
2 ) 

 به حقیقی و فرم سینوسی کسینوسی تبدیل می کنیم:با استفاده از فرمول اویلر می توانیم جواب معادله را از حالت موهومی 

⇒ {
𝜉(𝑡) = 𝑋1 cos(𝛼𝑡) + 𝑋2 sin(𝛼𝑡)

𝜂(𝑡) = 𝑌1 cos(𝛼𝑡) + 𝑌2 sin(𝛼𝑡)
 , 𝛼 = √2(Ω𝑏

2 +
𝑅𝑐

2Ω𝑏
4

𝑣0
2 )  

2√نیز در تعادل پایدار هستند و در صورت آنکه دچار اختلال شوند، با فرکانس  𝐿5و  𝐿4بدین ترتیب نقاط  (Ω𝑏
2 +

𝑅𝑐
2Ω𝑏

4

𝑣0
2 ) 

 حول نقطه تعادل در دو راستا نوسان می کنند.
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 مثال یازدهم :

 از تعریف زاویه گام داریم:

cot 𝑖 = |𝑅
𝜕𝑓

𝜕𝑅
| 

𝑓 = 𝑓(𝑅) ⇒ cot 𝑖 = |𝑅
𝑑𝑓

𝑑𝑅
| 

𝑓(𝑅) = −
𝛼

𝑚
log𝑅 + 𝑐𝑡𝑒.⇒

𝑑𝑓

𝑑𝑅
= −

𝛼

𝑚 ln 10
1
𝑅
⇒ cot 𝑖 =

𝛼

𝑚 ln 10
= 𝑐𝑡𝑒. 
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o پیوست ریاضی اول : معادلات دیفرانسیل (𝐷𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 ∶ 𝐷𝐸) 

دانان  خود جلب کرده و همچنان ریاضیا به حل معادلات دیفرانسیل از گذشته های دور توجه ریاضی دانان برجسته ای ر

ای  با معادلات دیفرانسیل آشنا شویم و بر . در این پیوست قصد داریم تا در حدِ نیازبسیاری در این زمینه به فعالیت می پردازند

 چند معادله کاربردی در دینامیک کهکشان راه حل ارائه دهیم. ابتدا بیایید اندکی با کلیت معادلات دیفرانسیل آشنا شویم.

معادله دیفرانسیل چیست؟ پاسخ این سوال بسیار ساده است. هر معادله ای که شامل مشتق باشد یک معادله دیفرانسیل 

خواهد بود. پیش ار آنکه اقدام به حل یک معادله دیفرانسیل کنیم، لازم است که بدانیم با چه معادله دیفرانسیلی سر و کار 

 آشنا شویم. پایه ایو اصلِ و چند تعریف  داریم. بیایید اندکی با دسته بندی معادلات دیفرانسیل

 (:𝑷𝒂𝒓𝒕𝒊𝒂𝒍 𝑫𝑬دله دیفرانسیل با مشتقات جزئی )( و معا𝑶𝒓𝒅𝒊𝒏𝒂𝒓𝒚 𝑫𝑬معادلات دیفرانسیل معمولی )

یکی از مهم ترین دسته بندی های معادلات دیفرانسیل بر پایه آن است که مجهولِ مورد نظر تنها تابع یک متغیر است یا تابع 

اهد بود خو انسیل معمولیمجموعه ای از متغیر های مستقل است. اگر تابعِ مجهول تنها وابسته به یک متغیر باشد، معادله دیفر

 اما اگر تابعِ مجهول وابسته به چند متغیر مستقل باشد، معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی خواهد بود.

 (:𝑵𝒐𝒏𝒍𝒊𝒏𝒆𝒂𝒓 𝑫𝑬دیفرانسیل غیر خطی ) معادلات( و 𝑳𝒊𝒏𝒆𝒂𝒓 𝑫𝑬معادلات دیفرانسیل خطی )

 باشد، معادله دیفرانسیل خطی خواهد بود: 𝑦(𝑛)و .... و  ′𝑦و  𝑦در صورتی که معادله دیفرانسیل ترکیبی خطی از 

𝑎𝑛(𝑡)𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

 به عنوان مثال برای معادلات دیفرانسیل غیر خطی می توان حرکت یک آونگ ساده را در نظر گرفت:

 

 

 

 

 

 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 +
𝑔

𝐿
sin 𝜃 = 0 

sinاما در حد نوسانات کوچک ) 𝜃 ≈ 𝜃:به یک معادله دیفرانسیل خطی تبدیل خواهد شد ) 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 +
𝑔

𝐿
𝜃 = 0 

 

 

 مرتبه معادل دیفرانسیل 
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 به بالاترین درجه مشتق که در معادله دیفرانسیل پیدا می شود، مرتبه معادله دیفرانسیل می گویند؛ به طور مثال معادله 

𝑎𝑛(𝑡)𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

 اُم است. 𝑛یک معادله مرتبه 

 (:𝑵𝒐𝒏 𝒉𝒐𝒎𝒐𝒈𝒆𝒏𝒐𝒖𝒔( یا غیر همگن )𝑯𝒐𝒎𝒐𝒈𝒆𝒏𝒐𝒖𝒔معادلات دیفرانسیل همگن )

متفاوتی داشته باشد، اما برای معادلات دیفرانسیل خطی بدین صورت تعریف  عادلات دیفرانسیل می تواند معانیهمگنی در م

 می شود:

𝑎𝑛(𝑡)𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0 

 است. 𝑛معادله بالا یک معادله دیفرانسیل همگنِ خطیِ مرتبه 

 : 𝒏تعداد جواب های یک معادله دیفرانسیل همگن خطی مرتبه 

جواب مستقل خطی است. بدین معنا که این جواب ها مستقل از  𝑛، دارای 𝑛همگن خطی مرتبه یک معادله دیفرانسیل 

رت ترکیب خطی جواب های دیگر نوشت. )توضیحات بیشتر درمورد یکدیگر هستند و نمی توان یکی از این جواب ها را به صو

ریاضیات غرق شویم، به همین دلیل توضیح ترکیب خطی و مستقل خطی بودن و ... باعث خواهد شد تا بیش از حد نیاز در 

 بیشتری ارائه نخواهیم داد.( 

جواب می  𝑛را به صورت ترکیب خطی این  (𝑌) جواب عمومی این معادلهیکی از جواب های مستقل معادله باشد،  𝑦𝑖اگر 

 نویسیم:

𝑌 =∑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

در این جزوه عموما با معادلات دیفرانسیل درجه دوم رو به رو هستیم، از این رو قصد داریم تا اندکی آن ها را بررسی کرده و 

 راه حل چند نمونه پرکاربرد را ارائه دهیم.

 معادله دیفرانسیل همگن خطی مرتبه دوم با ضرایب ثابت: 

 این معادله را می توان به فرم زیر نوشت:

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 

برای حل این معادل ابتدا پاسخی به فرم نمایی را در معادله قرار می دهیم تا متوجه باشد.(  0باید مخالف  𝑎)بدیهی است که 

 شویم که آیا پاسخ معادله می تواند به این فرم باشد یا نه.

𝑦 = 𝑒𝜆𝑡 ⇒ 𝑦′ = 𝜆𝑒𝜆𝑡 ⇒ 𝑦′′ = 𝜆2𝑒𝜆𝑡 

⇒ (𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐)𝑒𝜆𝑡 = 0 

𝑎𝜆2در صورتی که  + 𝑏𝜆 + 𝑐  برابر صفر باشد معادله بالا برقرار خواهد بود و در نتیجه فرم نمایی می تواند پاسخ معادله

 باشد.
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𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝜆 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑦1در نتیجه هریک از توابع  = exp
−𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
𝑦2و   = exp

−𝑏−√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
می توانند پاسخی از معادله باشند،  

ین دو تابع از یکدیگر مستقل خطی هستند، از طرفی چون معادله مرتبه دوم است پس باید انتظار داشته باشیم دو همچنین ا

 جواب مساقل خطی پیدا کنیم که پیدا کرده ایم، پس پاسخ عمومی معادله به صورت زیر خواهد بود:

𝑦(𝑡) = 𝑐1 exp(
−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
𝑡) + 𝑐2 exp(

−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎

𝑡) 

𝑎𝜆2در صورتی که ریشه های معادله  + 𝑏𝜆 + 𝑐 = موهومی باشند، می بایست از فرمول اویلر استفاده کنیم تا جواب را  0

 به صورت حقیقی بنویسیم:

𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 ⇒ √𝑏2 − 4𝑎𝑐 = √−(4𝑎𝑐 − 𝑏2) = 𝑖√4𝑎𝑐 − 𝑏2 

−
𝑏

2𝑞
≡ 𝑞 , √4𝑎𝑐 − 𝑏2 ≡ 𝛾 ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝑒𝑞𝑡(𝑐1𝑒

𝑖𝛾𝑡 + 𝑐2𝑒
−𝑖𝛾𝑡)  

فرمول اویلر ∶ 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

⇒ 𝑦(𝑡) = 𝑒𝑞𝑡[(𝑐1 + 𝑐2) cos 𝛾𝑡 + 𝑖(𝑐1 − 𝑐2) sin 𝛾𝑡] 

قی حقییک شرایط آنجا که این معادله از در صورتی که شرایط اولیه مساله ما حقیقی باشند و جزء موهومی نداشته باشند،  

 می توان نتیجه گرفت که ضرایب آن نیز باید حقیقی باشند: ، پس نباید جز موهومی داشته باشد.است

⇒ {
𝑐1 + 𝑐2 ∈ ℝ
𝑐1 + 𝑐2 ∈ ℝ

 

 را می توان به صورت اعداد مختلط نشان داد: 𝑐2و  𝑐1ثوابت 

{
𝑐1 = 𝑘1 + 𝑖𝑘′1
𝑐2 = 𝑘2 + 𝑖𝑘′2

⇒ {
𝑐1 + 𝑐2 = (𝑘1 + 𝑘2) + 𝑖(𝑘

′
1 + 𝑘

′
2) ∈ ℝ

𝑖(𝑐1 − 𝑐2) = 𝑖(𝑘1 − 𝑘2) − (𝑘
′
1 − 𝑘

′
2) ∈ ℝ

 

𝑐1از آنجا که  + 𝑐2  و𝑐1 − 𝑐2 :باید عضو اعداد حقیقی باشند 

{
𝑖(𝑘′1 + 𝑘

′
2) = 0 ⇒ 𝑘′1 = −𝑘′2 = 𝑘′

𝑖(𝑘1 − 𝑘2) = 0 ⇒ 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘
 

⇒ {
𝑐1 = 𝑘 + 𝑖𝑘

′

𝑐2 = 𝑘 − 𝑖𝑘
′ 

 نتیجه:در 

𝑦(𝑡) = 𝑒𝑞𝑡(𝐴 cos 𝛾𝑡 + 𝐵 sin 𝛾𝑡) 

𝑞به ازای  در صفحه بعد حل این معادله را = 0  ،𝛾 = , 𝑞و  0 𝛾 ≠  مشاهده می کنید. 0
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 دادیم ممکن است در شرایطی خاص، کافی نباشد. در صورتی که دلتایِ معادله درجه دوپاسخی که پیش تر ارائه 

 𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐 =  برابر صفر باشد، ما تنها یک جواب داریم، اما می دانیم که معادله ما دو جواب مستقل خطی دارد. 0

نیز پاسخ معادله نیز خواهد بود، با ایده گیری از همین مساله،  𝑦1بک جواب معادله باشد، ضریب ثابتی از  𝑦1در صورتی که 

 پیدا کردن جواب دوم یک جواب دیگر به فرمبرای 

𝑦 = 𝜈(𝑡)𝑦1 = 𝜈𝑒
𝜆𝑡 

𝜆است؛ همچنین  𝑡ثابت نیست و تابعی از  𝜈(𝑡)را امتحان می کنیم که در آن  = −
𝑏

2𝑎
 . 

⇒ 𝑦′ = 𝜈′𝑒𝜆𝑡 + 𝜆𝜈𝑒𝜆𝑡 ⇒ 𝑦′′ = 𝜈′′𝑒𝜆𝑡 + 2 𝜆𝜈′𝑒
𝜆𝑡
+ 𝜆2𝜈𝑒𝜆𝑡  

𝑏2 = 4𝑎𝑐 ⇒ (𝑎𝜈′′ + 2 𝑎𝜆𝜈′ + 𝑎𝜆2𝜈 + 𝑏𝜈′ + 𝑏𝜆𝜈 + 𝑐𝜈)𝑒𝜆𝑡 = 0 

⇒= (𝑎𝜈′′ − 𝑏𝜈′ +
𝑏2

4𝑎
𝜈 + 𝑏𝜈′ −

𝑏2

2𝑎
𝜈 +

𝑏2

4𝑎
𝜈) 𝑒𝜆𝑡 = 0 ⇒ 𝑎𝜈′′𝑒𝜆𝑡 = 0 

 باشد، معادله بالا صادق خواهد بود: 0برابر با  ′′𝜈در صورتی که 

𝜈′′ = 0 ⇒ 𝜈(𝑡) = 𝑐1𝑡 + 𝑐2 

⇒ 𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑡𝑒
𝜆𝑡 + 𝑐2𝑒

𝜆𝑡 

 

 

𝑦 

𝑡 

𝑦 = 𝑒−𝑞𝑡 

𝑦 = 𝑒−𝑞𝑡 cos 𝛾𝑡 

𝑦 = cos 𝛾𝑡 
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 در نتیجه جواب معادله بدین صورت خواهد بود:

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ +
𝑏2

4𝑎
𝑦 = 0 ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝐴𝑡𝑒−

𝑏
2𝑎𝑡 + 𝐵𝑒−

𝑏
2𝑎𝑡 

 معادله بالا به ازای چند حالت مختلف را در شکل زیر مشاهده می کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 معادله دیفرانسیل ناهمگن خطی مرتبه دوم با ضرایب ثابت: 

 این معادله به صورت زیر است:فرم کلی 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑡) 

آنها را مطرح و برای آنها اثباتی ارائه می  در ادامه ی کنیم به چند قضیه قضیه نیاز داریم کهبرای آنکه حل این معادلات را بررس

 دهیم.

دو جوابِ یک معادله دیفرانسیل ناهمگنِ خطی باشند، اختلاف آن ها پاسخ معادله همگنِ مربوطه  𝑌2و  𝑌1اگر قضیه اول: 

 خواهد بود.

 اثبات قضیه اول:

 به صورت  معادله دیفرانسیل ناهمگنِ خطیفرم کلی 

𝑎𝑛(𝑡)𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

 می باشد و معادله همگنِ مربوطه به صورت 

𝑎𝑛(𝑡)𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0 

 خواهد بود.

 

 پاسخ های معادله ناهمگن مربوطه هستند. در نتیجه: 𝑌2و   𝑌1می دانیم 

𝑦 

𝑡 
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{
𝑎𝑛(𝑡)𝑌1

(𝑛)
+ 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑌1

(𝑛−1)
+⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑌1 = 𝑔(𝑡)

𝑎𝑛(𝑡)𝑌2
(𝑛)
+ 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑌2

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑌2 = 𝑔(𝑡)
 

 اگر دو معادله بالا را از یکدیگر تفریق کنیم:

⇒ 𝑎𝑛(𝑡)(𝑌2 − 𝑌1)
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)(𝑌2 − 𝑌1)

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)(𝑌2 − 𝑌1) = 𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑡) = 0 

𝑌2 − 𝑌1 ≡ 𝑦𝐻(𝑡) 

⇒ 𝑎𝑛(𝑡)𝑦𝐻
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦𝐻

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎0(𝑡)𝑦𝐻 = 0 

 است، پاسخ معادله ناهمگن مربوطه خواهد بود. 𝑌2و  𝑌1که اختلاف دو تابع  𝑦𝐻در نتیجه 

 پس در حالت کلی، جواب یک معادله دیفرانسیل غیر همگن خطی را می توان به صورت 

𝑦(𝑡) =∑𝑐𝑖𝑦𝐻𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

+ 𝑌 

 معادله ناهمگن است.یک پاسخ  𝑌ها پاسخ های معادله همگن بوده و   𝑦𝑖نوشت که 

𝑦𝐻به عبارت  ≡ ∑ 𝑐𝑖𝑦𝐻𝑖(𝑡)
𝑛
𝑖=1  که پاسخ معادله به ازای𝑔(𝑡) = می یا جواب همگن است، جواب عمو 0

(𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑜𝑢𝑠 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 و به )𝑌 ( جواب خصوصی𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛.می گویند ) 

 بیایید با یک مثال ساده شروع کنیم. 

  ضرایب ثابت معادله دیفرانسیل مرتبه دومِ ناهمگنِ خطی با𝑔(𝑡) = 𝐴𝑒𝑟𝑡 : 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝐴𝑒𝑟𝑡 

 را به عنوان جواب خصوصی امتحان می کنیم: 𝐶𝑒𝑟𝑡از آنجا که مشتقات تابع نمایی ضرایبی از خود خود آن هستند، تابع 

𝑌 = 𝐶𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑦′ = 𝐶𝑟𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑦′′ = 𝐶𝑟2𝑒𝑟𝑡 

⇒ 𝐶(𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐)𝑒𝑟𝑡 = 𝐴𝑒𝑟𝑡 

𝐶درصورتی که  =
𝐴

𝑎𝑟2+𝑏𝑟+𝑐
 برقرار باشد، جواب خصوصی معادله به صورت زیر خواهد بود: 

⇒ 𝑌 =
𝐴

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐
𝑒𝑟𝑡 

 اما  در یک حالت خاص، معادله بالا جواب معادله دیفرانسیل نخواهد بود، در صورتی که

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

یز باشد، پس باید یک فرم دیگر را به پاسخ معادله دیفرانسیل همگن است، پس نمی تواند پاسخ معادله ناهمگن ن 𝐶𝑒𝑟𝑡آنگاه 

 عنوان پاسخ امتحان کنیم

𝑌 = 𝐶𝑡𝑒𝑟𝑡 ⇒ 𝑌′ = 𝐶𝑒𝑟𝑡(1+ 𝑟𝑡) ⇒ 𝑌′′ = 𝐶𝑒𝑟𝑡(2𝑟 + 𝑟2𝑡) 

⇒ (2𝑎𝑟 + 𝑏 + (𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐)𝑡)𝐶𝑒𝑟𝑡 = 𝐴𝑒𝑟𝑡 
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𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝐶 =
𝐴

2𝑎𝑟 + 𝑏
 

 در نتیجه جواب خصوصی معادله به صورت زیر خواهد بود:

𝑌 =
𝐴

2𝑎𝑟 + 𝑏
𝑡𝑒𝑟𝑡 

 

 اکنون قضیه دوم را بررسی می کنیم.

معادله  𝑛عبارت جداگانه باشد، معادله را می توان به  𝑛در معادله ناهمگن، مجموع  𝑔(𝑡)در صورتی که تابع : قضیه دوم

 مجزا تقسیم کرد و هریک را جداگانه بررسی کرد.

 اثبات قضیه دوم:

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑡) =∑𝑔𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

 :نظر بگیریددر  𝑌𝑖جواب خصوصی معادله زیر را 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐 = 𝑔𝑖(𝑡) 

 اگر تابعیت زیر را در معادله دیفرانسیل اصلی قرار دهیم در می یابیم که می تواند جواب معادله باشد:

𝑦 = 𝑦𝐻 +∑𝑌𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

⇒ 𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = (𝑎𝑦𝐻
′′ + 𝑏𝑦𝐻

′ + 𝑐𝑦𝐻) +∑(𝑎𝑌𝑖
′′ + 𝑏𝑌𝑖

′ + 𝑐𝑌𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 0+∑𝑔𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

 

پس می توان نتیجه گرفت که معادله دیفرانسیل اصلی را می توان ابتدا به چند زیرمسئله تقسیم کرد، هر یک را جداگانه حل 

 کرد و سپس جواب های خصوصی را باهم جمع کرد.

 اکنون با استفاده از قضیه دوم و مثال قبل، یک مثال بسیار مهم را بررسی می کنیم.

  ضرایب ثابت معادله دیفرانسیل مرتبه دومِ ناهمگنِ خطی با𝑔(𝑡) = 𝐴 cos𝜔𝑡  : 

𝑐𝑜𝑠با استفاده از معادله اویلر می توانیم  𝜔𝑡 .به فرم نمایی تبدیل کنیم 

cos𝜔𝑡 =
𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 =
𝐴

2
𝑒𝑖𝜔𝑡 +

𝐴

2
𝑒−𝑖𝜔𝑡 

 را به دو زیر مسئله تقسیم کنیم و آنها را حل کنیم.با استفاده از قضیه دوم، می توانیم مسئله 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 =
𝐴

2
𝑒𝑘𝑟𝑡 , 𝑘 = +1 𝑜𝑟 − 1, 𝑟 = 𝑖𝜔 



 

011 
 

 پیوست ریاضی

 حل این معادله دیفرانسیل را در مثال قبل بررسی کردیم.

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = (𝑐 − 𝑎𝜔2) + 𝑖𝑘𝑏𝜔 

𝑏)مگر در حالت نخواهد بود 0برابر از آنجا که عبارت بالا دارای یک جزء موهومی و یک جزء حقیقی است، هیچ گاه  = و  0

𝑐 = 𝑎𝜔):پس جواب خصوصی معادله به صورت زیر خواهد بود ، 

𝑌 =

𝐴
2

(𝑐 − 𝑎𝜔2) + 𝑖𝑘𝑏𝜔
𝑒𝑖𝑘𝜔𝑡 =

𝐴
2

(𝑐 − 𝑎𝜔2) + 𝑖𝑘𝑏𝜔

(𝑐 − 𝑎𝜔2) − 𝑖𝑘𝑏𝜔

(𝑐 − 𝑎𝜔2) − 𝑖𝑘𝑏𝜔
 𝑒𝑖𝑘𝜔𝑡 

⇒ 𝑌 =

𝐴
2

(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2 ((𝑐 − 𝑎𝜔
2) − 𝑖𝑘𝑏𝜔)𝑒𝑖𝑘𝜔𝑡 

 خصوصی هر یک از معادلات به صورت زیر خواهد بود: در نتیجه جواب

{
 
 

 
 
𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 =

𝐴

2
𝑒𝑖𝜔𝑡 ⇒ 𝑌+ =

𝐴
2

(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2 ((𝑐 − 𝑎𝜔
2) − 𝑖𝑏𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 =
𝐴

2
𝑒−𝑖𝜔𝑡 ⇒ 𝑌− =

𝐴
2

(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2 ((𝑐 − 𝑎𝜔
2) + 𝑖𝑏𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑡

 

 اصلی، جمع دو معادله بالا خواهد بود:از قضیه دوم دریافتیم که جواب خصوصی معادله دیفرانسیل 

⇒ 𝑌 = 𝑌+ + 𝑌− =

𝐴
2

(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2 [((𝑐 − 𝑎𝜔
2) − 𝑖𝑏𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡 + ((𝑐 − 𝑎𝜔2) + 𝑖𝑏𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑡] 

 اکنون با توجه به فرمول اویلر، عبارت درون کروشه را مجددا بازنویسی می کنیم:

[((𝑐 − 𝑎𝜔2) − 𝑖𝑏𝜔)(cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡 ) + ((𝑐 − 𝑎𝜔2) + 𝑖𝑏𝜔)(cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡 )] 

 با ساده سازی عبارت بالا مشاهده می کنیم که جزء موهومی معادله حذف خواهد شد و تنها جزء حقیقی باقی خواهد ماند:

⇒ 2(𝑐 − 𝑎𝜔2) cos𝜔𝑡 + 2𝑏𝜔 sin𝜔𝑡 

 در نتیجه می توان جواب خصوصی را به فرم زیر نوشت:

𝑌 =
𝐴

√(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
[

(𝑐 − 𝑎𝜔2)

√(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
cos𝜔𝑡 +

𝑏𝜔

√(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
sin𝜔𝑡] 

 اگر ضرایب جمله سینوسی و کسینوسی را در عبارت بالا به صورت زیر تعریف کنیم، به فرم ساده تری از جواب خواهیم رسید:

(𝑐 − 𝑎𝜔2)

√(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
≡ cos 𝛿 ,

𝑏𝜔

√(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
≡ sin 𝛿 ⇒ tan 𝛿 =

𝑏𝜔

𝑐 − 𝑎𝜔2 

⇒ 𝑌 =
𝐴

√(𝑐 − 𝑎𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
cos(𝜔𝑡 − 𝛿) , tan 𝛿 =

𝑏𝜔

𝑐 − 𝑎𝜔2 
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معادله دیفرانسیلی که بررسی کردیم برای توصیف حرکت یک نوسانگر که علاوه بر نیروی اصطکاک، یک نیروی خارجی 

  متناوب نیز به آن وارد می شود به کار می رود.

 تعریف کنیم:اگر دامنه نوسان را به صورت زیر 

𝑌 ≡ 𝐷 cos(𝜔𝑡 − 𝛿)

𝑐

𝑎
≡𝜔0

2

⇒   𝐷 =

𝐴
𝑎

√(𝜔0
2 − 𝜔2)2 + (

𝑏2

𝑎2) 𝜔
2

 

. همانطور که مشاهده می کنید مختلف رسم شده است 𝑏و  𝑎، به ازای چند  𝜔بر حسب  (𝐷) دامنه نوساندر نمودار بالا، 

برای هر یک از 
𝑏

𝑎
وجود دارد که در آن دامنه نوسان به بیشینه خود می رسد، به عبارتی در صورتی که نیروی  𝜔ها، یک  

می نامیم و به ( 𝑹𝒆𝒔𝒐𝒏𝒂𝒏𝒄𝒆) تشدید. این پدیده را خارجی با این فرکانس اعمال شود، دامنه نوسانگر بیشینه خواهد بود

𝜔𝑅فرکانسی که در آن تشدید رخ می دهد، فرکانس تشدید ) ∶ 𝑅𝑒𝑠𝑜𝑛𝑎𝑛𝑡 𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦.می گویند ) 

(
𝑑𝐷

𝑑𝜔
)
𝜔=𝜔𝑅

= 0 ⇒
𝐴

[(𝜔0
2 − 𝜔2)2 + (

𝑏2

𝑎2)𝜔
2]

3
2

[−4(𝜔0
2 − 𝜔𝑅

2 )𝜔𝑅 + 2(
𝑏2

𝑎2)𝜔𝑅] = 0 

⇒ 𝜔𝑅 = √𝜔0
2 −

2𝑏2

𝑎2  

 

𝐷 

𝜔 𝜔1 

𝑏

𝑎
= 1.19 

𝑏

𝑎
= 1.11 

𝑏

𝑎
= 1.11 

𝑏

𝑎
= 1.01 
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𝑏اما در حالتی که  = 𝜔0و  0 = 𝜔 باشد، باید از جواب خصوصی ای را که در معادله دیفرانسیل قبلی و به ازای 

 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 =  پس معادله دیفرانسیلی که با آن رو به رو هستیم به فرم زیر است: بدست آوردیم استفاده کنیم.  0

𝑦′′ + 𝜔0
2𝑦 =

𝐴

𝑎
cos𝜔0𝑡 

cos𝜔0𝑡 =
𝑒𝑖𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑖𝜔0𝑡

2
⇒ 𝑦′′ + 𝜔0

2𝑦 =
𝐴

2𝑎
𝑒𝑖𝑘𝜔0𝑡 , 𝑘 = +1 𝑜𝑟 − 1 

 برابر خواهد بود با:با توجه به معادله دیفرانسیل پیشین، جواب خصوصی این معادله 

𝑌 =

𝐴
4

 𝑎𝑖𝑘𝜔0
𝑡𝑒𝑖𝑘𝜔0𝑡 ⇒

{
 
 

 
 
𝑌+ =

𝐴
4
𝑖𝑎𝜔0

𝑡𝑒𝑖𝜔0𝑡

𝑌− = −

𝐴
4
𝑖𝑎𝜔0

𝑡𝑒−𝑖𝜔0𝑡

⇒ 𝑌 = 𝑌+ + 𝑌− 

 با استفاده از فرمول اویلر به فرم مثلثاتی بر می گردیم:

𝑌 =

𝐴
4
𝑖𝑎𝜔0

𝑡[(cos𝜔0𝑡 + 𝑖 sin𝜔0𝑡) − (cos𝜔0𝑡 − 𝑖 sin𝜔0𝑡)] =

𝐴
4
𝑖𝑎𝜔0

𝑡 × 2𝑖 sin𝜔0𝑡 

⇒ 𝑌 =
𝐴

2𝑎𝜔0
𝑡 sin𝜔0𝑡 

 این معادله دیفرانسیل به ازای حالت های مختلف به صورت زیر خواهد بود: جواب خصوصیپس 

𝑦′′ +
𝑏

𝑎
𝑦′ + 𝜔0

2𝑦 = 𝐴 cos𝜔0𝑡 

{
 
 

 
 
𝑌 =

𝐴
𝑎

√(𝜔0
2 − 𝜔2)2 + (

𝑏
𝑎𝜔)

2
cos(𝜔𝑡 − 𝛿) , tan 𝛿 =

𝑏
𝑎
𝜔

𝜔0
2 − 𝜔2

𝑏 = 0 , 𝜔 = 𝜔0 ;  𝑌 =
𝐴

2𝑎𝜔0
𝑡 sin𝜔0𝑡

  

 

 

معادلات دیفرانسیل شاخه بسیار بسیار گسترده ای از ریاضیات است که در این پیوست تلاش کردم تا حد نیاز به آن بپردازم. 

" معادلات دیفراتسیل بویس"برای مطالعه بیشتر درمورد معادلات دیفرانسیل می توانید به کتاب 

"Elementary Differential Equations by Boyce" .مراجعه کنید 
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 پیوست ریاضی

o : پیوست ریاضی 

 :  بسط تیلور برای یک تابع چند متغیره به شکل زیر است

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0 , 𝑦0) + (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑥0 ,𝑦0

(𝑥 − 𝑥0) + (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥0 ,𝑦0

(𝑦 − 𝑦0) 

+
1
2
[(
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2)
𝑥0 ,𝑦0

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2)
𝑥0 ,𝑦0

(𝑦 − 𝑦0)
2 + ((

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
))

𝑥0 ,𝑦0

+ (
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
))

𝑥0 ,𝑦0

)(𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0)] 

+⋯ 

توجه داشته باشید که اگر مشتقات جزئی 
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
و   (

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,𝑥0)در نقطه   ( 𝑦0)  پیوسته باشند، آنگاه باهم برابر خواهند

 بود :

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) + 

1
2
[𝑓𝑥𝑥(𝑥 − 𝑥0)

2 + 2𝑓𝑥𝑦(𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0) + 𝑓𝑦𝑦(𝑦 − 𝑦0)
2] + ⋯ 
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 در ادامه به معرفی منابع مفید برای دینامیک کهکشان، علی الخصوص اختلال خواهیم پرداخت: 

Galaxies in the universe: an introduction – L S. Sparke and J. S. Gallagher III 

Galactic Dynamics – James Binney and Scott Tremaine 

Dynamics of Galaxies – Giuseppe Bertin 

An introduction to modern Astrophysics – Bradley W. Carroll and Dale A. Ostlie 

Classical Dynamics of particles and systems – Stephen T. Thornton and Jerry B. Marion 

 حجت الله مظفری –تقریب و اختلال در مکانیک 

 محمد جواد شریعت زاده –مکانیک سماوی 

 وحید احمدی و روزبه قادری –مجموعه تمرینات المپیاد نجوم 

  7931کتابچه دوره تابستانه 
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Spiral structure viewed as density wave – A. J. Kalnajs 

Lagrangian Points – Dennis Westra 
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