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نیومن را برای  -ای، تحلیل پایداری ونفرانکل برای این معادله دیفرانسیل پاره -ست. با استفاده از روش دوفورتمعادله مدل زیر داده شده ا  -1

 آن انجام دهید. 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 حل: 

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛−1

2∆𝑡
= 𝛼

𝑢𝑖+1
𝑛 − 2

𝑢𝑖
𝑛+1 + 𝑢𝑖

𝑛−1

2
+ 𝑢𝑖−1

𝑛

(∆𝑥)2
 

[1 +
2𝛼(∆𝑡)

(∆𝑥)2
] 𝑢𝑖

𝑛+1 = [1 −
2𝛼(∆𝑡)

(∆𝑥)2
] 𝑢𝑖

𝑛−1 +
2𝛼(∆𝑡)

(∆𝑥)2
[𝑢𝑖+1
𝑛 + 𝑢𝑖−1

𝑛 ] 

 داشت:   مبر حسب عدد انتشار خواهی

[1 + 2𝑑]𝑢𝑖
𝑛+1 = [1 − 2𝑑]𝑢𝑖

𝑛−1 + 2𝑑[𝑢𝑖+1
𝑛 + 𝑢𝑖−1

𝑛 ] 

[1 + 2𝑑]𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 = [1 − 2𝑑]𝑈𝑛−1𝑒𝐼𝜃𝑖 + 2𝑑[𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) + 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1)] 

[1 + 2𝑑]𝑈𝑛+1 = [1 − 2𝑑]𝑈𝑛−1 + 2𝑑[𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃 +𝑈𝑛𝑒−𝐼𝜃] 

[1 + 2𝑑]
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= [1 − 2𝑑]

𝑈𝑛−1

𝑈𝑛
+ 4𝑑 cos 𝜃  → [1 + 2𝑑]𝐺2 − 4𝑑𝐺 cos𝜃 − 1 + 2𝑑 = 0 

𝐺 =
2𝑑 cos 𝜃 ± √4𝑑2 cos2 𝜃 + 1 − 4𝑑2

1 + 2𝑑
=
2𝑑 cos 𝜃 ± √1 − 4𝑑2 sin2 𝜃

2𝑑 + 1
 

2𝑑  مقدار cos 𝜃    2همواره از𝑑  1√مقدار    نیکوچکتر است و همچن − 4𝑑2 sin2 𝜃    عبارت    نیکوچکتر است پس صورت ا  کیهمواره از

 . بود  خواهد  داریپا  عبارت  نی بنابرا  و  بوده  کوچکتر  کی  از  تیتقو  ب یضرهمواره از مخرج آن کوچکتر و  

 مدل زیر را در نظر بگیرید.   معادله  -2

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

 یک روش عددی با فرمولبندی زیر برای این معادله دیفرانسیل پیشنهاد شده است. 

𝑢
𝑖

𝑛+
1
2 = 𝑢𝑖

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖
𝑛) 

𝑢𝑖
𝑛+1 =

1

2
(𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢
𝑖

𝑛+
1
2) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑢
𝑖

𝑛+
1
2−𝑢

𝑖−1

𝑛+
1
2) 

 . نیومن، شرایط پایداری این روش را به دست آورید-با استفاده از تحلیل پایداری ون
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𝑛راهنمایی: با جایگزین کردن گام زمانی ) +
1

2
𝑛و    𝑛های  معادله حاصل دارای گام  گام را حذف کنید.( از معادله اول در معادله دوم، این   + 1 

 نیومن استفاده کنید.   - خواهد بود. حال از تحلیل پایداری ون

𝑢
𝑖

𝑛+
1
2 = 𝑢𝑖

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖
𝑛) → 𝑢

𝑖−1

𝑛+
1
2 = 𝑢𝑖−1

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 ) 

𝑢𝑖
𝑛+1 =

1

2
(2𝑢𝑖

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖
𝑛)) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑢𝑖

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖
𝑛) − 𝑢𝑖−1

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 )) 

→ 𝑢𝑖
𝑛+1 =

1

2
(2𝑢𝑖

𝑛 +
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖
𝑛)) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 )) 

𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 =
1

2
(2𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) − 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖)) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 −𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1)

+
𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) − 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1))) 

→ 𝑈𝑛+1 =
1

2
(2𝑈𝑛 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃 − 𝑈𝑛)) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑈𝑛 − 𝑈𝑛𝑒−𝐼𝜃 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃 − 𝑈𝑛𝑒−𝐼𝜃)) 

→
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
=
1

2
(2 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑒𝐼𝜃 − 1)) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(1 − 𝑒−𝐼𝜃 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑒𝐼𝜃 − 𝑒−𝐼𝜃)) 

→
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= (1 +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑒𝐼𝜃 − 1)) +

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(1 − 𝑒−𝐼𝜃 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑒𝐼𝜃 − 𝑒−𝐼𝜃)) 

→
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= (1 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝐼 sin 𝜃 +

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝐼 sin𝜃))) 

باشد که چون قسمت حقیقی آن همواره یک است،  مجموع توان دوم قسمن حقیقی به علاوه قسمت موهومی می   مقدار ضریب تقویت برابر جذر

 همواره بزرگتر از یک است و این عبارت ناپایدار خواهد بود. 

 ای زیر را به دست آورید. نیومن، شرط پایداری معادله دیفرانسیل پاره   –با استفاده از تحلیل پایداری ون    -3

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
= −𝑎

𝑢𝑖
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛

∆𝑥
 ,   𝑎 > 0 

 ضریب تقویت را رسم کنید.   1.1و    1،    0.75،    0.5به ازای اعداد کورانت   

 حل: 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 − 𝑎
∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 ) 

𝑢𝑖
𝑛+1 = (1 − 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
)𝑢𝑖

𝑛 + 𝑎
∆𝑡

∆𝑥
𝑢𝑖−1
𝑛  

𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 = (1 − 𝑎
∆𝑡

∆𝑥
)𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 + 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1) 

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= (1 − 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
) + 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
𝑒−𝐼𝜃 = 1 + 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 − 1) 
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𝑎
∆𝑡

∆𝑥
= 0.5 →

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 + 0.5(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 − 1) =

1

2
(1 + cos 𝜃 − 𝑖 sin𝜃) → |

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
|

2

=
1 + cos 𝜃

2
 

 همواره پایدار 

𝑎
∆𝑡

∆𝑥
= 0.75 →

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 + 0.75(cos𝜃 − 𝑖 sin𝜃 − 1) = (

1

4
+
3

4
cos 𝜃 −

3

4
𝑖 sin𝜃) → |

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
|

2

=
10

16
+
3

8
cos𝜃 

 همواره پایدار 

𝑎
∆𝑡

∆𝑥
= 1 →

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 + 1(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 − 1) = cos 𝜃 − 𝑖 sin𝜃 → |

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
| = 1 

 

𝑎
∆𝑡

∆𝑥
= 1.1 →

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 + 1.1(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 − 1) = −0.1 + 1.1cos𝜃 − 1.1𝑖 sin 𝜃 → |

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
|

2

= 1.22 − 2.2 cos 𝜃 

 در غالب شرایط ناپایدار 
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 بگیرید. معادله مدل زیر را در نظر    -4

𝑎
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

𝐾با تعریف   =
𝜈

𝑎
  

 ، فرمولبندی صریحی بنویسید.𝑦و تفاضل مرکزی مرتبه دوم در جهت    𝑥با استفاده از تعریف تفاضل پیشروی مرتبه اول در جهت    -الف

 نیومن، شرایط پایداری این روش را به دست آورید. -از تحلیل پایداری ون  -ب

 حل: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
→
𝑈𝑖+1,𝑗 − 𝑈𝑖,𝑗

∆𝑥
= 𝑘

𝑈𝑖,𝑗+1−2𝑈𝑖,𝑗+𝑈𝑖,𝑗−1

∆𝑦2
 

𝑈𝑖+1,𝑗 − 𝑈𝑖,𝑗 = 𝑘
∆𝑥

∆𝑦2
(𝑈𝑖,𝑗+1−2𝑈𝑖,𝑗+𝑈𝑖,𝑗−1) = 𝑑(𝑈𝑖,𝑗+1−2𝑈𝑖,𝑗+𝑈𝑖,𝑗−1) 

𝑈𝑖+1,𝑗 = (1 − 2𝑑)𝑈𝑖,𝑗 + 𝑑(𝑈𝑖,𝑗+1+𝑈𝑖,𝑗−1) 

𝑢𝑖,𝑗 = 𝑈
𝑖𝑒𝐼𝜃𝑗 → 𝑈𝑖+1𝑒𝐼𝜃𝑗 = (1 − 2𝑑)𝑈𝑖𝑒𝐼𝜃𝑗 + 𝑑(𝑈𝑖𝑒𝐼𝜃(𝑗+1) + 𝑈𝑖𝑒𝐼𝜃(𝑗−1)) 

𝑈𝑖+1

𝑈𝑖
= (1 − 2𝑑) + 𝑑(𝑒𝐼𝜃 + 𝑒−𝐼𝜃) = (1 − 2𝑑) + 2𝑑(cos 𝜃) = 1 + 2𝑑(cos 𝜃 − 1) = 1 − 4𝑑 sin2

𝜃

2
 

1 − 4𝑑 ≤ 1 − 4𝑑 sin2
𝜃

2
≤ 1 → 1 − 4𝑑 ≥ −1 → 𝑑 ≤ 0.5 

 معادله هدایت حرارتی غیردائم سه بعدی را در نظر بگیرید.   -5

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼(

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
) 

,𝑂[∆𝑡  دو استفاده از تفاضل پیشرو برای زمان و تفاضل مرکزی مرتبهبا    -الف (∆𝑥)2, (∆𝑦)2, (∆𝑧)2]    یک معادله تفاضل محدود صریح ،

 به دست آورید. 

 نیومن را در این معادله تفاضل محدود به کار ببرید. -تحلیل پایداری ون  -ب

 حل: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝛼(

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛

∆𝑡
= 𝛼 [

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

(∆𝑥)2
+
𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘
𝑛

(∆𝑦)2
+
𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛

(∆𝑧)2
] 

𝑑𝑥 =
𝛼∆𝑡

(∆𝑥)2
 , 𝑑𝑦 =

𝛼∆𝑡

(∆𝑦)2
 ,   𝑑𝑧 =

𝛼∆𝑡

(∆𝑧)2
  

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑑𝑥(𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛 ) + 𝑑𝑦(𝑢𝑖,𝑗+1,𝑘

𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗−1,𝑘

𝑛 ) + 𝑑𝑧(𝑢𝑖,𝑗,𝑘+1
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖,𝑗,𝑘−1
𝑛 ) 
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𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛 = 𝑈𝑛𝑒𝐼𝑃(∆𝑥)𝑖𝑒𝐼𝑄(∆𝑦)𝑗𝑒𝐼𝑅(∆𝑧)𝑘  ,   𝜃 = 𝑃∆𝑥 ,   ∅ = 𝑄∆𝑦 ,   𝜑 = 𝑅∆𝑧 

→

{
 
 

 
 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛 = 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑𝑘)

𝑢𝑖±1,𝑗,𝑘
𝑛 = 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃(𝑖±1)+∅𝑗+𝜑𝑘)

𝑢𝑖,𝑗±1,𝑘
𝑛 = 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅(𝑗±1)+𝜑𝑘)

𝑢𝑖,𝑗,𝑘±1
𝑛 = 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑(𝑘±1))}

 
 

 
 

 

𝑈𝑛+1𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑𝑘) = 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑𝑘) + 𝑑𝑥(𝑈
𝑛𝑒𝐼(𝜃(𝑖+1)+∅𝑗+𝜑𝑘) − 2𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑𝑘) + 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃(𝑖−1)+∅𝑗+𝜑𝑘))

+ 𝑑𝑦(𝑈
𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅(𝑗+1)+𝜑𝑘) − 2𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑𝑘) + 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅(𝑗−1)+𝜑𝑘)) + 𝑑𝑧(𝑈

𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑(𝑘+1))

− 2𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑𝑘) + 𝑈𝑛𝑒𝐼(𝜃𝑖+∅𝑗+𝜑(𝑘−1))) 

𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛[1 + 𝑑𝑥( 𝑒
𝑖𝜃 − 2 + 𝑒−𝑖𝜃) + 𝑑𝑦( 𝑒

𝑖∅ − 2 + 𝑒−𝑖∅) + 𝑑𝑧( 𝑒
𝑖𝜑 − 2 + 𝑒−𝑖𝜑) 

𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛[1 + 2𝑑𝑥( cos 𝜃 − 1) + 2𝑑𝑦( cos ∅ − 1) + 2𝑑𝑧( cos𝜑 − 1)] 

𝐺 = 1 + 2𝑑𝑥( cos 𝜃 − 1) + 2𝑑𝑦( cos∅ − 1) + 2𝑑𝑧( cos𝜑 − 1) 

|𝐺| ≤ 1 → |1 + 2𝑑𝑥( cos 𝜃 − 1) + 2𝑑𝑦( cos ∅ − 1) + 2𝑑𝑧( cos 𝜑 − 1)| ≤ 1 

→ 2𝑑𝑥( cos 𝜃 − 1) + 2𝑑𝑦( cos ∅ − 1) + 2𝑑𝑧( cos𝜑 − 1) ≤ همواره برقرار      0     

→ 2𝑑𝑥( cos 𝜃 − 1) + 2𝑑𝑦( cos∅ − 1) + 2𝑑𝑧( cos𝜑 − 1) ≥ −2 → 𝑑𝑥( 1 − cos 𝜃) + 𝑑𝑦( 1 − cos∅) + 𝑑𝑧( 1 − cos𝜑) ≤ 1  

max(1 − cos 𝛼) = 2 → 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑑𝑧 ≤ 0.5  

 معادله مدل زیر را در نظر بگیرید:   -6

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

به جایی و تفاضل مرکزی مرتبه    روی مرتبه اول برای مکان در عبارت جازمان و تفاضل پس ستفاده از تفاضل پیشروی مرتبه اول برای  با ا   -الف

 را به دست آورید. بندی ضمنی معادله فوق  ، فرمول برای عبارت انتشار   دوم

 را به دست آورید.   Gضریب تقویت    -ب

 حل: 

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
+ 𝑎

𝑢𝑖
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛

∆𝑥
= 𝛼

𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛

∆𝑥2
 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 − 𝑎
∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 ) + 𝛼

∆𝑡

∆𝑥2
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 2𝑢𝑖
𝑛 + 𝑢𝑖−1

𝑛 ) 

→ 𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 = 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 − 𝑎
∆𝑡

∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 − 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1)) + 𝛼

∆𝑡

∆𝑥2
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) − 2𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 + 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1)) 

→
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 𝐺 = 1 − 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
(1 − 𝑒−𝐼𝜃) + 𝛼

∆𝑡

∆𝑥2
(2 cos 𝜃 − 2) = 1 − 𝑎

∆𝑡

∆𝑥
(1 − cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) − 𝛼

∆𝑡

∆𝑥2
(4 sin2

𝜃

2
) 

 معادله موج را در نظر بگیرید.   -7

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 , 𝑎 > 0 
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مرکزی مرتبه دوم برای مکان  ید که از تقریب تفاضل پیشروی مرتبه اول برای زمان و تفاضل  سفرمولبندی تفاضل محدود صریحی را بنوی  -الف

 تفاده کند.سا

 ت آورید. سشرایط پایداری روش را به د  -ب

 حل: 

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
+ 𝑎

𝑢𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛

2∆𝑥
= 0 

→ 𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −
𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 ) 

→ 𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 = 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 −
𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) −𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1)) 

→
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 −

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑒𝐼𝜃 − 𝑒𝐼𝜃) = 1 −

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(𝑖 sin 𝜃) 

 . تاس  داری روش همواره ناپا  نیس اپ   بوده  شتریب  کی  ازآمده همواره    تسد  به  مختلط  عدد  اندازه

 معادله انتشار زیر را در نظر بگیرید.   -8

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 آورید. ت  سون را به دسنیکول -فرمولبندی ضمنی کرانک  -الف

 ی کنید. ستفاده از تحلیل پایداری ون نیومن، شرایط پایداری را برر سبا ا  -ب

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
=
𝛼

2
(
𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛

∆𝑥2
+
𝑢𝑖+1
𝑛+1 − 2𝑢𝑖

𝑛+1 + 𝑢𝑖−1
𝑛+1

∆𝑥2
) 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 +
∆𝑡

2∆𝑥2
((𝑢𝑖+1

𝑛 − 2𝑢𝑖
𝑛 + 𝑢𝑖−1

𝑛 ) + (𝑢𝑖+1
𝑛+1 − 2𝑢𝑖

𝑛+1 + 𝑢𝑖−1
𝑛+1)) 

→ 𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 = 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 +
∆𝑡

2∆𝑥2
((𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) − 2𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃𝑖 + 𝑈𝑛𝑒𝐼𝜃(𝑖−1)) + (𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃(𝑖+1) − 2𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃𝑖 + 𝑈𝑛+1𝑒𝐼𝜃(𝑖−1))) 

→
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 +

∆𝑡

2∆𝑥2
((𝑒𝐼𝜃 − 2 + 𝑒−𝐼𝜃) + (

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
𝑒𝐼𝜃 − 2

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
+
𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
𝑒−𝐼𝜃)) 

→ (1 −
∆𝑡

∆𝑥2
(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 1))

𝑈𝑛+1

𝑈𝑛
= 1 +

∆𝑡

∆𝑥2
(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 1) → 𝐺 =

1 +
∆𝑡
∆𝑥2

(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 1)

1 −
∆𝑡
∆𝑥2

(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 1)
 

𝑐𝑜𝑠𝜃  مقدار −   داریروش پا  نی آن بوده و ا  یمساو  ایپس ثورت عبارت فوق همواره از مخرج آن کوچکتر    باشدیصفر م  ای  یهمواره منف  1

 است. 

 برای معادله زیر   𝐹𝑇𝐶𝑆تفاده از روش صریح سنشان دهید که با ا  -9
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝛼𝑒لزجت مصنوعی   = −
𝑎2∆𝑡

2
 کند. را ایجاد می  

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
+ 𝑎

𝑢𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛

2∆𝑥
= 0 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
+ (

∆𝑡

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ (

∆𝑡2

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+⋯ 

→ 𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −
𝑎∆𝑡

2∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 ) 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 +
𝜕𝑢

𝜕𝑡
∆𝑡 + (

(∆𝑡)2)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ (

(∆𝑡)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑂(∆𝑡)4 

𝑢𝑖+1
𝑛 = 𝑢𝑖

𝑛 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∆𝑥 + (

(∆𝑥)2)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

(∆𝑥)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑥)4 

𝑢𝑖−1
𝑛 = 𝑢𝑖

𝑛 −
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∆𝑥 + (

(∆𝑥)2)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− (

(∆𝑥)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑥)4 

→ 𝑢𝑖
𝑛 +

𝜕𝑢

𝜕𝑡
∆𝑡 + (

(∆𝑡)2)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ (

(∆𝑡)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑂(∆𝑡)4

= 𝑢𝑖
𝑛 −

𝑎∆𝑡

2∆𝑥
((𝑢𝑖

𝑛 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∆𝑥 + (

(∆𝑥)2)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

(∆𝑥)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑥)4) − (𝑢𝑖

𝑛

−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∆𝑥 + (

(∆𝑥)2)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− (

(∆𝑥)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑥)4)) 

→ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (

∆𝑡)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑂(∆𝑡)3) (∆𝑡) = −

𝑎∆𝑡

∆𝑥
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∆𝑥 + (

(∆𝑥)3)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+𝑂(∆𝑥)4) 

 و مرتب کردن آن خواهیم داشت:   𝑡∆با تقسیم کردن دو طرف معادله بر  

→ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ (

∆𝑡)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑂(∆𝑡)3) = −𝑎 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ (

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+𝑂(∆𝑥)4) 

→ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −(

∆𝑡)

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑂(∆𝑡)3) − 𝑎 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ (

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑥)4) 

→ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −(

∆𝑡

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑂(∆𝑡)3) − 𝑎 ((

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+𝑂(∆𝑥)4) ∗ 

 مشتق می گیریم:   tابتدا از معادله * نسبت به  

→ (
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
= −(

∆𝑡

2
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
− (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕4𝑢

𝜕𝑡4
) − 𝑎 ((

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕4𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑥3
) +⋯(1) 
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 ضرب می کنیم.   aمشتق می گیریم و آن را در    xاز معادله * نسبت به  

→ (𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
+ 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −𝑎 (

∆𝑡

2
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2
− 𝑎 (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕4𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡3
) − 𝑎2 ((

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
) +⋯(2)  

 کنیم:دو معادله حاصله را از هم کم می

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

∆𝑡

2
) (−

𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝑎

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2
+ 𝑂(∆𝑡)) +

(∆𝑥)2

6
(−𝑎

𝜕4𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑥3
+ 𝑎2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 𝑂(∆𝑥2)) , (3)  

مشتق گیری معادله  و     xبر حسبدوم  معادله  مشتق گیری مکرر   و    tسه ترم قرمز رنگ باقی منده که با مشتق گیری از معادله سوم بر حسب  

 به دست خواهد آمد:   xوم بر حسب  س

𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
= 𝑎2

𝜕3𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+𝑂(∆𝑡, ∆𝑥2)  = −𝑎3

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑡, ∆𝑥2)(4) 

𝜕4𝑢

𝜕𝑥3𝜕𝑡
= −𝑎

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 𝑂(∆𝑡, ∆𝑥2) (5) 

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2
= −𝑎

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+𝑂 (∆𝑡, ∆𝑥2)  , (6) 

 خواهیم داشت:  3جایگزاری در روابط  با  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

∆𝑡

2
)(−(−𝑎3

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) + 𝑎 (−𝑎

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) + 𝑂(∆𝑡))

+
(∆𝑥)2

6
(−𝑎 (−𝑎

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
) + 𝑎2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 𝑂(∆𝑥2)) 

→
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

∆𝑡

2
)(((𝑎3 − 𝑎2)

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
)) +

(∆𝑥)2

6
(2𝑎2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
) + 𝑂(∆𝑡, ∆𝑥2) 

 ست آمده را در معادله پیراسته اولیه جایگذاری می کنیم:حال عبارات به د

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −(

∆𝑡

2
)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− (

(∆𝑡)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+𝑂(∆𝑡)3) − 𝑎 ((

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ 𝑂(∆𝑥)4) 

→
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −(

∆𝑡

2
)(𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

∆𝑡

2
)((𝑎3 − 𝑎2)

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) +

(∆𝑥)2

6
(2𝑎2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
))

− (
(∆𝑡)2)

6
)(−𝑎3

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) − 𝑎 ((

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) 
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→
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

𝑎2∆𝑡

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (

∆𝑡

2
)
2

(𝑎2 − 𝑎3)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ (

(∆𝑡)2)

6
)(𝑎3

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
) − 𝑎 (

(∆𝑥)2)

6
)
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3

+
(∆𝑥)2

3
(𝑎2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
) 

ضریب  طبق تعریف کتاب مقدار لزجت ساختگی برابر با  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−)که در اینجا برابر    باشددر عبارت خطا می  

𝑎2∆𝑡

2
 شد.   (


