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Lecture 
5

Topics to be covered include:

• Introduction.
• Input-Output Stability of LTI systems. 
• Internal Stability.  
• Lyapunov Theorem.
• Stability of Linear Time-Varying(LTV) Systems

2

Stability
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آنچه پس از مطالعه این مبحث می آموزید
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(BIBO)خروجی -مفهوم پایداري ورودي   •

  (BIBO)خروجی -پایداري وروديشرط وجود    •

)مجانبیو  لیاپانوفی(مفهوم پایداري داخلی    •

مجانبیو  لیانوفیشرط وجود پایداري  •

لیاپانوف معالهتوسط  مجانبیبررسی پایداري    •

  LTVبررسی پایداري در سیستمهاي    •

•   Input-output stability (BIBO)    

•   Input-output stable systems

• Internal stability(in the sense of Lyapunov and 
asymptotic)

• Marginal and asymptotic stability conditions

• Internal stability by Lyapunov equation

• Stability analysis for LTV state equation

Introduction

4

Linear System propertyخاصیت سیستم خطی

)()()( tytyty zizstotal +=

پاسخ کامل =پاسخ حالت صفر  +پاسخ ورودي صفر

مقدمه

.بیان نمود پاسخ ورودي صفرو  پاسخ حالت صفرپاسخ سیستمهاي خطی را می توان بصورت جمع 
 )ورودي کراندار خروجی کراندار( BIBOپایداري ورودي خروجی سیستمهاي خطی پایداري  -1

)پاسخ حالت صفر . (نامیده می شود
)پاسخ ورودي صفر . (نامیده می شود  پایداري مجانبیپایداري داخلی سیستمهاي خطی  -2
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Input output stability of LTI system
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خروجی را میتوان بصورت  (LTI)در سیستم تک ورودي تک خروجی خطی غیر متغیر با زمان 

.    آرام است t=0پاسخ ضربه بوده و سیستم در  g(t)نمایش داد که  

)()()()()()(
00

Idtugdutgty
tt

òò -=-= tttttt

 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 

گویند اگر هر ورودي محدود خروجی محدود را  BIBOیک سیستم را پایدار :  1-5تعریف 
.    این پایداري براي  پاسخ حالت صفر تعریف شده و سیستم در ابتدا آرام است. تولید کند

  گویند اگر و BIBOرا پایدار  (I)توصیف شده با معادلات SISOیک سیستم :  1-5قضیه 
انتگرال پذیر باشد یا    (∞,0]در بازه  g(t)فقط اگر قدر مطلق 

M عدد ثابت می باشد.
¥<£ò

¥

0
)( Mdttg
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.  ابتدا قسمت اول را ثابت می کنیم

ò -= t dtugty 0 )()()( ttt Mum£ttt dtug )()(
0

-£ ò
¥

tt dgum ò
¥

£
0

)(

.است BIBOپس سیستم پایدار . لذا خروجی محدود است

:باید دو عبارت زیر را اثبات کنیم: 1-5اثبات قضیه 

مطلقا انتگرال پذیر  BIBO                    Þ            g(t)سیستم پایدار       

g(t)  مطلقا انتگرال پذیر                 Þ                سیستم پایدارBIBO  

منجر به  کراندارانتگرال پذیر است باید نشان دهیم هر ورودي  مطلقبطور  g(t)فرض کنید 
.  می شود کراندارخروجی 

u(t)| ≤ um|دلخواه  با شرط  کراندارورودي  :را در نظر بگیرید ∞ >
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Input output stability of LTI system
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.  حال به اثبات قسمت دوم قضیه می پردازیم

:باید دو عبارت زیر را اثبات کنیم): ادامه(1-5اثبات قضیه 

مطلقا انتگرال پذیر  BIBO                    Þ            g(t)سیستم پایدار       

g(t)  مطلقا انتگرال پذیر                 Þ                سیستم پایدارBIBO  

.مطلقا انتگرال پذیر نباشد، به تناقض می رسیم g(t)نشان می دهیم اگر 

¥=ò tt dg
t1

0
)(

:زیر را انتخاب کنیم کراندارفرض کنید ورودي 
î
í
ì

<-
³

=-
0)( if1
0)( if1

)(
t
t

t
g
g

tu

تناقض

.انتگرال پذیر است مطلقبطور  g(t)است باید نشان دهیم  BIBOفرض کنید سیستم پایدار 

:وجود دارد به طوري که t1مطلقا انتگرال پذیر نباشد، آنگاه یک  g(t)اگر 

ò -= ¥

0 )()()( ttt dtugty ò=
¥

0 )( tt dg ¥=
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LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 
آیا محدود بودن انتگرال قدرمطلق پاسخ ضربه به معنی محدود بودن پاسخ ضربه است؟

.تابع مقابل داده شده است: 1-5مثال 

n2/1: مساحت زیر هر مثلث

:انتگرال قدر مطلق تابع 

.به صفر میل نمی کند ∞→tو براي  محدود نیستاست اما تابع  مطلقا انتگرال پذیرتابع 
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:داریم∞→tباشد براي  BIBOپایدار  g(t)اگر سیستمی با پاسخ ضربه :  2-5قضیه 

.میل می کند ĝ(0)×aبه سمت  t ≥ 0 ،u(t)=aخروجی تحریک شده به وسیله ) 1

به سمت  t ≥ 0،t  u(t)=sin ω̥خروجی تحریک شده به وسیله) 2

:است یعنی g(t)تبدیل لاپلاس  ĝ(s)میل می کند که 

)()()(ˆ
0

IIdegsg sò=
¥

- tt t

)1(اثبات 

òò: باشد، داریم t ≥ 0 ،u(t)=aاگر براي تمام  =-=
tt

dgadtugty
00

)()()()( ttttt

∞→tنتیجه می دهد که وقتی  s = 0طبق تعریف تبدیل لاپلاس به ازاي 

ò
¥

=®
0

)0()()( gadgaty )tt
.اثبات شد 2-5بخش اول قضیه 

 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 
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:باشد، خروجی عبارتست از t  u(t)=sin ω̥ورودي برابر  t ≥ 0اگر براي 

ò -= t dtgty 0 0 )(sin)()( ttwt

:داریم ∞→tلذا براي  
ò ò-® ¥ ¥

0 0 0000 sin)coscos)sin τdτωg(τtωτdτωg(τtωy(t)

ò
¥

-=
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]sin)[cos()(ˆ twtwttw djgjg
ò-=
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cos)()](Re[
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twttw
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dgjg

)

)

با جایگزینی بخشهاي حقیقی و موهومی در رابطه

 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 

)2(اثبات 

ò -= t dttg0 0000 ]sincoscos)[sin( ttwwtwwt

ò ò-= t t dgtdgt 0 0 0000 sin)(coscos)(sin ttwtwttwtw

است دو انتگرال فوق کراندار است و از طرفی BIBOچون سیستم پایدار 

( ) ( )
0000

(ˆImcos(ˆResin jωgtωjωgtωy(t) +® ( ))(ˆsin)(ˆ
000 jωgtωjωg Ð+=

.اثبات شد 2-5بخش دوم قضیه 
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اسـت اگـر     BIBOپایـدار   ĝ(s)با تابع انتقال گویـا و مناسـب    SISOیک سیستم :  3-5قضیه 
 sداراي بخش حقیقی منفی باشد یا، به طور متعادل، در نیمه چپ صفحه  ĝ(s)فقط اگر هر قطب 

. واقع شود
باشد، بسط به صورت کسرهاي جزئی آن شامل عوامل  miبا درجه تکرار  piداراي قطب  ĝ(s)اگر 

:زیر است

im
iii pspsps )(

1,...,
)(

1,1
2 ---

.  یا پاسخ ضربه آن داراي عوامل زیر باشد ĝ(s)لذا تبدیل لاپلاس معکوس 

tpmtptp iiii ettee 1,...,, -

داراي  piمی توان نشان داد که هر یک از این جمله ها مطلقا انتگرال پذیر اسـت اگـر و فقـط اگـر     
.بخش حقیقی منفی است

 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 
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.سیستم مقابل را بررسی کنید BIBOپایداري :  2-5مثال 
 

 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 

:پاسخ ضربه سیستم عبارتست از

å
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-=+-+-+-=
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32 )(......)3()2()1()(
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i itatatatatg dddd
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:می دانیم

حال

. است BIBOپایدار   a|<1|پس سیستم براي 
...را تشخیص داد چرا که  BIBOتوان از روي آن پایداري  نمیزیر است ولی  بصورتتابع انتقال 
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 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 

را پایدار   G(t)=[gij(t)]توصیف شده با ماتریس ضربه MIMOیک سیستم :  4-5قضیه 
BIBO فقط اگر قدر مطلق  گویند اگر وgij(t)  انتگرال پذیر باشد  (∞,0]در بازه.

را پایدار   G(s)=[gij(s)]توصیف شده با ماتریس انتقال MIMOیک سیستم :  5-5قضیه 
BIBO فقط اگر هر قطب هر   گویند اگر وgij(s) داراي بخش حقیقی منفی باشد  .

:از معادلات فضاي حالت LTIتشخیص پایداري ورودي خروجی سیستمهاي 

DuCxy
BuAxx

+=
+=&

:ماتریس تابع انتقال عبارتست از

DBAsICsG +-= -1)()(

DB
AsI

AsIadjCsG +
-
-

=
)()(

.................ولی اگر .................... در اینصورت . داراي بخش حقیقی منفی باشد Aپس اگر کلیه مقادیر ویژه 

Input output stability of LTI system
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معادله حالت این شبکه به صورت . شبکه نشان داده شده در شکل زیر را در نظر بگیرید:  3-5مثال 
.آن را بررسی کنید BIBOزیر است، پایداري 

 

)(5.0)(5.0)(
)(0)()(

tutxty
tutxtx

+=
´+=&

:تابع انتقال عبارتست از

5.05.00)1(5.0)( 1 =+´-= -ssg)

.است BIBOتابع انتقال فاقد قطب است پس پایدار 

مقدار ویژه یک بخش حقیقی مثبت دارد. است 1و مقدار ویژه آن برابر  Aماتریس 

 LTIپایداري ورودي خروجی سیستمهاي 
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پایداري داخلی

حاشیه  پایدار(پایدار لیاپانوفرا به مفهوم ẋ = Axپاسخ ورودي صفر سیستم: 2-5تعریف 
علاوه بر این اگر پاسخ  . پاسخ محدودي را بوجود آورد x0گویند اگر هر حالت اولیه محدود ) اي

.به صفر میل کند پایداري مجانبی حاصل می شود

: 6-5قضیه 
است اگر و فقط اگر تمام مقـادیر ویـژه   ) لیاپانوفیپایدار (پایدار حاشیه اي  ẋ = Axمعادله ) 1
A       داراي بخشهاي حقیقی صفر و منفی باشند و آنهایی کـه داراي بخـش هـاي حقیقـی صـفر

.باشند Aهستند ریشه هاي ساده چند جمله اي مینیمال 
داراي بخشـهاي   Aپایدار مجانبی است اگر و فقط اگر تمـام مقـادیر ویـژه     ẋ = Axمعادله )2

.حقیقی منفی باشند

Internal stability
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:بخش اول–6-5اثبات قضیه 
.تبدیل همانندي پایداري یک معادله حالت را تغییر نخواهد داد

xPAPxAx
Pxx

1-==

=
&

P اگر : ناویژه است بنابراینx  ،محدود باشدx  ͞هم محدود خواهد بود.
.هم به همین به سمت صفر میل می کند͞  xبه سمت صفر میل کند،  ∞→tبراي  xاگر 

)0()( xetxxAx tA=Þ=&   eĀtاین پاسخ محدود است اگر و فقط اگر هر درایه هر درایه 
.محدود باشد t≥0براي تمام 
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ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=¾¾¾ ®¾

t

tt

ttt
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پایداري داخلی

.)  یکسان هستند Āو  Aمقادیر ویژه . ( مورد مطالعه قرار داد Āرا با استفاده از  Aمی توان پایداري 
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  به ∞→t براي و است محدود eĀt ماتریس درایه هر باشد، منفی حقیقی بخش داراي ویژه مقدار یک اگر •
.کند می میل صفر سمت

 مربوطه درایه باشد، بالاتر یا 2 مرتبه از جردنی بلوك فاقد و بوده صفر حقیقی بخش داراي ویژه مقدار یک اگر •
 .است محدود که است سینوسی یا ثابت یک هاt تمام براي eĀt ماتریس در

:بخش دوم–6-5اثبات قضیه 

. به طور نامحدود افزایش می یابد eĀtداراي مقدار ویژه اي با بخش حقیقی مثبت باشد، هر درایه  Āاگر  •
داراي  eĀtیا بالاتر باشـد،   2داراي یک مقدار ویژه اي با بخش حقیقی صفر و بلوك جردن آن از مرتبه  Āاگر  •

.حداقل یک درایه خواهد بود که به طور نامحدود افزایش می یابد

.کند میل صفر سمت به ∞→t براي باید eĀt درایه هر بودن، مجانبی پایدار براي 

.هیچ مقدار ویژه اي با بخش حقیقی صفر مجاز نیست

6-5 قضیه اولیه بخش کفایت اثبات  ←

پایداري داخلی

Internal stability
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پایداري داخلی

سیستم مقابل داده شده است، پایداري  :  4-5مثال 
xx.حاشیه اي این سیستم را بررسی کنید
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ù
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-
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000
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:چندجمله اي مشخصه 

:چندجمله اي مینیمال 

)1()( 2 +=D lll

)1()( += llly

1- ,0 ,0: مقادیر ویژه 

ریشه ساده چندجمله اي مینیمال:  0

:مثال را براي سیستم مقابل تکرار کنید 
xx
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-
=

100
000
010

&

)()1(:چندجمله اي مینیمال  2 += llly0  : ریشه ساده چندجمله اي مینیمال
.نیست

.نیستحاشیه اي پایدار 

.است) حاشیه اي (پایدار لیاپانوفی 
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پایداري داخلی و ورودي خروجی 

مطلوبست بررسی. سیستم مقابل داده شده است: 5-5مثال 
BIBOپایداري مجانبی و پایداري 
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BIBO stability:

Internal stability:
For internal stability we need 
state-space model so we have: 1
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فاقد قطب سمت راست پس پایدار

20

20

BIBO stability:
Internal stability:
For internal stability we need
state-space model so we have:
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The system is not internally stable (neither asymptotic nor Lyapunov stable).

Very important note: If RHP poles and zeros between different part of system 
omitted then the system is internally unstable although it may be BIBO stable.

فاقد قطب سمت راست پس پایدار

Internal stability and input-output stability پایداري داخلی و ورودي خروجی 

مطلوبست بررسی. سیستم مقابل داده شده است: 5-5مثال 
BIBOپایداري مجانبی و پایداري 
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پایداري داخلی

:7-5 قضیه
  هر براي اگر فقط و اگر هستند، منفی حقیقی بخش داراي    ماتریس ویژه مقادیر تمام

 متقارن، جواب  داراي                              لیاپانوف معادله      مثبت معین متقارن ماتریس
.باشد      یکتاي و مثبت معین

A
NNMAMA -=+¢

M

:8-5قضیه 
اگر تمام مقادیر ویژه     داراي بخش حقیقی منفی باشند، معادله لیاپانوف

.به ازاء هر ماتریس     داراي جواب یکتایی به صورت  زیر است

A

Ndte AtNe tAM ò
¥

¢=
0

NMAMA -=+¢

.کنید اثبات را فوق قضیه :12-5 تمرین

.کنید اثبات را فوق قضیه :13-5 تمرین

BIBO stability of LTV systems
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LTVدر سیستمهاي  BIBOپایداري 

:تک خروجی-خروجی یک سیستم متغیر با زمان خطی، تک ورودي-رابطه ورودي

ò= t

t dutgty
0

)(),()( ttt
  به منجر محدود ورودي هر که صورتی در است BIBO یا خروجی-ورودي پایداري داراي سیستم یک

.شود محدود خروجی

:خروجی یک سیستم متغیر با زمان خطی، چندمتغیره-رابطه ورودي

ò= t

t dutGty
0

)(),()( ttt
یا و باشد پذیر انتگرال مطلق بطور G درایه هر که اینست فوق سیستم BIBO پایداري شرط

:که است این BIBO پایداري شرط

00
,),(

0
ttandttMdtgt

t ³"¥<£ò tt

00,),(
0

ttandttMdtGt

t ³"¥<£ò tt
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:در صورتی که معادلات حالت سیستم داده شده باشد

:پاسخ ضربه سیستم

)()()(),()(),( tdttt -+F= ttDBttCtG
:پاسخ حالت صفر سیستم

  و M2 اگر فقط و اگر است (BIBO)خروجی- ورودي پایداري داراي سیستم صفر حالت پاسخ
M1 که قسمی به باشند موجود

¥<£ 1)( MtD

¥<£ò 20
),( MdtGt

t tt

)()()()(),()()(
0

tdtttt -+ò F= ttDduBttCty t

t

)()()()()(
)()()()()(
tutDtxtCty
tutBtxtAtx

+=
+=&

00, ttandtt ³"

BIBO stability of LTV systems
LTVدر سیستمهاي  BIBOپایداري 

Internal stability of LTV systems

24

LTVپایداري داخلی سیستمهاي 

:در پایداري داخلی ورودي نداریم لذا با معادله مقابل باید کار کنیم

شرط هر اگر است اي حاشیه پایدار                     معادله پاسخ یعنی سیستم صفر ورودي پاسخ
 .شود محدود حالت به منجر محدود اولیه

xtAx )(=&

000 ,),( ttandtMtt ³"¥<£F

xtAx )(=&
:جواب معادله حالت فوق عبارتست از

)(),()( 00 txtttx F=

و ثابت عدد اگر وفقط اگر است اي حاشیه پایدار                       سیستم صفر ورودي پاسخ
  که قسمی به باشد داشته وجود M محدود

xtAx )(=&
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LTVپایداري داخلی سیستمهاي 

:در پایداري داخلی ورودي نداریم لذا با معادله مقابل باید کار کنیم

xtAx )(=&
:جواب معادله حالت فوق عبارتست از

)(),()( 00 txtttx F=

¥®t
شرط هر اگر است مجانبی پایدار                       معادله پاسخ یعنی سیستم صفر ورودي پاسخ
  .کند میل صفر به            در که آورد بوجود محدودي پاسخ محدود اولیه

xtAx )(=&

000 ,),( ttandtMtt ³"¥<£F

  M محدود و ثابت عدد اگر است مجانبی پایدار                       سیستم صفر ورودي پاسخ
که قسمی به باشد داشته وجود

و
 

xtAx )(=&

¥®®F tastt 0),( 0

Internal stability of LTV systems
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LTVپایداري داخلی سیستمهاي 

سیستم مقابل داده شده است، پایداري  :  6-5مثال 
x.حاشیه اي و مجانبی این سیستم را بررسی کنید

e
xtAx

t

ú
û

ù
ê
ë

é
-

-
==

10
1

)(
2

&

:چندجمله اي مشخصه 
2)1()( +=D ll

.داریم -1دو مقدار ویژه در  tلذا براي تمام 

:می توان نشان داد که ماتریس گذار حالت عبارتست از

ú
û

ù
ê
ë

é -
=F

-

--

t

ttt

e
eee

t
0

)(2
)0,(

.واضح است که سیستم نه پایداري حاشیه اي دارد و نه مجانبی
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Exercises                                                                          تمرینها
  

28

Exercises                                                                          تمرینها
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Exercises                                                                          تمرینها
  

.کنید اثبات را7-5 قضیه :12-5 تمرین

.کنید اثبات را 8-5 قضیه :13-5 تمرین

30

Answers to selected problems

:1-5جواب 
   

خیر ، بلی: 2-5جواب 

:3-5جواب 
                         y(t)à-6  وy(t)à 1.26sin(2t+1.25)

.نیست ولی حاشیه اي است مجانبی: 6-5جواب 

.هستند BIBOهر دو پایدار : 8-5جواب 

تبدیل  P(t). نیست مجانبیو حاشیه اي است ولی  BIBOپایدار : 10-5جواب 
.نیست لیاپانوفی

tttyttu sin5.0)(sin)( since stable BIBOnot  isIt =®=


