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  انتگرال:
  انتشارت فاطمي –اول ويرايش ششم قسمت اول جلد  –جيمز استورات ترجمه: ارشك حميدي  –حساب و ديفرانسيل 

  را تخمين بزنيم؟ 1تا  0از  2y=xمثال: با استفاده از مستطيلها مي خواهيم مساحت زير سهمي 

  شكل:

  

  

 

  

   براي محاسبه مساحت مي توانيم دو شكل زير را داشته باشيم:
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ܵ஻೔ ൌ ݂ሺݔ௜ሻ∆مساحت هر مستطيل= طول در عرض ݔ 

ܵ஻ ൌ ܵ஻భ ൅ ܵ஻మ ൅ ܵ஻య  
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0.21875بين مقادير  Sمساحت  ൏ ܵ ൏   است راه حل چيست؟ 0.46875

  

  

  

  

  

 Sمي شوند بنابراين مساحت  Sهر دو تقريب هاي بهتري براي مساحت  S୆و  S୅زياد مي شود  nوقتي كه 
  مي كنيم يعني:واحد مجموع مساحت هاي مستطيل تقريب زن تعريف 

S ൌ lim
௡→ஶ
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݊→∞

ሺ݂ሺ1ݔሻ∆ݔ ൅ ݂ሺ2ݔሻ∆ݔ ൅ ⋯൅ ݂ሺ݊ݔሻ∆ݔሻ 

S ൌ lim
݊→∞

෍݂ሺ݅ݔሻ∆ݔ

݊

݅ൌ1

ൌ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

F  ܽتابعي مي باشد كه به ازاي ൑ ݔ ൑ روي  fتعريف شده است و اگر حد وجود داشته باشد مي گوئيم   ܾ
ሾܽ, ܾሿ .انتگرال پذير است  

  براي درك بهتر انتگرال دو شيوه محاسبه مساحت را داريم:

ሻݔሺܨ): فرض كنيد 1محاسبه مساحت ( فرخو:217رپ ൒ ,ሾܽروي  0 ܾሿ  انتگرال پذير باشد، مساحت ناحيه
  برابر است با y=0 و x=bو  x=aو خطوط  Fزير منحني 

ሻݏሺܣ ൌ න ݔሻ݀ݔሺܨ
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௔
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ሻݔሺܨ): فرض كنيد 2محاسبه مساحت ( فرخو: 219و218رپ ൑ ,ሾܽروي  0 ܾሿ  انتگرال پذير باشد، مساحت
  برابر است با y=0 و x=bو  x=aو خطوط  Fمنحني بالاي  ناحيه 

ሻݏሺܣ ൌ െන ݔሻ݀ݔሺܨ
௕

௔
 

  شكل

  

  

,ሾܽرا روي بازه  Fتابع انتگرال پذير  ܾሿ  در نظر بگيريد. فرض كنيد نمودارF :داريم 

  

 

 

  

ሻݏሺܣ		مساحت ൌ ଵሻݏሺܣ ൅ ଶሻݏሺܣ ൅  ଷሻݏሺܣ

ሻݏሺܣ ൌ න ݔሻ݀ݔሺܨ
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െ න ݔሻ݀ݔሺܨ
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,ሾܽروي  Fقضيه: فرض كنيد  ܾሿ  ܨپيوسته باشد. در اين صورت اگرሺݐሻ ൌ ׬ ݔሻ݀ݔሺܨ
௧
௔ 	 , ܽ ൑ ݐ ൑ ܾ  

ሖܨمشتق پذير است و  Fآنگاه  ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻ 

  

  

) استاد نيوتن در كيمبريج پي برد كه دو مساله حساب ديفرانسيل و انتگرال به هم 1677-1630بارو (آيزاك 
مربوط اند. در حقيقت او متوجه شد كه مشتق گيري و انتگرال پذيري فرآيندهاي عكس يكديگرند و نيوتن و 

  لايپ نييتس بودند كه از اين رابطه نهايت استفاده را بردند.

ሻݔሺܨتابع اوليه آن  ሻݔሺ݂مثال : فرض مي كنيم  : 343پ ز ൌ   مي باشد داريم  ଶݔ
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ሖܨ ሺݔሻ ൌ ሺݔଶሻሖ ൌ ݔ2 ൌ ݂ሺݔሻ 

  داشته باشيم Iاز  xمي ناميم هرگاه به ازاي هر  Iدر فاصله  ሻݔሺ݂را يك تابع اوليه  ሻݔሺܨ	تعريف: تابع

ሖܨ ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

ሻݔሺܨباشد عبارت  ሻݔሺ݂يك تابع اوليه  ሻݔሺܨاگر  انتگرال نامعين: ൅ مي گوئيم و  fرا انتگرال نامعين  ܿ
ሖܨنشان مي دهيم و بنابر تعريف فوق  ሻdxݔሺ݂׬به صورت  ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂׬آنگاهሺݔሻdx ൌ ሻݔሺܨ ൅

ܿ )c .(عددي ثابت است 

  :انتگرال معين

يك تابع اوليه براي  F(x)پيوسته باشد و  [a,b]در  f(x)(دومين قضيه حساب ديفرانسل و انتگرال) هرگاه تابع 
f(x)  : باشد داريم  

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

  به عبارت ديگر داريم:

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ ሻݔሺܨ ฬ

ܾ
ܽ
ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

  گويند. مي [a,b]تابع در بازه تعريف فوق را انتگرال معين يك 

  روشهاي انتگرال گيري

  انتگرال گيري با فرمول هاي انتگرال گيري -1

  متغير)(تغيير انتگرال گيري به روش جانشيني -2

  انتگرال گيري توابع شامل راديكال-3

  انتگرال گيري به روش جزء به جزء-4

 انتگرال گيري از روش هاي تجزيه به كسرهاي جزئي (روش هويسايد)-5

  انتگرال گيري از انتگرال معين توابع زوج و فرد در فاصله هاي متقارن-6
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  انتگرال گيري از توابع سينوسي و كسينوسي-7

  

  

  انتگرال:و فرمولهاي قوانين  :469ولهاي رياضي قضايا و فرم

ሻݔሾ݂ሺ׬ േ ݃ሺݔሻሿ݀ݔ ൌ ׬ fሺxሻ dx ൅ ׬ gሺxሻ dx									,							 ׬ ݂݇ሺݔሻ݀ݔ ൌ k. ׬ fሺxሻ   kمقداري ثابت 

ݔ݀׬ ൌ ݔ ൅ ׬                                ,             ܿ ݔ௡݀ݔ ൌ
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ሺ௡ାଵሻ௔
ሺܽݔ ൅ ܾሻ௡ାଵ ൅ ܿ						݊ ് 1 

ݑ݀در فرمولهاي زير      *نكته * ൌ   ሖݔ݀	ݑ	

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  روش هاي انتگرال گيري

  انتگرال گيري با فرمول هاي انتگرال گيري -1

න ݔ√
య ݔ݀	 ൌ 
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  (تغيير متغير)انتگرال گيري به روش جانشيني -2

در اين روش ، يك متغير مناسب را معرفي مي كنيم و سپس انتگرال اصلي مان را بر حسب اين متغير جديد 
  را حل مي كنيم. بازنويسي مي كنيم و مساله

ሺ78	ژئوفيزيك	ارشد	ሻ න 2݁ଶ௫	݀ݔ ൌ
ଶ

଴
 

 

ሺ79	صنايع	ارشد	ሻ න 1
݁௫ ൅ ݁ି௫
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  انتگرال گيري توابع شامل راديكال-3

  در نظر مي گيرم. uدر محاسبه انتگرال هاي شامل راديكال بجزء حال خاص زير، همواره راديكال را برابر 

ଶݔܽ√ در محاسبه انتگرال هاي شامل تابع حالت خاص:  ൅ ݔܾ ൅ زير راديكال  تقشبه شرط آنكه نتوان م ܿ
ଶݑ√را ايجاد كرد ، ابتدا با مربع سازي آن را به يكي از شكل هاي  ൅ ܽଶ  ،√ݑଶ െ ܽଶ  و يا√ܽଶ െ  ଶݑ

ݑ  تبديل كرده و سپس به ترتيب از جانشيني هاي ൌ  ߠ݊ܽݐ	ܽ ݑ،    ൌ ݑو  ߠܿ݁ݏ	ܽ ൌ   ߠ݊݅ݏ	ܽ
 استفاده مي كنيم.

  چند فرمول مثلثاتي خاص :

√1 ൅ cosx ൌ 	√2 ቚܿݏ݋
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ଶ
ቚ 

√1 ൅ sinx ൌ ฬ݊݅ݏ
ߠ
2
൅ ݏ݋ܿ

ߠ
2
ฬ 													 ∗∗ 															√1 െ sinx ൌ ฬ݊݅ݏ

ߠ
2
െ ݏ݋ܿ

ߠ
2
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ሺ83	عمران	ارشد	ሻ න ݔ݀
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ሺ83	معدن	ارشد	ሻ න ݔ√
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ଽ

ସ
 

 

ቀ78	رياضي	ارشد	ቁන √1 ൅ sinx	݀ݔ ൌ

గ
ଶ

଴
 

 

ሺ82	رياضي	ارشد	ሻන ݔ

ݔ4√ െ ଶݔ
ݔ݀ ൌ

ଷ

ଵ
 

 

 

  انتگرال گيري به روش جزء به جزء-4
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.	ݑ׬ اين قاعده به اين صورت مي باشد : ݒ݀ ൌ ݒݑ െ 	ݑ݀ݒ׬

مي باشند و برخي مواقع لازم مي شود براي محاسبه يك انتگرال چند بار از  xتوابعي از متغير  v	و  uكه 
ضو مجموعه پائينتر انتخاب مي شود. در اين روش در ع uدر كليه موارد 	روش جزء به جزء استفاده كنيم.

  بايد دقت لازم را داشته باشيم. dvو  uانتخاب 

3  2  1 
݁௔௫	
Sin	bx	
Cos	bx	
Sinh	bx
Cosh	bx

  
  جمله اي هاچند 

Lnx	
  معكوس هاي مثلثاتي
  معكوس هاي هذلولي

  روش جزء به جزء را براي انتگرال گيري از توابه زير بكار مي بريم:

	1انتگرال گيري از توابع مجموعه  -1
	3توابع مجموعه حاصل ضرب هاي انتگرال گيري از  -2
	3در  2انتگرال گيري از توابع مجموعه  -3
	1در  2انتگرال گيري از توابع مجموعه  -4

ሺ82	ژئوفيزيك	ارشد	ሻ න ݔ݀	ݔ݈݊	ݔ ൌ
ଵ

଴
	

 

 

න݊݅ݏଶݔ ݔ݀ ൌ	

 

න ݔ݀	௫݁	ݔ ൌ
ଵ

଴
	

	

  مشتق        انتگرال 
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ሺ79	ژئوفيزيك	ارشد	ሻ න ݔ݀	݁௫	ଶݔ ൌ
ଵ

଴
 

 

  مشتق        انتگرال 

 

 

 

 انتگرال گيري از روش هاي تجزيه به كسرهاي جزئي (روش هويسايد)-5

 تا را كسر مخرج و صورت سپس هست مخرج از كوچكتر كسر صورت درجه كه كنيم مي فرض كار ابتداي در
  .ميكنيم ساده و كرده تجزيه دوم و اول درجه املعو حاصلضرب به است ممكن كه جا آن

ሻݔሺ݂صورت  بهگويا  كسر يكتجزيه به كسرهاي ساده ، براي  ൌ
௚ሺ௫ሻ

ሺ௫ି௔ሻయሺ௫ି௕ሻ೙
  داريم:	ܰ߳݊ كه  

݂ሺݔሻ ൌ 	
ଵܣ

ݔ െ ܽ
൅

ଶܣ
ሺݔ െ ܽሻଶ

൅
ଷܣ

ሺݔ െ ܽሻଷ
൅

ଵܤ
ݔ െ ܾ

൅
ଶܤ

ሺݔ െ ܾሻଶ
൅ ⋯൅

௡ܤ
ሺݔ െ ܾሻ௡

	

௡ܣ ൌ 	 lim௫→௔
ሺݔ െ ܽሻ௡݂ሺݔሻ 	

௡ܤ ൌ 	 lim௫→௔
ሺݔ െ ܾሻ௡݂ሺݔሻ 

 

ሻݔሺ݂صورت  گويا به كسر تجزيه به كسرهاي ساده ، براي يك ൌ
௚ሺ௫ሻ

ሺ௔௫మା௕௫ା௖ሻ೙
  داريم:ܰ߳݊ كه   

݂ሺݔሻ ൌ 	
ݔଵܣ ൅ ଵܤ

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ
൅

ݔଶܣ ൅ ଶܤ
ሺܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿሻଶ

൅ ൅⋯൅
ݔ௡ܣ ൅ ௡ܤ

ሺܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿሻ௡
 

در ادامه با مخرج مشترك گرفتن و معادل قرار دادن صورت ، كسر حاصل با صورت اصلي تابع ميتوانيم محاسبه 
  كنيم.
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ሺ75	رياضي	ارشد	ሻන ଶݔ െ 1
ଶݔሺݔ ൅ 1ሻ

ݔ݀	 ൌ
ଶ

ଵ
 

  

  

  

ሺ78	صنايع	ارشد	ሻ න ݔ݀
ሺ1ݔ ൅ ሻଶݔ

ൌ 

  

  

  

  متقارنانتگرال گيري از انتگرال معين توابع زوج و فرد در فاصله هاي -6

ሻݔሺെ݂يعني   تابع فرد f(x)اگر  ൌ െ݂ሺݔሻ   وg(x)  ݃يعني يك تابع زوج باشدሺെݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ :داريم   

׬ ݂ሺݔሻ	݀ݔ ൌ 0
௔
ି௔ ׬                                  ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ

௔
ି௔ 	2	 ׬ ݃ሺݔሻ

௔
଴  

ቀ77	ژئوفيزيك	ارشد	ቁන ݔ݀
1 െ ଶݔ

ଵ
ଶ

ି
ଵ
ଶ

ൌ 

 

 

 

 

 

ቀ79	اي	هسته	مهندسي	ارشد	ቁන ݔ݀ݔ
ସݔ ൅ ଶݔ ൅ 1

ଵ

ିଵ
ൌ 
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  انتگرال گيري از توابع سينوسي و كسينوسي-7

  داريم: cosو  sin زوجالف) انتگرال گيري از توانهاي 

sinଶ ݔ ൌ
1 െ ݔ2ݏ݋ܿ

2
																										,																									cosଶ ݔ ൌ

1 ൅ ݔ2ݏ݋ܿ
2

 

  داريم: cosو  sin فرد) انتگرال گيري از توانهاي ب

sinଶ *نكته* ݔ ൅ cosଶ ݔ ൌ 1  

sinଶାଵ ݔ ൌ ሺsinଶݔ	݊݅ݏ ሻ௡ݔ ൌ sin ݔ ሺ1 െ cosଶ  ሻ௡ݔ
cosଶାଵ ݔ ൌ ሺcosଶݔ	ݏ݋ܿ ሻ௡ݔ ൌ cos ݔ ሺ1 െ sinଶ  ሻ௡ݔ

׬فرمت   ) انتگرال گيري از ج ࢓ܖܑܛ ࢞ ܖܛܗ܋  داريم:   ࢞

  : mൌ2k൅1فرد باشد يعني  mفرض مي كنيم  يكي فرد باشدn	يا  m اگر

sin୫ x cos୬ x ൌ sin ݔ ሺ1 െ cosଶ xሻ௞ cos୬ x			   	

	: mൌ2kهر دو زوج باشد مثلا   , n	mاگر 

sin୫ x cos୬ x ൌ ሺ1 െ cosଶ xሻ௞ cos୬ x 
 داريم: cosو  sinتوابع گويا بر حسب ) انتگرال گيري از د

ݖ ൌ ݊ܽݐ
ݔ
2
						,				sin ݔ ൌ 	

ݖ2
1 ൅ ଶݖ

				,				cos ݔ ൌ 	
1 െ ଶݖ

1 ൅ ଶݖ
ݖ݀				,				 ൌ

1
2
ሺ1 ൅  ݔଶሻ݀ݖ

 .استفاده كردنيز تغيير متغير) (جانشيني غير از موارد فوق مي توان از روش *

׬ ݔଶ݊݅ݏ ݔ݀ ൌ( براي حل اين سوال به قسمت جزء به جزء توجه شود ) 

 sin 2x= 2sin x cos x ياداوري :
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නsinସ x ݔ݀ ൌ 

 

 

නsinଷ x cos ݔ ݔ݀ ൌ 

  انتگرالهاي زير را حل كنيد؟

න
ݔ݀
ݔ ൅ ܽ

ൌ 

   

න
ଶݔ

ଷݔ ൅ 4
ݔ݀ ൌ 

 

න
cos ݔ

2 sin ݔ ൅ 5
ݔ݀ ൌ 

 

නݔଶ	݈݊ݔ	ݔ݀ ൌ 

  انتگرال كاربردهاي

  محاسبه مساحت در مختصات دكارتي : 

انتگرال پذير باشد و نمودار ان به صورت زير باشد، مساحت سطح محصور بين  [a,b]در بازه  f(x)اگر تابع 
  به صورت زير محاسبه مي شود:[a,b]ها ، در فاصله xمنحني و محور 

  

  

 

  مساحت سطح محصور بين دو منحني:
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  برابر است با: a < x < bبراي  y=g(x) و  y=f(x) مساحت سطح محصور به منحني هاي 

ܣ ൌ ቤන ሺ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻሻ	݀ݔ
௕

௔
ቤ 

  دو خم باشد ، آنگاه مساحت برابر است با:يك نقطه تقاطع  cو   a < c < bاگر 

ܣ ൌ ቤන ሺ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻሻ	݀ݔ
௖

௔
ቤ ൅ ቤන ሺ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻሻ	݀ݔ

௕

௖
ቤ 

ݔ، خط  4yور مساحت ناحيه محدود بين مح ൌ
గ

ସ
كدام  y=cos xو زير نمودار  y=sin xدار و بالاي نمو  

  )75(ارشد رياضي  است؟

  

  

  

  

  :محاسبه حجم

  

  

  

  

  

  حجم حاصل از دوران يك ناحيه حول خط افقي

 خط حول   x=bو  x=aو خطوط   y=g(x)و    y=f(x)حجم حاصل از دوران ناحيه بين دو خم غيرمتقاطع 

y=c   كه ناحيه را قطع نمي كند برابر است با  
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v ൌ π ቤන ሺሺfሺxሻ െ cሻଶ െ ሺgሺxሻ െ cሻଶሻ
௕

௔
	dxቤ 

  حجم حاصل از دوران يك ناحيه حول خط قائم

 خط حول   y=bو  y=aو خطوط   x=g(y)و    x=f(y)حجم حاصل از دوران ناحيه بين دو خم غيرمتقاطع 

x=c   كه ناحيه را قطع نمي كند برابر است با  

v ൌ π ቤන ሺሺfሺyሻ െ cሻଶ െ ሺgሺyሻ െ cሻଶሻ
௕

௔
	dyቤ 

ݔሺ حجم حاصل از دوران ناحيه محدود به نمودار  ൒ 0ሻ  3 وy=x   خط ،y=1  و محورy  حول محورy  كدام
  )83است؟ ( ارشد علوم كامپيوتر

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    70صفحه  ‐ 2و  1جزوه درس رياضيات عمومي   ( 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  مقدار متوسط يك تابع:

݂ሺݔሻതതതതതത ൌ
׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔

ܾ െ ܽ
 

  

  انتگرال هاي چندگانه
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توسط اولر معرفي  1769منحني بسته، براي اولين بار در سال انتگرال هاي دوگانه روي ناحيه محدود به يك 
  شد وي راه حلي ارائه داد كه مي توان به كمك دو انتگرال يگانه، انتگرال دوگانه را محاسبه نمود.

انتگرال مفهومي است كه در محاسبه دقيق كميتهايي مكه به حاصلضرب دوكميت ديگر بستگي دارند مورد 
مانند محاسبه حجم كه برابر است با حاصلضرب مساحت قاعده در ارتفاع و يا جرم كه   استفاده قرار ميگيرد.

  ا حاصلضرب جرم در مجذور فاصله.عبارت است از حاصلضرب حجم در چگالي و يا گشتاور كه برابر است ب

ه بسته زير ناحي n، تقسيم آن به  Rباشد. منظور از افراز  xyناحيه بسته و متناهي در صفحه  Rفرض كنيد 
,	௡ܴمتناهي  …	, ܴଷ		ܴଶ	, ܴଵ  .مي باشد  

 

  شكل:

 

 

  

,	௡ܴافراز شده به  Rهمانطور كه در شكل ميبينيد  …	, ܴଷ		ܴଶ	, ܴଵ .  

  

كه از طرف پائين  جسم صلبيحجم نامنفي باشد. ،  Rروي ناحيه بسته و متناهي  f(x,y) z=اگر :  1نتيجه 
ها محور آن  zمنحني هادي و محور ،  Rو از اطراف توسط استوانه اي كه مرز  xyواقع در  Rبوسيله ناحيه 

 :محصور شود برابر است با  z=f(x,y)باشد و از بالا بوسيله رويه 

v ൌ ඵfሺx, yሻdA
ୖ

 

هست كه فاصله ي ذرات  ثابت		شود كه شامل تعداد زيادي ذراتبه سيستمي گفته مي : )(Rigid bodyانگليسي		هبجسم صلب  يادآوري :
ماند. دنياي پيرامون ما وارد شود و يا حركت كنيد نيز ثابت مي نيروجسم		صورتي كه بهاز يكديگر همواره ثابت است. اين فاصله حتي در 

همگي اجسام صلب هستند. در واقع به جسمي كه فاصله  چنگال		هاي يكگرفته تا دندانه پل		هايباشد. از پايهسرشار از اجسام صلب مي
  .شودگفته مي	جسم صلب	بين نقاط آن تغيير نكند،

  فرض شود ، در اين صورت f(x,y) =1در فرمول بالا اگر   : 2نتيجه 
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مساحت	ناحيه	ܴ	 ൌඵ݀ܣ
ோ

 

  انتگرال دوگانه ، هميشه نماينده يك حجم نيست.نكته : 

انتگرال دوگانه ، تعميم انتگرال معين است ، بنابراين تمام خواص و قضاياي انتگرال معين را دارا مي نكته : 
  باشد.

ذير پانتگرال  Rپيوسته باشد ، آنگاه روي  Rروي ناحيه بسته و متناهي  f(x,y)اگر تابع دو متغيره قضيه : 
  است.

  باشد آنگاه: Rتابعي پيوسته روي ناحيه مستطيل شكل  f(x,y)اگر نكته : 

න න ݂ሺݔ, ݔ݀ݕሻ݀ݕ ൌ	
ௗ

௖

௕

௔
න න ݂ሺݔ, 	ݕ݀ݔሻ݀ݕ

௕

௔

ௗ

௖
 

  پيوسته نباشد، تساوي فوق الزاما برقرار نيست. Rدر  f(x,y)قابل ذكر است كه اگر تابع 
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  انتگرال هاي چند گانه زير را حل كنيد؟

න න
1

ሺݔ ൅ ሻଶݕ
ݔ݀ݕ݀ ൌ	

ଶ

ଵ

ସ

ଷ
 

  

 

  ∬ ݔمحصور است بوسيله خطوط Rبه طوري كه ناحيه ோܣ݀		ݔ݊݅ݏ ൌ ,	ߨ ݕ ൌ
௫

ଶ
	, ݕ ൌ   ؟  ݔ2
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  ناحيه محصور بين منحني هاي داده شده را حساب كنيد؟مساحت 

ݕ ൌ ,		ଷݔ ݕ ൌ  ଶݔ

 

 

  باشد. انتگرال دوگانه زير را محاسبه كنيد؟  Y=X+6و   2Y=Xناحيه محدود به نمودارهاي  Rفرض كنيد 

ඵሺx ൅ 4xሻ݀ܣ ൌ
ோ

 

  پيام نور 422ص

ݕ مساحت ناحيه محدود به نمودارهاي جزوه *  37* بررسي نتيجه دو ص ൌ 8 െ
௫మ

ଶ
ݕ و  ൌ 2 െ

୶

ଶ
را با  

  پيام نور 426استفاده از انتگرال دوگانه محاسبه كنيد؟  ص 

 

 

 

  تغيير ترتيب انتگرال گيري

گاهي محاسبه يكي از دو انتگرال مكرر مشكل يا غير ممكن است در حالي كه انتگرال مكرر دوم را به آساني 
وئيم. زيرا مي گ "ر ترتيب انتگرال گيريتغيي"مي تواندمحاسبه كرد. تعويض يك انتگرال مكرر به ديگري را 

  به ديگري تغيير مي يابد.dxdy و dydxيكي از 

  انتگرال زير را محاسبه كنيد؟

න න 	sinπݔଷ	݀ݕ݀ݔ ൌ	
ଷ

ඥ୷

ଽ

଴
 

  ال ها مشخص است داريم:گرآسان نيست همانور كه از تابع فوق و حدود انت  ଷݔsinπمحاسبه 

	0 ൑ ݕ ൑ ݔ										,							9 ൌ ݔ			,				3 ൌ ඥݕ 
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(طبق تعاريف  و حدود انتگرال گيري را مشخص كنيم Rشكل را داريم و با توجه به شكل مي توانيم ناحيه 
  جزوه داشتيم) : 39هايي كه در ص 

0 ൑ ݕ ൑ ݔ										,							3 ൌ ݔ			,				3 ൌ ඥݕ 

 

 

 

න න 	sinπݔଷ	݀ݕ݀ݔ ൌ	
ଷ

ඥ୷

ଷ

଴
 

  

  

  

  

  هاي دوگانه:تغيير متغير ( جانشيني ) در انتگرال 

  

  

  

  

 

  

 

 

X=3 

X=ඥݕ 
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  انتگرال دوگانه زير را حل كنيد؟

∬ ሺy െ xሻ݀ܣ ൌோ ?       ܴ:

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ݕ െ ݔ ൌ െ3
ݕ െ ݔ ൌ 1

ݕ ൅
௫

ଷ
ൌ 	

଻

ଷ

ݕ ൅
௫

ଷ
ൌ 	5

  

 

  مي نويسيم u , vرا بر حسب   f(x,y):  1مرحله 

ݑ ൌ ݕ െ  ݔ

ݒ ൌ ݕ ൅
ݔ
3
 

 jبدست آوردن مقدار ژاكوبي :  2مرحله 

|݆| ൌ ቚ
௨ݔ ௩ݔ
௨ݕ ௩ݕ

ቚ ൌ
1

ቚ
௫ݑ ௬ݑ
௫ݒ ௬ቚݒ

ൌ	

 vو  uبرحسب  Rبدست آوردن مرزهاي  : 3مرحله 

ݑ ൌ ݕ െ ݔ ൌ ݑ							,					3 ൌ െ3 

ݑ ൌ ݕ െ ݔ ൌ ݑ							,					1 ൌ 1 

ݒ ൌ ݕ ൅
ݔ
3
ൌ
7
3
ݒ							,						 ൌ

7
3
 

ݒ ൌ ݕ ൅
ݔ
3
ൌ ݒ							,						5 ൌ 5 

ݑيادآوري :  حل انتگرال مي پردازيم:ادامه حال به  ൌ ݕ െ  ݔ

ඵሺy െ xሻ݀ܣ										
୴,୳	به	تبديل
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ

ோ

													න න ݒ݀ݑ݀	ݑ	 ൌ	
ଵ

ିଷ

ହ

଻
ଷ

 

 

  انتگرال دوگانه زير را حل كنيد؟
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න න ݏ݋ܿ		
ݔ െ ݕ
ݔ ൅ ݕ

dx	dy ൌ	
ଵି௬

଴

ଵ

଴
 

  مي نويسيم u , vرا بر حسب   f(x,y):  1مرحله 

ݑ ൌ ݔ െ  ݕ

ݒ ൌ ݔ ൅  ݕ

  با حل دستگاه فوق داريم :

ݑ ൅ ݒ ൌ ݔ					,					ݔ2 ൌ
1
2
ሺݑ ൅ ݕ			با	جايگذاري	داريم							ሻݒ ൌ 1

2
ሺݑ െ  ሻݒ

   j: بدست آوردن مقدار ژاكوبي  2مرحله 

|݆| ൌ ቚ
௨ݔ ௩ݔ
௨ݕ ௩ݕ

ቚ ൌ
1

ቚ
௫ݑ ௬ݑ
௫ݒ ௬ቚݒ

ൌ	 

  

 vو  uبرحسب  Rبدست آوردن مرزهاي  : 3مرحله 

1.x=1‐y    پس داريم x+y=1   با توجه به بند مرحله اول داريم  v=1 بنابراين        u=v   

2.x=0      با جايگذاري در فرمول بدست امده مرحله اول  

൜
ݑ ൌ 0 െ ݕ
ݒ ൌ 0 ൅ ݕ 	→ ݑ		 ൌ െݒ					يكديگرند	قرينه 

3.y=0	

ቄݑ ൌ ݔ െ 0
ݒ ൌ ݔ ൅ 0

	→ ݑ		 ൌ  برابرند					ݒ

ݕبا فرمول بدست آمده  ൌ
ଵ

ଶ
ሺݑ െ  y=0 داريم  ሻݒ

4.  داريم  1با توجه به بند     v=1  

  حل انتگرال مي پردازيم:ادامه حال به 

න න ݏ݋ܿ		
ݔ െ ݕ
ݔ ൅ ݕ

dx	dy ൌ					
୴,୳	به	تبديل
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ

ଵି௬

଴

ଵ

଴
		
1
2
න න ݏ݋ܿ		

ݑ
ݒ
	du	dv ൌ				

୴

ି௩

ଵ

଴
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1
2
න v	sin	
ଵ

଴

u
v
ቚ
v
െv	dv ൌ	 

  ناحيه محصور به منحني هاي زير را حل كنيد؟ مساحتمحاسبه  مثال: 

xy = 4    ,     xy = 8     ,    xy3 = 5     ,    xy3=15 

    1‐    3u=xy   ,      v=xy 

2 -  

|࢐| ൌ ቚ
࢛࢞ ࢞࢜
࢛࢟ ࢟࢜

ቚ ൌ
૚

ฬ
࢛࢞ ࢛࢟
࢜࢞ ࢜࢟ฬ

ൌ 	
૚

ฬ
࢟ ࢞
࢟૜ ૜࢞࢟૛ฬ

ൌ           

3-  

u=xy = 4      u=4 ,     u=xy = 8        u=8   

v=xy3 = 5    v=5 ,      v=xy3=15     v=15 

 

න න
1

2xyଷ

଼

ସ

ଵହ

ହ
	du	dv								xݕଷ ൌ v	يك	بند	به	توجه	با						 න න

1
ݒ2

଼

ସ

ଵହ

ହ
	du	dv ൌ 

  

  

  

  

  

  

  

  



 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    80صفحه  ‐ 2و  1جزوه درس رياضيات عمومي   ( 

 

  انتگرال هاي دوگانه در مختصات قطبي:

ଶݔعامل و يااگر ناحيه انتگرال گيري دايره باشد  ൅	ݕଶ ݕ، مي توان از تبديل قطبي ൌ   و    ߠ	ݏ݋ܿݎ

ݔ	 ൌ  ݔ݀ݕ݀نوشته و به جاي  ߠ و rدر اين حالت ابتدا تابع زير انتگرال را برحسب  استفاده كرد.  	ߠ	݊݅ݏݎ
سپس از رسم ناحيه نيم خطي از مبداء به سمت خارج چنان رسم   را جانشين مي كنيم. ߠ݀	ݎ݀	ݎمقدار  ، 

ݎميكنيم تا مرزهاي ناحيه را در  ൌ ଵ݂ሺߠሻ  ݎو ൌ ଶ݂ሺߠሻ  قطع كند. اين دو مرزهاي انتگرال داخلي و
  در ناحيه حدود انتگرال خارجي است.  ߠحداقل و حداكثر مقدار 

ඵfሺx, yሻ	݀ܣ ൌ 	න න ,ݎሺܨ ߠ݀ݎ݀ݎ	ሻߠ
௙మሺఏሻ

௙భሺఏሻ

ఏమ

ఏభ஽

 

 

  

  

	࢘ناحيه درون دلنماي مساحت مثال:  ൌ 	૚ ൅ ࢘و بيرون دايره   ࣂ࢙࢕ࢉ ൌ ૚	  را پيدا كنيد؟  

  ابتدا محل تلاقي دو منحني را پيدا مي كنيم

1 ൌ 1 ൅ cos 			ߠ 		→ ߠݏ݋ܿ				 ൌ ߠ				,				0 ൌ
ߨ
2
	, െ

ߨ
2
 

ඵfሺx, yሻ	݀ܣ		
تبديل	به	مختصات	قطبي
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ	න න ߠ݀ݎ݀	ݎ		

ଵାୡ୭ୱఏ

ଵ

గ
ଶ

ି
గ
ଶ

ൌ
஽

 

 

࢘  مساحت يكبرگ گل از كل  ൌ   را پيدا كنيد؟ ࣂ	૛࢙࢕ࢉ	ࢇ

ݎ ൌ ߠ2ݏ݋ܿ				,			0 ൌ 0		, ߠ ൌ
గ

ସ
, െ

గ

ସ
 

ඵfሺx, yሻ	݀ܣ		
تبديل	به	مختصات	قطبي
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ	

஽

 

 

This image cannot currently be displayed.
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න න ߠ݀ݎ݀	ݎ		
௔ାୡ୭ୱଶఏ

଴

గ
ସ

ି
గ
ସ

ൌ 

 

ࢠجسم صلبي كه از بالا به صفحه  حجممطلوبست محاسبه  ൌ ૛࢘	࢙࢔࢏	و از پائين به سهمي   ࣂ
  محصور مي باشد؟  2z= rگون 

  قرار مي دهيم.هم ابتدا فصل مشترك صفحه با سهمي گون را پيدا مي كنيم انها را مساوي 

rଶ ൌ 2r	sin	θ							 → 								r ൌ 2sin	θ			 → 	2sin	θ ൌ 0				,			θ ൌ 0	, π 

න න ሺ2ݎ	ߠ݊݅ݏ െ	ݎଶሻݎ		ߠ݀ݎ݀
ଶୱ୧୬ఏ

଴

గ

଴
ൌ 

  

  

 

  انتگرال هاي سه گانه
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,ݔሺ݂انتگرال سه گانه  ,ݕ ሻݖ ൌ   را روي ناحيه زير محاسبه كنيد؟  ଶݖଷݕݔ

ܦ ൌ 	 ሼሺݔ, ,ݕ |ሻݖ െ 1 ൑ ݔ ൑ 3		, 1 ൑ ݕ ൑ 4	, 0 ൑ ݖ ൑ 2ሽ 

මݕݔଷݖଶ	݀ݒ ൌ
஽

	න න න 	ଶݖଷݕݔ
ଶ

଴

ଷ

ିଵ

ସ

ଵ
ݕ݀	ݔ݀	ݖ݀ ൌ	

 

  

 

و روش هاي  dx dz dyسوال فوق را نيز مي توانيم از طريق روش هاي ديگر نيز حل نمود انترگال نسبت به 
  ديگر.

به ازاي  2z=xو  =2y‐Zبين دو رويه  Dو   x=1و   y=xو  y=0مثلث محدود به نمودارهاي  Rفرض كنيد 
(x,y)  درR واقع باشد. انترگال سه گانه زير را محاسبه كنيد؟ ،  

මሺݔ ൅ 1ሻ	݀ݒ ൌ
஽

	න න න ሺݔ ൅ 1ሻ	
௫మ

ି௬మ

௫

଴

ଵ

଴
ݔ݀	ݕ݀	ݖ݀ ൌ 

 

  

 

 

∭مطلوبست محاسبه  ሺݖݔ ൅ ଶݔناحيه محصور به استوانه  ஽  ،Dݒ݀	ሻݖ3 ൅ ଶݖ ൌ و صفحات  9
x+y=3  ،z=0   ،y=0  و بالاي صفحهxy .مي باشد  

මሺݖݔ ൅ ݒ݀	ሻݖ3 ൌ
஽

	න න න ሺݖݔ ൅ 	ሻݖ3
√ଽି௫మ

଴

ଷି௫

଴

ଷ

ିଷ
ݔ݀	ݕ݀	ݖ݀ ൌ 
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 مدرس:  عزت االله فريدنيا)    84صفحه  ‐ 2و  1جزوه درس رياضيات عمومي   ( 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  انتگرال دوگانه روي بيضي ها (مختصات بيضوي)

∬براي محاسبه   fሺx, yሻ	݀ܣ஽  كه در آنD  بيضيሺ௫ିఈሻమ

௔మ
൅

ሺ௬ିఉሻమ

௕మ
ൌ است از تغيير متغير    1

ݔ െ ߙ ൌ ,	ߠݏ݋ܿ	ݎܽ ݕ െ ߚ ൌ ܣ݀استفاده مي كنيم در نتيجه  ߠ݊݅ݏ	ݎܾ ൌ  ߠ݀	ݎ݀	ݎ	ܾܽ
  خواهد بود كه خواهيم داشت:
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ඵfሺx, yሻ	݀ܣ
஽

ൌ 	න න ,ݎሺܨ ߠ݀	ݎ݀	ݎሻܾܽߠ
ଵ

଴

ଶగ

଴
 

∬سوال مقدار انتگرال  ଶ஽ݔ ௫మناحيه محصور به بيضي  Dكه در آن  ݕ݀	ݔ݀

௔మ
൅ ௬మ

௕మ
ൌ مي باشد  1

 )82و  80ب كنيد؟ (ارشد عمران  را حسا

ݔ െ ߙ ൌ 				ߠݏ݋ܿ	ݎܽ → ݔ				 ൌ 				ߠݏ݋ܿ	ݎܽ → 						 ଶݔ ൌ ܽଶݎଶ	ܿݏ݋ଶߠ 

ݕ െ ߚ ൌ  ߠ݊݅ݏ	ݎܾ

න න ߠ݀	ݎ݀	ݎܾܽ		ଶݔ
ଵ

଴

ଶగ

଴
ൌ 	න න ܽଶݎଶ	ܿݏ݋ଶߠ		ݎܾܽ	ݎ݀	ߠ݀

ଵ

଴

ଶగ

଴

ൌ 	න න ܽଷݎଷܾ	ܿݏ݋ଶߠ	ݎ݀	ߠ݀
ଵ

଴

ଶగ

଴
 

  

  

  

  بردار و هندسه تحليلي

بسياري از كميتها داراي اندازه هستند هر يك از اين كميت ها را مي توان توسط يك عدد حقيقي مشخص 
  ن مثال طول ، حجم ، قيمت ، سود ، جرم. اين كميت ها را اسكالر مي ناميم.اكرد. به عنو

با يك عدد حقيقي مشخص نمي شوند اين كميتها علاوه بر اندازه ، جهتشان  كميت هاي ديگري هستند كه
نيز مورد نياز است. اين پديده ها  را كميت هاي برداري مي نامند.به عنوان مثال سرعت يك جسم متحرك و 

  نيروي وارد بر يك جسم.

  بردار در صفحه

  يك بردار به طور هندسي پاره خطي جهت دار است.

  

  
A 

B 


