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درونيابي
INTERPOLATION

درونيابي

𝒇 𝒙 ൌ 𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟐 ൅⋯൅ 𝒂𝒏𝒙𝒏

൞
𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙𝟏 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟏𝟐 ൌ 𝒚𝟏
𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙𝟐 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟐𝟐 ൌ 𝒚𝟐
𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙𝟑 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟑𝟐 ൌ 𝒚𝟑

𝒏تابع درونيابي  ൅ نقطه  𝟏

𝒏از داده هاي  ൅ 𝒏نقطه استفاده خواهيم كرد، تا  �𝟏 ൅ .  هستند را به دست آوريم  𝒂𝒏تا  𝒂𝟎مجهول كه همان ضرايب �𝟏

𝒏داريم كه از تمام  𝒏بله فقط يك چند جمله اي درجه ت؟ آيا اين چند جمله يكتا اس: سوال ൅ . نقطه مي گذرد 𝟏

درجه چندجمله اي چند است؟ . سه نقطه داريم، مي خواهيم چند جمله اي درونيابي عبوري از اين نقاط را پيدا كنيم: مثال
𝒇 𝒙 ൌ 𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟐 چند جمله اي درونيابي 

يم، سه معادله خطي داريم كه حل مي كن
𝒂𝟎  تا𝒂𝟐 به دست مي آيد

. با افزايش درجه چند جمله اي، اين روش كارآمد نيست، دنبال الگوريتم بهتري براي چند جمله اي درونيابي خواهيم بود

مدل هاي مختلف بيان رياضي براي چند جمله اي

چند جمله اي لاگرانژ :
براي نقاطي با فاصله هاي يكسان و غير يكسان

 چند جمله اي نيوتن  :
فقط براي نقاطي با فاصله يكسان

چندجمله اي لاگرانژ

Lagrange Interpolating polynomials

فرم كلي چند جمله اي لاگرانژ:

𝒇اگر  𝒙 تابع عبوري از اين نقاط را به صورت روبرو بيان شود.
 تابع𝒇 𝒙 از تمام نقاط جدول ميگذرد.
 در نقاط جدول𝑹 𝑿 ൌ .است 𝟎

𝒇 𝒙 ൌ ∅𝒏 𝒙 ൅ 𝑹 𝑿

𝒙𝒊 𝒙𝟏 𝒙𝟐 … 𝒙𝒏
𝐟𝐢 𝐟𝟏 𝐟𝟐 … 𝐟𝒏
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 در اينجا از اين تقريب استفاده مي شود𝒇 𝒙 ൌ ∅𝒏 𝒙

فرم كلي معادله چند جمله اي به شكل زير است:

فرم لاگرانژ اين چند جمله اي به فرم زير است:

محاسبه فرم تقريب چندجمله اي لاگرانژ

∅𝒏 𝒙 ൌ 𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟐 ൅ 𝒂𝟑𝒙𝟑 ൅⋯൅ 𝒂𝒏ି𝟏𝒙𝒏ି𝟏 ൅ 𝒂𝒏𝒙𝒏

∅𝒏 𝒙 ൌ 𝒂𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐 𝒙 െ 𝒙𝟑 … 𝒙 െ 𝒙𝒏 ൅
𝒂𝟏 𝒙 െ 𝒙଴ 𝒙 െ 𝒙𝟐 𝒙 െ 𝒙𝟑 … 𝒙 െ 𝒙𝒏 ൅
⋮
𝒂௡ 𝒙 െ 𝒙଴ 𝒙 െ 𝒙ଵ 𝒙 െ 𝒙ଶ … 𝒙 െ 𝒙𝒏ିଵ

الگوي نوشتاري فرم لاگرانژ

 چند جمله لاگرانژ به گونه اي نوشته شده است كه از جمع𝒏 ൅ .به دست آمده است 𝒏تابع درجه  𝟏
 هر كدام از اين توابع در يكي از نقاط جدول مقداري برابر𝐟𝐢 دارد و در بقيه نقاط صفر است.

 تابع به دست آمده است 3مثال لاگرانژ درجه دو از:
 در  0تابع𝒙𝟎  مقداري برابر𝐟𝟎  دارد و در𝒙𝟏  و𝒙𝟐 مقداري برابر صفر دارد.
 در  1تابع𝒙𝟏  مقداري برابر𝐟𝟏  دارد و در𝒙𝟎  و𝒙𝟐 مقداري برابر صفر دارد.
 در  2تابع𝒙𝟐  مقداري برابر𝐟𝟐  دارد و در𝒙𝟏  و𝒙𝟎 مقداري برابر صفر دارد.

 𝟐∅تابع  3حاصل جمع اين 𝒙 را به ما ميدهد.

f(x)

x𝒙𝟎� 𝒙𝟏� 𝒙𝟐�

𝐟𝟎�

𝐟𝟏�

𝐟𝟐�
∅𝟐 𝒙 �

1تابع 
0تابع 

2تابع 

∅ଶ 𝒙 ൌ 𝒂𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐 ൅
𝒂𝟏 𝒙 െ 𝒙଴ 𝒙 െ 𝒙𝟐 ൅

                 𝒂𝟐 𝒙 െ 𝒙଴ 𝒙 െ 𝒙ଵ

ضرايب و فرم كلي لاگرانژ

𝒙 ൌ 𝒙𝟎 → ∅𝒏 𝒙𝟎 ൌ 𝒇𝟎
⇒ 𝒇𝟎 ൌ 𝒂𝟎 𝒙𝟎 െ 𝒙𝟏 𝒙𝟎 െ 𝒙𝟐 𝒙𝟎 െ 𝒙𝟑 … 𝒙𝟎 െ 𝒙𝒏
⇒𝒂𝟎 ൌ

𝒇𝟎
𝒙𝟎ି𝒙𝟏 𝒙𝟎ି𝒙𝟐 𝒙𝟎ି𝒙𝟑 … 𝒙𝟎ି𝒙𝒏

𝒙 ൌ 𝒙𝟏 → 𝒇𝟏 ൌ 𝒂𝟏 𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎 𝒙𝟏 െ 𝒙𝟐 𝒙𝟏 െ 𝒙𝟑 … 𝒙𝟏 െ 𝒙𝒏

⇒𝒂𝟏 ൌ
𝒇𝟏

𝒙𝟏ି𝒙𝟎 𝒙𝟏ି𝒙𝟐 𝒙𝟏ି𝒙𝟑 … 𝒙𝟏ି𝒙𝒏

𝒙 ൌ 𝒙𝟐 →        𝒇𝟐 ൌ 𝒂𝟐 𝒙𝟐 െ 𝒙𝟎 𝒙𝟐 െ 𝒙𝟏 𝒙𝟐 െ 𝒙𝟑 … 𝒙𝟐 െ 𝒙𝒏

⇒𝒂𝟐 ൌ
𝒇𝟐

𝒙𝟐 െ 𝒙𝟎 𝒙𝟐 െ 𝒙𝟏 𝒙𝟐 െ 𝒙𝟑 … 𝒙𝟐 െ 𝒙𝒏

ضرايب و فرم كلي لاگرانژ

∅𝒏 𝒙 ൌ෍𝒍𝒊 𝒙 𝒇𝒊 

𝒏

𝒊ୀ𝟎

𝒍𝒊 𝒙 ൌෑ
𝒙െ 𝒙𝒋
𝒙𝒊 െ 𝒙𝒋

𝒏

𝒋ୀ𝟎
𝒊ஷ𝒋

تابع لاگرانژ  ضريب لاگرانژ 

𝒍𝒊مطابق نكاتي كه گفته شد، ضريب لاگرانژ  𝒙  در𝒙𝒊 براي يك و در بقيه برابر صفر است

∅𝟏 𝒙 ൌ෍𝒍𝒊 𝒙 𝒇𝒊 

𝟏

𝒊ୀ𝟎

حل معادله چند جمله اي لاگرانژ در مرتبه اول : مثال

𝒍𝟎 𝒙 ൌෑ
𝒙െ 𝒙𝒋
𝒙𝒊 െ 𝒙𝒋

𝟏

𝒋ୀ𝟎
𝒊ஷ𝒋

ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟏
𝒙𝟎 െ 𝒙𝟏

𝒍𝟏 𝒙 ൌෑ
𝒙െ 𝒙𝒋
𝒙𝒊 െ 𝒙𝒋

ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟎
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎

𝟏

𝒋ୀ𝟎
𝒊ஷ𝒋

∅𝟏 𝒙 ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟏
𝒙𝟎 െ 𝒙𝟏

𝒇𝟎 ൅
𝒙 െ 𝒙𝟎
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎

𝒇𝟏
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مثال حل معادله چند جمله اي لاگرانژ در مرتبه دوم 

∅𝟐 𝒙 ൌ෍𝒍𝒊 𝒙 𝒇𝒊 

𝟐

𝒊ୀ𝟎
𝒍𝟎 𝒙 ൌෑ

𝒙െ 𝒙𝒋
𝒙𝒊 െ 𝒙𝒋

ଶ

𝒋ୀ𝟎
𝒊ஷ𝒋

ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟏
𝒙𝟎 െ 𝒙𝟏

ൈ
𝒙 െ 𝒙𝟐
𝒙𝟎 െ 𝒙𝟐

𝒍𝟏 𝒙 ൌෑ
𝒙െ 𝒙𝒋
𝒙𝟏 െ 𝒙𝒋

𝟐

𝒋ୀ𝟎
𝒊ஷ𝒋

ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟎
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎

ൈ
𝒙 െ 𝒙𝟐
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟐 𝒍𝟐 𝒙 ൌෑ

𝒙െ 𝒙𝒋
𝒙𝟐 െ 𝒙𝒋

𝟐

𝒋ୀ𝟎
𝒊ஷ𝒋

ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟎
𝒙𝟐 െ 𝒙𝟎

ൈ
𝒙 െ 𝒙𝟏
𝒙𝟐 െ 𝒙𝟏

∅𝟐 𝒙 ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐
𝒙𝟎 െ 𝒙𝟏 𝒙𝟎 െ 𝒙𝟐

𝒇𝟎 ൅
𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟐
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎 𝒙𝟏 െ 𝒙𝟐

𝒇𝟏 ൅
𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏
𝒙𝟐 െ 𝒙𝟎 𝒙𝟐 െ 𝒙𝟏

𝒇𝟐

LNمقدار : مثال :را با درون يابي لاگرانژ به دست آوريد 2

ln 1 ൌ 0
ln 4 ൌ 1.386294

ln 6 ൌ 1.791759

lnمقدار دقيق  ln. نيز داده شده است 2 2 ൌ 0.6931472

𝟔,𝟒,𝟏نقاط 

∅ଵ 2 ൌ
2 െ 4
1 െ 4 ൈ 0 ൅

2 െ 1
4 െ 1 ൈ 1.386294 ൌ 0.462098 لاگرانژ مرتبه اول  

∅ଶ 2 ൌ
2 െ 4 2 െ 6
1 െ 4 1 െ 6 ൈ 0 ൅

2 െ 1 2 െ 6
4 െ 1 4 െ 6 ൈ 1.386294 ൅

2 െ 1 2 െ 4
6 െ 1 6 െ 4 ൈ 1.791759 ൌ 0.5658442

لاگرانژ مرتبه دوم  

𝟐∅بنابراين  .به مقدار واقعي نزديك تر است 𝟐

نقاط داده شده در اين مثال، هم فاصله نبودند: نكته.

عملگرها
operator name Definition

𝐸 shift operator 𝐸 𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ ,       𝐸𝑓௜ ൌ 𝑓௜ାଵ عملگر جابجايي
∆ሺ𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎ሻ forward diff. ∆𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 ,  ������∆𝑓௜ ൌ 𝑓௜ାଵ െ 𝑓௜ )اختلاف پيشرو(عملگر دلتا 
𝛻ሺDelሻ backward diff. 𝛻𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ,    𝛻𝑓௜ ൌ 𝑓௜ െ𝑓௜ିଵ )اختلاف پسرو(عملگر دل 
𝛿ሺ𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙 
𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎ሻ central diff. 𝛿𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅

ℎ
2 െ 𝑓 𝑥 െ

ℎ
2

عملگر اختلاف مركزي

𝜇 average operator 𝜇 𝑓 𝑥 ൌ
1
2 𝑓 𝑥 ൅

ℎ
2 ൅ 𝑓 𝑥 െ

ℎ
2

عملگر متوسط گيري

𝐷 differential operator 𝐷𝑓 𝑥 ൌ
𝑑𝑓 𝑥
𝑑𝑥 ൌ 𝑓ᇱ 𝑥

𝐷௡𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 ௡ 𝑥
عملگر مشتق

𝐼 Integral operator 
I𝑓 𝑥 ൌ න 𝑓 𝑥 d𝑥

௫ା௛

௫
𝐼௡𝑓 𝑥 ൌ ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

௫ା௡௛
௫

x+hتا  xعملگر انتگرال از 

روابط بين عملگرها
∆ൌ 𝑬 െ 𝟏 ൌ 𝑬𝜵
∆𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 ൌ 𝐸 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 ൌ 𝐸 െ 1 𝑓 𝑥 ⇒ ∆ൌ 𝐸 െ 1
∆𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 ൌ 𝐸 𝑓 𝑥 െ E𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ E 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ 𝐸 ∆𝑓 𝑥
→ ∆ൌ 𝐸𝛻
𝜵 ൌ 𝟏 െ 𝑬ି𝟏⇒ 1 െ 𝐸ିଵ 𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝐸ିଵ𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ 𝛻𝑓 𝑥

𝜹 ൌ 𝑬
𝟏
𝟐 െ 𝑬

ష𝟏
𝟐 ⇒ 𝐸

భ
మ െ 𝐸

షభ
మ 𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ௛

ଶ
െ 𝑓 𝑥 െ ௛

ଶ
ൌ δ𝑓 𝑥

𝜹𝟐 ൌ ∆ െ 𝜵

𝛿ଶ𝑓 𝑥 ൌ 𝛿 𝑓 𝑥 ൅ ௛
ଶ
െ 𝑓 𝑥 െ ௛

ଶ
ൌ 𝛿𝑓 𝑥 ൅ ௛

ଶ
െ 𝛿𝑓 𝑥 െ ௛

ଶ

ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ ∆ െ 𝛻 𝑓 𝑥

𝑰𝑫 ൌ ∆ 𝐼𝐷𝑓 𝑥 ൌ I 𝑓ᇱ 𝑥 ൌ ׬ 𝑓ᇱ 𝑥 ൌ௫ା௛
௫ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 ൌ ∆𝑓 𝑥

𝜹𝟐  يعني اينكه عملگر دلتا دو بار روي𝑓 𝑥 اعمال شود
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روابط بين عملگرها
𝑬 ൌ 𝒆𝒉𝑫

𝐸 𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ ൌ 𝑓 𝑥 ൅ 𝑓ᇱ 𝑥 h ൅ 𝑓ᇳ 𝑥
ℎଶ

2! ൅ 𝑓ᇵ 𝑥
ℎଷ

3! ൅⋯

ൌ 1 ൅ hD ൅
ℎଶ𝐷ଶ

2! ൅
ℎଷ𝐷ଷ

3! ൅⋯ 𝑓 𝑥 ൌ 𝒆𝒉𝑫𝑓 𝑥

AAିଵ ൌ AିଵA ൌ 1
𝐸𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ ,  𝐸ିଵ𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ ℎ
𝐸𝐸ିଵ𝑓 𝑥 ൌ 𝐸𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൅ ℎ ൌ 𝑓 𝑥
𝐴ଵ ൅ 𝐴ଶ ൌ 𝐴ଶ ൅ 𝐴ଵ ,𝐴ଵ𝐴ଶ ൌ 𝐴ଶ𝐴ଵ ,  𝐴ଵ 𝐴ଶ ൅ 𝐴ଷ ൌ 𝐴ଵ𝐴ଶ ൅ 𝐴ଵ𝐴ଵ
𝐴ଵ 𝐴ଶ𝐴ଷ ൌ 𝐴ଵ𝐴ଶ 𝐴ଷ

∆𝛻 ൌ 𝛻∆⇐ ቐ
𝛻∆𝑓 𝑥 ൌ 𝛻 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 2𝑓 𝑥 ൅ 𝑓 𝑥 െ ℎ
∆𝛻𝑓 𝑥 ൌ ∆ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥 െ ℎ ൌ 𝑓 𝑥 ൅ ℎ െ 2𝑓 𝑥 ൅ 𝑓 𝑥 െ ℎ

 تمام اپراتورها معكوس پذير هستند ولي𝑬ି𝟏 از همه پر كاربرد تر است.

اپراتور ها خاصيت جابجايي دارند.

روابط بين عملگرها

ቊ 𝐸௡𝐷𝑓 𝑥 ൌ 𝐸௡𝑓ᇱ 𝑥 ൌ 𝑓ᇱ 𝑥 ൅ 𝑛ℎ
𝐷𝐸௡𝑓 𝑥 ൌ 𝐷𝑓 𝑥 ൅ ℎ ൌ 𝑓ᇱ 𝑥 ൅ 𝑛ℎ ⇒ 𝐸௡𝐷 ൌ 𝐷𝐸௡

𝒂 ൅ 𝒃 𝒓 ൌ 𝒓
𝟎 𝒂𝒓𝒃𝟎 ൅ 𝒓

𝟏 𝒂𝒓ି𝟏𝒃𝟏൅. . . 𝒓
𝒌 𝒂𝒓ି𝒌𝒃𝒌൅. . .

𝑟
0 ൌ 1

𝑟
𝑘 ൌ

𝑟 𝑟 െ 1 𝑟 െ 2 . . . 𝑟 െ 𝑘 ൅ 1
𝑘!

𝑎 ൅ 𝑏 ௥ ൌ ෍ 𝑟
𝑘 𝑎௥ି௞

௥

௞ୀ଴

𝑏௞

ددر اصل اپراتور ها كمك ميكنند تا برخي عمليات را كوتاه تر نوشته شون  .

 سري باينوميال)binomial series(

r : مي تواند حقيقي يا موهومي باشد.
k :يك عدد صحيح بزرگتر از صفر است.  

 اگرr  عدد صحيح مثبتي باشد آنگاه…

درون يابي نيوتن
𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒂𝟎 ൅ 𝒂𝟏𝒙 ൅ 𝒂𝟐𝒙𝟐൅. . . .൅𝒂𝒏𝒙𝒏

⇒ 𝑏଴ ൌ 𝑓଴

𝑏ଵ ൌ
𝑓ଵ െ 𝑓଴
𝑥ଵ െ 𝑥଴

ൌ
𝛥𝑓଴
𝛥𝑥଴𝒇𝟏 𝒙 ൌ 𝒃𝟎 ൅ 𝒃𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟎

فرم كلي معادله چند جمله اي درونيابي 

𝒇𝒏 𝒙 ൌ 𝒃𝟎 ൅ 𝒃𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒃𝟐 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 ൅ 𝒃𝟑 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐 ൅
…൅ 𝒃𝒏 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐 … 𝒙 െ 𝒙𝒏ି𝟏 فرم كلي معادله چند جمله اي درونيابي نيوتن 

چند جمله اي مرتبه يك نيوتن

تااستفاده از عملگر دل

𝒙𝒊 𝒙𝟏 𝒙𝟐
𝐟𝐢 𝐟𝟏 𝐟𝟐

𝒙𝟎فرض كنيد  ൏ 𝒙𝟏

f(x)

x𝒙𝟎� 𝒙𝟏�

𝐟𝟎�

𝐟𝟏�

𝒇𝟏 𝒙 ൌ 𝒇𝟎 ൅
𝒇𝟏 െ 𝒇𝟎
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎

𝒙 െ 𝒙𝟎

فرم كلي چند جمله هاي مرتبه دوم نيوتن 

𝒙𝟎 ൏ 𝒙𝟏 ൏ 𝒙𝟐

𝒇𝟐 𝒙 ൌ 𝒃𝟎 ൅ 𝒃𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒃𝟐 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙𝒊 𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒙𝟐
𝐟𝐢 𝐟𝟎 𝐟𝟏 𝐟𝟐

𝑥 ൌ 𝑥଴ ⇒ 𝑓଴ ൌ 𝑏଴ ⇒ 𝑏଴ ൌ 𝑓଴

𝑥 ൌ 𝑥ଵ ⇒ 𝑓ଵ ൌ 𝑏଴ ൅ 𝑏ଵ 𝑥ଵ െ 𝑥଴ ⇒ 𝑏ଵ ൌ
𝑓ଵ െ 𝑓଴
𝑥ଵ െ 𝑥଴

ൌ
𝛥𝑓଴
𝛥𝑥଴

𝑥 ൌ 𝑥ଶ ⇒ 𝑓ଶ ൌ 𝑏଴ ൅ 𝑏ଵ 𝑥ଶ െ 𝑥଴ ൅ 𝑏ଶ 𝑥ଶ െ 𝑥଴ 𝑥ଶ െ 𝑥ଵ

𝑓ଶ ൌ 𝑓଴ ൅
𝑓ଵ െ 𝑓଴
𝑥ଵ െ 𝑥଴

𝑥ଶ െ 𝑥଴ ൅ 𝑏ଶ 𝑥ଶ െ 𝑥଴ 𝑥ଶ െ 𝑥ଵ 𝑏ଶ ൌ

𝑓ଶ െ 𝑓ଵ
𝑥ଶ െ 𝑥ଵ

െ 𝑓ଵ ൅ 𝑓଴
𝑥ଵ െ 𝑥଴

𝑥ଶ െ 𝑥ଵ
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فرم كلي چند جمله هاي مرتبه دوم نيوتن 

 براي𝒃𝟐  مي توان مقاديرx را به صورت مستقيم در رابطه وارد كرد.
لزومي به هم فاصله بودن نقاط نيست.

 ولي اگر نقاط هم فاصله باشند خيلي بهتر است و رابطه𝒃𝟐 خيلي ساده تر مي شود.

از اين به بعد در روش نيوتن از نقاط هم فاصله و مرتب استفاده مي شود: نكته.

1 0

2 1

2 0 2

x x h
x x h
x x h

 
  
  

𝒃𝟐 ൌ

𝒇𝟐 െ 𝒇𝟏
𝒙𝟐 െ 𝒙𝟏

െ 𝒇𝟏 ൅ 𝒇𝟎
𝒙𝟏 െ 𝒙𝟎

𝒙𝟐 െ 𝒙𝟏

𝒃𝟐 ൌ
𝜟𝒇𝟏
𝒉 െ 𝜟𝒇𝟎

𝒉
𝟐𝒉 ൌ

𝜟𝒇𝟏 െ 𝜟𝒇𝟎
𝟐𝒉𝟐 ൌ

𝜟 𝒇𝟏 െ 𝒇𝟎
𝟐𝒉𝟐 ൌ

𝜟 𝜟𝒇𝟎
𝟐𝒉𝟐 ൌ

𝜟𝟐𝒇𝟎
𝟐𝒉𝟐

در چندجمله اي ها با مراتب بالاتر

𝒃𝟎 ൌ 𝒇𝟎

𝒃𝟏 ൌ
𝜟𝒇𝟎
𝒉

𝒃𝟐 ൌ
𝜟𝟐𝒇𝟎
𝟐!𝒉𝟐

𝒃𝟑 ൌ
𝜟𝟑𝒇𝟎
𝟑!𝒉𝟑

𝒃𝟒 ൌ. . .

𝒇𝒏 𝒙 ൌ 𝒃𝟎 ൅ 𝒃𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒃𝟐 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 ൅ 𝒃𝟑 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐 ൅
…൅ 𝒃𝒏 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟏 𝒙 െ 𝒙𝟐 … 𝒙 െ 𝒙𝒏ି𝟏

...  و  𝟑∆، 𝟐∆، ∆فرم جدولي براي محاسبه 
𝒙𝟎 𝒇𝟎

∆𝒇𝟎
𝒙𝟏 𝒇𝟏 ∆𝟐𝒇𝟎

∆𝒇𝟏 ∆𝟑𝒇𝟎
𝒙𝟐 𝒇𝟐 ∆𝟐𝒇𝟏

∆𝒇𝟐
∆𝒏𝒇𝟎

𝒙𝒏ି𝟐 𝒇𝒏ି𝟐
∆𝒇𝒏ି𝟐 ∆𝟑𝒇𝒏ି𝟑

𝒙𝒏ି𝟏 𝒇𝒏ି𝟏 ∆𝟐𝒇𝒏ି𝟐
∆𝒇𝒏ି𝟏

𝒙𝒏 𝒇𝒏

 Newton forward interpolation

رابطه كلي درون يابي نيوتن پيشرو

𝒇𝒏 𝒙 ൌ 𝒇𝟎 ൅
𝜟𝒇𝟎
𝒉 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅

𝜟𝟐𝒇𝟎
𝟐!𝒉𝟐 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒉 ൅⋯

൅
𝜟𝒏𝒇𝟎
𝒏!𝒉𝒏 𝒙 െ 𝒙𝟎 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒉 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝟐𝒉 . . . 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒏 െ 𝟏 𝒉 ൅ 𝑹𝒏

𝒙𝟏

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝒏ି𝟏

𝑹𝒏  خطاي درون يابي نيوتن است.
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فرم ديگر درونيابي نيوتن  

𝒇𝒏 𝒙 ൌ 𝒇𝟎 ൅ 𝜟𝒇𝟎𝜶 ൅
𝜟𝟐𝒇𝟎
𝟐!𝒉𝟐 𝜶 𝜶 െ 𝟏 ൅. . .൅

𝜟𝒏𝒇𝟎
𝒏! 𝜶 𝜶 െ 𝟏 . . . 𝜶 െ 𝒏 ൅ 𝟏 ൅ 𝑹𝒏

𝜶 ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟎
𝒉

𝒙 െ 𝒙𝟎 ൌ 𝜶𝒉 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒉 ൌ 𝜶 െ 𝟏 𝒉

𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝟐𝒉 ൌ 𝜶 െ 𝟐 𝒉 𝒙 െ 𝒙𝟎 ൅ 𝒏 െ 𝟏 𝒉 ൌ 𝜶 െ 𝒏 ൅ 𝟏 𝒉

تعريف متغير جديد 

 بنابراين با فرض𝑹𝒏 ൌ .به دست آورد xمي توان از اين رابطه استفاده كرد و مقدار تابع را در نقطه مشخص  𝟎

فرم ديگر درونيابي نيوتن و استفاده از عملگرها  

𝜶 ൌ
𝒙 െ 𝒙𝟎
𝒉

𝜟 ൌ 𝑬 െ 𝟏 → 𝑬 ൌ 𝜟 ൅ 𝟏 ⇒

𝑬𝜶 ൌ 𝜟 ൅ 𝟏 𝜶 ൌ 𝜶
𝟎 ൅ 𝜶

𝟏 𝜟 ൅ 𝜶
𝟐 𝜟𝟐 ൅⋯൅ 𝜶

𝒏 𝜟𝒏 ൅⋯

 سري باينوميال)binomial series(

⇒ 𝑬𝜶 ൌ 𝟏 ൅ 𝜶𝜟 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏

𝟐! 𝜟𝟐 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏 𝜶 െ 𝟐

𝟑! 𝜟𝟑 ൅⋯

𝑬𝜶𝒇 𝒙𝟎 ൌ 𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝜶𝒉 ൌ 𝟏 ൅ 𝜟 𝜶𝒇 𝒙𝟎

ൌ 𝟏 ൅ 𝜶𝜟 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏

𝟐! 𝜟𝟐൅. . . .൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏 . . . 𝜶 െ 𝒏 ൅ 𝟏 𝜟𝒏

𝒏! ൅. . . 𝒇 𝒙𝟎

𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝜶𝒉 ൌ 𝟏 ൅ 𝜶𝜟 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏

𝒏! 𝜟𝟐൅. . .൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏 … 𝜶 െ 𝒏 ൅ 𝟏

𝒏! 𝛥௡ 𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝑹𝒏

 اثر عملگر شيفت روي تابع

تابع درون يابي نيوتن پيشرو 

0x x
h

 


𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝜶𝒉 ൌ 𝒇𝟎 ൅ 𝜶𝜟𝒇𝟎 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏
𝟐!𝒉𝟐 𝜟𝟐𝒇𝟎൅. . .൅

𝜶 𝜶 െ 𝟏 . . . 𝜶 െ 𝒏 ൅ 𝟏
𝒏! 𝜟𝒏𝒇𝟎

ൌ ෍ 𝒂
𝒌 𝛁𝒌𝒇𝟎

𝒏

𝒌ୀ𝟎

 رابطه آلفا

𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝜶𝒉 ൌ 𝟏 ൅ 𝜶𝜟 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏

𝒏! 𝜟𝟐൅. . .൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏 … 𝜶 െ 𝒏 ൅ 𝟏

𝒏! 𝛥௡ 𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝑹𝒏

 چه زماني𝑹𝒏 ൌ مي شود؟  𝟎

 تابع درون يابي نيوتن پيشرو

𝒇با استفاده از داده هاي جدول مقابل مقدار: مثال 𝟑.𝟔 را پيش بيني كنيد  

𝒙𝟎 ൌ 𝟏 𝒇𝟎 ൌ 𝟏𝟏
∆𝒇𝟎 ൌ 𝟐𝟓

𝒙𝟏 ൌ 𝟐 𝒇ଵ ൌ 𝟑𝟔 ∆𝟐𝒇𝟎 ൌ 𝟐𝟐
∆𝒇𝟏 ൌ 𝟒𝟕 ∆𝟑𝒇𝟎 ൌ 𝟔

𝒙𝟐 ൌ 𝟑 𝒇ଶ ൌ 𝟖𝟑 ∆𝟐𝒇𝟏 ൌ 𝟐𝟖 ∆𝟒𝒇𝟎 ൌ 𝟎
∆𝒇𝟐 ൌ 𝟕𝟓 ∆𝟑𝒇𝟏 ൌ 𝟔

𝒙𝟑 ൌ 𝟒 𝒇ଷ ൌ 𝟏𝟓𝟖 ∆𝟐𝒇𝟐 ൌ 𝟑𝟒
∆𝒇𝟑 ൌ 𝟏𝟎𝟗

𝒙𝟒 ൌ 𝟓 𝒇ସ ൌ 𝟐𝟔𝟕

𝒙 ൌ 𝟑.𝟔
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با استفاده از تمام نقاط جدول :مثال

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝟏𝟐𝟒.𝟐𝟓𝟔

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝟏𝟏 ൅ 𝟐.𝟔 ൅ 𝟐𝟓 ൅
𝟐.𝟔 ൈ 𝟏.𝟔

𝟐 ൈ 𝟐𝟐 ൅
𝟐.𝟔 ൅ 𝟏.𝟔 ൅ 𝟔

𝟔 ൈ 𝟔 ൅ 𝒄𝒐𝒆𝒇.ൈ 𝟎

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝒇 𝒙𝟎 ൅ 𝜶𝒉 ൌ 𝒇 𝟏 ൅ 𝟐.𝟔 ൌ 𝒇𝟎 ൅ 𝜶∆𝒇𝟎 ൅
𝜶 𝜶 െ 𝟏

𝟐! ∆𝟐𝒇𝟎 ൅

𝜶 𝜶 െ 𝟏 𝜶 െ 𝟐
𝟑! ∆𝟑𝒇𝟎 ൅

𝜶 𝜶 െ 𝟏 𝜶 െ 𝟐 𝜶 െ 𝟑
𝟒! ∆𝟒𝒇𝟎

𝜶 ൌ
𝟑.𝟔 െ 𝟏

𝟏 ൌ 𝟐.𝟔 𝒉 ൌ 𝟏

با استفاده از تمام نقاط جدول

با استفاده از تعداد نقاط كمتر جدول :مثال

𝟑.𝟔 ൌ 𝟐 ൅ 𝜶 ൈ 𝟏⇒𝜶 ൌ 𝟏.𝟔

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝒇 𝟐 ൅ 𝟏.𝟔 ൌ 𝒇𝟏 ൅ 𝟏.𝟔∆𝒇𝟏 ൅
𝟏.𝟔 𝟏.𝟔 െ 𝟏

𝟐! ∆𝟐𝒇𝟏 ൅
𝟏.𝟔 𝟏.𝟔 െ 𝟏 𝟏.𝟔 െ 𝟐

𝟑! ∆𝟑𝒇𝟏

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝟑𝟔 ൅ 𝟏.𝟔 ൈ 𝟒𝟕 ൅
𝟏.𝟔 ൈ 𝟎.𝟔

𝟐! ൈ 𝟐𝟖 ൅
𝟏.𝟔 ൈ 𝟎.𝟔 ൈ െ𝟎.𝟒

𝟔 ൈ 𝟔

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝟏𝟐𝟒.𝟐𝟓𝟔

𝟑.𝟔 ൌ 𝟑 ൅ 𝜶 ൈ 𝟏⇒𝜶 ൌ 𝟎.𝟔

چرا؟ . دقيقا به جواب قبلي رسيديم

 براي سه نقطه𝑥ସ,𝑥ଷ,𝑥ଶ چطور؟

𝒇 𝟑.𝟔 ൌ 𝟏𝟐𝟑.𝟗𝟐

فرمول كلي درون يابي نيوتن پسرو
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