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برازش منحني
CURVE FITTING

)CURVE FITTING(برازش منحني 

. در بسياري از موارد از نتايج تجربي و آزمايشگاهي، يكسري داده هاي گسسته در اختيار داريم
استفاده از مدلي رياضي بجاي جدول براي محاسبات بعدي

:مدل هاي رياضي

رگرسيون1.

درون يابي2.

رگرسيون

عدم اطمينان به داده هاي تجربي و همراه بودن با خطاها
 عدم لزوم گذر مدل از تمامي نقاط

.، رفتار كلي نقاط را نشان ميدهد)رگرسيون(مدل ارائه شده 

با افزايش دما، ويسكوزيته با شيبي كاهش يافته است: مثال.

Temp. 𝑻𝟏 𝑻𝟐 𝑻𝟑 𝑻𝟒

Viscosity 𝝁𝟏 𝝁𝟐 𝝁𝟑 𝝁ସ

𝝁

T

درونيابي

:  اگر به داده هاي تجربي مطمئن باشيم
گذر مدل ارائه شده از تمام نقاط
امكان محاسبه مقدار تابع در نقاط مياني

درونيابي خطي

درونيابي غيرخطي

𝝁

T

𝝁

T
درونيابي غيرخطي درونيابي خطي
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رگرسيون

اگر بخواهيم رفتار نقاط را با يك مدل خطي توصيف كنيم اين خط چه شرطي داشته باشد؟
 آيا اين خط، يكتا است يا به شرط ما بستگي دارد؟

ميزان اين اختلاف، مقدار خطاي مدل در نقطه است  .

حداقل بودن اين خطاها : يكي از معيارها
 براي اينكه علامت خط مهم نباشد(معيار حداقل سازي مجموع مربعات خطا(

 به اين معيار، رگرسيون حداقل مربعاتleast square regression  گفته ميشود.

𝝁

T𝑻𝟐

𝛍𝟐

𝝁(𝑻𝟐)

انواع رگرسيون

)Linear least square regression(رگرسيون خطي تك متغيره 1.

)multiple Linear least square regression(رگرسيون خطي چند متغيره 2.

)polynomial least square regression(رگرسيون چندجمله اي تك متغيره 3.

)LINEAR LEAST SQUARE REGRESSION(رگرسيون خطي تك متغيره 

𝑦 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙

𝒆𝒊 = 𝒚𝒊‒ 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊  𝑺𝒓= ෍ 𝒆𝒊
𝟐

𝒏

𝒊ୀ𝟏

= ෍ 𝒚𝒊‒ 𝒂𝟎 −𝒂𝟏𝒙𝒊
ଶ

𝒏

𝒊ୀ𝟏

مدل خطي رگرسيون

بي اختلاف بين مقدار تجربي و مقدار تجر
بدست آمده از معادله خط

مجموع مربعات خطا

.نقطه داريم  nمعمولا. براي مدل خطي حداقل به دو نقطه نياز داريم كه معمولا بيشتر هستند

𝐱𝒊

𝒚𝐢

𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊

𝒆𝐢 x 𝐱𝟏 𝐱𝟐 𝐱𝟑 … 𝐱𝐧

y y𝟏 y𝟐 y𝟑 … y୬

حداقل سازي مجموع مربعات خطا

𝒆𝒊 = 𝒚𝒊‒ 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊 ⇒ 𝑺𝒓= ∑ 𝒆𝒊
𝟐𝒏

𝒊ୀ𝟏 = ∑ 𝒚𝒊‒ 𝒂𝟎 −𝒂𝟏𝒙𝒊
ଶ𝒏

𝒊ୀ𝟏

⇒ ൞

𝝏𝑺𝒓

𝝏𝒂𝟎
= 𝟎

𝝏𝑺𝒓

𝝏𝒂𝟏
= 𝟎

⇒ ൝
‒ 𝟐 ∑ 𝒚𝒊‒ 𝒂𝟎 ‒ 𝒂𝟏 𝒙𝒊

௡
௜ୀ𝟏 = 𝟎

‒ 𝟐 ∑ 𝒙𝒊 𝒚𝒊‒ 𝒂𝟎 ‒ 𝒂𝟏𝒙𝒊 = 𝟎𝒏
𝒊ୀ𝟏

⇒ ൝
∑ 𝒚𝒊‒ ∑ 𝒂𝟎‒ ∑ 𝒂𝟏𝒙𝒊 = 𝟎

∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊‒ ∑ 𝒂𝟎𝒙𝒊‒ ∑ 𝒂𝟏𝒙𝒊
𝟐 = 𝟎

⇒ ൝
𝒏𝒂𝟎 + 𝒂𝟏 ∑ 𝒙𝒊 = ∑ 𝒚𝒊

𝒂𝟎 ∑ 𝒙𝒊 + 𝒂𝟏 ∑ 𝒙𝒊
𝟐 = ∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊

⇒  ቐ
𝒂𝟏 =

𝒏 ∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊ି∑ 𝒙𝒊 ∑ 𝒚𝒊

𝒏 ∑ 𝒙𝒊
𝟐ି ∑ 𝒙𝒊

𝟐

𝒂𝟎 = 𝒚 − 𝒂𝟏𝒙
𝒙 =

∑ 𝒙𝒊

𝒏
, 𝒚 =

∑ 𝒚𝒊

𝒏

.  را حداقل نماييم  𝑺𝒓 ميخواهيم 

𝒂𝟏  و 𝒂𝟎مجهولات چيست؟ 
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فرم ماتريسي دستگاه معادلات

𝒏 ∑ 𝒙𝒊

∑ 𝒙𝒊 ∑ 𝒙𝒊
𝟐

𝒂𝟎

𝒂𝟏
=

∑ 𝑦𝒊

∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊

.ميتوان از روشهاي ماتريسي آن را حل كرد و مقادير مجهول را بدست آورد

𝑺𝒕 = ෍ 𝒚𝒊 − 𝒚 𝟐

௡

௜ୀ𝟏

𝒓𝟐 =
𝑺𝒕 − 𝑺𝒓

𝑺𝒕
𝒓 =

𝑺𝒕 − 𝑺𝒓

𝑺𝒕

𝒓𝟐 = 𝐫 = 𝟏    →     𝑺𝒓= 𝟎

𝑺𝒚 =
𝑺𝒕

𝒏 − 𝟏 𝒔𝒚
انحراف استاندارد𝟐 واريانس

ضريب همبستگي ضريب تعيين

. هرچقدر به يك نزديكتر باشند، يعني خط رگرسيون به نقاط جدول نزديك تر است

تبديل روابط به رگرسيون خطي

تبديل روابط به رگرسيون خطي

𝒚 = 𝒂𝟏𝒆𝒃𝟏𝒙 Y  بر حسبx خطي نيست.

𝐥𝐧 𝒚 = 𝐥𝐧 𝒂𝟏 + 𝒃𝟏𝐱 ⇒  𝒚 = 𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝐱

𝒚 = 𝒂𝟏

𝒙

𝒃𝟏 + 𝒙

𝟏

𝒚
=

𝒃𝟏

𝒂𝟏

𝟏

𝒙
+

𝟏

𝒂𝟏
 𝐘 = 𝐛𝟎𝐗 + 𝐛𝟏

𝒚 = 𝒂𝟏𝒙𝒃𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝒚 = 𝐥𝐨𝐠 𝒂𝟏 + 𝒃𝟏 𝐥𝐨𝐠 𝒙 ⇒ 𝒀 = 𝒃𝟎 + 𝒃𝟏𝐗

خيلي وقت ها ميتوان مدل مدنظر را با تغييراتي به فرم مدل خطي نوشت:

Ln(y)  بر حسبx خطي است.

1/y  1بر حسب/x خطي است.

Log(y)  بر حسبlog(x) خطي است.

Y  بر حسبx خطي نيست.

Y  بر حسبx خطي نيست.

)MULTIPLE LINEAR LEAST SQUARE REGRESSION(رگرسيون خطي چند متغيره 

.است  xتا  mكه هركدام تابع ) yتا   n(داده داشته باشيم   nاگر

𝑦∗ = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠

𝑒௜ = 𝑦௜ − 𝑦௜
∗ = 𝑦௜ − 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥ଵ௜ + 𝑎ଶ𝑥ଶ௜ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠௜

𝑠௥ = ෍ 𝑒௜
ଶ

௡

௜ୀ଴

= ෍ 𝑦௜ − 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥ଵ௜ + 𝑎ଶ𝑥ଶ௜ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠௜
ଶ

௡

௜ୀ଴

𝑛 ≥ 𝑚 + 1

𝑦௜ 𝑥ଵ௜ 𝑥ଶ௜ 𝑥ଷ௜ … 𝑥௠௜

𝑦ଵ 𝑥ଵଵ 𝑥ଶଵ 𝑥ଷଵ … 𝑥௠ଵ

𝑦ଶ 𝑥ଵଶ 𝑥ଶଶ 𝑥ଷଶ … 𝑥௠ଶ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑦௡ 𝑥ଵ௡ 𝑥ଶ௡ 𝑥ଷ௡ … 𝑥௠௡

تابع رگرسيون

تابع خطا

مجموع مربعات خطا

 𝑎௠تا  𝑎଴مجهولات 
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)MULTIPLE LINEAR LEAST SQUARE REGRESSION(رگرسيون خطي چند متغيره 

.حداقل شود) 𝑎௠تا  𝑎଴(نسبت به تمام متغيرها  𝒔𝒓حال بايد 
𝜕𝑠௥

𝜕𝑎଴
= −2 ෍ 𝑦௜ − 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥ଵ௜ + 𝑎ଶ𝑥ଶ௜ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠௜ = 0

𝜕𝑠௥

𝜕𝑎ଵ
= −2 ෍ 𝑥ଵ௜ 𝑦௜ − 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥ଵ௜ + 𝑎ଶ𝑥ଶ௜ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠௜ = 0

⋮
𝜕𝑠௥

𝜕𝑎௠
= −2 ෍ 𝑥௠௜ 𝑦௜ − 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥ଵ௜ + 𝑎ଶ𝑥ଶ௜ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠௜ = 0

⇒ 

∑ 𝑦௜ − 𝑛𝑎଴ − 𝑎ଵ ∑ 𝑥ଵ௜ − ⋯ − 𝑎௠ ∑ 𝑥௠௜ = 0

∑ 𝑦௜ 𝑥ଵ௜ −𝑎଴ ∑ 𝑥ଵ௜ −𝑎ଵ ∑ 𝑥ଵ௜
ଶ − ⋯ − 𝑎௠ ∑ 𝑥ଵ௜𝑥௠௜ = 0

⋮
∑ 𝑦௜ 𝑥௠௜ −𝑎଴ ∑ 𝑥௠௜ −𝑎ଵ ∑ 𝑥௠௜𝑥ଵ௜ − ⋯ − 𝑎௠ ∑ 𝑥௠௜

ଶ = 0

ا بنابراين به يك دستگاه معادلات خطي ب
m+1  معادله وm+1 مجهول رسيديم.

فرم ماتريسي معادلات

⇒  

𝒏 ∑ 𝒙𝟏𝒊 ∑ 𝒙𝟐𝒊 ⋯ ∑ 𝒙𝒎𝒊

∑ 𝒙𝟏𝒊 ∑ 𝒙𝟏𝒊
𝟐 ∑ 𝒙𝟏𝒊𝒙𝟐𝒊 ⋯ ∑ 𝒙𝟏𝒊𝒙𝒎𝒊

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
∑ 𝒙𝒎𝒊 ∑ 𝒙𝒎𝒊𝒙𝟏𝒊 ∑ 𝒙𝒎𝒊𝒙𝟐𝒊 ⋯ ∑ 𝒙𝒎𝒊

𝟐

𝒂𝟎

𝒂𝟏

⋮
𝒂𝒎

=

∑ 𝒚𝒊

∑ 𝒙𝟏𝒊𝒚𝒊

⋮
∑ 𝒙𝒎𝒊𝒚𝒊

)POLYNOMIAL LEAST SQUARE REGRESSION(رگرسيون تك متغيره چندجمله اي 

در بسياري از موارد، داده هاي مهندسي رفتاري خطي از خود نشان نميدهند .
 استفاده از توابع چندجمله اي

 تابع رگرسيون نسبت بهx  چندجمله اي است  .
 نسبت به ضرايبa  همچنان خطي رفتار ميكند.

y

x
𝑦∗ = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥 + 𝑎ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑎௠𝑥௠

𝑛 ≥ 𝑚 + 1

رگرسيون تك متغيره چندجمله اي

𝒔𝒓 = ෍ 𝒚𝒊 − 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊 + 𝒂𝟐𝒙𝒊
𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒎𝒙𝒊

𝒎
𝟐

𝒏

𝒊ୀ𝟎

𝝏𝒔𝒓

𝝏𝒂𝟎
= −𝟐 ෍ 𝒚𝒊 − 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊 + 𝒂𝟐𝒙𝒊

𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒎𝒙𝒊
𝒎 = 𝟎

𝝏𝒔𝒓

𝝏𝒂𝟏
= −𝟐 ෍ 𝒙𝒊 𝒚𝒊 − 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊 + 𝒂𝟐𝒙𝒊

𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒎𝒙𝒊
𝒎 = 𝟎

⋮
𝝏𝒔𝒓

𝝏𝒂𝒎
= −𝟐 ෍ 𝒙𝒊

𝒎 𝒚𝒊 − 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝒙𝒊 + 𝒂𝟐𝒙𝒊
𝟐 + ⋯ + 𝒂𝒎𝒙𝒊

𝒎 = 𝟎

مجموع مربعات خطا

.حداقل شود) 𝑎௠تا  𝑎଴(نسبت به تمام متغيرها  𝒔𝒓حالا بايد 
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رگرسيون تك متغيره چندجمله اي

⇒  

𝒏 ෍ 𝒙𝒊 ෍ 𝒙𝒊
𝟐 ⋯ ෍ 𝒙𝒊

𝒎

෍ 𝒙𝒊 ෍ 𝒙𝒊
𝟐 ෍ 𝒙𝒊

𝟑 ⋯ ෍ 𝒙𝒊
𝒎ା𝟏

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

෍ 𝒙𝒊
𝒎 ෍ 𝒙𝒊

𝒎ା𝟏 ෍ 𝒙𝒊
𝒎ା𝟐 ⋯ ෍ 𝒙𝒊

𝟐𝒎

𝒂𝟎

𝒂𝟏

⋮
𝒂𝒎

=

෍ 𝒚𝒊

෍ 𝒙𝒊𝒚𝒊

⋮

෍ 𝒙𝒊
𝒎𝒚𝒊

⇒ 

∑ 𝒚𝒊 − 𝒏𝒂𝟎 − 𝒂𝟏 ∑ 𝒙𝒊 − 𝑎ଶ ∑ 𝑥௜
ଶ − ⋯ − 𝑎௠ ∑ 𝑥௜

௠ = 𝟎

∑ 𝒚𝒊 𝒙𝒊 −𝒂𝟎 ∑ 𝒙𝒊 −𝒂𝟏 ∑ 𝒙𝒊
𝟐 − 𝑎ଶ ∑ 𝑥௜

ଷ − ⋯ − 𝑎௠ ∑ 𝑥௜
௠ = 𝟎

⋮
∑ 𝑥௜

௠𝒚𝒊 −𝒂𝟎 ∑ 𝑥௜
௠ −𝒂𝟏 ∑ 𝑥௜

௠ାଵ −𝒂𝟐 ∑ 𝑥௜
௠ାଶ − ⋯ −𝒂𝒎 ∑ 𝑥௜

௠ା௠ = 𝟎

مثال رگرسيون تك متغيره چندجمله اي

𝜽براي  ٢رگرسيون چندجمله اي درجه 

𝑳 = 𝒂𝟎 + 𝒂𝟏𝜽 + 𝒂𝟐𝜽𝟐

𝒏 ∑ 𝜽 ∑ 𝜽𝟐

∑ 𝜽 ∑ 𝜽𝟐 ∑ 𝜽𝟑

∑ 𝜽𝟐 ∑ 𝜽𝟑 ∑ 𝜽𝟒

𝒂𝟎

𝒂𝟏

𝒂𝟐

=  

∑ 𝑳
∑ 𝑳𝜽

∑ 𝑳𝜽𝟐

∑ 𝜃 = 5.6000 × 10ଶ

∑ 𝜃ଶ = 5.6000 × 10ସ

∑ 𝜃ଷ =6.2720× 10଺

∑ 𝜃ସ =7.4816× 10଼

෍ 𝐿 = 3.0040 × 10ଶ

෍ 𝐿𝜃 = 2.516 × 10ସ

෍ 𝐿𝜃ଶ = 2.5968 × 10଺

.در مورد ارتباط بين زاويه خمش مفصل آرنج و طول بازوي گشتاور عضله در جدول داده شده است  MRIنتايج بدست آمده از تصاوير / مثال
.درجه تخمين بزنيد  ٣٥، طول بازوي گشتاور عضله را در زاويه  𝜃براي  ٢با استفاده از رگرسيون چندجمله اي درجه 

𝜽 0 20 40 60 80 100 120 140

𝑳(𝒎𝒎) 13.4 24 30 40 48 52 49 44

مثال رگرسيون تك متغيره چندجمله اي

٢رابطه رگرسيون درجه

𝑎଴ = 11.533

𝑎ଵ = 0.68595

𝑎ଶ = −3.1429 × 10ିଷ

𝐿 = −3.1429 × 10ିଷ𝜃ଶ + 0.68595𝜃 + 11.533

𝜃 = 35 → 𝐿 = 31.6912𝑚𝑚

 𝑺𝒓= ෍ 𝒆𝒊
𝟐 = 38.756

𝑺𝒕 = ෍ 𝑳𝒊 − 𝑳
𝟐

= 1320.5
𝒓𝟐 =

𝑺𝒕 − 𝑺𝒓

𝑺𝒕
= 0.97065

لات خطي در تمام رگرسيون هاي در نظر گرفته شده در اين بخش، مدلها نسبت به ضرايب خطي بودند به همين دليل به دستگاه معاد: نكته آخر
.اگر رگرسيون غيرخطي نسبت به ضرايب باشند، به دستگاه معادله غيرخطي ميرسيم. ميرسيديم

از حل ماتريس


