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 ه اي بر كنترل بهين مقدمه ؛ديناميكي يبهگزين - هم پانزدجلسه 

  مقدمه 

. كنيم يج و كاربرد آن در كنترل بهينه بيان ميپردازيم و سپس نتا در اين بخش به اصول و مقدمات حساب جامع تغييرات مي
بهينه شايد لازم بـوده باشـد ولـي     بايد دقت شود كه قضايا و اصول مورد اشاره در بخش قبلي براي منظور و نظر ما در كنترل

 يكه در بهگزين در حالي ssuو ssxاند مثل  بوده متغير مستقل تماماً يگيري براي بهگزين كافي نيست چون متغيرهاي تصميم
تـر در كنتـرل    روبرو هستيم. بـه عبـارت روشـن    tu)(و tx)(و كنترل بهينه آنها خود تابعي از زمان هستند يعني با يديناميك

ما مقيد به قيود فيزيكـي   يبهگزين مسألهك شاخص عملكرد را مينيمم كند. هستيم تا ي tu)(بهينه بدنبال يك سياست اعمال
هم در فرم متغيرها (كه خود تابع زمـان هسـتند) و هـم در فـرم     لذا  ؛باشد يا همان مدل ديناميكي فرايند (فضاي حالت) نيز مي

قيود (كه به شكل معادله ديفرانسيل هستند نه جبري) با مسائل بهگزيني جبـري تفـاوت اصـولي دارنـد . قبـل از پـرداختن بـه        
بينيم كه اويلر بـا حـل   كشيم تا بها) يك بحث تاريخي را پيش مي ها يا تابع تابع اصول حساب جامع تغييرات (آناليز فانكشنال

ديناميكي چگونه علم بشري را لااقل در زمينه رياضي و مهندسي (كنترل) شـكوفا نمـود. لازم بـه     يخاص بهگزين مسألهيك 
انيشـتن از نتـايج او بـراي     الذكر نيست بلكـه مـثلاً   ذكرست كه خدمتي كه اويلر به جامعه علمي كرد محدود به دو زمينه فوق

  ) نيز استفاده كرده است. ت عامياص (به نسبنسبيت خ مسألهتعميم 

  برنولي (مينيمم زمان)  مسأله

نـه رياضـي خوانـان) را بـه     زير را عنوان يا طرح نمـود و رياضـي دانـان (    مسألهميلادي  1696يكي از برادران برنولي در سال 
 طلبيد: چالش

  
  1شكل 

تصـات دو نقطـه بـه ترتيـب بـالايي      ر قرار دارد مخيفرض كنيد بين دو نقطه يك منحني به شكل ز 0, و ,b    پـاييني
كاك حركـت  اذبـه روي منحنـي بـه صـورت بـدون اصـط      از نقطه بالايي تحت شـتاب ج  mاست. حال اگر يك ذره به جرم 
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ان طي كند؟ آيا قسمتي از تابع سينوسي سقوط) كند ساختار يا فرم منحني مزبور بايد چه باشد تا اين مسير را در كمترين زم(
  يا . . . ؟ !   2است يا قسمتي از يك چند جمله اي درجه 

  . يعني كمترين زمان Brachistochrone معروف است به به زبان يوناني مسألهاين  نكته:
سـت يعنـي جـواب    ا xگرديم كـه خـود تـابع متغيـر ديگـري مثـل        مي yبه روح سؤال توجه كنيد دنبال يك متغير مثل  نكته:
  ها وارد خواهيم شد.  ! بعبارتي به آناليز فانكشنالما خود يك تابع است يبهگزين

 

  مسألهفرمولاسيون  

  : زمان با سرعت و مسافت را بنويسيدرابطه مدت  dtيك زمان ديفرانسيلي در نظر بگيريد مثل 

)1(     
 

   

2 2

2
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2 -o

dx dyds
dt

v v x y

v x y v g y


 

 

 
)2(  

  
    ):آيد (و كمي بازآرايي ها را جمع كنيم آنگاه تابع هدف ما به شكل انتگرال زير در مي dtاگر

)3(  
 

  
2

2
0

1
.

0 2

b yds
T dt dx T y x

v v a y


   

 
   

 xخـود تـابع    yاسـت چـون    yگوييم يك تابع (فانكشن) از  است يعني نمي y(تابع هدف) يك فانكشنال از  Tدقت كنيد كه 
  :  بازگويي كنيمرا به زبان رياضي  مسألهاست. اگر 

  .1مينيمم شود Tبطوريكه تابع هدف  xبا  yيعني تابعيت  y(x)مطلوبست قيافه 
اي باشد كه حساب جـامعِ آن موقـع (آنـاليز نيـوتن يـا لايـب نيتـز) دقـت يـا           مسألهترين و يا اولين  مذكور قديمي شايد مسأله

باشد كـه يـك    به دنبال نقاطي مي معمولاً كلاسيك يبهگزين مسألهتوانايي كافي براي حل آن را نداشت. علت اين است كه 
ولـي در   .اين را در بخش قبل ديديم (بهگزيني استاتيكي يا كلاسيك ) ) كند كهفانكشن) هدف را مينيمم (يا ماكزيمم(تابع 
موقع نيز معلوم گرديم تا يك فانكشنال هدف را مينيمم يا ماكزيمم كند. لذا همان  برنولي بجاي نقاط، دنبال توابعي مي مسأله

ل اده شود تا از پس حـل ايـن تيـپ مسـايل برآيـد. مسـاي      تر موازي با آناليز كلاسيك توسعه د بود كه بايد يك آناليز پيشرفته
(نظير مينيمم فاصله، مينيمم سـطح، مينـيمم زمـان گـذر نـور يـا        فوق الذكر وجود دارد مسألهرياضي و فيزيكي مشابهي شبيه 

                                                            
 
 
  است.  Cycloid -جواب مسأله سيكلوئيد - ١
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براي حل آنها برخـوردار باشـند. ايـن     بايست از يك پشتوانه رياضي قويتر از آناليز كلاسيك كه مي).اپتيك فرما و . .  مسأله
  شد.  1تر توسط پيشگاماني مثل رويلر و لاگرانژ بنا نهاده شد و معرفي به حساب جامع تغييرات آناليز پيشرفته

  حل مسأله برنولي توسط رويلر  

كلي زير را حـل كـرد    مسألهايشان ابتدا  .زمان رويلر آنرا حل كرد ولي چه حل كردني؟! مينيمم مسألهسال بعد از ارائه  نجاهپ
  برنولي را حساب كرد.   مسألهو از نتايج آن 

فرض كنيد تمام توابع در كلاس  2 ,C a b ) يعني در فاصلهa  تاb       تا مشتق مرتبه دوم پيوشـته باشـند) كـه در شـرايط مـرزي
)بيـابيم كـه فانكشـنال    y. شرط لازم براي اينكه تابعي مثلنمايش دهيم yكنند را با صدق مي  مسأله )J y    را مينـيمم كنـد
  ؟ چيست

تـا   aاويلر ابتدا فاصله  .!نهمي دقت كنيد تمام ابزار يا دانش روز اويلر فقط آناليز كلاسيك بود يعني كار با توابع چند متغيره،
b  را بهn+1  :نقطه يا فاصله تقسيم كرد  
)4(  

1 1.... na x x x b     
  : زير تقريب زد 2را به شكل تفاضل محدود yسپس مشتق 

)5(       1

1

i i
i

i i i

y x y xdy
y x

x xdx x x





  

 
 

  : را به شكل مستطيلي زير تقريب زد همچنين انتگرال
)6(       1

0

n

i i i
i

b
g x dx g x x x

a 


  
  : گيريم ) فواصل را مساوي در نظر ميمسألهسهولت (بدون لطمه به كليت  براي

)7(  
1

-
-

1i i

b a
h x x

n 


 
  : توان به صورت زير تقريب زد را مي J(y)بدين ترتيب فانكشنال 

)8(         1

0

  , , , ,
n

i i
i i

i

b y y
J J y f x y x y x dx f x y h

a h




     
 

 
  : ت يعنيمتغيره اس nعبارت بالا (عبارت سمت راست) يك تابع 

)9(     1 2, ,..., nJ y I y y y 

                                                            
 
 

1- Calculus of Variations  
2 - Finite Difference 
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1nyو همـان  yچـون  n+2گـوييم   داريم (نمي يتا مجهول يا متغير تصميم گيري براي بهگزين nبنابراين فقط    همـان 
  است بعبارتي شرايط مرزي از قبل معلوم است). 

 متغيره بالا را حل كنيم، البته بطور كلاسيك. شرط لازم آن اين n يبهگزين مسألهست ا  كافي ؛افتد اق بزرگي ميدر اينجا اتف
  ) را مساوي صفر قرار دهيم. Iست كه مشتقات جزئي تابع هدف (يعني ا

)10(  
*

0 , 1, 2,...,
yk
k

I
k n

y


 


 

براي محاسبه
k

I

y




  : هستندkyداراي Iه فقط دو جمله از فيكس دقت كنيد ك kبراي هر  

)11(    1 1
1 2 1 1, ,..., ... , , , , ...k k k k

n k k k k

y y y y
I y y y f x y h f x y h

h h
 

 

          
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1 1 1
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f f x y
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f f x y

h


 


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)13(  

اي) شرط لازم (عبارت  لذا بر اثر مشتق گرفتن (و استفاده از قاعده زنجيره
k

I

y




  ) بصورت زير در مي آيد:

  1

1 1 1 1 1

11 1

1

2 2 2

1

         0
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y y
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x f y f fh
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

 

 





           
         

 
           
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)14(  

  وبا استفاده از تعاريف زير:

)15(  * 1 1
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
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 )16(  

)17(  

  آن: و تغيير آرايش جايگزيني با و
)18(  ** *** *1

( ) 0
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I
f f f

y h


   


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ضلي (جبري) معادله را به سمت صفر ميل داد) فهميد كه معادلات بالا انگار تقريب تفا hيعني (اويلر وقتي خوب دقت كرد 
   :ديفرنسيال زير هستند

  لاگرانژ -معادله اويلر يا اويلر   )19(   , , , , 0y y

d
f x y y f x y y

dx
   

fيعني yf انتگرال تابع هدف، fبه طوري كه   

y




yfو    يعنيf

y




 .  

كند سپس بقيـه آن   خاص را حل مي مسألهيخ علم بشري مشحون از اين نوع رويدادهاست يعني يك نفر يك تار: 1فايده 
  شود.   ميها پرورده  درست شبيه خاصيت گندم كه از هر بذر خوشه .را حل كنند مشابه دهند تا بتوانند مسائل را پر و بال مي

 .كنـد  در اين مورد صـدق مـي   كاملاً Mathematical Solvabilityدر برابر  Universal Applicabilityاصطلاح  :2 فايده 
  باشد.  1شايد نمونه مجسم فلسفه تعميم

ل مشابه آن نيز مطرح شد كـه در ذيـل   يبرنولي تا حل زيباي اويلر) مسا مسألهدر فاصله اين پنجاه سال (زمان ارائه  :3 فايده 
  :  پردازيم ياين بحث به مواردي كه به كار ما مي آيد (كنترل بهينه) م

  : ) Batchكاهش زمان سيكل فرايند  مثلاً(مينيمم زمان  مسأله.  1

)20(   f
f

t
J dt t t

t
   



 
  كنيم.   كشد كه سيستم را از حالت اوليه به حالت نهايي برسانيم مينيمم مي در اينجا زماني كه طول مي

  :ن يك بار)كنترل نهايي (مثل حركت بازوي روبات براي جابجا كرد مسأله.  2
)21(           T

f f f fsp spJ x t x t H x t x t   
به طوري كه fspx t باشـد   سـازي خطـاي نهـايي مـي     له معروف حداقلباشد. اين همان مسأ (مقرر) مي حالت نهايي مطلوب

نيـز مثبـت    Jمثبت باشـد (يعنـي مثبـت معـين) آنگـاه       Hنيز ماتريس ضرايب يا اوزان است. اگر  H(مينيمم آفست). ماتريس 
  :  كند به شكل زير تقليل پيدا مي مسألهدر حالت يك بعدي  .كنند را قطري انتخاب مي H است. معمولاً

)22(      2

f sp fJ h x t x t  
  :حداقل تلاش كنترلي (حداقل حركت ساقه شير كنترل) مسأله.  3

)22(   Tft
J u Ru dt

t
 



 
R شود.   ي انتخاب ميقطر باشد و معمولاً ماتريس اوزان مي  
  تعقيب (مثل تغقيب يك هدف متحرك توسط موشك)   مسأله.  4

                                                            
 
 

1 - Generalization  
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)23(           Tf
sp sp

t
J x t x t Q x t x t dt

t
     



 
شود) شاخص عملكرد بالا معقول اسـت   بگوييم شير كنترل هيچ وقت اشباع نمي مثلاًاگر اندازه عمل كنترلي محدود نباشد (

  دهيم:  را به شكل زير بهبود مي Jل داريم لذا ولي در عمل اينطور نيست و محدوديت روي اعمال كنتر

)24(               T Tf f
sp sp

t t
J x t x t Q x t x t dt u t Ru t dt

t t
      

 

 
)ل بخاطر طبيعت فرايند (مدل فضاي حالت) معلوم نيست كه آيا در برخي مساي )x t)  ًبه  نهايتا( )spx t رسـد يـا خيـر لـذا      مي

)(يك ترم ديگر براي هر چه نزديكتر شدندهند  را به شكل زير بهبود مي Jشاخص  )fx t  به( )fspx tكنند اضافه مي(.    
)25(                         

T T Tf f
f f f fsp sp sp sp

t t
J x t x t H x t x t x t x t Q x t x t dt u t R u t dt

t t
       

 

 

.بهگزيني  مسأله: جواب محض يادآوري ( )optu tاست نهssu  يعني دنبال يك تابعيت زمانيu  اعمال يا سياستu  هستيم تا
J   .مينيمم شود  
  ): ترين كنترل مدرن يك فرايند ترين و رايج مهمرگولاتور ( مسأله.  5

)رگولاسيون است يعني مقدار مقـرر، مقـدار ثـابتي باشـد. يعنـي       مسألهتعقيب  مسألهيك حالت از  )spx t C    باشـد يعنـي
  : خاص عملكرد باشد يستم در يك نقطهبر اساس حفظ س uسياست اعمال 

)26(                 
T T Tf f

f f

t t
J x t c H x t c x t c Q x t c dt u t Ru t dt

t t
          

 

 
بـا  (پردازيم. اين همان پروبال دادن به تكنيك اويلـر   در ادامه به مقدمات رياضي و تعاريف تئوري حساب جامع تغييرات مي

ندارد شـرط  خواهيم بطور آكادميك و اسـتا  باشد و به تعبير ديگر مي ) ميساب جامع كلاسيكاستفاده از تفاضل محدود و ح
  ) اثبات كنيم. ر متن و بطن نظريه جديد آناليز (حساب جامع تغييرات) را دلاگرانژ -يا اويلرويلر (ا
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  مقدمات رياضي حساب جامع تغييراتتعاريف و  

طـور كلـي چهـار مسـير سيسـتميك و       از شروع بحث، لازمست مسير راه و انتخـاب موضـع و مطلـب روشـن گـردد. بـه       قبل
باشد كه در مقـام ثبـوت بـوده و     فرمولاسيون كنترل بهينه قابل تصور است. يك مسير، رويكرو اويلري مي سيستماتيك براي

ماند تا تبيين يك چارچوب براي تحليل مسائل بهگزيني ديناميكي. مسير ديگـر در سـاختار و اصـول     شكل شگرد مي بيشتر به
تفصيلي از قضيه گرين، مشخصه اصلي ايـن مسـير اثبـاتي     گيري گنجد. بهره و هندسه ديفرنسيالي ميموضوعه فضاي برداري 

) فرمولـه  Perturbation theoryباشد. مسير سوم، توسط آنـاليز كلاسـيك پشـتيباني شـده و تحـت نـام تئـوري اغتشـاش (         مي
م اثبـات  هاست كه اولاً در مقـا  باشد، استفاده از حساب جامع تغييرات يا فانكشنال مسير آخر كه مطمح اين جزوه مي شود. مي

  شود. بوده و ثانياً توسط آناليز مدرن پشتيباني مي

  تعريف يك فانكشنال  

) را به يـك عـدد حقيقـي يگانـه متنـاظر      x(با دامنه تعريف  x(t)يك قانون يا نگاشت است كه هر تابع مثل  Jفانكشنال نمونه 
(بـا دامنـه    tيك قانون يا نگاشـت اسـت كـه هـر متغيـر مثـل        x: فانكشن نمونه ا تعريف تابع كلاسيك مقايسه كنيدسازد. ب مي

)2 سازد. مثلاً ) را به يك عدد حقيقي يگانه متناظر ميTتعريف  )x t t قانوني است كه هرt  را ازT    انتخاب كنيم بـه عـددي
تابعيـت  بدهد. تا متغير تابع را  است قلمي گوييم چون كارش مربع كردن متغير مست مربع ً كند. اسم قانون را ً متناظر مي xدر 

J  باx(t)  (تابع) است ولي تابعيت آن با  فانكشنبصورتt  يعنـي  ((تابع تابع) است. فانكشنال ها با متغيرشان  فانكشنالبصورت
x(t)(رابطه خطي با هم دارند :  

)27(       
          I II I II

J x t J x t

J x t x t J x t J x t

  


  

 
)28(  

  

  يك فانكشنال 1تعريف تغيير 

 ريتغينيازمند تعريف  )خواص اكسترممي يك فانكشن(اص اكسترممي يك فانكشنال درست مثل نظريه كلاسيك براي خو 
    :هستيم

)29(       ,J J x x J x J x x       

                                                            
 
 

1 - Increment 
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  است . xاست و موسوم به وارياسيون تابع  زمان خود تابعxدقت كنيد 

  سيون يك فانكشنالتعريف اولين واريا 

تـوانيم اولـين وارياسـيون يـك      اگر همان بحث سري تيلور را تعميم دهيم درست مثـل اولـين وارياسـيون يـك فانكشـن مـي      
  :فانكشنال را تعريف كنيم

   :اگر فانكشنال را بسط دهيم تغيير يك فانكشنال را مي توان به شكل زير نوشت 
)30(       , , ,J x x J x x g x x x       

هاي بعدي يعني  رمحالا اگر ت ,g x xرا صفر فرض كنيم يعني:    

)31(   lim , 0

0

g x x

x








 

  باشد. مي X(t)روي تابع  Jون فانكشنال يپذير بوده و موسوم به اولين وارياس مشتق xروي  Jآنگاه 
   

  ها تعريف اكسترمم فانكشنال

يـك اكسـترمم نسـبي در     )اسـت داراي بـرد  اسـت    Jكـه متغيـر فانكشـنال     x يعنـي تـابع  ( با دامنه  Jيك فانكشنال مثل 
x است اگر وجود داشته باشد يك مثبت براي همه توابع ممكنx )در( مسايگيدر هx  يعني)x x  (   بـه

  :علامت باشند بعبارت ديگر اگر مثبت باشد ها هم Jكه  طوري
)32(     * 0J J x J x    

  
آنگاه  *J x يك مينيمم نسبي درx  است و اگرJنفي باشد:  م  

)33(     * 0J J x J x    
آنگاه  *J xيك ماكزيمم نسبي درx .است  

در يـك   باشـد نـه الزامـاً    تعريف اكسترمم مطلق مشابه بحث اكسترمم فانكشن ها موقعي است كه بحـث بـالا بـراي همـه     
   همسايگي محدود.
تر، نيازمند نوشتن روابط فانكشنالي و به تعبير ديگر همان روابط كلاسيك است. بهر حال جهت اختصـار   تعريف حدي دقيق

پـردازيم كـه بـه     ها مـي  كنيم و فقط به كلاس خاصي از فانكشنال و همچنين كاربردي بودن مسائل از ذكر آنها خودداري مي
   .)tهاي انتگرالي تك متغيره يعني تابعِ تابع  لي و باز هم محدودتر فانكشنالهاي انتگرا آيد و آنهم فانكشنال كار ما مي
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لاگرانژ-شرط اويلر(  رهشرط لازم اكسترمم براي فانكشنال هاي انتگرالي تك متغي(  

  زير تعريف شده باشد: )تك متغيره يا تك انتگرال(فرض كنيد فانكشنال ذيل به فرم انتگرالي 

)34(      ,ft
J F x t x t dt

t
 



 

مـي تـوان نشـان داد كـه      Jمعروف به انتگران است. با استفاده از تعريف وارياسـيون اول   Fمعلوم هستند و  ftو tبطوريكه 
   :به شكل زير استJاولين وارياسيون يعني 

)35(  +ft F F
J x x dt

t x x
  

  
    







 

  )با استفاده از تعريف حد(ط لازم براي اكسترمم شر 

)36(  0 + 0ft F F
J x x dt

t x x
  

  
     







 

xو xدقت شود وارياسيون هاي  چون هر تغيير در  ،مستقل نيستندx      منجر به تغيير در مشتق آن نيز مـي شـود لـذا بـراي
xحذف  كنيم از انتگرال جزء به جزء استفاده مي:  

)37(  f f ft t tF F d F
xdt x xdt

t t tx x dt x
      

       
  


  

 

    :با جاگذاري عبارت فوق در شرط لازم اكسترمم

)38(  0 f ft tF d F F
xdt x

t tx dt x x
 

     
        


  
  

   :براي اينكه عبارت بالا هميشه صفر باشد بايد هر دو عبارت سمت راست صفر باشند

)39(  0       

0

f

f

F
x at t t and t t

x

t F d F
x dt

t x dt x





    
            










 
)40(  

نمايش تغيير است پس هم آزاد به تغيير كردن است و هم نامقيد، پس در عبارت اول بايدxچون
x

F


    در حـالات حـدي

عبـارت  ). عبـارت دوم يعنـي   راجع بـه شـرايط مـرزي صـحبت مـي كنـيم      بطور مفصل  بعداً(صفر باشد  )يعني شرايط مرزي(
   :آن صفر باشد شه صفر است كه انتگرانانتگرال نيز زماني همي

0 لاگرانژ -شرط اويلر  )41(
F d F

x dt x

   
    
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f      0 .در مرزها فيكس نشده باشند) xكه (درصورتي Transversalityشرط   )42(

F
at t t and t t

x


  

 
 

فقط ليسـتي از انـواع تعـاريف فانكشـنال هـا همـراه بـا         ) 1جدول ( قش انتزاعي آن در ذهن درو ن مسألهبراي جايگزيني اين 
   :و البته بدون اثبات درج شده است)معادله اويلر(شرط لازم آنها 

  
  1جدول 

  فانكشنال  لاگرانژ -شرط اويلر  ملاحظات / توضيحات
  همين مسأله خودمان

0y y

d
f f

dx
      , ,

b
f x y x y x dx

a
 

2  خود گوياي همه چيز است

2
0y y y

d d
f f f

dx dx
          , , ,

b
f x y x y x y x dx

a
  

و  )xيك متغير مستقل (يعني 
  دو تابع نامعلوم

0

0

y y

x z

d
f f

dx
d

f f
dz





  

  


 
        , , , ,

b
f x y x z x y x z x dx

a
  

  فانكشنال دو متغيره
0

x yu u u

d d
f f f

dx dx
         , , , , , , ,x yf x y u x y u x y u x y dxdy


  

  ستا خود گوياي همه چيز
  

... 0
x yu u uf f f

x y

 
   
 

     , , , , , , , , ,x y xx xy yyf x y u x y u x y u u u u dxdy

  

همان yfمنظور از .1
y

f




yfو   همان
y

f



  باشد. مي 

نمايش  Dotبجاي  Primeش مي دهيم و اگر تابعي نسبت به آن مشتق پذير بود با علامت )نمايx(بجاي  xبراي كلي بودن مسأله متغير مستقل نهايي را با  .2

dyيعنيyعبارتي  مي دهيم، به

dx
(  

  
: فانكشنال زير را در نظر بگيريد و شرط لازم اكسترمم را بنويسـيد و در صـورت امكـان فـرم     براي شرط اويلر) 1( مثال

    .سته جواب بهگزين را بيابيدب

   
   

2 21

0

0 0, 1 1

J x x dt

x x


 


  

  

    :بنويسيم ناگر شرط اويلر را براي انتگرا :حل
  )1-م( 

2

2

2 2 0

0

d
x x

dt

d x
x

dt

 

  


 

  )2-م(
  :حل آناليتيك

)  )3-م( ) sinh( ) cosh( )x t A t B t  
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چـون مقـادير    ولـي ، آزاد باشد تا تغيير كنـد  xكه  شرطي به در مرزها بايد صفر باشدxديگو يم Transversality شرط  

x كنيم:    اند، لذا از همان شرائط مرزي براي تعيين  و  استفاده مي در مرزها داده شده   
 

sinh

sinh 1

t
x t   

  مينيمم يا ماكزيمم مي شود ).  (اكسترمم مي شود  Jتابع هدف مسير فوق را طي كند آنگاه  x(t)اگر حالت  :ترجمه
  

   Transversalityشرط  

يكـي  باشـد:   مـي  )ديفرانسـيل  معمـولاً (همانطور كه ديديم شرط لازم اكسترمم بودن يك فانكشـنال شـامل دو دسـته معادلـه     
راجـع بـه شـرايط     مسـأله كه در صـورت  حال بسته به اين .)يا مرزي(  Transversalityمعروف به شرط اويلر و ديگري شرط 

   :خواهيم داشت)همراه با شرايط اويلر(مرزي چه صحبتي شده باشد تركيب هاي متنوعي 
  
    :زمان نهايي آزاد -حالت نهايي فيكس  -1

فانكشنال، زمان نهايي معلوم نباشد ولي حالت آن معلوم باشد مي تـوان ثابـت كـرد كـه شـرايط لازم       يبهگزين مسألهاگر در 
   :شامل چهار عبارت زير است مسألهراي اكسترمم بودن يا ابزار رياضي لازم براي حل ب

0  (شرط اويلر)                     )43(
F d F

x dt x

   
    

 

  .ستا مسألهگرنه جزء شرايط لازم نيست بلكه معلوم خود  كنيم و يبراي حل معادله استفاده م )43از رابطه (از  نكته:
  ط نهايي)(شر  )44(  ff xtx  
  (شرط مرزي يا اوليه)  )45(    0

F
t x t

x



  

 

  (شرط مرزي يا نهايي)  )46(      0f f f

F
F t t x t

x


 





 
       

    :زمان نهايي آزاد -حالت نهايي آزاد  -2
توان اثبـات كـرد    ع هيچ قيدي نيست. ميتاب شده است بلكه حالت نهايي نيزندر برخي مسائل ديگر نه تنها زمان نهايي فيكس 

   :كه مجموعه روابط رياضي براي اين حالت به شكل زير است

0  (شرط اويلر)  )47(
F d F

x dt x

  
    

 

  (شرط مرزي يا اوليه)  )48(    0
F

t x t
x




  
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  (شرط مرزي يا نهايي)  )49(        0f f f f ff

F F
t x F t t x t t

x x
 

  
     


 

 

   :مستقل باشند آنگاه شرط مرزي نهايي به شكل دو عبارت زير در مي آيد fxوftاگر

)50(   

     

0

0

ff

f f f f

F
t x

dx

F
F t t x t t

x





 

       






 
)51(  

تكـه پيوسـته باشـد نيـز مطـرح نمـود كـه منجـر بـه نتـايج            همين مباحث را مـي تـوان بـراي حـالاتي كـه انتگـرال تكـه        :نكته
Weierstrass  از حوصله اين مقال خارج استود و ش مي .  

  )قيد تساوي(اكسترمم مقيد  

باشـد   سازي يك فانكشنال انتگرالي است كه مقيد به قيود تساوي از نوع ديفرانسـيلي مـي   مينيمم )كنترل بهينه(ل ما اكثر مساي
حـث بـوده اسـت . جهـت     اي بر همـين ب  مقدمه لذا تمامي مباحث گذشته عملاً. )همان فضاي حالت يا مدل ديناميكي فرايند(

بـراي لحـاظ كـردن قيـود      )استاتيكي يبهگزين(كنيم كه درست مثل بهگزيني كلاسيك  اختصار فقط به همين نكته اكتفا مي
بگنجـد،   نامقيـد له در قالـب اكسـترمم   كنيم كه مسأ كنيم تابع هدف را به گونه اي بازآرايي يا تعريف مجدد  تساوي سعي مي

   :در پيش رو داريم ريف لاگرانژين را مجدداًيعني در اينجا نيز همان تع
  را  )در زير( Jاگر بخواهيم فانكشنال 

)52(      , ,ftJ J x t F t x x dt
t

  


 
  : )قيود مساوي(تا معادله ديفرانسيل mتحت قيود 

)53(   , , 0x x t  
TLابع هدف لاگرانژين را به صورتت( :) كنيم شرايط لازم عبارتند از (ماگزيمم  مينيمم F    تعريف كنيد(.   

    

 لانگرانژ)-(معادلات اويلر  )54(
  0

L d L

x dt x

  
    

 

 اوليه)–(شرايط مرزي  )55(
      0

T
L

t x t
x


 

  
 

 

  نهايي)-(شرايط مرزي  )56(        0
T T

f f f f ff

L L
t x L t t x t t

x x
 

                 


 
 

 ود تساوي)(معادلات برآمده از قي  )57(
   0 , , 0

L
or x x t




  


 
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  د.يابير را بياكسترمم فانكشنال ز :)2مثال (  

     2 2
1

1
,

0
J x t x t dt   

  د: يتحت ق
  2

1 2 0x x  
  :يط مرزيبا شرا و

     
   

1 2

1 2

0 0 ,  0 0

1 0 ,  1 2

x x

x x

 

 
 

  
  :  حل

  م:   يكن يف مين را تعريلانگراژ
  )1-م( 2 2 2

1 1 1 2L x t x x     
ز يسا م،يد) داشتيك قيال (يفرنسيك معادله ديشود چون  دقت


 ،باشد. يك مي  

  :لانگرانژ-لريشرط او

  )2-م(
1 1 1 0

d
x x

dt
  

  در معادله بالا: يجاگذار
  )3-م(

     

   

2
1 1

2
21

1 12

1 1 1

0

0 sin cos

(0) (1) 0 sin , 1, 2,...

d
Solution c

dt

d x
c x Solution x t A ct B ct

dt

x x x t A n t n

 



    

      

    

  )4-م( 

  )5-م(
 يمربـوط م ـ  2xرا بـه   1xال) كـه  يفرنس ـي(معادلـه د  يد تساويم، از عبارت قيز استفاده كنين 2x يط مرزينكه از شرايا يبرا

  م:يسيآنرا بنو يفرم انتگرال يعنيم، يكن يكند، استفاده م
  )6-م(     

   

2 2
2 2

2

2

1
1 - 0 sin

0

. . 2

2sin , 1, 2,...

x x A n t dt

B C on x A

x t n t n







  

   


  )7-م( 

  )8-م(
 
   


