
سيگنال و سيستم
)تجزيه و تحليل سيستم ها(

180 -11 -13

دانشگاه شهيد بهشتی
دانشکده ی مهندسی برق و کامپيوتر

۱۳۹۳پاييز 
احمد محمودی ازناوه

http://faculties.sbu.ac.ir/~a_mahmoudi/



سيگنال و سيستم
2

فهرست مطالب
و توابع ويژه LTIسيستماص هاي •
سري فوريه ي زمان پيوسته•

خواص–
سري فوريه ي زمان گسسته•

خواص–



پيش گفتار
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The profound study of nature is the 
most fertile source of mathematical 
discoveries.                                               

Joseph Fourier



چرا آناليز فوريه اهميت دارد؟
  دامنه ي در تحليل تجزيه به كاربردها از بسياري در•

.داريم نياز فركانس
  دامنه ي از سيگنال يك تئوري اين از استفاده با•

.مي شود منتقل فركانس دامنه ي به )مكان(زمان

سيگنال و سيستم
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Invariant to 
high 

frequency 
signals

EE-2027 SaS, L70
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clear all;
clc;
Img=imread('cameraman.tif');
imshow(Img);
FImg=fft2(Img);
FImg=fftshift(FImg);
imshow(log(FImg),[]);

تصوير اصلي

ي دوبعدي پس از اعمال تبديل فوريه



سيگنال هاي پايه
  مي توان مناسب پايه ي سيگنال هاي از استفاده با•

.داد نمايش را سيگنال ها از بزرگي دسته ي
  اساس اين بر مختلف ورودي هاي پاسخ تحليل•

.بود خواهد ساده تر بسيار
  قرار استفاده مورد متنوعي پايه ي توابع عمل در•

.مي گيرد
  توابع از دسته مهمترين از يكي به بخش اين در•

.شد خواهد پرداخته پايه

سيگنال و سيستم
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تصاوير پايه تبديل كسينوسي

سيگنال و سيستم
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توابع ويژه و خواص آن
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System ?

System
x(t) = φk(t) y(t) = λkφk(t) 

( ) oj tx t e ω=

( ) ( ) ( )oj ty t e h dω τ τ τ
+∞ −

−∞
= ∫

( ) ( )  o oj t jy t e e h dω ω τ τ τ
+∞ −

−∞
= ∫
تابع  ويژه مقدارد ويژه

eigenfunction eigenvalue



توابع ويژه و خواص آن
در صورتي كه بتوان يك تابع را به صورت مجموع  •

:توابع ويژه نوشت
• x(t) = Σk akφk(t)

سيگنال و سيستم
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System
x(t) = φk(t) y(t) = λkφk(t) 

x(t) = Σk akφk(t) y(t) = Σk akλkφk(t) 



توابع نمايي مختلط زمان پيوسته
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عدد  sكه ( φ(t) = estتوابع به شکل  LTIهاي  در سيستم
.توابع ويژه هستند) مختلط است

h(t)
( ) stx t e= ( ) ( ) ( )s ty t e h dτ τ τ

+∞ −

−∞
= ∫

( ) ( )  s sty t e h d eτ τ τ
+∞ −

−∞

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫

( ) ( )  sty t H s e=

مقدارد ويژهتابع  ويژه



توابع نمايي مختلط زمان گسسته
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عدد  zكه ( φ[n] = znتوابع به شکل  LSIهاي  در سيستم
.توابع ويژه هستند) مختلط است

h[n]
[ ] nx n z= [ ] [ ] n m

m
y n h m z

+∞
−

=−∞

= ∑

[ ] [ ] m n

m
y n h m z z

+∞
−

=−∞

⎡ ⎤= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑

( ) [ ]  ny t H z z=

مقدارد ويژهتابع  ويژه



سيگنال هاي متناوب و سري فوريه
• x(t) = x(t+T)  for all t   

گفته   T ،fundamental periodبه كوچك ترين –
.مي شود

–  ω0 = 2π/T ،fundamental frequency   گفته
.مي شود

هر سيگنال متناوب را مي توان با كمك  سري  •
.فوريه نمايش داد

توابع پايه ي زير براي نمايش سيگنال متناوب با  •
.به كار مي رود Tدوره ي تناوب 

سيگنال و سيستم
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k

πωφ



...)ادامه( سيگنال هاي متناوب و سري فوريه

با استفاده از توابع پايه ي   x(t)سيگنال متناوب •
:سري فوريه به صورت زير نمايش داده مي شوند

.ضرايب سري فوريه ناميده مي شوند akضرايب •
•a0  مؤلفه يDC
•a±1 هارمونيك اول(مؤلفه ي اساسي(
•a±n  هارمونيكnام

سيگنال و سيستم
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مثال- محاسبه ي ضرايب سري فوريه
.ضرايب سري فوريه ي تابع زير را محاسبه كنيد•
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( ) ( )( ) cos 4 2sin 8x t t tπ π= +
4 4 8 81 1( )

2
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سري فوريه
براي نمايش توابع حقيقي با استفاده از سري  •

:فوريه مي توان به شيوه ي زير نيز عمل كرد

با توجه به خواص توابع ويژه، از شيوه ي پيش  •
.استفاده مي كنيم

سيگنال و سيستم
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[ ]0 0 0
1

( ) cos sink k
k

x t a k t k tα ω β ω
∞
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محاسبه ي ضرايب سري فوريه
.طرفين را در            ضرب مي كنيم•

.از طرفين انتگرال مي گيريم•

سيگنال و سيستم
16
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محاسبه ي ضرايب سري فوريه
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مثال
:سري فوريه سيگنال زير را محاسبه كنيد•
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سيگنال و سيستم
19

clear all;
clc;
T1=1;
T=4;
W=2*pi/T;
a0=2*T1/T;
x=[-3:0.1:3];
y=ones(size(x)).*a0;
plot(x,y);
for k=1:100 

a(k)=sin(k*W*T1)/(k*pi);
y=y+(a(k).*(exp(j*k*W*x)+exp(-j*k*W*x)));
plot(x,y);

end



...)ادامه(مثال
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T1=1
T=4

T1=1
T=8

T1=1
T=16



همگرايي سري فوريه
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Dirichletشرايط

•x(t) به طور مطلق در يك دوره انتگرال پذير باشد.

:مثال•

سيگنال و سيستم
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شرايط كافي براي موجود بودن ضرايب سري فوريه

0

0 0
0 0

1 1( ) ( )
T Tjk t

ka x t e dt x t dt
T T

ω−≤ <∫ ∫

0
0

1 ( )
T

x t dt
T

< ∞∫ ka < ∞

( ) 1 ,      0<t 1x t
t

= ≤



...)ادامه(Dirichletشرايط
•x(t)   به طور مطلق در يك دوره، تعداد محدودي

.نقاط مينيمم و ماكزيمم داشته باشد

در يك دوره ي تناوب تعداد نقاط گسستگي محدودي  
.داشته باشد

سيگنال و سيستم
23

شرايط كافي براي موجود بودن ضرايب سري فوريه

( ) 2sin ,    0 1x t t
t
π⎛ ⎞= < <⎜ ⎟

⎝ ⎠



Gibbsپديده ي 

سيگنال و سيستم
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http://ocw.mit.edu/ans7870/18/18.06/javademo/Gibbs
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http://www.jhu.edu/signals/fourier2/index.html



يك مثال مهم
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برخي خواص سري فوريه ي پيوسته
:خطي بودن•

:شيفت زماني•

سيگنال و سيستم
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( ) ( )           k kx t a y t b←⎯→ ←⎯→FS FS

( ) ( ) ( ) k k kz t Ax t By t c Aa Bb= + ←⎯→ = +FS

( ) kx t a←⎯→FS

( ) 0 0
0

jk t
kx t t a e ω−− ←⎯→FS



...)ادامه(برخي خواص سري فوريه ي پيوسته
:قرينه كردن نسبت به محور زمان•

:اگر سيگنال زوج باشد•

:اگر سيگنال فرد باشد•

سيگنال و سيستم
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( ) kx t a←⎯→FS ( ) kx t a−− ←⎯→FS

( ) ( )x t x t= − k ka a−⇒ =

( ) ( )x t x t= − − k ka a−⇒ = −



مثال
شيفت به اندازه ي نيم پريود•
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( ) FS
kx t a←⎯→

0FS 2

2

Tjk jk
k k
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...)ادامه(برخي خواص سري فوريه ي پيوسته
:ضرايب سري فوريه مزدوج•

:اگر سيگنال حقيقي باشد•

سيگنال و سيستم
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( ) ( ) ∗
−

∗ ⎯→←⎯→← kk atxatx FSFS        

kk aa =⇒ ∗
−( ) ( )txtx ∗= kk aa −

∗ =or  

( ) ( )txtx ∗= k ka a−⇒ = k ka a− = −

{ } { }Re Im kj a
k k k ka a j a a e ∠= + =

زوج است فرد است



...)ادامه(برخي خواص سري فوريه ي پيوسته
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)حقيقي و زوج )tx ka

( )tx

[x(t)real ]( )}{ txEv }Re{ ka

( )}{ txOd }Im{ kaj

ka

[x(t)real ]

حقيقي و زوج

حقيقي و فرد موهومي  و فرد



...)ادامه(برخي خواص سري فوريه ي پيوسته
:مشتق•

):Time Scaling(تغيير مقياس•
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( )( ) ( ) k
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( ) ( ) kajktx 0
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( ) FS
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كنند در اين حالت ضرايب سري فوريه تفاوتي نمي



ضرب
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اثبات رابطه ي ضرب
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Parsevalرابطه ي
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( ) 2 21
kT

k
x t dt a

T

+∞

=−∞

= ∑∫
انرژي متوسط سيگنال امkانرژي هارمونيك  

گيري شود و چه در و  ي فرکانس اندازه انرژي چه در دامنه
ي زمان تفاوتي نحواهد داشت دامنه



مثال
ضرايب سري فوريه را براي سيگنال زير محاسبه •

:كنيد
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مثال
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مثال
ضرايب سري فوريه را براي سيگنال زير محاسبه •

:كنيد

سيگنال و سيستم
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مثال
:اطلاعات زير در دست است x(t)از •

.حقيقي است–
T=4متناوب است با –
.ضرايب سري فوريه به ازاي            صفر است–
–y(t)   فرد است و ضرايب سري فوريه آن
:  داريم–

سيگنال و سيستم
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كانولوشن پريوديك
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اگر هر دو سيگنال مثبت باشند



...)ادامه(كانولوشن پريوديك
در اين حالت كانولوشن تنها در يك دوره از پريود  •

.گرفته مي شود

سيگنال و سيستم
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...)ادامه(كانولوشن پريوديك
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سري فوريه زمان گسسته
•x[n] سيگنالي زمان گسسته ي متناوب است:

هستند،   Nدر سري فوريه تنها       كه داراي تناوب •
.ظاهر مي شوند

.سيگنال اين چنيني وجود دارد Nمي دانيم كه تنها •

سيگنال و سيستم
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به ازاي چه سيگنال هايي وجود دارد؟
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محاسبه ي ضرايب
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مثال
:سري فوريه ي سيگنال زير را محاسبه كنيد•
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ويژگي هاي سري فوريه ي گسسته
خواص سري فوريه ي گسسته دقيقا شبيه  •

.خصوصيات سري فوريه ي پيوسته است

سيگنال و سيستم
55

kkkk bnyanxbtyatx ↔↔↔↔ ][,][;)(,)(

kk batytx βαβα +↔+ )()(
kk banynx βαβα +↔+ ][][

Ttjk
k

tjk
k eaeattx 000 2

0 )( πω −− =↔−
0)2(

0 ][ nNjk
keannx π−↔−

خطي بودن

ي زمان شيفت در دامنه



ويژگي هاي سري فوريه ي گسسته

سيگنال و سيستم
56

Mk
tjM atxe −↔)(0ω

Mk
tjM anxe −↔][0ω

ي فرکانس شيفت در دامنه

kanxortx −↔−− ][)( قرينه كردن زماني

kkT
bTadtyx ↔−∫ τττ )()(

kk
Nr

bNarnyrx ↔−∑
>=<

][][
کانولوشن پريوديك



ويژگي هاي سري فوريه ي گسسته

سيگنال و سيستم
57

*** ][)(
k

anxortx
−

↔

*][)( kk aarealnxortx =⇒ −

oddisaevenisaor
oddisaevenisa

kk

kk

∠,
}Im{,}Re{

( )
0 01 1

2 2

0 00

1 N N

k
n n

x n a
N

− −

= =

=∑ ∑
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پاسخ فركانسي

سيگنال و سيستم
60

h(t)( ) 0jk t
k

k
x t a e ω

∞

=−∞

= ∑ ( ) ( ) 0
0

jk t
k

k
y t H jk a e ωω

∞

=−∞

= ∑

( )0k ka H jk aω→

Gain

( ) ( ) ( )0
0 0

H jkH jk H jk e ωω ω <=

شامل اندازه و فاز است

H[n][ ] 0jk n
k

n N
x n a e ω

=

= ∑ [ ] ( )0 0jk n jk n
k

n N
y n H e a eω ω

=

= ∑

( )0jk
k ka H e aω→

Gain

( ) ( ) ( )0
0 0

jkH ejk jkH e H e e
ω

ω ω <
=

شامل اندازه و فاز است



...)ادامه(پاسخ فركانسي
در بسياري از كاربردها لازم است، برخي فركانس ها  •

را حذف كرده و يا اندازه ي آن را تغيير داد، به چنين  
.مي گويند» فيلتر كردن«فرآيندي 

• Frequency Selective Filters
• Frequency Shaping Filters

سيگنال و سيستم
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فيلتر پايين گذر

سيگنال و سيستم
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Frequency Selective Filters



فيلتر بالاگذر

سيگنال و سيستم
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فيلتر ايده آل

سيگنال و سيستم
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مثال
، سيگنالي حقيقي و فرد است با  x[n]سيگنال •

N=7دوره ي تناوب 
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