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   توابع چند متغيره :

هاي فيزيكي در واقع به بيش از يك متغير وابسته اند. به عنوان مثال ، حجم يك مكعب  اغلب كميت :309پ 
مستطيل به طول و عرض و ارتفاع آن و دماي نقطه اي از يك جسم به مختصات آن نقطه و احتمالا زمان 

  ارد.دبستگي دارد. متناظر با هر كميتي كه به چند متغير وابسته باشد ، يك تابع با چند متغير وجود 

,  

Z   متغير وابسته  و x,y متغيرهاي مستقل  

 
 

 

  
   حد و پيوستگي توابع چند متغيره :

به  xyاز هر مسيري در صفحه  (x,y)نقطه  يك تابع دو متغيره باشد. اگر وقتي  F(x,y) فرض كنيد  : 123ك 
 Lبرابر  (a,b) در نقطه  Fنزديك گردد ، گوئيم حد تابع  Lبه عدد  )F(x,yنزديك شود، مقدار  (a,b) نقطه 

limاست و مي نويسيم : 
, → ,

  

  323و  324پ شكل: 
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ريف شده باشد. در اين صورت تع (a,b)در بجزء احتمالا  (a,b)در درون دايره اي به مركز  Fفرض كنيم  پ و ك :
  وجود داشته باشد به طوري كه اگر  0يك  0مي گوئيم اگر متناظر با  (a,b)در  Fرا در  Lعدد 

| , | 		 → 0  

داراي حد است اگر از هر مسير در دامنه تعريف تابع ،  (a,b)در نقطه  )x,yF)گوئيم تابع دو متغيره  : 282جهش 
  به اندازه دلخواه نزديك مي شود.   Lنزديك گرديم تابع به عدد ثابتي چون  (a,b)به 

  :  124تا  123و ك  325تا  333پ از 

lim
, → ,

2               >  

 

lim
, → ,

9  

lim
, → ,

 

lim
, → ,

 

lim
, → ,

 

lim
, → ,

 

lim
, → , ,

cos	  

lim
, → ,

1
 

lim
, → ,

x	cos 	 1  

     رفع ابهام مي كنيم براي جواب هاي 

lim
, → ,
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lim
, → ,

1
 

lim
, → ,

 

  بررسي وجود حد تابع :

مسيرهاي بسيار زيادي وجود دارد مثلا مسيرهاي  (0,0)در نقطه  x,yF)(براي بررسي حد تابع  : 823و ك  283جهش 
 , … 3y=x, 2x , y=x‐y=0 , x=0 , y=x , y=  نزديك شد اگر تابع داراي حد باشد  (0,0)كه ميتوان به نقطه

  از تمام مسيرها بايد مقدار حد ، عدد ثابتي بدست آيد.

را ازمايش كرد.  y=mxمي توان مسيرهاي  (0,0)در نقطه  x,yF)(بررسي حد تابع  : 283جهش نكته ارشدي : 
  بستگي داشته باشد تابع فاقد حد است.  mاگر مقدار حد تابع به 

lim  وجود حد تابع  : 325پ 
, → ,

  را بررسي  كنيد؟ (0,0)در نقطه   

  

  

lim  وجود حد تابع  : 326پ 
, → ,

   را بررسي  كنيد؟ (0,0)در نقطه   

  )83و ژئوفيزيك  83(شبيه به تست ارشد هوافضا 

  

  

lim  وجود حد تابع 
, → ,

  را بررسي  كنيد؟  (0,0)در نقطه   

  

  

lim  وجود حد تابع  : 125ك 
, → ,

  را بررسي  كنيد؟  (0,0)در نقطه   
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lim  وجود حد تابع  : 327پ 
, → ,

  ) 83 معدن( تست ارشد را بررسي  كنيد؟ (0,0)در نقطه   

   

  

lim  وجود حد تابع  : 327پ 
, → ,

در نقطه  2y=xو  y=mx , (m≠(0را روي منحني هاي   
  ) 81 كانيكم( تست ارشد را بررسي  كنيد؟ (0,0)

  را بررسي  كنيد؟ (0,0)وجود حد توابع زير را در نقطه  : 127و ك  323پ 

		 , 		 , 	 ,
| |

	 ,  

  :پيوستگي توابع چند متغيره

  براي بررسي پيوستگي تابع در يك نقطه سه شرط زير بايد برقرار باشد : : 331پ

  تعريف شد باشد. (a,b)در  Fبايد وجود داشته باشد يعني  F(a,b)الف ) 

limب ) 
, → ,

  وجود داشته باشد. ,

limپ ) 
, → ,

, 	   د تابع برابر با مقدار تابع باشد.يعني ح ,

, بررسي كنيد؟ )‐(1,2پيوستگي تابع زير را در نقطه  : 331پ 
					 , 1,2

														 , 1,2 	
  

  

  

,بررسي كنيد؟  (0,0)پيوستگي تابع زير را در نقطه  :126و ك  332پ 
					 , 0,0

0														 , 0,0 	
  

  )MBA 81(ارشد 
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,بررسي كنيد؟  )1,0(پيوستگي تابع زير را در نقطه  : 126 ك 				  

  

  

  اط داده شده بررسي كنيد؟نق زير را درتوابع پيوستگي 

, :ك 127   9 				 0, √5 ,  :پ 334  
					 , 0,0

3														 , 0,0 	
   

:ك 127   ,
					 , 1, 1

3														 , 1, 1 	
:ك 127    ,

					 , 0,0

3														 , 0,0 	
 

:پ 334  ,
					 , 0,0

0														 , 0,0 	
: پ 334     ,

					 , 0,0

0														 , 0,0 	
 

  :مشتق گيري از توابع چند متغيره

  تعبير هندسي 

,aاست. بنابراين  y=bدر صفحه  =Fz)(x,yدر واقع اثر سطح  =Fz)(x,bنمودار معادله  :340پ b 
  است. (a,b,F(a,b))در نقطه z=F(x,y) ضريب زاويه منحني

  :عبارت است    y=bبر اين منحني در صفحه Lمعادله خط مماس  نكته ارشدي:

, a, b x a  

  معادلات دكارتي (يا متقارن) اين خط مماس را داريم: ارشدي:نكته 

		,
,

a, b
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,aاست. بنابراين  y=aدر صفحه  z=F(x,y)در واقع اثر سطح  z=F(a,y)نمودار معادله  b 
  است. (a,b,F(a,b))در نقطه z=F(x,y) ضريب زاويه منحني

  معادلات دكارتي (يا متقارن) اين خط مماس را داريم: نكته ارشدي:

		,
,

a, b
 

 

 

 

limاگر  يك تابع دو متغيره باشد =x,y)(FZفرض كنيد  :128ك 
→

, موجود باشد گوئيم  ,
ثابت نگه مي  F(x,y)را در  yمتغير موجود است لذا براي محاسبه xنسبت به  Fمشتق جزئي مرتبه اول 

  و مقدار آن را با نمادهاي زير نشان ميدهيم. داريم

F x, y
∂x

	 ,
z
∂x
	 ,

F
∂x
	 , x, y , 	 

limبه طور مشابه اگر 
→

, موجود  yنسبت به  Fموجود باشد گوئيم مشتق جزئي مرتبه اول  ,
ثابت نگه مي داريم و مقدار آن را با نمادهاي زير نشان  F(x,y)را در  xمتغير است لذا براي محاسبه

  ميدهيم.

F x, y
∂y

	 ,
z
∂y
	 ,

F
∂y
	, x, y , 	 

  را داريم؟ 	و  مثالهاي زير در 

, 2  

,  

	:پ346 , 9 2 3  

	:346 ك , 2 2 

	:338 پ , ,   در اين تابع را نيز بدست آوريد     
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Fمقادير مشتق جزئي مرتبه اول  :پ 338 x, y x y 2xy 4y  ؟بدست آوريد (1,2)را در نقطه  

  

  

	:338 پ , , در اين تابع را نيز بدست آوريد    

  

	:129 ك ,  

  مشتقات جزئي مرتبه هاي بالاتر
  : 129و ك  343پ

                  

                  

  را بدست آوريد؟توابع زير جزئي مرتبه اول و دوم  هاي مشتقهمه 

F :ك 129 x, y x y  

F :پ 343   x, y y  

  )92(كارشناسي ارشد حسابداري  بدست آوريد؟ (2,4)در نقطه را زيرتابع   جزئي مرتبه دوم  مشتق

 

 

  

  مشتق تركيب توابع و ضمني

 THE CHAIN RULEقاعده زنجيره اي : 
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مشتق پذير  v(x,y)و   u(x,y)پيوسته بوده و توابع  z=F(x,y)فرض مي كنيم مشتقات جزئي مرتبه اول 
  تابعي مشتق پذير است و داريم: zباشند در اين صورت 

,
,
, 	 

z
∂x

z
∂u

.
u
∂x

z
∂v
.
v
∂x

 

z
∂y

z
∂u

.
u
∂y

z
∂v
.
v
∂y

 

  : 235مجموعه كتب كارشناسي ارشد رشته حسابداري انتشارات علوي: علوي اينترنت 

  را حساب كنيد؟ zيا  و  zيا  مشتقات  , در تابع

  

  را محاسبه كنيد؟ و  مشتقات  و  و   درتابع  جزوه ايترنت دست نوشت:

  

  محاسبه كنيد؟را  و  مشتقات  و  و  √درتابع    :235علوي 

ln 				 ́
́
   ,    √ 			 ́

́

√
		 

  

1و  و  2درتابع  ترنت چاپي:نجزوه اي محاسبه  x=1را در نقطه  مشتقات  √
  در منزل كنيد؟

  

  مشتق توابع ضمني:

از هم مجزا نباشند را تابع ضمني مي گويند تمام توابعي كه تا بحال ديده ايم حالت  X,Yتوابعي كه  :92ماهان
  در نظر ميگيرم و داريم: F(X,Y)=0خاصي از توابع ضمني اند. براي مشتق اين توابع 

,

,
                    

,

,
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 كه با رابطه =x F(y)توان انتظار داشت كه توابع مختلفچه موقع مي: دانشنامه رشد  :و : ///:a.wikipedia.orgFhttpسايت 

F(x,y)=0 شوند مشتقپذير باشند؟تعريف مي 

خطي مماس وجود داشته باشد،  پاسخ: هنگامي كه نمودار رابطه به اندازه كافي هموار باشد تا در هر نقطه آن
باشد. براي محاسبه مشتق توابعي  y,x تركيبي جبري از توانهاي F از جمله اين موارد وقتي است كه فرمول

گيريم و در نظر مي x را به عنوان تابعي هر چند ناشناخته، مشتق پذير از Yشوند، كه بطور ضمني تعريف مي
 .نامندگيريم. اين روش را مشتق گيري ضمني ميميمشتق  x از دو طرف معادله نسبت به

  بدست آوريد؟ Xمشتق ضمني تابع زير را بر حسب  :92ماهان 

0 
y
∂x

 

y
∂y

 

  : 363پ 
	

3y 4 5 1 0 
y
∂x

 

y
∂y

 

 x,yيك بار  و براي محاسبه  در مي اوريم 0F=(x,y,z)نيز ابتدا تابع را به صورت  F(x,y,z)در توابع  :133ك
را ثابت نگه مي داريم و  y,zرا محاسبه مي كنيم و بار ديگر  zنسبت به  Fو مشتق  را ثابت نگه مي داريم

  و داريم: را محاسبه مي كنيم  xنسبت به  Fمشتق 

z
∂x

x, y
x, y

 

	                                                                نيز داريم: به طور مشابه براي حل 
,

,
  

,تابع در  :133ك ,   را بدست آوريد؟ و  مشتقات ضمني  1
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  را بدست آوريد؟ و  مشتقات ضمني  در تابع  :133ك

  

  

  

  مينيمم توابع چند متغيره:ماكزيمم و 

,xدستگاه  يك تابع با مشتقات اول و دوم پيوسته باشد =Fz(x,y)فرض مي كنيم   و جهش ::151ك y 0 
,xو  y xرا حل مي كنيم فرض مي كنيم  0 , y  جواب دستگاه باشند سپس با محاسبه∆

  داريم : 

∆اگر  -1 xتابع در نقطه   0و    0 , y نسبي دارد. مينيمم 

∆اگر  -2 xتابع در نقطه   0و    0 , y نسبي دارد. ماكزيمم  
∆اگر  -3 xآنگاه تابع در نقطه   0 , y .اكسترمم نسبي نيست اين نقطه را نقطه زيني مي گويند 

∆اگر  -4  نتيجه اي از اين آزمون بدست نمي آيد كه بايد از روش هاي ديگري استفاده نمود.  0

xدر نقطه  zتعريف : اگر تابع  , y  ماكزيمم نسبي يا مينيمم نسبي داشته باشد گوئيمz  در آن نقطه
  اكسترمم نسبي دارد.

نقطه  است كه يك تابع يك دامنه اي درنقطه زيني ◌ٔ نقطه در رياضيات، يك : //:a.wikipedia.org/Fhttpتعريف :
 شده كه در حالتي كه دامنه تابعنيست. نام آن از اين موضوع گرفته  اكسترمم موضعي بوده ولي سكون باشد،  

شود است كه در يك راستا به بالا و در راستاي ديگر به پايين خم مي سطحي زيني، ◌ٔ نمونه مشخص نقطه
  .كنندزيني يكديگر را قطع مي ◌ٔ تابع در نقطه خطوط كانتوري در حالت دوبعدي، .(گردنه يا زين (مانند يك
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  یک نقطهٔ زینی (با رنگ قرمز) بر روی نمودار                               )      (به شکل خطوط کانتوری نقطهٔ زینی بين دو تپه (محل تقاطع  

  )83(ارشد معدن بدست آوريد؟ ,1)‐(1اكسترمم نسبي تابع را در نقطه  جهش:294

, 3  

  

  )78بدست آوريد؟(ارشد سيستم  (3,2)اكسترمم نسبي تابع را در نقطه  جهش:294

, 1 2 3  

  

  )78بدست آوريد؟(ارشد رياضي  (0,0)اكسترمم نسبي تابع را در نقطه  جهش:295

,  

  بحراني:نقطه 

 x , y   مي گوئيم هرگاه يكي از دو شرط زير برقرار باشد z=F(x,y)را يك نقطه بحراني  ∋

1- , ,و   0 0 

 وجود نداشته باشد. مشتق -2

  نقاط بحراني و اكسترمم تابع را در صورت وجود بيابيد؟ :153ك

,  

  

  )81در صورت وجود بيابيد؟(ارشد مكانيك نقاط بحراني و اكسترمم تابع را : 294جهش 
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, 3 2 5 7  

  

  منزل)81نقاط بحراني و اكسترمم تابع را در صورت وجود بيابيد؟(ارشد مكانيك  :152ك

, 2 5 4 2 4 4 

  

  نقاط بحراني و اكسترمم تابع را در صورت وجود بيابيد؟ منزل :390و پ  152ك 

, 2
1
3

3  

  

xفرض مي كنيم  , y   و   0 ،نقاط بحرانيباشد با توجه به تعريف و يك نقطه بحراني  ∋

    را با توجه به مفهوم مشتق چگونه ارزيابي مي كنيد؟0

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


