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Equations

Here are your coupled differential equations:

eqns = 8u¢¢ HsL s2 + u¢ HsL s - m2 uHsL + m2 cotHaL Hs n w¢ HsL - wHsLL 0,
h2 Hs2 w¢¢ HsL - s w¢ HsLL - cotHaL Hn u¢ HsL s3 + cotHaLwHsL s2 + uHsLL  0<;

Numerical Example

As a particular example, for the parameters

params = 9a Æ
p
ÄÄÄÄÄÄ
4
, n Æ

1
ÄÄÄÄÄ
3
, m Æ 3, h Æ 1=;

here is the numerical solution of the coupled system for a particular set of initial (final) conditions over 0 < s § 1.

nsoln = FirstûNDSolve@Join@eqns ê. params, 8uH1L ä 4, u¢ H1L ä 5, wH1L ä 6, w¢ H1L ä -1<D, 8u, w<, 8s, 10-30 , 1<D
8u Ø InterpolatingFunction@H 1. µ 10-30 1. L, <>D, w Ø InterpolatingFunction@H 1. µ 10-30 1. L, <>D<

These solutions are singular at s = 0. For example, here are the values of 8uH0.01L, wH0.01L<.
8uH0.01L, wH0.01L< ê. nsoln
88.78284982 µ 106 , 532482.9068<

Later  analysis  shows  that  the  maximal  singulartity  is  of  the  form ss  where,  for  this  particular  set  of  parameters,
s º -3.18194. Dividing the solutions by this singular term leads to finite behaviour at s = 0. Here are the initial values
of f H0L and gH0L.



initial = s3.18194  8uHsL, wHsL< ê. s Æ 10-30 ê. nsoln
83.800485798, 0.2304910197<

Here is a plot of ss  uHsL (—) and ss  wHsL (—).

nplot = Plot@Evaluate@s3.18194  8uHsL, wHsL< ê. nsolnD, 8s, 0, 1<, PlotStyle Æ 8Red, Blue<D
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Separable Solution

A trivial separable solution is obtained if cotHaL Ø 0,

DSolve@eqns ê. cotHaL Æ 0, 8uHsL, wHsL<, sD

99uHsL Ø c1 coshHm logHsLL + Â c2 sinhHm logHsLL, wHsL Ø
c3 s2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 + c4 ==

and the hyperbolic trig functions reduce to simple powers.

uHsL ê. First@%D êê TrigToExp
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Frobenius Solution

Let's use the method of Frobenius, assuming that the series solutions are of the form uHsL = ss  ⁄k=0
¶ uk  sk = ss  f HsL and

wHsL = ss  ⁄k=0
¶ wk  sk = ss  gHsL. These (truncated) series expansions can implemented as follows:

uHs_L = Series@ss  f HsL, 8s, 0, 7<D

ss i
k
jjj f H0L + f £ H0L s +

1
ÅÅÅÅÅ2 f ££ H0L s2 +

1
ÅÅÅÅÅ6 f H3L H0L s3 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ24 f H4L H0L s4 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ120 f H5L H0L s5 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ720 f H6L H0L s6 +

f H7L H0L s7

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ5040 +OHs8 Ly{
zzz
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wHs_L = Series@ss  gHsL, 8s, 0, 7<D

ss i
k
jjjgH0L + g£ H0L s+

1
ÅÅÅÅÅ2 g££ H0L s2 +

1
ÅÅÅÅÅ6 gH3L H0L s3 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ24 gH4L H0L s4 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ120 gH5L H0L s5 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ720 gH6L H0L s6 +

gH7L H0L s7
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ5040 +OHs8 Ly{

zzz

ü Solving the first equation

Solving the first equation for the undetermined coefficients gHnL H0L yields

gsoln = SolveAExpandAllA eqnsP1, 1TÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
ss

E ä 0, Table@gHnL H0L, 8n, 0, 7<DE êê Simplify êê First

9gH0L Ø
Hm2 - s2 L f H0L tanHaL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn s - 1L , g£ H0L Ø
Hm2 - Hs + 1L2 L tanHaL f £ H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hs n + n - 1L , g££ H0L Ø
Hm2 - Hs + 2L2 L tanHaL f ££ H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn Hs + 2L - 1L ,

gH3L H0L Ø
Hm2 - Hs + 3L2 L tanHaL f H3L H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn Hs + 3L - 1L , gH4L H0L Ø
Hm2 - Hs + 4L2 L tanHaL f H4L H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn Hs + 4L - 1L , gH5L H0L Ø
Hm2 - Hs + 5L2 L tanHaL f H5L H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn Hs + 5L - 1L ,

gH6L H0L Ø
Hm2 - Hs + 6L2 L tanHaL f H6L H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn Hs + 6L - 1L , gH7L H0L Ø
Hm2 - Hs + 7L2 L tanHaL f H7L H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2 Hn Hs + 7L - 1L =

Clearly, in general one has that

tanHaL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m2  f HnL H0L  Hn Hs + nL - 1L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m2 - Hs + nL2  gHnL H0L.

Partial fraction decomposition of the right-hand side,

ApartA Hn Hs + nL - 1L
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
m2 - Hs + nL2 E

-m n - 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 m Hn + m + sL +

1 - m n
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 m Hn - m + sL

and using

1- m n
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 m

 xm-s  ‡ xn+s-m-1  ‚ x-
1+ m n
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 m

 x-s-m  ‡ xn+s+m-1  ‚ x êê Together êê FullSimplify

xn H1 - n Hn + sLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHn - m + sL Hn + m + sL

shows that

f HsL = m cotHaL ik
jj 1 - m n

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

 sm-s  ‡
s
gHxL xs-m-1  „ x -

1 + m n
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
 s-s-m  ‡

s
gHxL xs+m-1  „ xy{

zz

or equivalently

uHsL  1
ÅÅÅÅÅ
2

 m cotHaL ik
jjH1 - m nL sm  ‡

s
wHxL x-m-1  „ x- H1 + m nL s-m  ‡

s
wHxL xm-1  „ xy{

zz
1
ÅÅÅÅÅ
2

 m cotHaL ‡
s wHxL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x

 JH1 - m nL J sÅÅÅÅÅ
x
Nm

- H1 + m nL J xÅÅÅÅÅ
s
Nm N „ x

As a check, we substitute this solution back into the first equation.
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eqnsP1T ê. u Æ FunctionAs, 1ÄÄÄÄÄ
2

 m cotHaL ‡
1

s wHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x

 JH1 - m nL J sÄÄÄÄÄ
x
N

m

- H1 + m nL J xÄÄÄÄÄ
s
N

m

N ‚xE ê. gsoln êê Simplify

ss OHs8 L  0

ü Solving the second equation

Substituting the values of gHnL H0L into the left-hand side of the second equation yields

fseries = ExpandAllA eqnsP2, 1TÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
ss

E ä 0 ê. gsoln;

To solve the pair of differential equations, the coefficient of each power of s in this series solution must vanish identi-
cally. The simplest non-trivial solution arises when f H0L ≠ 0. 

Coefficient@Firstûfseries, s, 0D êê Simplify

-
f H0L HHs - 2L s Hs2 - m2 L tanHaL h2 + m2 Hn s - 1L cotHaLL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m2 Hn s - 1L

ü Indicial equation

Assuming that s n ≠ 1, one requires that

soln@0D =
Numerator@%D
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

f H0L  0 êê FullSimplify

Hs - 2L s Hs2 - m2 L tanHaL h2 + m2 Hn s - 1L cotHaL  0

The roots of this quartic in s determine the Frobenius solution; however, in general, the solutions in terms of radicals are
messy. 

Assuming that s ≠ 0, 2, ± m (reasonable, since these are not, in general, solutions to the quartic), one can eliminate h as
follows:

soln@0D ê. h2 Æ
m2 Hn s - 1L cot2 HaL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄHs - 2L s Hm2 - s2 L êê Simplify

True

With this implied relation for s, one can determine the f HnL H0L as follows.

fsoln = SolveAfseries ê. h2 Æ
m2 Hn s - 1L cot2 HaL

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄHs - 2L s Hm2 - s2 L , Table@ f
HnL H0L, 8n, 7<DE êê FullSimplify êê First;

Substituting the f HnL H0L and gHnL H0L back into series expansion, one obtains the solutions uHsL and wHsL
uHs_L = uHsL ê. fsoln êê Simplify;

and 

wHs_L = wHsL ê. gsoln ê. fsoln êê Simplify;
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ü Numerical example

For the numerical parameters above, the indicial equation becomes

Firstûsoln@0D ê. params êê Factor
Hs - 3L Hs3 + s2 - 6 s + 3L

Although exact solution is possible, numerical solution suffices.

nroots = NSolve@% ä 0, sD
88s Ø -3.181943336<, 8s Ø 0.5935793454<, 8s Ø 1.588363991<, 8s Ø 3.<<

Also, for these parameters, here are the Frobenius solutions, divided by ss  f H0L.

Frobenius =
8uHsL, wHsL<
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
ss  f H0L ê. params êê Simplify

91 -
Hs - 2L Hs + 3L s2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ6 s + 16 +
s Hs2 + s - 6L2 s4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ8 H9 s3 + 66 s2 + 154 s + 112L -

Is2 Hs2 + s - 6L3 M s6

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
48 H27 s5 + 378 s4 + 2106 s3 + 5792 s2 + 7784 s + 4032L +OHs8 L, 1

ÅÅÅÅÅ
3
H-s - 3L +

Hs - 2L Hs + 3L Hs + 5L s2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6 H3 s + 8L -

Is Hs + 7L Hs2 + s - 6L2 M s4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24 H9 s3 + 66 s2 + 154 s + 112L +

s2 Hs + 9L Hs2 + s - 6L3 s6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
144 H27 s5 + 378 s4 + 2106 s3 + 5792 s2 + 7784 s + 4032L +OHs8 L=

Using the numerically computed initial value f H0L, and the most singular value of s, we compare the numerical solution
to the Frobenius solution.

<< Graphics`

DisplayTogether@nplot,
Plot@Evaluate@initialP1T Normal@FrobeniusD ê. First@nrootsDD, 8s, 0, 1<, PlotStyle Æ 8LightPink, LightBlue<DD
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The agreement is, as expected, very good for small s.
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