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 ) ঘندଖ ূحൎیਚی و ධر आیઔध١ل (

 ୀدار    ، ණرب ࡻه ای دو ୀدار  ، ණرب ୀداری دو ୀدار   و ණرب ख़خوط ୀ ଖدار

گاه ख़ੂࣗصات دکارਦی ༚م  ଽPࡻه  Aণد భ ضاध ازxyz  با( , , )P x y z  = آن ੌول భ  ودॴ یਗ شان دادهিx = ضଷ ،y = فاعৎو ارz  هࡻ دو ஃ ه༙ص.( , , )A x y z1 1 و  1

( , , )B x y z2 2 از ड़່ول  2   ٢ ٢ ٢
٢ ١ ٢ ١ ٢ ١( )AB d x x y y z z        طआ ࣓م پارهঘواম گاهଽ .ودॴ یਗ نൿൌৎAB  هࡻ هیণو ଘ را

( , , )M x y z  ඁࢌඌি ଘ  هࡻ ੂࣗصاتख़ .࣓مඅ M  ولड़່ را از, ,
x x y y z z

x y z
  
  

  
  

  
2 1 2 1 2

1 1 ൿൌৎAن ਗی අ࣓م. ୀدار  1
  ضایध భ

ख़Aੂࣗصات دکارਦی را ਗی وان ફ ଘورت  ai bj ck  
  آن భ   ش داد؛ীما৶, ,c b a  دارୀ ୌصاوৈA

  یࢠ࡛ور৷رو ୀz, y, x  ند وංඌi
  وj

  وk
  یਗ ࡛ورख़ نଌی یૢه ادارୀ

aiباতند.  ୀداری 
  وjb

  وkc
  دارୀ ھا৩॒ࢣع آ A

 دارୀ ی هॹوड़ ،دগی دਗ شانি راA
  دارୀ د. ੌول৯وॴ یਗ یدهঃฬ یਦੂࣗصات دکارख़ ی࡛ورख़ د భA اঃتدا

  با  راA
 شان دি ود ازॴ یਗ اده

ड़່Aول  a b c  2 2 2  .می آورਗ ت॥د 

गAࢨت یا راণتای ୀدار 
  ی ଢه زاویণوর, ,   دارୀ A

  دارୀ دی ھای४ࣨوฅඌই ،   ଢن زاوଌی ا ࣨوسฅඌই.ودॴ یਗ ࡙صज़ ، ی سازدਗ ࡛ورख़  باA
  :مد و دار৯وॴ یਗ یدهঃฬ 

cos

cos

cos

cos cos cos

a a

A a b c

b b

A a b c

c c
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                ඟ໋ا   ،,B b i b j b k A a i a j a k     1 2 3 1 2 3
       گاه ৽آ

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A B a b i a b j a b k

A B a b i a b j a b k

       


      

  
   ඟ໋و اr   گاه ৽آkrajrairaAr


٣٣١      یدارୀ   ،AAr


,  ඟ໋ند و اංඌ وازیड़

٠r   ඟ໋ند و اতی باਗ ࢨتग یک భ دارୀ ن دوଌاr
A


1  گاه ৽آ

A

A
Ar 


 داری یૢه وୀ  را 
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Aھم गࢨت با ୀدار  

  یਪو१  د॰ی باਗA
   دارୀ ࢨتग) ،A

  دارୀ  . ࣓مঃฬ یਗ ، (OP
  هࡻ ଘ روع و ء ) از ঃبدا , , )P x y z  هࡻ کان ଯ دارୀ ود راॴ یਗ ࣎مP  ورتફ ଘ ا࣓م و آঃฬ یਗ

kzjyixp


  ඟ໋࣓م. اঘی دਗ شانি
٠ ٠ ٠ ٠( , , )p x y z  و),,( ١١١١ zyxp     گاه ৽آ

٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
( ) ( ) ( )P P P P x x i y y j z z k       

      

Aحاલل ණرب ࠛددی (ࡻه ای، داخਚی) دو ୀدار 
  وB

  ھا৩آ ஃ ଢزاو   د॰با ٠ ,    ورتફ ଘ ،cosA B A B  
      .د॰ی باਗ 

  ଥو١ ඟ໋ا (A  
  یاB  

   یاBA


  گاه ৽٠آA B 
       ଥو   ،١)                     ٢, ٠i i j j k k i j i k j k           

            

 ଥو٣ ඟ໋ا (kajaiaAkbjbibB


٣٢١٣٢١ ,  گاه ৽١آ ١ ٢ ٢ ٣ ٣A B ab a b a b   
  

Aحاલل ණرب ୀداری دو ୀدار 
  وB

  ھا৩آ ஃ ଢزاو    ،  د॰٠)با )    ماد৶ و با   ،A B
  یدارୀ هૌࡳબ ୀ ت عࢤود॥داری اୀ   ،ودॴ یਗ شان دادهিA

  وB
     زه و ا৯دا

A B
    ࣽ Aت ਵࣥوازی الاضلاع ساه ॰ده با ୀداری ୀاୀ با ज़سا

  وB
  ولड़່ ند و از یਗ رویඵت پ॥ت را॥ن دఁون اৗ༚ ࢨت آن ازग ت و॥ا

 sinA B A B U 
  آن భ   ود ؛ॴ یਗ نൿൌৎU

  یدارୀ هૌࡳબ ୀ داریૢه عࢤودୀA
  وB

   ند و یਗ رویඵت پ॥ت را॥ن دఁون اৗ༚ ࢨت آن ازग و 

ABBA(اॹف)           


     ඟ໋(ب) ا      ،A  
  یاB  

   یاBA
  گاه ৽آA B  

         (ج)              ،( )A B C A B A C     
      ، 

 ଥو١(
, ,

i i j j k k

i j k j k i k i j

       


     

     

       ،ଥو٢( ඟ໋اkajaiaA


٣٢١ ١و ٢ ٣B b i b j b k
   

  وkcjcicc


٣٢١  

گاه ৽١آ ٢ ٣

١ ٢ ٣

١ ٢ ٣

( )

a a a

A B C b b b

c c c

  
 زه )و ا৯دا )A B C 

  .ودॴ یਗ هدار ساୀ ଖ نଌوॢط ا  ت॥ی  او੩ࡨॼࣥوازی اਵ با    ࣵࡔم ୀاୀ 

 ଥو٣(         : (فॹا)( ) ٠A B C  
  )} گاهଽد.( ١॰با ජࡶબ دارୀ از ఇ لऱند.( ٢)           لااতوازی باड़ دارୀ ند.}،   ٣)            دوতه باૌࡳબ یک భ دارୀ ଖ ଽ           ( 

)ب)        ) ( ) ( )C A B A B C B C A       
             ، ଥو٤(             ࡣتিدار آୀ ଖ ودنর هૌࡳબ ای ھمୀ یرط لازم و کا( ) ٠A B C  

 

 ଥو٥ (ඟ໋اV یدارୀ ل ازલقاࠛده حاॹثࢍ اঃ مଽ با ࣵࡔم ୀاୀABC


گاه  ,, ৽د آ॰١با
( )

۶
V A B C  
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 आط و બࡳૌه ध భضا

ग़عادआ ଔط ਖ࣓ࣞज़ی  از ࡻه 
٠ ٠ ٠ ٠( , , )P x y z  دارୀ ذرد و باথ یਗkcjbiaA


 ولड़່ د با॰وازی باड़٠ ٠ ٠x x y y z z

a b c

  
   یان       (طआ یਦدکار ଔعادग़):

,ਗی ॴود ،   భ  آن  ,c b a  هࡻ از دو  یਖ࣓ࣞज़ طआ ଔعادग़.࣓مঃฬ یਗ طआ دی یرනෂ٠را پارا ٠ ٠ ٠( , , )P x y z  و),,( ١١١١ zyxP  :ت از॥ذرد ࣅبارت اথ یਗ

٠ ٠

١ ١ ٠ ١ ٠

x x y y z z
t

x x y y z z




  
  

  
٠،   ग़عادଔ پاراනෂری आی  از ࡻه    ٠ ٠ ٠( , , )P x y z  دارୀ وازاتड़ ଘkcjbiaA


  :ت از॥ذرد ࣅبارت اথ یਗ

٠

٠

٠

x at x

y bt y

z ct z

 
  
  

٠با॰د వଲ ଘل ग़   ،xyعادआ ଔی  ड़ ଘ وازات બࡳૌه     ٠

٠

x x y y

a b
z z

  

 

با॰د ࣅبارت zیان ਗی ॴود.ग़عادआ ଔی ड़ ଘ وازات ఇ از ख़࡛وری ख़ੂࣗصات ঃثلاً ख़࡛ور 

٠ا॥ت از:       

٠

x x

y y


 

،   زاوஃ ଢ دو आط با ग़عادلات       
١ ١ ١

١ ١ ١

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

x x y y z z

a b c

x x y y z z

a b c

    
     


از ड़່ول 
٢
٢

٢
٢

٢
٢

٢
١

٢
١

٢
١

٢١٢١٢١cos
cbacba

ccbbaa




  ଘ

٠٢١٢١٢١د॥ت ਗی آیدو رط عࢤود রودن اଌن دو आط ࣅبارت ا॥ت از:     ccbbba   :ت از॥ط ࣅبارت اआ ن دوଌودن اর وازیड़ رط و
٢

١

٢

١

٢

١

c

c

b

b

b

a
    ، 

                   ࡣتিط آआ ن دوଌودن اর هૌࡳબ ای ھمୀ یرط لازم و کا٢ ١ ٢ ١ ٢ ١

١ ١ ١

٢ ٢ ٢

٠

x x y y z z

a b c

a b c

  
    هࡻ از  ه ای راૌࡳબ ଔعادग़   ،٠ ٠ ٠ ٠( , , )P x y z  دارୀ   ୀ ذرد وఴب



 ckbjaiN
  ولड़່ د از॰عࢤود با

٠ ٠ ٠( ) ( ) ( ) ٠a x x b y y c z z        یਗ نൿൌৎ لవଲ ଘ هૌࡳબ ଔعادग़ یਚورت کફ .࣓مඅ

٠Ax By Cz D     ࢋশراණ از ఇ ඟ໋ود.اॴ یਗ یان, ,C B A  ًثلاঃ د॰با ජࡶબ ୀاୀ٠A   از ห دو ඟ໋د. ا॰ی باਗ  ࡛ور ੌولख़ وازیड़ طوبॡ هૌࡳબ ورتફ نଌا భ

ණراশࢋ 
, ,C B A  ًثلاঃ ندতبا ජࡶબ ୀاୀ٠A B  هૌࡳબ وازیड़ طوبॡ هૌࡳબ ورتફ نଌا భxy  ࡛ورख़ ୀ و عࢤودz ඟ໋د. ا॰ی باਗ ٠D   ًثلاঃ ඟࢋ دیࢂশراණ از ఇ ٠وA  ،د॰ه باૌࡳબ ورتઍࣚಬا భ

 ඟ໋ت. ا॥ا  ࡛ور ੌولख़ لढ़طوب شاॡ٠D   ًثلاঃ ඟࢋ دیࢂশراණ از ห ٠و دوA B   هૌࡳબ ୀ طوبॡ هૌࡳબ ورتફ نଌا భ ندতباxy  ଔعادग़ భ ඟ໋ت. ا॥ࣤق اࣚਵ
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٠Ax By Cz D    ،٠D   ୀ ن౮ජໍ  د با॰با)( D  :مدارx y z

a b c
  1 نଌاabc ء و ارৎفاع از  ,, ء، ଷض از ঃبدا را ඇඐୃ ଘࢋ ੌول از ঃبدا

ء ਗی ঃฬند. زاوஃ ଢ دو બࡳૌه  ঃ١بدا ١ ١ ١

٢ ٢ ٢ ٢

٠

٠

A x BY C z D

A x B Y C z D

   
    

را از ड़່ول  
٢
٢

٢
٢

٢
٢

٢
١

٢
١

٢
١

٢١٢١٢١cos
CBACBA

CCBBAA




  .࣓مඅ یਗ نൿൌৎ 

 ଢزاو  ت॥ه آن اૌࡳબ ن دوଌودن اর رط عࢤود .د॰ی باਗ ࡳحاتબ ی عࢤود دارୀ ஃ حاده ଢ١زاو ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٠A A B B C C     ت॥ه آن اૌࡳબ ن دوଌودن   اর وازیड़ رط و

٢

١

٢

١

٢

١

C

C

B

B

A

A
     هࡻ ه٠،    ༙ص ٠ ٠ ٠( , , )P x y z  هૌࡳબ ห٠Ax By Cz D          :ت از॥٠ࣅبارت ا ٠ ٠

٢ ٢ ٢

Ax By Cz D
d

A B C

  


 
      ،

ग़١عادબ ଔࡳૌه ای  از ઔधل නෛज़رک دو બࡳૌه ١ ١ ١

٢ ٢ ٢ ٢

٠

٠

A x B y C z D

A x B y C z D

   
    

دॺواه ا॥ت) :  ਗی থذرد با ड़່ول زज़ ୌ࡙ص ਗی ॴود ( 

١ ١ ١ ١ ٢ ٢ ٢ ٢( ) ٠A x B y C z D A x B y C Z D           هࡻ ଖ از  ه ایૌࡳબ ଔعادग़   ،),,(),,,( ٣٢١٣٢١ aaaAbbbB  و

),,( ٣٢١ cccC  :ت از॥ذرد ࣅبارت اথ یਗ١ ٢ ٣

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣

٠

x a y a z a

b a b a b a

c a c a c a

  
   
  

 

 ੩ॢوح धضاਪی ଥభ دوم

 ଘ ඁࢌඌি آن ଔعادग़  ୌز ଢندروষت ما॥ی اॢ ،یਪضاध دوم ଥభ (ଢرو) حॢ یک, ,z y x  از ده ఇ لవଲ ଘ لலࣞفاده از دوران یا اਬوان با ا یਗ ی راਪضاध دوم ଥభ حॢ ଽ د. و॰دوم با ଥభ از

٢         ঃثاฮی  ذیلاً ग़ࡁජی ਗی ॴو৯د بدل ৶ࢤود.                ٢ ٢ ٠a x b y c z d x y e x z f y z g x h y j z k          

٢٢٢: روଢ  )ঃ١ثال  ayx  هୌدی آن دا یਣ࣊ঃ  ت॥ای ا ଡࣥواਬ٢٢٢، ا ayx   هૌࡳબ ونభxy  ࡛ورख़ وঁد آنड़ وz .࣓مঃฬ یਗ دوار ଡࣥواਬد و آن را ا॰ی باਗ  

٢:  روଢ   )ঃ٢ثال  ٢z py یਖھ४ دی آن یਣ࣊ঃ  ت॥ای ا ଡࣥواਬا ،
p

z
y

٢

٢

 هૌࡳબ ونభyz  ࡛ورख़ وঁد آنड़ وx      .࣓مঃฬ یਗ ھࢤوی४ ଡࣥواਬد و آن را ا॰ی باਗ  

 
-٢

-١

٠

١

٢ -٢

-١

٠

١

٢

٠

۵

١٠

١۵

٢

-١

٠

١

o y
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١: روଢ )  :ঃ٣ثال 

٢

٢

٢

٢


c

z

b

y  یટࣜದ دی آن یਣ࣊ঃ  ت॥ای ا ଡࣥواਬ١، ا
٢

٢

٢

٢


c

z

b

y  هૌࡳબ ونభyz  ࡛ورख़ وঁد آنड़ وx                            .࣓مঃฬ یਗ ویࣜದ ଡࣥواਬد  و آن را ا॰ی باਗ  

yروଢ                   :  )  ঃ٤ثال  x

b a
 

2 2

2 2 y، اਬࣥواଡ ای ا॥ت ঃ ࣊ਣی دی آن গذॽوฮی 1 x

b a
 

2 2

2 2  ॥ ت و آن را اਬࣥواগ ଡذॽوॽوی ਗی ঃฬ࣓م.zو ड़وঁد آن ख़࡛ور  భxyون બࡳૌه  1

١:   روଢ ) ঃ٥ثال 
٢

٢

٢

٢

٢

٢


c

z

b

y

a

x ඟ໋د. ا॰ی باਗ یટࣜದ ند یک یਗ ع੪ऩ ل راవଲ  ੂࣗصاتख़ ࡳحاتબ وازی باड़ هૌࡳબ ଽ ع آن با੪ࡻग़  اୌود. زॴ یਗ یدهঃฬ یࢉونઝࣜದ ،٢٢ ba   ل راవଲ

ઝࣜದیࢉون دوار ਗی ঃฬ࣓م భ اଌن حاॻࢌ ख़࡛ور 
z ඟ໋ا   . (ت॥غ اජ໑ ه ূࡕمඁඍ لవଲ) د॰ی باਗ ࡛ور دورانख़     ٢٢٢ cba   .ودॴ یਗ یدهঃฬ هඟ໊  କوরජ໑ لవଲ 

١:     روଢ   )ঃ٦ثال 
٢

٢

٢

٢

٢

٢


c

z

b

y

a

x هૌࡳબ ଽ با ଢع رو੪ࡻग़ ود. وॴ یਗ یدهঃฬ ଦپارൊون یদ یฮوॽذগ ،٠z c  ࡳحاتબ وازی باड़ هૌࡳબ ଽ با ଢی رو   رکනෛज़ لઔध د و॰ی باਗ یટࣜದ یک

xzyz,  ඟ໋ند.     اංඌ یฮوॽذগ٢٢ ba  ࡛ورख़ ࡛ور دورانख़ .࣓مঃฬ یਗ ଦپارൊون دوار یদ یฮوॽذগ آن راz                           .ت॥ا    

١روଢ    )  :ঃ٧ثال 
٢

٢

٢

٢

٢

٢


c

z

b

y

a

x ࡳحاتબ وازی باड़ هૌࡳબ ଽ با ،ଢرک روනෛज़ لઔध .ودॴ یਗ یدهঃฬ ଦون دو پارদ یฮوॽذগ ،xzyz,  هૌࡳબ ଽ با ଢرک روනෛज़ لઔध .ت॥ی اฮوॽذগ یک

٠z z  ٠وz c  ඟ໋ت. ا॥ی اટࣜದ ٢٢یک ba  .࣓مঃฬ یਗ ଦیࢉون دوار دو پارॻوॽذগ را ଢن روଌا ، 

 

 

٢: روଢ  )ঃ٨ثال  ٢

, ( , ٠)
x y

z p q
p q
    ඟ໋ود و اॴ یਗ یدهঃฬ ویࣜದ ونদ یਖھ४ ،p q  .࣓مঃฬ یਗ ون دوارদ یਖھ४ را ଢد، رو॰با 

 
٢روଢ      )  : ঃ٩ثال  ٢

, ( ٠, ٠)
x y

z p q
p q
    هૌـࡳબ ଽ بـا ଢـن روଌرک اනـෛज़ ـلઔध .نـدঃฬ ـیਗ ـزඵ ـب॥ـن اଌی آن را زਘـت. گـا॥ـن اଌه زඁـඍ ل آنవـଲ .ـودॴ ـیਗ یدهঃฬ یฮوॽذগ ونদ یਖھ४ ،

 یک ४ھਖی ا॥ت.                     yzو  xzیک গذॽوฮی ا॥ت و   ઔधل නෛज़رک آن با બࡳحات ड़وازی با બࡳૌه  ड़xyوازی با બࡳૌه 

-٢

٠

٢

-٢

٠

٢

٠

٢

۴

۶

-٢

٠

٢

z

x

y

z

x
y
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٢روଢ  )  :ঃ١٠ثال  ٢ ٢

٢ ٢ ٢
٠

x y z

a b c
   ـඟ໋نـد و اঃฬ ـیਗ ویࣜದ وطයख़ ،٢٢ ba   هૌـࡳબ ଽ بـا ଢـن روଌرک اනـෛज़ ـلઔध   .ـ࣓مঃฬ ـیਗ وط دوارـයख़    را ଢـد رو॰٠باz z  ـلઔध ـت و॥ـی اટࣜದ یـک

,නෛज़٠رک آن با બࡳحات  ٠x y   عادلاتग़ ଘ طआ دوx
a

c
z   وy

b

c
z                         .ت॥ا 

 ඇඖنان  و ماীୃس دୃ

ग़عࢆوس ماীୃس 
nxnA  ولड़່ وان از یਗ را

١١ ٢١ ٣١ ١

١٢ ٢٢ ٣٢ ٢١

١ ٢ ٣

١

n

n

n n n n n

A A A A

A A A A
A

A

A A A A



 
 
   
  
 




    


ଘ د॥ت آورد.    భ  آن  

١١ ١٢ ١

٢١ ٢٢ ٢

١ ٢

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a






   


ණردر Aام دඇඖୃنان ماীୃس  nام و ਬࣥون  ਣൌmی دඇඖୃنان حاલل از ೮ذف mnA ෘॢو    
m n1    ه بایدඁ؛اA 0 

١١ماষند   ٢×٢با॰د. ग़عࢆوس ماীୃس  ١٢

٢١ ٢٢

a a
A

a a

 
  
 

٢٢از ड़່ول ١٢١

٢١ ١١

١ a a
A

a aA
  
   

ଘdet د॥ت ਗی آید؛    భ  آن  
a a

A A
a a

  11 12

21 22
     . 

وଥ:    ماীୃس ভජ໑ی  ijA a  ඟ໋ت ا॥ࣞقارن اਵtA A  یਣൌ, , ij jii j a a  یভජ໑ سীୃ؛   و ما ijA a  ඟ໋ت ا॥ࣞقارن اਵ هতtA A   یਣൌ

, , ij jii j a a   .ندতبا ජࡶબ ی بایدਚاص ෘऩ ی روی ଢاభ ورت ৳مامફ نଌا భ 

ग़aعادज़ ଔ࡙ه ماীୃس  a a

A a a a

a a a

 
   
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

 ଔعادग़١١ ١٢ ١٣

٢١ ٢٢ ٢٣

٣١ ٣٢ ٣٣

det( ) ٠

a a a

A I a a a

a a a


 




   


ਗی با॰د.رীه ی 

١٢٣ ,,   ଔعادग़ نଌا

ر وه و  ਵࣞقارن با॰د، اଌن ग़قادୌ وه، ھࢤواره ਏ਼ࣣࣹی ංඌند. وଥ: اਗA ඟ໋ی ঃฬ࣓م. اඟ໋ ماীୃس Aرا ग़قادୌ وه ماীୃس  گاه  ୀداروه ඵোر X ଘیک ग़قدا ৽د آ॰باAX X 

- ٢

٠

٢

- ٢

٠

٢

- ٢

٠

٢

۴

- ٢

٠

٢
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د ਬࣥو৩ھای ज़ࣞ࢞ل आی ਗی با॰د.  د ෘॢی ज़ࣞ࢞ل आی و یا ୀاୀ با අൿঃ࣓ࢦم ৎعدا  وଥ: ره  ଽ   ماীୃس ୀاୀ با අൿঃ࣓ࢦم ৎعدا

 ज़سا ଔی उل ॰ده  :

)١,٣,٢,()١,۴,٣(قاط  .١ AB   هࡻ .د৯ده ا॰ دادهM  طआ پاره ୀ راAB  طआ پاره  یدඅ نൿൌৎ ੌوریAB  ඁࢌඌি ଘ ۴را  .ند  

उل:                                                                                                                      
١ ۴( ٢) ٧

١ ۴ ۵
۴ ۴(٣) ١۶ ٧ ١۶ ٧

, ,
١ ۴ ۵ ۵ ۵ ۵
٣ ۴(١) ٧

١ ۴ ۵

x

M y M

z

  
 


         


 


 

)٠,١,١,()١,١,٠(زاوஃ ଢ دو ୀدار  .٢ AB                  :لउ با ౽ࣂࡣت؟ ୀاୀ
١

٠ ١ ٠ ١
cos cos

٢٢ ٢

١
cos

٢ ٣

A B
A B A B

A B
 

 

   
     



        

   
 

 

٣.  ඟ໋اkjiVkjV


 گاه حاલل  ٢,٢٣١ ৽١آV V
   .یدیا را 

उ١ل:                        

١

٣ ٢ ٠ ٢ ٠ ٣
٠ ٣ ٢

١ ١ ٢ ١ ٢ ١
٢ ١ ١

۴ ۶

i j k

V V i j k

V V i j k


          


    

   

   
 

ر حاصතرب  .٤ )ग़قدا )A A B 
    اୌت ز॥ا ජࡶબ با ୀاୀBA


  یدارୀ لढ़ه شاૌࡳબ ୀ داری عࢤودୀ,B A

  دارୀ ୀ ت و ঁذا॥اA
  ت پس॥عࢤود ا

( )A A B 
    .ت॥ا ජࡶબ ୀاୀ ،ھم ୀ دار عࢤودୀ دو (یਚداخ) ه ایࡻ ربතا حاصୌت ز॥ا ජࡶબ ୀاୀ رش کاඟ໌ ا॥ت و ग़قدا ରا 

ୀrداری  .٥ i j k  1 2 3
   وr i j k  2 4 2

      دارୀ .ندංඌ وضජࡶग़r 1
ی ازਟرතॡ   از آن ఇ   یدඅ ଢලඹূ  نانফ دॠࣞعاਵ دارୀ ࢤوع دوहख़ ଘ راr 2

  .د॰با 
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ਗrی داষ࣓م  اඟ໋(उل ज़ساଔ با اਬࣞفاده  از ණرب داخਚی دو ୀدار ): v v 1 1 2

     ੌوری ଘv 1
ی ازਟرතॡr 2

  وv 2
 ୀ عࢤودr 2

گاه ৽د آ॰باr r
v r

r


 
    
 

1 2
21 2

2

  
        و

r r
v r r

r


 
     
 

1 2
1 22 2

2

   
      نଌا ଘ ଥو وباr r    1 2 8 1 6 15

  وr    
2

2 16 1 4 21
 : مدار 

 v r i j k i j k

v i j k

                 

   

21

1

15 15 20 5 104 221 21 7 7 7
20 5 10
7 7 7

       

   و 

 v r r i j k i j k i j k

v i j k

                     


   

1 22

2

15 20 5 10 6 2 112 321 7 7 7 7 7 7
6 2 11
7 7 7

           

    

ਗrی داষ࣓م  اඟ໋ (उل ज़ساଔ با اਬࣞفاده  از ණرب ୀداری دو ୀدار ) : v v 1 1 2
     ੌوری ଘv 1

ی ازਟرතॡr 2
  وv 2

 ୀ عࢤودr 2
گاه ৽د آ॰باr r

v r
r


 
    
 

1 2
21 2

2

  
        و

 r r r
v

r

 


2 21
2 2

2

  


         نଌا ଘ ଥو وبا r r r i j k    2 21 18 6 33
      وr    

2
2 16 1 4 21
 : مدار 

 v r i j k i j k

v i j k

                 

   

21

1

15 15 20 5 104 221 21 7 7 7
20 5 10
7 7 7

       

   و 

 r r r i j k
v i j k

r

v i j k

                           

              

     

2 21
2 2

2

2

18 6 33 6 2 11
21 7 7 7

6 2 11
7 7 7

        


   
 

٦.  ඟ໋ا, ,c b a
      ੌوری ଘ ندতواه  باॺدار دୀ ଖa b c   0

                 : یدඅ ࢌส   ،a b b c c a    
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उل:          

 
a b c b b a b b b c b a b c b b c a b b c

a b b c c a
a b c c c a c b c c c b c a c c a b c c a

                             
                       

0 0 0

0 0 0

                    
     

                     

٧.  ඟ໋ا, ,c b a
       ଔعادग़ ندতࢌ   باส دارୀ ଖa x b y c z d  

     .یدඅ لउ را 

उل:                    

            
 

            
 

            

d b c
a x b y c z b c d b c a b c x d b c x

a b c

d a c
a x b y c z a c d a c b a c y d a c y

b a c

d a b
a x b y c z a b d a b c a b z d a b z

c a b

 
              

 

 
              

 

 
              

 

  
             

  

  
             

  

  
             

  

















 

ग़عادબ ଔࡳૌه ای را یاید  از आط  .٨
2
4

2
4

3
1








 zyx  طआ وازی باड़ ذرد وఴب

1
2

4
1

2
1 






 zyx  . د॰با 

उkjiل: ୀدار عࢤود બ ୀࡳૌه از حاصතرب خارਆی پاراනෂری دی دو आط ଘ د॥ت ਗی آید: 

kji

N


1676
142
223 


 

),,(બࡳૌه ड़ورد ෘো از ࡻه  )ඵ۶ز ਗی থذرد پس  441 ١) ٧( ۴) ١۶( ۴) ٠

۶ ٧ ١۶ ٩٨

x y z

x y z

      
   

 

م یک از قاط  .٩ ),,,(),,(ঌدا 2
11

2
14201 

  طआ روی
٣ ٢

٢ ٣

۴ ٣

x t

y t

z t

t

 
   
  
   

 واपع ا৯د؟  

उـــل:   ١ ١١
, , ۴, ,

٢ ٢

١ ١ ١ ١١ ١
٣ ٢ ۴ , ٢ ٣ , ۴ ٣

٢ ٢ ٢ ٢ ٢

x y z

x t t y t t z t t

      

                 

),,(پـــس ࡻـــه  2
11

2
14   روی

اଌن आط ້ار دارد. 
   , , ١,٠, ٢

٢ ٢
٣ ٢ ١ ١, ٢ ٣ ٠ , ١

٣ ٣

x y z

x t t y t t

 



             


),,(پس ࡻه  201   .ࣂࡣتඓ عपط واआ نଌروی ا 
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),,(ग़عادआ ଔط থذر৯ده از ࡻه  .١٠ 432  ی هૌࡳબ وازیड़ 54326543و  zyxzyx  را یاید. ,

उل: आط ड़ورد ෘো باید ड़وازی با ઔधل නෛज़رک دو બࡳૌه با॰د ଘ ࣅبارت دیࢂඟ باید ड़وازی ୀدار 
21 NN


  آن భ  ، د॰با),,(),,,( 4325432  NN
  د. پس॰ی باਗ 

١ ٢

٣ ۴ ٢ ۴ ٢ ٣
٢ ٣ ۴ ٢

۴ ۵ ٣ ۵ ٣ ۴
٣ ۴ ۵

i j k

N N i j k i j k        
     هࡻ ط ازआ نଌا ،),,( 432    ذرد پسথ یਗ زඵ 

x y z  
 

 
2 3 4
1 2 1 

١١.  ଔعادग़ ه باૌࡳબ ଖ    ࡁࢹت0203و  zyxzyx 012و  , x  ت؟॥ا ଡچࢉو 

उل: બ ଖࡳૌه دارای आی නෛज़رک ංඌند زୌا                                         






 01203
02

x
zyx

zyx 

١٢.  ଔعادग़ ଘ  ଢم روฬ04002516 22  zyx  ࣂࡣت؟౽ 

 ଢرو  ࣓مষی داਗ :لउ٢ ٢

, ( ٠, ٠)
x y

z p q
p q
    ونऔ .ت॥ن اଌه زඁඍ ل آنవଲود وॴ یਗ یدهঃฬ یฮوॽذগ ونদ یਖھ४ ،22 1625400 xyz پس

16
400

25
400

 pq  و వଲ ங భل رو४   ،    ଢھਖی দون গذॽوॽوی ا॥ت.   ,

ग़عࢆوس ماীୃس  .١٣

















682
351
321

A  .یدیا را 

उل:   
١ ٢ ٣١ ٢

١ ۵ ٣١ ۵ ١ ۵ ۶ ٢ ٣ ٢ ٣ ١ ٨ (٢ ۵ ٣ ٨ ٣ ١ ۶ ١ ٢) ٠

٢ ٨ ۶٢ ٨

٠

A

A


                    


  

 ग़عࢆوس پذਖ৶ ୌی با॰د.  Aپس ماীୃس  

हख़ࢤوع ग़قادୌ وه ماীୃس  .١٤










 31
42

A                        :لउ .یدیا را
٢

١ ٢

٢ ۴
det( ) ٠

١ ٣

det( ) (٢ )( ٣ ) ۴ ٠

٢ ٠ ١

A I

A I
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١٥.  ଘر ),,(، ୀدار  aازای ग़ ଦقدا 101   سীୃه مادار وୀ یک

















433
232
11a

 ا॥ت؟  

ඟ໋ل: اउ  ه     ور و XAXبا॰د دارم: یک ୀدار وه ඵোر x  ଘیک ग़قدا  : ங భ   و






















































0

1
0
1

433
232
11a

 و ناୀاଌن   

١

٢ ٢ ٠ ٢

٣ ۴ ١

a

a



 

 
    
     

 

1را ماীୃس ਵࣞعاॠد দو࣓م اA  ඟ໋ماীୃس  .١٦ AAT  یس ھماীୃپس ما  ،I   اୌت ز॥د اॠࣞعاਵ سীୃیک ماIIIIIIA TT  ,,1 

 ৳ଌن :

بدل आی  .١
٢ ٢:T V V   ଢی پادارୀi وj ورتફ ଘ را( )

( ) ٢

T i i j

T j i j

 
  

گارد.  ৽ یਗ 

٣)٢(اॹف) :    بدل ی  ۴ ) , (٣ ۴ )T i j T i j  ࣹࡣب ୀ راi وj ی سীୃید.  ،   (ب) :مایاT٢وT ،   .یدඅ نग़ را 

     یدඅ لउ یਠॻحا భ س࢟ت (ب) راथ :  (پ) ,i j  با ١ ٢,e e  آن భ  د॰ده با॰ ١ࠩوض

٢ ٣

e i j

e i j

 
  

. 

٢.  یدඅ ض່
٣ ٣:T V V     ੌوری ଘ د॰ی باआ لبد یک

( ) ,

( ) ,

( ) ٢ ٣ ۵

T i j k j k

T j k i

T k i j k

   
  
   

)؛   (اॹف) :    ٢ ٣ )T i j k   ه وده و رඟ໊ را ࣹساب

 را ଘ د॥ت آورید. T(ب) : ماীୃس   را ज़࡙ص අید.   Tپوਇی 
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بدل आی .٣

٣ ٢:T V V ورتફ ଘ را  ଢی پادارୀ 
 
 

( ) ٠,٠ ,

( ) ١,١ ,

( ) ١, ١

T i

T j

T k


 
  

گارد. (اॹف)  :  ৽ یਗ(۴ )T i j k   یਇه و پوده و رඟ໊ را ࣹسابT ࡙صज़ را

را ଘ د॥ت آورید. (پ) : از پاඅT ଢید.  (ب) : ماীୃس , ,i j k  భ٣vଢو پا ١ ٢,w w   భ٢v  ١ ١,١w  و ٢ ١,٢w  سীୃده  و ماඟ໊ ࣞفادهਬا ،

T .یدඅ ࡙صज़  ଢن پاଌا ଘ ඁࢌඌি را 

ماীୃس  .٤
١ ٢

٣ ٢

٢ ٣

 
  
  

گا८ت आی ৽ ف یکජࡁग़٢ ٣:T     ࢋජ໑ ی ଢپا భ    
      

١ ٢

١ ٢ ٣

١,١ , ١, ١ ,

١,٠,١ , ١,٢,٣ , ٠,١,٠

v v

u u u

   

   


ਗی با॰د . 

رد (طࣣงی) ದࣨوീীید و උپس ماীୃس اଌن بدل راభ پا ଢی ජ໑ࢋ Tماীୃس را భ پا ଢی اণتا৯دا    
      

١,٢ , ٠, ١ ,

١,١,٢ , ١,١,١ , ١,٠, ١

 

  


 ದࣨوീীید. 

ଘ وণیه हख़ࢤو٣  ଐاز    ່Wض අ࣓م زधୌضای .٥ ١ ٢ ٣, ,x x x آن భ      ٣ ٢ ١٣,٢,٣ , ١,٠,١ , ١,١,١x x x      ،    د॰ی باਗ

 یاید.ৎWࡁජف ॴود یک پاਵ ଢࣞعاॠد یૢه ୀای 

ماীୃس  .٦
٢ ١ ١

٢ ٣ ۴

١ ١ ٢

A

 
   
    

١Cੌوری یاید  ماীୃس  ग़Cࡶජوض ا॥ت. یک ماীୃس ماষند  AC.د॰ی باෘऩ 

٧.  ग़  دوم ଥభ حॢ (یکষوৗکا) رد ٢عادଔ اণتا৯دا ٢ ٢٣ ۵ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ٠x y z xy xz yz z      .یدඅ ࡙صज़ ح راॢ وعৗ ده وඟ໊ را پیدا 
ग़٢ࡻ੪ع යख़وی با ग़عادଔ دکارਦی  .٨ ٢۵ ۴ ٢ ۶ ٠x xy y     .یدീীࣨوದ رد آن را  را তناساਪی අید و ່م اণتا৯دا

۴ࡻه تلای બ ଖࡳૌه .٩ ٣ , ٣ ۶ ٠ , ٢ ١x y z x y z x y z         .ت آورید॥د ଘ را 
١٠. a  هૌࡳબ ଖ   ت آورید॥د ଘ نانফ  ٢را ٧ ٨ , ۵ ٢ ٧ , ٢ ٣ ۶x y az x y z x y z          ..ندতه باত  ࡻه නෛज़رਕی ৯دا
١١. m دارୀ دو  یدیا نانফ ٢راa i mj k  

 ۴و ٢ ٢b i j k  
 ھم عࢤود ୀ.ندতبا 
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ग़عادબ ଔࡳૌه ای رایاید  از  ଖࡻه   .١٢ ١,٢,٣A و ٠, ١,٢B و ١,٠,٠C.ذردথ یਗ 

ग़عادબ ଔࡳૌه  থذر৯ده  ୀࡻه   .١٣ ط  ١,١,١आ ୀ ١و عࢤود ١ ١

٢ ٣ ۴

x y z  
  .یدیا را 

ر৯ده  ୀࡻه  ग़عادआ ଔط  থذ .١٤ ه  ١,١,١ૌࡳબୀ ١٠و عࢤودx y z   .یدیا را 
ग़١عادબ ଔࡳૌه  থذر৯ده आୀط  .١٥ ١ ٣

١ ١ ٢

x y z  
 


و ड़وازی با ୀدار  ٣,١, ١V 

 .یدیا را 

ࣵࡔم घھار وਙगی  با راس ی .١٦     ٢,٢, ١ , ٢, ١,٣ , ١,٣,٠   و ١,١,٢ .یدඅ هণحاख़    را 
ୀ٢داری را یاید ग భ ࢨت ୀدار  .١٧ ٢A i j k  

 ୀاୀ شॼوده و ੌوরد. ٩॰ی باਗ 
༙صه ࡻه   .١٨ ١, ١,٢  ଔعادग़ ଘ هૌࡳબ ٢را از ٢ ٣x y z   .یدیا 

١٩.  ඟ໋١ا ١

٢
A

a

 
  
 

 با॰د. ୀ٩ا٢A  ୀرا ফنان یاید  دඇඖୃنان ماীୃس  భa اଌن ફورت  

٢٠. ୀ دو ଽ  یدیا وازیड़ฬ دارୀ دو ند.١,١,١তد باॠࣞعاਵ 
ग़عادબ ଔࡳૌه شاढ़ل دو आط .٢١   ١ ٠,١, ٢ ٢,٣, ١v t    و   ٢ ٢, ١,٠ ٢,٣, ١v t     .یدیا را 

່ض අید .٢٢ ۵, ٣,١u  
 و ٢, ١,١v  

 دارୀ ୌوઍৈ .u
   تایণرا భv

 دارୀ ୌوઍৈ نൾید. ھࢠඅ را پیداu
ୀ تای عࢤودণرا భ راv

.ما৶ هণحاख़ 
زه ණرب خارਆی دو ୀدار শ້ه ی ණرب داخਚی آن  با॰د زاوଢ ی ஃ  اଌن دو ୀدار را ଘ د॥ت آورید. .٢٣  اඟ໋ ا৯دا
িxشان دঘید ੩आ وط با ग़عادلات ৎقاری .٢٤ y z  ١و

٢ ٣

y z
x    .یدیا را  آن ஃ هد و ༙ص৯່ناංඖ یو੩आ 
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)ઔध٢ل (  )   :  (واভع ফند ඵෝࣞਵره  ࠛددی و ୀداری

اୃز   ، ೮د ভหع ফند ඵෝࣞਵره  ، ೮د ی مࢁඟر   ،  پیوণتਜی ভหع ফند ඵෝࣞਵره  ঃ࣊ਣی 

ඵෝࣞਵره   ، हख़ࢤوଐ ای از زوج ی ජ໑ࢋ  ৎnࡁජف: یک ভหع   ١ ٢, ,..., ,nx x x w  .د॰باষ ر اول یࢁسانඬࣚࣔ ࣞفاوت دارایਵ ࢋජ໑  دو زوج  آن భ ଧ ت॥ا 

భ  آن ভหع  ৎnࡁජف: ୁرනවرଌن زहख़ୌࢤوഊ ଐم૰ن از  ١ ٢, ,..., nw f x x x  عভห هঃد را دا॰ده با॰ فජࡁৎf  ن૰مഊ ୌقادग़ مام৳ ଐࢤوहख़ و w  عভห دୀ راf  .࣓مঃฬ یਗ 

اୃز ভหع  )ৎࡁජف: ঃ࣊ਣی  , )u f x y  ندষی ماਣ࣊ঃ یکcyxf ),(  هૌࡳબ رویxy  عভห  ت॥ا),( yxfu  ࢌส ر  భcuقاط آن ग़قدا   اୃز را دارا॥ت و  ॢح 

),,(ভหع  zyxfu   ندষح ماॢ یکczyxf ),,(  عভห  ت॥ا),,( zyxfu  ࢌส ر  భcuقاط آن ग़قدا   .ت॥را دارا 

ದࣥوان ৎ0ࡁජف ॰ده ا॥ت، اଘ ඟ໋ ازای భ٠P  ଽ یک ھࢡسایਜی اජໍاف ग़fࡶජوند و ভหع  ٠P  భnو ࡻه  ඵෝࣞਵfره ৎnࡁජف: ভหع 
٠, ٠p     ࢌभنان یاফ را

٠٠ ( )P P f P L        آن భ  ،nP عভห د೮ ورتફ نଌا భ ،f یਠमوP  س࢟ت ଘ٠P ୀاୀ ود وओوड़ ند یਗ ࣱلঃ
L    ࣓مീীوৗ یਗ  ت  و॥ا

 
٠

lim  P L  
P P

f


. 

:  ଥو  ඟ໋ا 
٠

lim  P L  
P P

f


   از  ریඵේज़ ଽ گاه از ৽آP  س࢟ت ଘ٠P ر େدیک ॴوم، ग़قدا Pf  ଘ بایدL ඟ໋ود حال اॴ دیکେP  ଘ ࣞفاوتਵ رඵේज़ ٠از دوP  ود وॴ دیکେ

ر ೮د ୀ   اি ୀود ਗی وان भඟ໋ ஙࢌ ೮ د ड़وओود ඓࣂࡣت.   ग़قدا

)ৎࡁජف: ່ض අید  , )f x y دود೮ یک از ଽ ،د॰ره باඵෝࣞਵ ی دوভห٠ ٠

٠ ٠

١٢

٢١

lim lim ( , )

lim lim ( , )

x x y y

y y x x

L f x y

L f x y

 

 

      


      

 را ೮دی مࢁඟر ਗی ঃฬ࣓م.  

   ଥو ඟ໋12:     اL  21وL  ند وতود  باओوड़ دو ଽ2112 LL  عভห د೮ گاه ৽آf  భ٠ ٠( , )x y  .ࣂࡣتඓ ودओوड़ 

ඵෝࣞਵره و  ভหnی  ৎfࡁජف: ່ض අید 
٠

nP      عভห . د॰باf هࡻ భ ٠راP  ،د॰ار با້ୀ ୌرط ز ଖଽඟ໋ࡻط اन و ඟ໋࣓م اوদ هণپیو 

) ৎ٢ࡁජف ॰ده با॰د.   ،      భ٠Pࡻه  ভห             (fع ١
٠

lim ( )
P P

f P


) ड़٣وओود با॰د.   ،    
٠

٠lim ( ) ( )
P P

f P f P
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 پیوণه ا॥ت.  ඵෝࣞਵnره  ଽ భࡻه از nه ای ফ ଽند ॒مઝऩ  ه   :

g,اઝऩ  ඟ໋ه   : h  ه ایند ॒مফ دوn ویایদ عভห گاه ৽ند آতره باඵෝࣞਵh
f

g
  هࡻ ଽ భ٠

nP         ،٠( ) ٠g P   .ت॥ه اণد   ،   پیو॰با 

ඵෝࣞਵره   و ভหn భی   gاઝऩ ඟ໋ه   :
٠

nP   ه وণپیوf భ ره وඵෝࣞਵ ی یکভห٠( )g P  گاه ৽د آ॰ه باণپیوf g  భ٠P  .ت॥ه اণپیو 

 ज़ੇࣥق و دࡶජاീিࣱل واভع ফند ඵෝࣞਵره

),(ज़ੇࣥق ਪච໔ی ভหع  yxfz   رඵෝࣞਵ ଘ ඁࢌඌিx  :ت از॥ࣅبارت ا
٠

( , ) ( , )
lim
x

z f x x y f x y

x x 

   


 
สࢌ ख़حاণه ਗی  ફ భ yورت وओود ೮د ଘ ازای  

),(ॴود.و ज़ੇࣥق ਪච໔ی ভหع  yxfz  رඵෝࣞਵ ଘ ඁࢌඌিy  :ت از॥ࣅبارت ا
٠

( , ) ( , )
lim
y

z f x y y f x y

y y 

   


 
สࢌ  ફ భ xورت وओود ೮د ଘ ازای  

,ज़ੇࣥق ਪච໔ی را با ৶ماد ی دیࢂඟی ھم  ماষند  وख़: ଥحاণه ਗی ॴود. , , , , , ,y x y x y x

f f
f f z z D f D f

y x

 
 

 ৶ماীش ਗی دঘند. 

)ৎࡁජف : دࡶජاീিࣱل উل ভหع , )z f x y را باf f
dz dx dy

x y

 
 
 

)ࣹساب ਗی අ࣓م و دࡶජاീিࣱل উل ভหع  , , )u f x y z  را با
f f f

du dx dy dz
x y z

  
  
  

)ख़حاণه ਗی අ࣓م.ज़ੇࣞقات ਪච໔ی ජ໑ه دوم ভหع    , )z f x y : د৯وॴ یਗ یان ୌورت زફ ଘ ند وංඌ ه اول آنජ໑ ੇࣞقاتज़ یਪච໓ ੇࣞقاتज़ ،
٢

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

xx xx

yx yx

yy yy

xy xy

z z
z f

x x x x

z z f
z f

x y x y x y

z z f
z f

y y y y

z z f
z f

y x y x y x

            
     

           


             
                

 ،   و ੩বور ज़شاज़ ،ଘੇࣞقات ජ໑ه १وم و بالاୃ ৎࡁජف ਗی ॴو৯د.    

),(༚ࠛده زඵ෦ره ای : ່ض අید  yxfz   و)(),( thytgx   عভوا یدඅ ض່ نൾھࢠ
)(th  و)(tg  و),( yxf  ज़ گاه ৽ند آতبا ୌੇࣥق پذज़ ࢋජ໑ عভห ੇࣥق

))(),(( thtgfz   ولड़່ ازdz z dx z dy

dt x dt y dt

 
 
 

 ख़حاণه ਗی ॴود.  

 ඟ໋ا),(),( yxfzxhy   لউ ੇࣥقज़ گاه ৽آz   ଘ ඁࢌඌিx  ولड़່ وان از یਗ را.
dz z z dy

dx x y dx

 
 
 

 ࣹساب ඟ໊د. 
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  ඟ໋ا( , ), ( , ), ( , )y y r s x x r s z f x y    ورتફ ଘ یਪච໔ ੇࣞقاتज़ گاه ৽آ
,

z z x z y

r x r y r

z z x z y

s x s y s

          
      
    

 یان ਗی ॴو৯د.  

 ज़ੇࣞقات ਣേઽی

 ඟ໋اz  ଔعادग़ هیণوর( , , ) ٠f x y z   ی ازਣേઽ یভห ورتફ ଘ x, y  گاه ৽ود آॴ فජࡁৎ,

y

z

z fx

x fz
fz

y f

  
  


   ඟ໋ا  ،,v u  ࣞ࢞لज़ یرඵෝࣞਵ ی ازভواx   وy .࣓مতه باতند و داতبا

( , , , ) ٠, ( , , , ) ٠f x y u v g x y u v                        :  گاه ৽آ

( , ) ( , )
( , ) ( , )

,
( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

,
( , ) ( , )
( , ) ( , )

f g f g
u ux v y v

f g f gx y
u v u v

f g f g
v vu x u y

f g f gx y
u v u v

 
   

  
  
  
      

 

)భ  آن         , )

( , )

f f
f g u v

g gu v

u v

 
  

 
 

        . 

)ৎࡁජف: ভหع  , )f x yଥభ ن ازرا ھمn   ଽ ازای ଘ ඟ໋࣓م اوদ
fDyx ),( ࣓مতه باতدا: ),(),( yxfyxf n  

)ઝऩه اویඟ: اভห ඟ໋ع  , )f x y)  ଥభ ن ازھم
n      گاه ৽د، آ॰با ୌੇࣥق پذज़ ،ه اشঃه از داࡻ ଽ భو),( yxnf

y

f
y

x

f
x 






 

 બࡳૌه ഊماس وआط ഊماس و आط ༚م ୀیک ॢح

બࡳૌه ഊماس ୀ یک ॢح  భࡻه 
٠ ٠ ٠( , , )P x y z  هࡻ از  حॢ ی روی یਣ࣊ঃ ୀ وم१ජ໑ ھای४ماഊ ل ৳مامढ़شا  ه ایૌࡳબ ت از॥ࣅبارت اP   ଔعادग़ ଘ  حॢඟ໋د،  ا॰د با৯ذرথ یਗ

   , , ,F x y z f x y z  0 ଢآن  رو భ د॰ده با॰ ࡙صज़
( , , )F x y z  عভห ࢤودار৶ ,z f x yیਣൌ      ،     د॰ی باਗ

      , , : , , fنمـــودار, x y z z f x y F x y z   3    هࡻ భ حॢ نଌا ୀ ماسഊ هૌࡳબ ଔعادग़،٠ ٠ ٠( , , )P x y z  ولड़່ وॢط

یان ਗی ॴود.ଘ ࣅبارت دیࢂ৶ඟࢤودار ভหع 

 ,z f x y هࡻ భ م༚ رඵද ماسഊ هૌࡳબ  ١دارای ٠ ٠( , )P x yଔعادग़ ଘ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠, ( ) ( , ) ( ) ( , )x yz f x y x x f x y y y f x y    

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ٠x y zx x F x y z y y F x y z z z F x y z     
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ਗی با॰د   ،  భ  آن ٠ ٠ ٠,z f x y   هࡻ భ حॢ نଌاୀ م༚ طआ ଔعادग़    ٠،   و ٠ ٠( , , )P x y z  ولड़່ وॢط٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z

F x y z F x y z F x y z

  
         

اୃز  و    ग़عادआ ଔط  ഊماس ୀ ंم  ,z f x y  هࡻ భ حॢ نଌا ୀ ماسഊ هૌࡳબ భ عप١وا ٠ ٠( , )P x y  ولड़່ وॢط   ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( , ) ( , ) ٠x xx x f x y y y f x y      

 ଔعادग़ ଘ حॢඟ໋ا   ଘشاज़ ੌور ଘ  ود   وॴ یਗ یان( , , , )F x y z u 0  یਣൌ ،د॰ده با॰ ࡙صज़
   , , , , ,F x y z u f x y z u  0  نଌا ୀ ماسഊ هૌࡳબ ଔعادग़   ،  భ حॢ

ࡻه 
٠ ٠ ٠ ٠( , , , )P x y z u  ولड़່ وॢط ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠, , ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )x y zu f x y z x x f x y z y y f x y z z z f x y z      

یان ਗی ॴود. ،  భ  آن ٠ ٠ ٠ ٠, ,u f x y z   هࡻ భ حॢ نଌاୀ م༚ طआ ଔعادग़    ٢،  و ٠ ٠ ٠ ٠( , , , )P x y z u  ولड़່ وॢط

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )x y z u

x x y y z z u u

F x y z u F x y z u F x y z u F x y z u

   
        اୃز  ଢرو ୀ ماسഊ  طआ ଔعادग़    و

 , ,u f x y z هࡻ భ٣ ٠ ٠ ٠( , , )P x y z  ولड़່ وॢط     ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( , , ) ( , , ) ( , , ) ٠x x zx x f x y z y y f x y z z z f x y z          یان 

 ଔعادग़ ع   وভห ࢤودار৶ با ජناංඖ حॢୀ م༚ طआ ଔعادग़ ، عভห ࢤودار৶ با ජناංඖ  حॢୀ ماسഊ هૌࡳબ ଔعادग़.ودॴ یਗ .ودॴ یਗ فජࡁৎ  ଘشاज़ ੌور ଘ د৯ر دارඵෝࣞਵ ଖ از   یভوا ایୀ عভหاୃز  ଢرو ୀ ماسഊ  طआ 

 ज़سا ଔی उل ॰ده  :

೮٢د ভหع  .١ ٢

٢ ٢
( , )

y x
f x y

y x


  భ را),( د आ ଽط  00 ୀmxyرਉی ਗی අ࣓م. اభ ඟ໋ اঃتدا   از ),( 00  ଘ ذرد وথ یਗ),( 00  ଘ ࡣتীی باਗ د೮ ودओورت وફ భ ،موॴ دیکେ

ر  yࠛدد ঃ࣊ࡗඬر ່ ଘدی ণୀ࣓م اম ඟ໋جای  ້٢ار دঘ࣓م دارم:   ग़mxقدا ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢( , ) (٠,٠) ٠

( ١) ١
lim lim

( ١) ١x y x

y x x m m

y x x m m 

  
 

  
ر ೮د  ଘ 0m ازای    ग़قدا

) ୀاୀازای -١ ଘ ًثلاঃ         1) وm  هࡻ భ عভห ت ঁذا॥ا ජࡶબ ୀاୀ ر آن ),(ग़قدا رد.  00  ೮د ৯دا

ر ೮د  .٢ ग़قدا
٢ ٢( , ) (٠,٠)

lim
x y

xy

x y 
mxyرا یاید. उل: اتدا ඵේज़ر     ࣓مඅ یਗ ࣇحانঃرا ا : 

 

٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢( , ) (٠,٠) ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
lim lim ٠ , lim lim ٠ , lim lim ٠

١x y x x y y x
y mx

xy mx xy xy

x y m x y x y     

  
   

 

 :   ਗی وان ঠࡱت اඟ໋ اଌن ভหع ೮د داতه با॰د باید ೮د آن ୀاબ ୀࡶජ با॰د . حال با اਬࣞفاده از ৎࡁජف สࢌ ਗی අ࣓م ೮د ভหع ୀاબ ୀࡶජ ا॥ت
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٢ ٢ ٢ ٢ ٢

x yxy xy
x

x y x y y
     

 
،     (   زୌا              222 yxxx( 

٣.  ඟ໋اzyexzyxf  حاલل  ),,(3
y

z


            :لउ            .یدیا ٣را

٣
١

y z

y z

f
z x ey

fy x e
z








     



 

ال ا່ـලاীش ا॥ـت. زاوஃ ଢ سـاਠষی නෂـر ষส ୀـه భ حـ නෂ٥ـر و بـا ໆـرࠥت  ٦/١ساਠষی නෂر ষส ୀـه భ حـال ا່ـලاীش ا॥ـت. یـک ضـع دیࢂـඟآن ঃثـࢍ  නෂ١٠ر ا॥ت و با ໆرࠥت  ٤/٢یک ضع ঃثਡൎی  .٤

اଌن دو ضع 
6
  .ت॥ش اীاල່حال ا భ یਠرࣅໆ ଦ ثࢍ باঃ ساࣽتज़ .ت॥ࢌ اส 

उ١ل: ਗی داষ࣓م 
sin

٢
s ab C   ثࢍ وঃ ساࣽتज़a  وb   ی ازভواt               :مند دارංඌ (زمان) 

٢

١ ١
. . ( sin ) ( sin )

٢ ٢
١ ١ ١ ١

( ١۶٠ ١٠) ٢۴٠ ۵ ٧٠٠
٢ ٢ ٢ ٢

ds s da s db da db
b c a C

dt a dt b dt dt dt
ds cm

sdt

       


             

 

٥.  ඟ໋٢ا, ٣ ۴ , ( , )
u

V xyz u x y z f u v
v

      ر ग़fقدا

z




  భ١, ١, ٢x y z           :لउ .یدیا را 

٢٢

٢

٢٢

١ ٢
. . ( )

٣ ۴

٣ ۴٢

٣ ۴

٢ ١ ٣ ٨ ۶ ۶ ۶ ۶
(١,١,٢) (١,١,٢)

۴ ۶ ۴ ١٢ ١٢٢ ١ ٣ ٨

f f u f v u
xy

z u z v z v vx y z

x y zf

z xyzxyz x y z

f f

z z

                               
  
      

     

      
  

 

٦.  ඟ໋٢ا ٢١
١ , , ٢

١
y t x z x xy y

t
     


ر   ग़dzقدا

dt
 را یاید.  ଘ1t ازای  

उل:                                                 
٢

١ ١

١ ١
(٢ ) ( ۴ )

(١ ) ٢

١ ١
(١) , (١) ١ ١ ٢

١ ١ ٢

١ ١ ١ ١
٢ ٢ ( ٨) ۴ ۴

٢ ۴ ٢ ٢ ١
t t

dz z dx z dy
x y y y

dt x dt y dt t t

x y

dz dz

dt dt 
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)ভหع  .٧ , , )w f y z z x x y     ت؟॥ی اਞീি ੇࣞقاتज़ ࣱل باീিاජࡶد ଔعادग़ م  ओواب ঌدا

उuل:  با   ່ض  y z

v z x

t x y

 
  
  

)دارم     , , )w f u v t                 و

. . .

٠

. . .

٠

w w u w v w t

x u x v x t x
w w w

x v t

w w u w v w t

y u y v y t y

w w w

y u t

                 
        

                 
       
   

و 

. . . ٠

٠

w w u w v w t w w

z u z v z t z u v

w w w

x y z

                       
      

  

)پس ভหع  , , )w f y z z x x y     ࣱل باീিاජࡶد ଔعادग़ وابओ

ज़٠ੇࣞقات ਞീিی 
w w w

x y z

  
  

  
 ا॥ت . 

٨.  ඟ໋ا( , ) ٠
x y

f
z z

  ر ࣅبارت گاه ग़قدا ৽آz z
x y

x y

 


 
 را یاید.  

,उل: با ່ض  , ( , )
y x

v u z z x y
z z

    مدار( , ) ٠f u v   حال ازf  ଘ ඁࢌඌি بارൊیx  ଘ ඁࢌඌি بارൊو یy   :مرඵව یਗ ੇࣥقज़ 
( ) ( ) ٠

( ) ( ) ٠
u x v x

u y v y

f u f v

f u f v

 
  

گاه دارای ओواب دਙ৪ی  vو  ভหuی از  औ   ،fون  Aণن دଌت پس  ا॥٠اu vf f   :مࣂࡣت و دارඓ

٠x x

x y x y
y y

u v
u v v u

u v
      یජໍ از   ،

   

   
٢ ٢

٢ ٢

,

,

x x
x x

y y

y y

z x z y z
u v

z z

x z z y z
u v

z z

  
 


   

ری اଌن ग़قادୌ دارم:   ، و ங భ با جایఴذا
 

       
٢ ٢ ٢ ٢

y yx x

x y

z y z x zz x z y z

z z z z

xz yz z

   
  


  

 

ଽ٢گاه  .٩ ٢( )z f x y   هণحاख़ ت॥طوب اॡz z
y x

x y

 


 
उ   .22ل: با ່ض  yxu   مدار( )z f u  و 
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. ٢

٠

. ٢

z f u f
x

x u x u z z
y y

x yz f u f
y

y u y u

                                

 

١٠.  ଢرو ୀ ط عࢤودआ4333  xyzzyx هࡻ భ),,( a11  .یدیا را ଢرو ୀ عपوا 

उ٢ل:            

٢

٢ ٢

٣ (١,١, ) ٣

٣ (١,١, ) ٣

٣ (١,١, ) ٣ ١

x x

y y

z z

f x yz f a a

f y xz f a a

f z xy f a a

    
      
    

),,(،   از ජໍی ࡻه      a11 : ند. پس یਗ آن صدق ଔعادग़ భ د و॰ی باਗ ଢروی رو 

٣ ٣

٠ ٠ ٠

١ ١ ۴ ٢ ٠ ١

١ ١ ١
١ ١ ١

۴ ۴ ۴

x y z

a a a a a

x x y y z z

f f f
x y z

x y z

         

          
     

 

١١.  ଔعادग़ ଘ حॢ ୀ ماسഊ هૌࡳબ ଔعادग़
25
8

25
18 22 yx

z   هࡻ భ),,(  را پیدا අید.  221

उل: ग़عادબ ଔࡳૌه ഊماس ફ ଘورت  
     

٢ ٢

٣۶ ١۶
, , ١

٢۵ ٢۵١٨ ٨
, ,

٣۶ ٣١٢۵ ٢۵
١ ٢ ٢ ٠

٢۵ ٢۵

x y zf x f y f
x y

f x y z z
x y z

    
   

                

 یان ਗی ॴود.

١٢.  ଔعادग़ ଘ حॢ ୀ ماسഊ هૌࡳબ ଔعادग़٢ ٢ ٢ ٠x y xz   هࡻ భ),,(  را یاید.  101

उل:      
     

٢ ٢ ٢

٢

٠ ٠ ٠

( , , )

٢ (١,٠,١) ٣ (١,٠,١) (١,٠,١) (١,٠,١) ٠
٢ (١,٠,١) ٠

٣ ١ ٠ ٠ ٢ ١ ٠ ٣ ٢ ۵
٢ (١,٠,١) ٢

x x
x y z

y y

z z

f x y z x y xz

f x z f x x f y y f z z f
f y f

x y z x z
f xz f

  

                 
            

 

 

 

 



 બ٢٦ࡳૌه     :                                                      ੀ০ه و ୶ از :  ૮ࣹن ໆرال ່یدن                                                                                                                                                                                                        ٢ریاિی عࢤوਗی                       ฬ ଘم ऑق ৎعاฮی                                                                                                              
 ৳ଌن  :

کان ೮دود زୌ را یاید : .١ ଯورت اફ భ 

 

 

٢

٠ ٠
٢

٢ ٢ ٢
٢

۴ ٢

sin
lim , , cos , lim , sec , , lim cos , sin , ١ ,

tan ۴١۶ ۴ ۴
lim , ٧ , , lim , ٢ ١ ,

۴ ۵ ٢ ٢

x

x x t

x x

x x x
x x e t t t Lnt

x x x

xx x x
x x x

x x x x

   

 

   
         


     

          

 

,ୀای ଽ یک از واভع زୌ  ، حاલل  ଽ یک ازज़ੇࣞقات ਪච໔ی  .٢ , , ,

, , ,

xx yy

zz zx yz xy

f f f
f f

x y z

f f f f

  
  



 را یاید:   

     
   

     

٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٣

٢ ٣ ٢ ٢ ٢
١ ۴ ٧

٢ ٣ ۴
٢ ۵ ٨

٢ ٣ ٢
٣ ۶ ٩

cos , cos sin tan ,

sin , sin ,

sin , sin , tan

y z

x y x y z

x y

f x y xy z y f x z y f x

f ze x y f x y z xyz f e

f z e f xyz x yz f xyz



  



      

     


   


 

 ༚م ଽ  ୀ یک ازرو ଢی زୌ  را  భࡻه داده ॰ده  یاید :و आط  ഊماس ୀدار ༚م و ग़عادلات બࡳૌه ഊماس و आط .٣
٢اॹف ) :             ٣

١f x y z     هࡻ భ ب):     ١,١,١     ،   ٢
٢ sin ٢ x yf z x y      هࡻ భ ج) :     ١,١,٢     ،xyz e   هࡻ భ ٠,١ 

د) :  ٣ cos sinf x z x y      هࡻ భ٣
, ,٢
٢

  
 

،         ه )  :       , cos cosf x y x x y    هࡻ భ ٠,   ، 

و  )  :                ٢ ٢ ٢ ٢z x y Ln x y     هࡻ భ ٢، ز  )  :   ٠,١ ٣٢z x y     هࡻ భ ١,١,٣                         ، 

٢ح  )  :    ٢ ٢ ١٨x y z     هࡻ భ ٣,۵, ۴   :  (  ط      ، ، sinz xy     هࡻ భ, ١
٣

  
 

 

ग़٢عادआ  ଔط ഊماس ঃ ୀ࣊ਣی .٤

٢ ١۶

y x

z y

 


 
 భࡻه    ۴,١۶,ید. ٠අ ࡙صज़ را 

భ پیوণتਜی یا ࠛدم پیوণتਜی ভหع  .٥     

   

٢

۴ ٢
, , ٠,٠

,

٠ , , ٠,٠

x y
x y

x yf x y

x y


  

 

 భࡻه  ید.  ٠,٠අ ࡉثম 
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پیوণتਜی ভหع  .٦ 

     

   

١ ١
sin sin , , ٠,٠

,

٠ , , ٠,٠

x y x y
x yf x y

x y

           
 

 را ୀرਉی අید.

ज़ భੇࣥق پذୌی   یا ࠛدم ज़ੇࣥق پذୌی   ভหع  .٧     

   

٢

٣ ٣
, , ٠,٠

,

٠ , , ٠,٠

x y
x y

x yf x y

x y


  

 

ء ख़ੂࣗصات   মࡉث අید.  ঃ భبدا

ভหع  .٨ 
٢ ٢

٢ ٢
, ٠

,

٠ , ٠

xy
x y

f x y x y

x y

   
  

ء ୀرਉی අید و িشان دঘید ग़fࡶජوض ا॥ت  . پیوণتਜی ভหع   دارای ज़ੇࣞقات ਪච໔ی ਗی با॰د.  fرا ঃ భبدا

່ض ਗی අ࣓م  .٩     

   

٢ ٢

٢ ٢
, , ٠,٠

,

٠ , , ٠,٠

x y
x y

x yf x y

x y

 
  

 

ॡطوযࡣت : (اॹف) :  ٠,٠xf   : (ب)   ، ٠,٠yf    : (ج)    ، ٠,٠xxf       ،

(د) :  ٠,٠yyf   : (ه)   ، ٠,٠xyf    : (و)   ، ٠,٠yxf 

با ່ض  .١٠ ,w f x y آن భ y u v   وx u v  هণحاख़  ࡣتযطوॡ .د॰ی باਗ٢w

u v


 

.                                                                                              yو ඌিxඁࢌ ୀw ଘࣹࡣب ज़ੇࣞقات ਪච໔ی

 (   ज़ੇࣞقات ਪච໔ی پیوণه ਗی باতند ).

١١. ඟ໋ا
٣

٢

٢

sin

sin

cos

t

u x y

x y e

x y t

 


 
  

duباতند. ॡطوب ا॥ت  tواভی ୀ ࣹࡣبyو xو

dt
 ؟  

vبا ඵෲ൝ৎر ඵෝࣞਵر   .١٢ xy   وu x  ଔعادग़٢ ٢

٢

f f f
x y

x y y y

  
 

   
 ग़ ଦ ଘعادଔ ای بدل ਗی ॴود؟

١٣.  ଔعادग़  భsin ٠ue v y وcos ٠ue v x    ،u وvی ازভوا ورتફ ଘ را,y x  دارୀ دو ஃ ଢزاو  یدঘشان دি .ندඅ یਗ فජࡁৎ
u u

i j
x y

 


 

   وv v
i j

x y

 


 

 .ت॥ࢌ اส ری  ग़قدا

ভหع  .١٤ ,w f x y    ඟ໋ت ا॥وض اජࡶग़cosx r وsiny r    :  یدঘشان دি .د॰٢٢٢با ٢

٢

١w w w w

r r x y
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બ ଽxࡳૌه ഊماس ॢ ୀح .١٥ y z     قاط భ ੂࣗصات راख़ ی࡛ورख़,B AوC  ل ॒ࢣعલحا  یدඅ ࢌส .ند یਗ ع੪ऩOA OB OC 

   
ر สࢌ را یاید. ری สࢌ ا॥ت و اଌن ग़قدا  ग़قدا

١٦.  ඟ໋ا   f x at g x at       :  یدঘشان دি .د॰٢با ٢
٢

٢ ٢
a

t x

  


 
 

١٧.  ඟ໋ا ,w f x y  وcos

sin

r

r

x e

y e





 



   :  یدঘشان دি .د॰٢با ٢ ٢ ٢

٢
٢ ٢ ٢ ٢

rw w w w
e

x y r 
     

       
 

່ض අ࣓م   .١٨ ,u f x y     وsin

cos

y r

x r





 

িشان دঘید :  
٢

١ ١
rr r xx yyu u u u u

r r     

١٩.  ඟ໋اz ی ازভห,y x   ଔعادग़ భ وده وর ٢sin ٢ ٣ ٢ ٣x y z x y z      :  یدঘشان دি .ند ١صدق
z z

x y

 
 

 
 

ફ భورਦی  داতه باত࣓م  :  .٢٠
   ٢ ٢

٢

, , ٢

z uv

y u v

x u v

x y z Ln x y z


  
  
   

ি٠شان دঘید :   
v u

  
 

 
 

່ض අید .٢١   , ,f x y u v  ٢و ٢

٢

u x y

v xy

  



สࢌ අید :  

٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢
۴

f f
x y

x y u v

     
        

 

٢٢.  ඟ໋ید اඅ  ࢌส ,f x yلاپلاس ଔعادग़ భ٢ ٢

٢ ٢
٠

f f

x y

 
 

 
صدق ند ، ভหع (ଘ ازای     , ٠,٠x y   ،  ٢ ٢ ٢ ٢

, ,
x y

x y f
x y x y


 

    
 (

 ଔعادग़ భ ع صادقভห ଽ  یدতه باতدا ଥو)  .ند یਗ نൾফ زඵ لاپلاس را      را(یکষوड़ر ، ع  ھࢡسازভห) ، یਏनوا  عভห ند.)   یکঃฬ یਗ  ، 
สࢌ  අید واভع    (اॹف)  :  .٢٣   ٢ ٢,f x y Ln x y      :  (ب)      ، 

٢ ٢ ٢

١
, ,g x y z

x y z


 
                                                                       ، 

(ج)  :   ٢ ٢ ٢ ٢

١
, , ,h x y z w

x y z w


  
٠xx،       ඇඐୃ ଘࢋ ग़ భعادلات لاپلاس زୌ صدق  ਗی අند  :  (اॹف)  :        yyf f      ، 

٠xx(ب)  :      yy zzg g g           :  (ج)      ،٠xx yy zz wwh h h h          آن భ   ،٢

٢xx

f
f

x





 واز اଌن ඁࣱل .



 બ٢٩ࡳૌه     :                                                      ੀ০ه و ୶ از :  ૮ࣹن ໆرال ່یدن                                                                                                                                                                                                        ٢ریاિی عࢤوਗی                       ฬ ଘم ऑق ৎعاฮی                                                                                                              
ඵෲ൝ৎر ඵෝࣞਵر ی  .٢٤ ٢ ٢

٢

u v
y

x uv

 
 

 

ࣅبارت   ,f x yଘ را ,g u v  : (فॹا) .ند یਗ لبد,
g g

v u

 
 

٢gو  

u v


 

را ୀ ࣹࡣب ज़ੇࣞقات ਪච໔ی 

f ଽ ازای ଘ گاهଽ : (ب)  ؛ ( .ریدඵ෬ساوی بज़ خوط راख़  یਪච໔ ੇࣞقاتज़ یدষوا یਗ  ) .یدඅ ࣹساب,y x ࣓مতه باতدا 
٢

, ٢f x y 
 ی ࢌส ،a وb  را ੌوری

 یدඅ نൿൌৎ٢ ٢
٢ ٢g g

a b u v
u v

             
      . 

สࢌ ංඌند و bو ່aض අید .٢٥ , ax byz u x y e   د و॰با ,u x y ی ازভหx وy  ت و॥٢ا

٠
u

x y




 
   ୌقادग़ ،a  وb   ࣅبارت ห ندতبا ଦ

٢z z z
z

x y x y

  
  

   
 ୌقادग़ ا ازای ৳مام ଘx  وy  .د॰با ජࡶબ ୀاୀ 

٢٦.  ඟ໋ا ٢ ٢, ٠f x y z x y      ،z   ی ازভห ࣔࣨوان ଘ راx  وy  : یدঘشان دি ،ند فජࡁৎz z
x y x y

y x

 
  

 
 

٢٧.  ଔعادग़ ଘ حॢ قاط روی ੂࣗصات ৳مامख़۴ ٣ ٢۴ ۶ ٢z x xy y    ୀ ماسഊ هૌࡳબ  آن భ  ت آورید॥د ଘ د.را॰ی باਗ یਏनا ، ଢرو 
ر .٢٨  را  భࡻه ग़ࡶජوض ୀآورد අید . fبا اਬࣞفاده از دࡶජاീিࣱل ، ग़قدا

(اॹف)  :   ٢ ٢,f x y x y      هࡻ భ ۵ /٠١,۴ ،   (ب)  :  ٠٢/  ٢ ٢, ٢٠ ٧f x y x y    هࡻ భ ١/٩۵,١/٠٨   ، 

(ج)  :     , ٣f x y Ln x y   هࡻ భ ۶ ،              (د)  :    ٩,٢/٠۶/ , xyf x y xe    هࡻ భ ۵ /٩,٠/٠١  ، 

(ه)  :     ٢ ٣ ۴, ,f x y z x y z    هࡻ భ ١/٠۵,٠/٩,٣ /٠١  ، 

(و)  :      ٢, , sinf x y z xy z    هࡻ భ ٣ /٩٩,۴ /٩٨,۴ /٠٣ 

د ग़ࡶජوض (اॹف)  :   .٢٩ با اਬࣞفاده از دࡶජاീিࣱل ، اࠛدا ٢٨ /٩۴ ٩ /٩٩ ١/٠١           : (ب)           ، ۴٣٩٩ ١٢۴           :(ج)    ، ٠/٠٢٠/٩٩ e، 
(د)  :              ٢ ٢ ٢

٣ /٠٢ ١/٩٧ ۵ /٩٩   . یدඅ آوردୀ  را 
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٣٠.  ඟ໋ا  ٢ ٣ ٣, ۵f x y x y y x   اୃز ඇඍ ،ࢋ ঃ࣊ਣی  , ۶f x y  ازای ଘ ٢راx  .یدیا اୃز ( راঘ࣒ماਪی : اঃ ඟ໋࣊ਣی  ,f x y c  ،

اୃز ৶xࢤودار ভหی از اୃز یا ھمان ඇඍࢋ आط ഊماس ঃ ୀ࣊ਣی  ड़່xول  با ،    با॰د. ඇඍࢋ ঃ࣊ਣی 

y

fdy

dx f


    (. ی آیدਗ ت॥د ଘ 

 భصد اල່اীش భارৎفاع آن حاલل ਗی ॴود ، ଘ ੌور ৎࡺਞশජی ख़حاণه අید.  భ٢صد ඵෲ൝ৎر భ ࣵࡔم اਬࣥواଡ را  با یک భصد اල່اীش ॲ భعاع آن و  .٣١

ଘ١٠٠ ੌور ৎࡺਞশජی ୀاୀ با  vراঘ࣒ماਪی : భصد ඵෲ൝ৎر  ࣵࡔم (  

v v
r h

r h
v

       
 
 

 ਗی با॰د.)

با  ଦراৌی ভหع  .٣٢  ٢ ٢ ٢, , ٢ ٣x y z x ax y bz     ن  ਗی ॴود. Dیک ভหع رड़وষیک ঃ భیدا
لاپلاඋن ভหع  .٣٣  ٢ ٢, , ٢f x y z x y z   هࡻ భ را ١, ١,٢M  .یدیا 

٣٤.  ඟ໋ا
٢

٣ ٣

x u v w

y u v w

z u v w

  
   
   

گاه حاલل    ৽آ 
 

, ,

, ,

u v w

x y z




 را یاید. 

٣٥.  ඟ໋ا
 
 

٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢

٠

٠

,

,

u uv v x y xy

uv x y

u u x y

v v x y

      


  
 
 

گاه حاલل    ৽آu

y




 را یاید. 

٣٦. ඟ໋٠اx  وf  دو॰با ୌੇࣥق پذज़y
z xy xf

x
    
 

گاه حاલل   ৽؛ آz z
x y

x y

 


 
y,را  ୀ ࣹࡣب x  وz.یدیا 

٣٧.  ඟ໋ا  ٢ ٢

٢ ١ ٢

١ ١ ١

t
v t i j k

t t t
  
  

    ࢌ وඟ໓ رࠥت یکໆ دارୀ  هࡗॺ భ تابত دارୀ دار وୀ نଌا ஃ ଢ٠زاوt   لલگاه حا ৽د.  آ॰باcos .یدیا را 

आ٢ط ഊماس ঃ ୀ࣊ਣی  .٣٨

٣

١

١

٢

x t

y t

z t t

 
  
  

 భࡻه  ه  ٠,٢,١ૌࡳબ  ه ایࡻ ଦ భ یਣ࣊ঃ ازxoz.ند یਗ ع੪ऩ را 
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 ) : اනේইرफ़م واভع ফند ඵෝࣞਵرهઔध٣ل (

 اනේইرफ़م واভع دو ඵෝࣞਵره

່ض    අید    ভหع ,z f x y ی ازਜیک ھࢡسای భ ٠ ٠ ٠,P x y ࣓موদ یਗ ت॥ده ا॰ فජࡁৎf  భ٠P  ی ازਜیک ھࢡسای ඟ໋ت ا॥ی اਞീি ࣓ࢦمষ یਗ ر وओود داতه با॰د ٠Pدارای یک ग़قدا

 ଽ ایୀ  ੌوری ଘ ,x y :࣓مতه باতی داਜآن ھࢡسای భ   ٠ ٠, ,f x y f x y   ࣓موদ یਗ ؛f  భ٠P  ی ازਜیک ھࢡسای ඟ໋ت ا॥ی اਞീি ࢦم৷ච໊ر ما وओود داতه ٠Pدارای یک ग़قدا

 ଽ ایୀ  ੌوری ଘ د॰با ,x y :࣓مতه باতی داਜآن ھࢡسای భ   ٠ ٠, ,f x y f x y       ، هࡻ
٠P مफ़رනේইآن ا భ عভห .࣓مঃฬ یਗ     مफ़رනේইه   اࡻ دارد را یک 

ઝऩه:    اভห    ඟ໋ع  ,z f x y  هࡻ భ ٠ ٠ ٠,P x y  هࡻ భ ه اول آنජ໑ یਪච໔ ੇࣞقاتज़ گاه ৽د آ५ୀ ودऒ مफ़رනේইا ଘ ٠ ٠ ٠,P x y .د৯ر  ୀاબ ୀࡶංඌ ජند یا وओود ৯دا

     ඟ໋ا  :ଥو عভห ,z f x yهࡻభ ٠ ٠,x yدو॰با ୌੇࣥق پذज़ ٠ ٠,x y ایୀ مफ़رනේইه اࡻ یکfگاه ৽د آ॰٠با ٠ ٠ ٠( , ) ٠ , ( , ) ٠x yf x y f x y  

ৎࡁජف: ࡻه  ٠ ٠,x yعভห    یاමম    هࡻ را یکf   گاه ଽ ࣓مঃฬ یਗfభ ٠ ٠,x y  هবد و یا را॰باষ ୌੇࣥق پذज़
٠ ٠ ٠ ٠( , ) ٠ , ( , ) ٠x yf x y f x y  .د॰ار با້ୀ 

 قاط මমای را  ঃ ࣊ग़ ଘ ඹقادୌ اනේইرफ़م ਞീিی ਖ৶ی ॴو৯د قاط زਣশی  ਗی ঃฬ࣓م.

ઝऩه: ່ض අید ٠ ٠,x y عভห یاමম هࡻ یک ,f x y ه اول و دومජ໑ یਪච໔ ੇࣞقاتज़ وده و৳مامরf ی ازਜیک ھࢡسای భ ٠ ٠,x y:یدඅ ض່ ند وতه باণپیو 

     ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠, , , , ,xx xy yyA f x y B f x y C f x y    نൺঃ ٢، حالD B AC  .࣓مঘی دਗ ࣱلൊพ় را 

ඟ໋ا       (فॹا)٠D  هࡻ ، ٠ ٠,x y   ،  .ت॥ی اਣশه زࡻ یک 

  ඟ໋٠(ب)اD      ඟ໋ی آید. (ج)    اਖ৶ ت॥د ای ங ن روشଌ٠از اD ٠وA   عভห ورتફ نଌا భf భ ٠ ٠,x y .ت॥ی اਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ر  دارای یک ग़قدا

 ඟ໋٠(د)    اD  ٠وA   عভห ورتફ نଌر اf  భ ٠ ٠,x y .ت॥ی اਞീি ࢦم৷ච໊ر ما  دارای یک ग़قدا
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ر ভหع ফند ඵෝࣞਵره  భ یک নฬه ീযه)  ما৷ච໊ࢦم و ਗی ষ࣓ࢦم ඩज़روط ভหع ফند ඵෝࣞਵره  (ୁرනවرଌن و ঈوچන෫رଌن ग़قدا

ਗی ऒواঘ࣓م   اනේইرफ़م   ভหع z x, yf رط را با g , ٠x y   ୈاඟ໋ع لاভห ଘ وم१وड़ ،یฮعࢤوग़ مफ़رනේইون اड़یک آز ଘ وان یਗ ن کار راଌ࣓م.اඅ نൿൌৎ

( , ) ( , )u f x y g x y   آن భ  دඟ໊ لূ࡛و       : ت از॥ࣅبارت ا ୈاඟ໋ع لاভห    مफ़رනේইای    اୀ رط لازم.ت॥ا ୈاඟ໋ࢋ لاশرණ ଘ وم१وड़ ࢌส      ࢋশرණ 

, , ( , )
u f g u f g

g x y
x x x y y y

      
      

     
0 0 0 

ر    ভหع    భ یک নฬه ീযه لازم ا॥ت: (اॹف)    ग़قادভห    ୌع  భقاط මমای را ࣹساب  ر ভหع را ঃ ୀ࣊ਣی ی ජ໑زی پیدا අ࣓م. ୀای پیدا ඟ໊دن ୁرනවرଌن وঈوچන෫رଌن ग़قدا  අ࣓م .   (ب) ୁرනවرଌن و ঈوچන෫رଌن ग़قدا
ر از ஃ ৳مام ग़قاد ୌد॥ت آॠده భ (اॹف) و(ب) را ا౻ංیار ਗی අ࣓م.(ج) ୁرනවرଌن وঈوچන෫رଌن ग़قد  ا

 ज़سا ଔ ی   उل  ॰ده   : 

ऱل (අൿঃ࣓ࢦم)      ਞീিی      ভหع      .١ ೮دا  ٢ ٢x, y ٣x ٢xy ٢x y y ۴f      .یدیا را 

उ١ل:              
۶ ٢ ٢ ٠ ۴
٢ ٢ ١ ٠ ١

۴

x

y

xf x y

f x y
y

            


١پس ࡻه   ١
,

۴ ۴

  
 
 

ষ࣓ࢦم    ਞീিی      ভหعࡻه ਗی 
f اୌت ز॥٠ا

٠
xxf

D


 

 . 

අൿঃ٣࣓ࢦم ਞീিی ࣅبارت  .٢ ٣x y ۶xy          :لउ        .یدیا
٣ ٣

٢

٢

( , ) ۶

٣ ۶ ۶

٣ ۶ ۶

۶

x xx

y yy

xy

f x y x y xy

f x y f x

f y x f y

f

   


   


   
  

     ඟ໋٠؛ ا

٠
x

y

f

f


  

قاط   و ٢,٢ ی   ٠,٠اමম قاط

ංඌند و ভหfع     ٢

٠ , ٠ , ۶

, ٠,٠ ( )

٣۶

xx yy xy

xy xx yy

f f f

x y D f f f

D

   


   
 

٠Dو औون   هࡻ پس ت. ٠,٠॥ی اਣশه زࡻ 

    ٢

١٢ , ١٢ , ۶

, ٢,٢ ( )

٣۶ ١۴۴ ١٠٨

xx yy xy

xy xx yy

f f f

x y D f f f

D

   


   
    

وऔون  ٢,٢ ٠

٠
xxf

D





پس ࡻه  ت. ٢,٢॥ی اਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ هࡻ 

       :  ங భو   min ٨ ٨ ٢۴ ٨ min ٨f f        
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ඵවرم .٣  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ٢ ۴ ١۴ ١٢ ١٢ ١٢ ٢ ۴ ٢f x y x x x yx yx x y y           . یاමম قاطf   م  یک رایاید و ग़عوم අید ঌ دا

 از اଌن قاط මমای ، අൿঃ࣓ࢦم ਞീিی ، ما৷ච໊ࢦم ਞീিی  یا ࡻه زਣশی ංඌند. 

उل : 
٢

٣ ٢

٢

٢۴ ٢۴ ٢٨ ٢۴
٨ ١٢ ٢٨ ٢۴ ١٢ ١٢

٢۴ ١٢

١٢ ١٢ ۴ ۴ ۴

xx
x

xy

y yy

f x x y
f x x x xy y

f x

f x x y f

               
      

     ඟ໋٠؛ ا

٠
x

y

f

f


 

قاط  

 ١ ١
,  , ٠, ١

٢ ۴

   
 

و ١, ١عভห      یاමম    قاطf .ندංඌ 
٢

١۶ , ۴ , ٠١ ١
, ,

٢ ۴ ( ) ۶۴

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f D

              
 

औ١ون  ١
, ٠

٢ ۴

٠

xxf

D

     
 

 

١پس ࡻه   ١
,

٢ ۴

 
 
 

 ࡻه අൿঃ࣓ࢦم ਞീিی ا॥ت. 

    ٢

۴ , ۴ , ١٢

, ٠, ١ ( )

١۴۴ ١۶ ١٢٨

xx yy xy

xy xx yy

f f f

x y D f f f

D

   


    
   

औ٠Dون     هࡻ پس ٠, ١ .ت॥ی اਣশه زࡻ 

    ٢

۴ , ۴ , ١٢

, ١, ١ ( )

١۴۴ ١۶ ١٢٨

xx yy xy

xy xx yy

f f f

x y D f f f

D

  


    
   

औ٠Dون     هࡻ پس ١, ١ .ت॥ی اਣশه زࡻ 

ඵවرم .٤  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ٢ ٣٩ ١٠ ١٠ ۴٠ ٨ ١۶f x y x x x yx yx x y y         قاط  یدঘشان دি . ١ ٢١
, , ٠, ۴

٢ ۴

   
 

و 

 ١,۴  عভห       یاමম       قاطf .یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 

उل : 
٢

٣ ٢

٢

١٢ ١٢ ٧٨ ٢٠
۴ ۶ ٧٨ ٢٠ ١٠ ۴٠

٢٠ ١٠

١٠ ١٠ ٢ ٨ ٢

xx
x

xy

y yy

f x x y
f x x x xy y

f x

f x x y f

               
       

     ඟ໋٠؛ ا

٠
x

y

f

f


 

گاه  قاط   ৽آ

 ١ ٢١
,  , ٠, ۴

٢ ۴

   
 

و ١, ۴ عভห      یاමম    قاطf .ندංඌ 
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٢

١٨ , ٢ , ٠١ ٢١
, ,

٢ ۴ ( ) ٣۶

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f D

            
औ١ون   ٢١

, ٠
٢ ۴

٠

xxf

D

     
 

 

١پس ࡻه   ٢١
,

٢ ۴

 
 
 

 ࡻه ما৷ච໊ࢦم ਞീিی ا॥ت. 

    ٢

٢ , ٢ , ١٠
, ٠, ۴

( ) ١٠٠ ۴ ٩۶

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f

        
    

औ٠Dون     هࡻ پس ٠, ۴ .ت॥ی اਣশه زࡻ 

    ٢

٢٢ , ٢ , ١٠
, ١, ۴

( ) ١٠٠ ۴۴ ١۴۴

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f

      
    

औ٠Dون     هࡻ پس ١, ۴ .ت॥ی اਣশه زࡻ 

ඵව.رم٥  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ۵ ١٠ ١٧ ۶ ۶ ١٢ ۵ ٢٠ ٢٠f x y x x x yx yx x y y          قاط  یدঘشان دি . ١ ٣٧
, , ٠,٢

٢ ٢٠
 
 
 

و  

 ع  ١,٢ভห    یاමম    قاطf.یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 

उل : 
٢

٣ ٢

٢

۶٠ ۶٠ ٣۴ ١٢
٢٠ ٣٠ ٣۴ ١٢ ۶ ١٢

١٢ ۶

۶ ۶ ١٠ ٢٠ ١٠

xx
x

xy

y yy

f x x y
f x x x xy y

f x

f x x y f

                
       

     ඟ໋٠؛ ا

٠
x

y

f

f


 

گاه قاط  ৽آ

 ١ ٣٧
,  , ٠,٢

٢ ٢٠
 
 
 

و ع ١,٢ভห      یاමম    قاطf    ند وංඌ 
٢

١۶
, ١٠ , ٠١ ٣٧ ۵, ,

٢ ٢٠
( ) ٣٢

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f D

       
      

औون  

٠D   هࡻ ١پس ٢١
,

٢ ۴

 
 
 

ࡻه زਣশی ا॥ت. و      ٢

١٠ , ١٠ , ۶
, ٠,٢

( ) ٣۶ ١٠٠ ۶۴

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f

    
     

 

औون  ٠,٢ ٠

٠
xxf

D





پس ࡻه   ت.و ٠,٢॥ی اਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ هࡻ    ٢

١٠ , ١٠ , ۶
, ١,٢

( ) ٣۶ ١٠ ۶۴

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f

     
     

 

औون   ١,٢ ٠

٠
xxf

D





پس ࡻه   ت. ١,٢॥ی اਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ هࡻ 

ඵව .رم٦  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ۴ ٨ ۴ ۴ ۴ ٨ ۴ ١۶ ١۶f x y x x x yx yx x y y          قاط  یدঘشان دি . ١ ١٧
, , ٠, ٢

٢ ٨

   
 

و  

 ١, ٢  عভห       یاමম       قاطf .یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 
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उل  : 

٢
٣ ٢

٢

۴٨ ۴٨ ٨ ٨
١۶ ٢۴ ٨ ٨ ۴ ٨

٨ ۴

۴ ۴ ٨ ١۶ ٨

xx
x

xy

y yy

f x x y
f x x x xy y

f x

f x x y f

                
       

     ඟ໋٠؛ ا

٠
x

y

f

f


 

گاه  قاط   ৽آ

 ١ ١٧
,  , ٠, ٢

٢ ٨

   
 

و ١, ٢ عভห         یاමম       قاطf .ندංඌ 

 
٢

٣ , ٨ , ٠١ ١٧
, ,

٢ ٨ ( ) ٢۴

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f D

              
औ٠Dون     هࡻ ١پس ١٧

,
٢ ٨

 
 
 

 ࡻه زਣশی ا॥ت. 

    ٢

٨ , ٨ , ۴
, ٠, ٢

( ) ١۶ ۶۴ ۴٨

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f

     
     

औون   ٠, ٢ ٠

٠
xxf

D

 



پس ࡻه   ٠, ٢ .ت॥ی اਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ هࡻ 

    ٢

٨ , ٨ , ۴
, ١, ٢

( ) ١۶ ۶۴ ۴٨

xx yy xy

xy xx yy

f f f
x y

D f f f

      
     

औون    ١, ٢ ٠

٠
xxf

D

 



پس ࡻه   ١, ٢ .ت॥ی اਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ هࡻ 

ඵව.رم٧  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢٣ ٣
, , ۶ ۶ ٢ ٢ ١٢ ١٨

٢ ٢
f x y z x x x zx zx z y y           قاط  یدঘشان دি . ١

١, ٣, , ٠, ٣,٠
٣

   
 

 

و  ٢, ٣,٠  عভห      یاමম     قاطf .یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 

उل  :
٢

٣ ٢

١٨ ٣۶ ٢ ١٢

۶ ١٨ ١٢ ٢ ٢ ٨ ٠

٢ ٢

۴
۴ ١٢

٠

xx

x xy

xz

yy

y
yz

f x x z

f x x x xz z f

f x

f
f y

f

      
         

   
        

     ඟ໋؛ ا
٠

٠

٠

x

y

z

f

f

f

 
 
 

گاه  قاط     ৽آ

 ١
١, ٣,  , ٠, ٣,٠

٣

   
 

و  ٢, ٣,٠ عভห         یاමম       قاطf .ندංඌ 

   
١٢ , ۴ , ٣

, , ٠, ٣,٠
٠ , ٢ , ٠

١٢ ٠ ٢

٠ ۴ ٠

٢ ٠ ٣

xx yy zz

xy yx xz zx yz zy

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
x y z

f f f f f f

f f f

H f f f

f f f

                 

     

         
      

 

١۵ࣅبارند از : ग़Hقادୌ وه ماীୃس ീیان ٩٧ ١۵ ٩٧
۴, ,

٢ ٢

   
   هࡻ ند پسංඌ  یਊ࣡ਵ  د औ ،ون ग़قادୌ وه ماীୃس ീیان  ھمਜی اࠛدا ٠, ٣,٠ .ت॥ی اਞീি ࢦم৷ච໊ه ماࡻ 
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١٢ , ۴ , ٣
, , ٢, ٣,٠

٠ , ٢ , ٠

١٢ ٠ ٢

٠ ۴ ٠

٢ ٠ ٣

xx yy zz

xy yx xz zx yz zy

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
x y z

f f f f f f

f f f

H f f f

f f f

                

    

         
     

 

١۵ࣅبارند از : ग़Hقادୌ وه ماীୃس ീیان ٩٧ ١۵ ٩٧
۴, ,

٢ ٢

   
   هࡻ ند   پسංඌ  یਊ࣡ਵ  د औ  ،ون ग़قادୌ وه ماীୃس ീیان  ھمਜی  اࠛدا ٢, ٣,٠ .ت॥ی اਞീি ࢦم৷ච໊ه ماࡻ 

 
١۶

, ۴ , ٣١
, , ١, ٣, ٣

٣ ٠ , ٠ , ٠

١۶
٠ ٠

٣
٠ ۴ ٠

٠ ٠ ٣

xx yy zz

xy yx xz zx yz zy

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
x y z

f f f f f f

f f f

H f f f

f f f

                       
                       

 

١۶ࣅبارند از : ग़Hقادୌ وه ماীୃس ീیان
, ۴, ٣

٣
    هࡻ پس    ஸ ଓعلاॹ ١، औون ग़قادୌ وه ماীୃس ീیان  ھمਜی ঃࣇೲدا

١, ٣,
٣

  
 

 ࡻه زਣশی ا॥ت. 

با ضاবه زફ ଘ ୌورت  িfشان دঘید  قاط       මমای      ভหع  .٨   ٢ ٢, , ,٢ ١٠ , ۵ ,x y z t t t t t t        ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ

قاط زਣশی دণه ندی     අید :   ۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢١ ۵ ٢۵ ١٠ ۵٠ ١٩ ٩۵ ۵ ١٠ ١
, ,

۶ ٣ ۶ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ۶
f x y z x x x yx yx zx zx y zy z           

उل :           ٢ ٢

١۶
, ۴ , ٣

, , ,٢ ١٠ , ۵ ٣
٠ , ٠ , ٠

xx yy zz

xy yx xz zx yz zy

f f f
x y z t t t t t

f f f f f f

          
      

 
٢ ٢۵ ٢٠ ٣٨ ٢٠ ۵٠ ٣٨ ٩۵

٢ ١٠
٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣

٢٠ ۵٠ ١٠ ١٠

٣ ٣ ٣ ٣
٣٨ ٩۵ ١٠ ١

٣ ٣ ٣ ٣

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

x x y z x x
f f f

H f f f x

f f f
x
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٢۴ ٢٠ ٢۵ ٢٠ ۵٠ ٣٨ ٩۵

٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣
٢٠ ۵٠ ١٠ ١٠

٣ ٣ ٣ ٣
٣٨ ٩۵ ١٠ ١

٣ ٣ ٣ ٣

t t t t

H t

t

     
 

    
    
 

ࣅبارند از : ग़   ،Hقادୌ وه ماীୃس ീیان   

   ٢ ۴ ٣ ٢ ٢ ۴ ٣ ٢٢ ١٠ ٢ ٢ ١٠ ٢
٠ , ۶ ١٠ ٩۴٣ ٢٣۴٠ ٢٩١۶ , ۶ ١٠ ٩۴٣ ٢٣۴٠ ٢٩١۶

٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣
t t t t t t t t t t t t

 
              

ॹعلاஸ ଓ    پس ࡻه ی ફ ଘورت  औون ग़قادୌ وه ماীୃس ീیان  ھمਜی ঃࣇೲدا   ٢ ٢, , ,٢ ١٠ , ۵ ,x y z t t t t t t      ..ندංඌ یਣশه زࡻ یਜھم
 

ر ভหع٩  .     ما৷ච໊ࢦم ग़قدا x, y, z a x b y c zf     هඟ໊ روی ୀ٢ ٢ ٢x y z ١  ) ت؟॥ࣼقدر اc,b,a       (د৯ی اਏ਼ࣣࣹ ࢌส    ୌقادग़ 

 ୈاඟ໋ع لاভห     :لउu            هবبا ضا   ٢ ٢ ٢u , , ax by cz x ١x y z y z                                                                                                          : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                                                                                                   

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢

٢ ٢ ٢

٢ ٠
٢ ١

١ ٠ ( ) ١
۴٢ ٠

١٢

٢
٢ ٠

٢

u a
a x x

x
x y z a b c

u b
b y

y
a b c

u c
c z z

z





 




 
                           

       


 

ఇ భ٢ ازقاط මমای ভหfع  ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

, ,

, ,

a b c

a b c a b c a b c

a b c

a b c a b c a b c

   
 

      

 
        

 ما৷ච໊ࢦم ਗی ॴود و

ر ما৷ච໊ࢦم ভหع  ୀاୀ ا॥ت با: ग़fقدا
 

ر ভหع١٠  .     ما৷ච໊ࢦم ग़قدا , , ٣ ٢g x y z z x y       ه یૌࡳબ راکනහروی ंم ا ୀ ١راx y z      ଡࣥواਬ٢و ا ٢ ١x y .یدඅ پیدا 

 ୈاඟ໋ع لاভห : لउfهবبا ضا     ٢ ٢
١ ٢, , ٢ ٣ ١ ١f x y z x y z x y z x y            : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را 

 

 

٢ ٢ ٢
٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

a b c
M ax f a b c

a b c a b c a b c

M ax f a b c
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١

١ ٢ ٢ ٢

١ ٢
٢ ٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢٢
٢

٢ ٢

١ ۵
٣ , ,

٠ ١ ٢ ٢

١ ۵ ٧
٠ ٢ ٢ ١ ١ ١

٢ ٢

٠ ٣ ١ ۵ ٢٩
١ ١

٢ ٢

x yf
x

x
f

y x y z z z
y

f
x yz


   

 
  




 

     
     

                 
 

                   
   

 

   

 
    

١ ١ ١ ٢ ٢ ٢

١ ١ ١

٢ ٢ ٢

٢ ٢٩ ۵ ٢٩ ٧ ٢٩ ٢ ٢٩ ۵ ٢٩ ٧ ٢٩
, , , ,١ , , , , ,١

٢٩ ٢٩ ٢٩ ٢٩ ٢٩ ٢٩

, , ٣ ٢٩

, , ٣ ٢٩ , , ٣ ٢٩

x y z x y z

g x y z

g x y z Max g x y z

     
              


 


    




 

ء  را از গذॽوฮی١١ ٢.         ঈو   නหرଌن ༙صه ঃبدا ٢٨ ٧ ٢٢۵

, ٠

x xy y

z

   



 ଘ د॥ت آورید.        

उل  :  ا ඟ໋ࡻه  ,x y ࣓ࢦمඅൿঃ گاه باید ৽د آ॰ی باฮوॽذগ ٢روی ٢x y طৌرا ٢را ূࡉت ٢٨ ٧ ٢٢۵

, ٠

x xy y

z

   



  ୈاඟ໋ع لاভห .࣓میاf: ங భ࣓م وঘ ی دਗ ࣱلൊพি را 

   
 

 

 
 

  

٢ ٢ ٢ ٢

٢

٢

, ٨ ٧ ٢٢۵

٠ ٢ ٢ ٨
٢ ٢ ٨ ٠

٨ ٢ ١۴ ٠٠ ٢ ٨ ١۴

٢ ٢ ٨
٠ ۶۴ ٢ ٢ ٢ ١۴ ٠

٨ ٢ ١۴

١
٣۶ ٣٢ ۴ ٠ , ١

٩

f x y x y x xy y

f
x x y

x yx
f x yx x y
y



  

 

 
  

 

   

      

                   
        
 


       

 

٢ ٢

٢٢
٢

۴ ٨ ٠ ١
١

٨ ١۶ ٠ ٢

٨ ٧ ٢٢۵

١٠٠١ ١
٨ ٧ ٢٢۵

٢ ٢

x y
y x

x y

x xy y

x
x x x x


   

     

   
                   

 ଔعادग़ ٢،اما ١٠٠x  .رد  رীه ਏ਼ࣣࣹی ৯دا
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٢ ٢ ٢٢ ٢

٢
٢ ٢ ٢٢

١۶ ٨
٠

١ ٩ ٩ ٢
٨ ۴٩

٠
٩ ٩

۵ ٢۵٨ ٧ ٢٢۵
۵

٢۵٨ ٢ ٧ ٢ ٢٢۵

x y
y x

x y

x y xx xy y
x

x yx x x x



         
    

 


                

ء  از গذॽوฮی  ٢پس      ঈوනหرଌن    ༙صه ঃبدا ٢٨ ٧ ٢٢۵

, ٠

x xy y

z

   



 ਗی با॰د. ୀ٥اୀ با

٢.ग़قادୌ ما৷ච໊ࢦم و අൿঃ࣓ࢦم ١٢ ٢ ٢x y z  طراৌرا عভห  یدیا٢ ٢ ٢

١ ,
۴ ۵ ٢۵

x y z
z x y     .د॰با 

 ୈاඟ໋ع لاভห  : لउfهবبا ضا   
٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢
١ ٢, , ١

۴ ۵ ٢۵

x y z
f x y z x y z x y z 

 
          

 
  : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را 

٢
١

٢ ١
٢ ٢ ٢

١ ١ ١١ ٢
٢

١
١ ١

١
٢٢

١

٢
٠ ٢ ۴ ٢ ۵ ٢ ۵٢ ٠ ٠

۵ ٠ ٢ ۴ ١ ٠ ٢٢ ۵
٠ ٢

۵ ١ ٠ ٢ ٧ ۵
١ ٠ ,

٢ ١ ٧٢ ۵٠ ٢
٢ ۵ ۵ ٠ ٢

xf
x x

x z x y
f

y y y
y

f
z z zz


     

   


 
 



 
 

                                             

 
٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٣۴ ١٧ ١٧
, ,

٧ ۴ ٢٨

۴٠

۶۴۶٧۵ ٣۴ ١٧ ١٧
١۴٠ ٣۵٧ ۴ ٢٨١٧

١ ١
۴ ۵ ٢۵ ۴ ۵ ٢۵ ١٧ ۶۴۶ ۶۴۶

۵

۶۴۶

١۶٠٠ ١٢٢۵ ٢۵ ٧۵

۶۴۶ ۶۴۶ ۶۴۶ ١٧

x y z

x

x y z
y

z

x y z x y z

  

   


    


                                          

        


















 

ر ما৷ච໊ࢦم ࣅبارت   ٢پس ग़قدا ٢ ٢x y z  با ୀاୀ࣓ࢦم  ١٠අൿঃ ر ୀ٧۵اୀ با  آن و ग़قدا

١٧
 ا॥ت .

با ضاবه  f. ما৷ච໊ࢦم ਞീিی و අൿঃ࣓ࢦم    ਞീিی    ভหع  ١٣  ٢ ٣, ,f x y z xy z  طৌرا    عভห             یدඅ      نൿൌৎ ۶را

٠ , ٠ , ٠

x y z

x y z

  
   

 با॰د.        

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

١ ١ ۵
, ,

٣ ٢ ۶

۵
٢

١٩
١ ١ ۵

١٠
۵ ۵٣ ٢ ۶

١ ١ ۶ ٣
۴ ۵ ٢۵ ۴ ۵ ٢۵ ١٩ ١٩

۵
۵

١٩

٢٠ ۴۵ ١٢۵
١

١٩ ١٩ ١٩

x y z

x

x y z
y

z

x y z x y z

  

   


   


  
                                                              

          ٠
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 ୈاඟ໋ع لاভห     : لउg            هবبا ضا   ٢ ٣g , , xy z x ۶

٠ , ٠ , ٠

x y z y z

x y z

     


  
                                                                                                    : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                                                                                                                                                                                   

٢ ٣ ۵ ۵ ۵۵

٣ ۵
٨

٢ ٢ ۵

٩ ٢ ٩ ٩٩ ۶ ۶٠
۴ ٣ ۴ ۴۴

٣٢ ٩
٢ ٠ ٢٣ ۴ ٣ ٣ ٣ ٨١

١ ,١,
٢ ٢ ٢ ١۶٩ ٣٣ ٠

۴ ٢

g x y zy z x
x

g xxyz y
y

y f
g

xy z z zz

  






                                           
                                           




 








 

ਗ٣ی وان भඟ໋ ஙࢌ  ࡻه  ভหfع  Hاز دඇඖୃنان  ماীୃس ീیان ٣
,١,

٢ ٢
 
 
 

٠Hیک ࡻه زਣশی ا॥ت    زୌا  ফند পند ॒مه ای ज़࡙ه حاલل  از             I  هر و دارای دو ग़قدا

ر وه બࡶජ ا॥ت. ඵදر બࡶ൏ख़ ජتف اॹعلاଓ و یک ग़قدا
٢را ൿൌৎن අید ਗ ی وا৯د ࣜದ భوی با ضاবه  .ࣵࡔم ୁرනවرଌن ਵࣥوازی اॼࡨ੩وی ༚م ١٤  ٢ ٢

١
٩ ١۶ ٣۶

x y z
   .ودॴ حاطख़ 

 ୈاඟ໋ع لاভห :  لउg            هবبا ضا   ٢ ٢ ٢g , , xyz ١۶x ٩ ۴ ١۴۴x y z y z                                                                                                        : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                                                                                                                                      
٢

٣
٢ ٢٣

٢ ٢ ٢

٢ ٢

٣٢ ٠ ۴۶٠٨٣٢ ٣٢ ١۴۴۴۶٠٨

١٨ ٠ ١٨ ٠ ٢۵۶
١٨ ١٨

٣٢ ٠ ۵٧۶
٨ ٠

٨٨

g yz yz x yzyz x x x x xyzx x
g xz xz

xz y y y xyz y y
y

xyz x zyxg yx zxy z z
z

   
  

 
 

 

                                                     

     

 

   

 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢١۶ ٩ ۴ ١۴۴ ١۶ ١۴۴ ٩ ٢۵۶ ۴ ۵٧۶ ١۴۴

٣ , , ٨ ٣
٣ ۴ ٣

۴ ٣١٢ ٣ ٣, ,٢ ٣ ٨ ٣
٣٢ ٣

x y z

x f x y z xyz Max xyz

y
f

z

  



       

                     
           

 

٢.     ما৷ච໊ࢦم ਞീিی و අൿঃ࣓ࢦم ਞീিی  ١٥ ٢x y  طৌرا عভห             یدඅ      نൿൌৎ ٢را ٢٣ ۴ ۶ ١۴٠x xy y       .د॰با 

 ୈاඟ໋ع لاভห     : : لउg            هবبا ضا   ٢ ٢ ٢ ٢g , x +y ٣x ۴ ۶ ١۴٠ , , ٠x y xy y x y                                                                                                         : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                               
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١ ٣ ٢
٠٢ ۶ ۴ ٠ ٢ ١ ۶١ ٣ ٢ ٠

٢ ٢ ۶ ٠ ٩ ٢ ۶٢ ۴ ١٢ ٠
٢٨

٩ ٢ ۶ ٩ ٢ ۶
١ ٣ ٢ ٠

٢٨ ٢٨٩ ٢ ۶

٢٨ ٩ ٢ ۶ ٩ ٢ ۶
٢ ١ ۶

٢٨ ٢

g
x x y

x yx
g x yy x y
y

x y
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٨١ ٧٢ ۶

١١۴
٠

٨

٩ ٢ ۶ ٩ ٢ ۶
١ ٣ ٢ ٠

٢٨ ٢٨٩ ٢ ۶ ٨١ ۵۶ ۶

٢٨ ١١۴٩ ٢ ۶ ٩ ٢ ۶
٢ ١ ۶ ٠

٢٨ ٢٨

y x

y

x y

y x

x y










       

   
        

                                                                      

   
٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢٨١ ٧٢ ۶ ٨١ ۵۶ ۶
١ , ١

١١۴ ١١۴
Max x y x Min x y x

                               

 

 لا باز ਗی با॰د. اভعاد آن را ੌوری ൿൌৎن අید ज़ ساࣽت উل අൿঃ࣓ࢦم داতه با॰د.ساਠষی නෂر مࢅ࠽ب ग़ࡶජوض ا॥ت  از با ٣٢.  ൌࣻه ای వଲ ଘل مࢅ࠽ب ࣗज़ࣱل  ଘ ࣵࡔم   ١٦

उل  : ज़ساࣽت উل ൌࣻه ୀاୀ با  , , ٢ ٢f x y z xy yz xz    با ୀاୀ  هൌࣻ ٣٢و  ࣵࡔم , , , ٠v xyz x y z  ୈاඟ໋ع لاভห .ت॥اg                         هবبا ضا

   , , ٢ ٢ ٣٢g x y z xy yz xz xyz    : ங భ .مرඵව یਗ ෘো భ را 

 

         

۶

٣ ۶ ۶

٢

۶

۶

۶ ۶ ۶

٣٢
٢ ٠ ٢ ٢٧

٢ ٣٢
٣٢۴ ٢ ٢٢ ٠ ٢ ٣٢
٢٧

٢ ٢ ٣٢ ۴
۴٢ ٢ ٠
٢٧

٢ ١۶ ٨٢ ۴ ۴
٢ ٢ ١۶ ٢ ٢

٣ ٣ ٣

g xy z yz x y zx xy xz
g

x z xz xy yz y
y

zy z
g

x y xy z
z

Min xy yz xz




 





                                                
  


     

 
 

   ۶ ۶ ۶٢ ٢ ١۶ ٨ ٢
٢ ٢

٣ ٣
Min xy yx xz


   

 

وओود دارد ଘ ੌوری    ࣅبارت   ،Pࡻه ای  ماষند  ส  .ABCࢌ අید భ భ ون ঃ ଽثࢍ ١٧     ٢ ٢ ٢

PA PB PC   ت و॥࣓ࢦم اඅൿঃ
P.د॰ی باਗ  ثࢍঃ ی ଡیاঃ یل تلاख़ 
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उل :            

             

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

, ,

, A B B A C C

P x y f x y PA PB PC

f x y y y x x y y x x x x y y

    

            

औون ঃ ଽ భثࢍ

ABC : مدار 

             ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢

, ٠A A B B C C

PA PB AB AB AC BC
PA PB PC m

PA PC AC

h x y m x x y y x x y y x x y yPB PC BC

     
        

                 

 

 ୈاඟ໋ع لاভห       پسg            هবبا ضا     g , , , , , ٠x y f x y h x y x y                                                                                                      : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                                      

      
           

      
           

 
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢

٠ ٢

٠ ٢

٠ ۶ ٢

CA B
A B C

A A B B C C

CA B
A B C

A A B B C C

A
A B C

A

x xx x x xg
x x x x x x

x x x y y x x y y x x y y

y yy y y yg
y y y y y y

y x x y y x x y y x x y y

x xg
x x x x

x x x y







              
             


               
           


     

  


         

 
           

٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٠

٠ ۶ ٢

CB

A B B C C

CA B
A B C

A A B B C C

x xx x

y x x y y x x y y

y yy y y yg
y y y y

y x x y y x x y y x x y y





     
            

             
           

 

وऔون ౮ජໍن ज़ساوی  ھم علاक़ت ංඌند  ଘ ੌوری    ࣅبارت      ٢ ٢ ٢

PA PB PC  د پس॰࣓ࢦم باඅൿঃ ٠باید   : ங భو

 
 

٠
۶ ٢ ٠ ٣
۶ ٢ ٠٠

٣

A B C

A B C

A B C A B C

g x x x
xx x x xx

g y y y y y y y
y

y

                    
 

پس ࡻه ,P x y  ثࢍঃ ی ଡیاঃ یل تلاख़
ABC یਗ.د॰با 

٢را روی روग़.z ଢقادୌ اනේইرफ़م١٨ ٢ ٢٢ ٣ ١٢ ۴ ٣۵x y z xy xz    .یدیا 

 ୈاඟ໋ع لاভห :لउg            هবبا ضا   ٢ ٢ ٢g , , z ٢x ٣ ١٢ ۴ ٣۵x y z y z xy xz                                                : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را 
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٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢

٢ ٣ ١٢ ۴ ٣۵ ١
min ۵

٢٢ ١٢ ٢۵ ٢۴ ٢٠ ٣۵
۵

۵٣۵ ٣۵

x y z xy xz x
z

yx x x x x
Max z

zx

       
                   

 

ر       ما৷ච໊ࢦم      ভหع ١٩ ٢.    ग़قدا ٢z y x  رط ٢با ۶x y .یدیا را 

 ୈاඟ໋ع لاভห  : لउg            هবبا ضا   ٢ ٢g , y -x x ٢ ۶x y y                                                                                                       : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                                                                                                                                                                                                                 

     

٢ ۶
٠ ٢

٢
٢ ۶٢

٢ ۴٠ ٢ ٢
۴

٢,۴ ١۶ ۴ ١٢ ١٢

x yg
x

xxx
g yy y
y

Max z f Max z

   
 



                              

       

 

ग़    .قادୌ      اනේইرफ़م      ভหع ग़ࡶජوض ٢٠ , ,f x y z yz xy  ୀ روطඩज़ یرایدम١xy   ٢و ٢ ١y z .یدඅ پیدا 

 ୈاඟ໋ع لاভห  :  لउgهবبا ضا     ٢ ٢
١ ٢, , ١ ١g x y z xy yz xy y z         : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را  

 ١ ١

١١
٢ ٢

١ ٢ ٢

٢

٢

, ٠٠ ١
١١ ١

٠ ٢ ٢ ١

٢ ١١
٠ ٢

g x t ty y y
x

yg
x z x y y z y ztz yy

z y x yg zy z tz

 


  




                                              

 

٢ ٢
٢

٢ ٢ ٣
٢ , ,

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ١
٢ , ,

٢ ٢ ٢١ ١ ٢١ ٢ ٢
٢ ٢ ٢ ٣

٢ , ,
٢ ٢ ٢١ ,

٢ ٢ ٣
٢ , ,

٢ ٢ ٢

f

x
f

t t y
t t

f
x y z y

f

   
       

                               
                  

           

 

 ங భقاط      මমای      ভหع  , ,f x y z yz xy    لవଲ ଘ١ ١ ١ ١
, , , , ,t t
t t t t

   
   
   

ر ما৷ච໊ࢦم ࣅبارت   ਗی باতند و   ग़yzقدا xy با ୀاୀ٣

٢
ر අൿঃ࣓ࢦم   ୀ١اୀ با  آن و ग़قدا

٢
 ا॥ت .

 ، ঃثਡൎی ඖࢾساوی الاضلاع ا॥ت.p.اহبات අید  ঃثਡൎی با ଌசن ज़ساࣽت و پඵراड़ون ग़ࡶජوض  ٢١
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  ࣓مඅ یਗ ض່    : لउ, ,z y x  ندوංඌ ثࢍঃ ٢ੌول اضلاعx y z p s    با ୀاୀ ثࢍঃ ساࣽتज़و      , ,f x y z s s x s y s z   

 ୈاඟ໋ع لاভห .ت॥اg   هবبا ضا     g , , , x ٢x y f x y z y z s                                                                                                             : ங భ مرඵව یਗ ෘো భ را                                                                                                                                                                                                                           
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٢ ٢

٠
٢

٢ ٢ ٢

٠ , ٠ , ٠
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٠
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 ৳ଌن :

ऱل      ਞീিی      ভหع .١ ࡻه ೮دا  ٢ ٢, ٣ ٢ ٢ ۴f x y x xy x y y      .یدیا را 
අൿঃ٣࣓ࢦم ਞീিی ࣅبارت   .٢ ٣ ۶x y xy   .یدیا را 

٣.  ଔعادग़ ای با ଢ٣رو ٣ ٣z x y xy      ଢتای روീীقاط ا وعৗ .ت॥وض اජࡶग़      ،  ( ଢم روफ़رනේইقاط ا وعৗ یਣൌ) ، قاط భ ࢋඇඐୃ ଘ را و ٠,٠ ید.   ١,١අ ࡙صज़ 
ر ما৷ච໊ࢦم       ॡطق      ভหع   .٤ با ضاবه  ग़uقدا     ٢ ٢٢ ٢ ٢, , ,x yu x y x y e x y    .یدیا را 

ر ভหع دو ඵෝࣞਵره  .٥ ٢کන෩رଌن ग़قدا ٢٣ ٢ ١٢z x y x y    ید.رایا 
١ما৷ච໊ࢦم ਞീিی ࣅبارت   .٦ ۶۴

xy
x y
    .یدیا را 

قاط ما৷ච໊ࢦم وඅൿঃ࣓ࢦم      ड़وی      ভหع    .٧     ٢ ٢

, ۵ ٧ ٢۵
x xy y

f x y x y e
  

   .یدیا را 
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ඵවرم .٨  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ٣ ۶ ٣٧ ١٠ ١٠ ۴٠ ٣ ٢۴ ۴٨f x y x x x yx yx x y y          قاط  یدঘشان دি.

 ١ ۵٣
, , ٠, ۴

٢ ١٢

   
 

و   ١, ۴  عভห      یاමম      قاطf .یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 

ඵවرم .٩  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ٢ ۴ ۴٢ ٨ ٨ ۴٠ ٢ ٢٠ ۵٠f x y x x x yx yx x y y         قاط  یدঘشان دি . ١ ٩
, , ٠, ۵

٢ ٢

   
 

 

و  ١, ۵  عভห      یاමম     قاطf .یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 

ඵවرم .١٠  ۴ ٣ ٢ ٢ ٢, ۴ ١۶ ۴ ۴ ٨ ۴٠ ۴ ۴٠ ١٠٠f x y x x x yx yx x y y         قاط  یدঘد৯شاি. ١١
١, , ٠, ۵

٢

   
 

 

و  ٢, ۵   یاමম  قاط     عভหf .یدඅ ندی هণی دਣশقاط ز ی یاਞീি ࢦم৷ච໊ی ، ماਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ 

ඵවرم .١١  ٢ ٢١ ٣٢ ۴ ١۶ ۵٨ ١
,

٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣
f x y x x yx y y        .  یاමম قاطf   یਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ، یاමম قاط نଌم  یک از ا رایاید و ग़عوم අید ঌ دا

 ، ما৷ච໊ࢦم ਞീিی  یا ࡻه زਣশی ංඌند.
ඵවرم .١٢  ٢ ٢ ٢۵ ٢ ٢ ٨ ٢ ١۴ ٢٨ ۵ ١۴ ٨

, ,
٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣

f x y z x x yx y zx z y zy z


            .  یاමম قاطf  

م  یک از اଌن قاط මমای ، අൿঃ࣓ࢦم ਞീিی ، ما৷ච໊ࢦ   م ਞീিی  یا ࡻه زਣশی ංඌند.رایاید و ग़عوم අید ঌ دا
با ضاবه زફ ଘ ୌورت  িfشان دঘید  قاط       මমای      ভหع  .١٣   ٢ ٢, , ,٢ ۶ , ٣ ,x y z t t t t t t        ، یਞീি ࣓ࢦمඅൿঃ ࣔࣨوان  ଘ را  ند و آنංඌ

ما৷ච໊ࢦم ਞീিی یا قاط زਣশی دণه ندی     අید :   ٢ ٢ ٢, , ٢ ۶ ۴ ١٢ ٢f x y z yx yx zx zx y yz       
٢را ূࡉت  رط xyzࣅبارت .١٤ ٢ ٢ ٢٧x y z    .یدඅ ࢦم سازی৷ච໊ما  ، 

٢ূࡉت راৌط .١٥ ٢ ٢ ۴x y z    ٢و ٠x y  ࣅبارتxyz .یدඅ ࢦم سازی৷ච໊را ما 
٢ما৷ච໊ࢦم .١٦ ٣ ۶x y z   ଘ یدग़ ٢را ٢ ٢٢ ٣ ٩x y z  .ت آورید॥د ଘ 
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 ख़حاط ॴود ، یاید.  rاভعاد ୁرනවرଌن ൌࣻه ا ی را ದ  ࣥوا৯د భ یک داୌه ॲ ଘعاع .١٧
٢قای روی .١٨ ٩y x   ଘ قاط نଌୃ دیکେ  یدیا ند.٠,٠ංඌ 

۴yxقای روی .١٩   ଘ قاط نଌୃود    دورओورت وફ భ  یدیا ید. ٠,٠අ یان یش راॻد ஸ ودओوड़ یقا نൾফ ඟ໋ند.اංඌ 
ࡻه  .٢٠ , .x y z اୃز ٢را روی ॢح  ٢ ٢۴ ١x y z    ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا یਖسथ ଘ د. ٠,٠,٠॰با 
ਖ॑٢ی از اනහراک બࡳૌه  .٢١ ٣ ٣x y z   ଡࣥواਬ٢وا ٢ ۴x y  ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا ن ंمଌه ای روی اࡻ .ت॥ده ا॰ جادا د. ٠,٠,٠॰با 

٢اک બࡳૌهਖ॑ی از اනහر .٢٢ ٣ ٣x y z    هඟ ٢و໊ ٢ ٢ ١۶x y z   ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا ن ंمଌه ای روی اࡻ .ت॥ده ا॰ جادا د. ٠,٠,٠॰با 
٢ࡻه ای روی બࡳૌه  .٢٣ ٣ ۴x y z   ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا د. ١,٢,٣॰با 
٢ࡻه ای روی اනහراک رو ଢی   .٢٤ ٢z x y  ١وx y z   ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا د. ٠,٠,٠॰با 

٢ࡻه ای روی .٢٥ ٢
٢ ١

۴ ٩

x y
z       ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا  هૌࡳબ١٠x y z   د.با॰ 

اୃز  ࡻه ای روی .٢٦ ॢ٢ح  ٢٢ ١۶x xy z       ଘ ࡻط نଌୃ دیکେ  یدیا د. ٠,٠,٠॰با 
ग़٢ࡻ੪ع යख़وی   .٢٧ ٢٢ ١Ax Bxy Cy     آن భ  ،٢ , ٠B AC A   یدඅ ض່ .ت॥وض اජࡶग़m   وM    ن  وଌୃ دیکେ ห  ء रواલل ঃبدا

دورଌୃن  قاط යख़وی باতند. িشان دঘید  :   
 

٢ ٢
٢

٢

۴

٢

A C A C B
M

AC B

   



 پیدا ৶ما٢m   .و ड़່ول ज़شاଘ آن را ୀای     

 නෂرمࢅ࠽ب ا॥ت. اভعاد اଌن ࣵࡔم را थ ଘسਖی یاید  ॢ ح روଢ را අൿঃ࣓ࢦم ند.ساਠষی ່٣۶ض අید ਖംࣵ  ی ୀاୀ با  .٢٨
අൿঃ࣓ࢦم  .٢٩

١

n

j
j

x

  ଘ یدग़ ٢را ٢

١

n

j
j

x a


  یدඅ ض່  ت॥ن ا૰مഊ .یدیاa .ت॥ඁࢌ اർঃ یک ࠛدد 

 ख़حاط ॴود ، یاید భr یک داୌه ॲ ଘعاعاভعاد ୁرනවرଌن ঃثਡൎی را ਗ  ی وا৯د  .٣٠
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අൿঃ٢࣓ࢦم  .٣١ ٢ ٢۴ ٩x y z طৌرا ١را ূࡉتx y z    ٢و ٠x y z  .یدیا 

අൿঃ࣓ࢦم  .٣٢
xyz طৌرا ٢را ূࡉت ٢ ٢ ٢x y z r  ٠وx y  .یدیا 

٣٣.  ඟ໋اn   .د॰ی باࣣงࠛددی طn   ࢤو࠙شانहख़  یدیا ࠛدد ห٨n  .د॰ن با૰مഊ ر  با॰د و हख़ࢤوع ভජ໑عا়شان ঈوچک ଌୃن ग़قدا

٢ما৷ච໊ࢦم   .٣٤ ٢x y ی را  نଌا ୀ روطඩज़ ید٢ا ٢
٢

p qx y
r

p q
   آن భ  ،p  وq هবرا భ ند وංඌ ر از یکනවی ୁرਏ਼ࣣࣹ د ١اࠛدا ١

١
p q
      یਠमید وঘشان دি .د৯صادق  ا

٢ ٢p qx y   با ୀاୀ ࢦم৷ච໊٢ماrඟ໋ا  ریدඵ෬ب ங ت  . حال॥ا, ٠x y  گاه ৽آp qx y
xy

p q
   وx  وy  یਪ.ندඅ لبد  ଔعادग़ یک ଘ ساوی راज़ฬ نଌا  د৯ود دارओو 

,ଽگاه    .٣٥ ,c b a     ࢦم৷ච໊ند. ماতی باਠඁർঃ د اࠛدا , , a b cf x y z x y z     یਞষرط  جا ١را ূࡉتx y z     .یدیا 
٣Lnxما৷ච໊ࢦم   .٣٦ Lny Lnz    هඟ໊ ی ازࡑম ୀ ٢را ٢ ٢ ٢۵x y z r     آن భ ٠ , ٠ , ٠x y z     ࣞفاده ازਬید.       با اඅ پیدا

د ਏ਼ࣣࣹی  ർঃඁࢌ  ,اଌن ส ،   ஙࢌ අید   ଘ ازای اࠛدا ,c b a       ،۵
٣ ٢٧

۵

a b c
abc

    
 

 

٣٧.  یਠम٩وx y z    ٢و ٣ ٢٠x y z       ࣓ࢦم ࣅبارتඅൿঃ   ،٢ ٢ ٢x y z   .ت آورید॥د ଘ را 
٣٨. ඟ໋ا , .x y z    ی هૌࡳબ راکනහه ای از ंم اࡻ٠x y z       ١وx z     عভห ࣓ࢦمඅൿঃ .د॰٢با ٢ ٢f x y z    .یدیا را 

ভหع     ग़قادୌ  ما৷ච໊ࢦم و      අൿঃ࣓ࢦم    .٣٩ , ٢f x y xy z     هૌࡳબ رکනෛज़ لઔध هୌ٠را روی داx y z     هඟ໊ ٢و ٢ ٢ ٢۴x y z    .ت آورید॥د ଘ 
ग़قادୌ  ما৷ච໊ࢦم و      අൿঃ࣓ࢦم        ভหع .٤٠  ٢,f x y x y z       ࣪ودਲ਼ ٢را ূࡉت ٢ ٢y z    وz x    .ت آورید॥د ଘ 
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৩ھای) ୀداری   ઔध٤ل (  ):واভع (ঃیدا

 ೮دو پیوণتਜی واভع ୀداری 
 را   داঃه    ভหع     ਗی ঃฬ࣓م. রජ໑Dوط   ਗی ඟ໋دد. mیک ୀدار ازnاز ਪหDی ජ໑ࢋ از زहख़ ୌࢤوଐ ای ماষند ৎnࡁජف ਗی ॴود ଘ ੌوری ভหn ଘm ଽ ଘ ع    ୀداری   ভหی ا॥ت  از धضای

:ৎ٣ࡁජف: ভหع ୀداری  nF 

  ورتફ ଘ ١را ٢ ٣( ) ( ) ( ) ( ) , nF P F P i F P j F P k P   

   
   عভห د೮ .مرඵව یਗ ෘো భ F P

 یਠमو
٠P P ورتફ ଘ را

٠ ٠ ٠ ٠
١ ٢ ٣lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

P P P P P P P P
F P F P i F P j F P k

   
  

           هতود داओت و॥ف راජໍ د೮ ଖ ଽ رط آنૢهඩয.࣓مඅ یਗ فජࡁৎ
با॰د و ভหع ୀداری  F P

 هࡻ భ ٠راP Dඟ໋ࡻط اन و ඟ໋ا గوদ هণپیو
٠

٠lim ( ) ( )
P P

F P F P



  . 

 ୀداری ໆرࠥت و তتاب
ग़ ଘ١عاد່C   ଔض අید మه ای روی ঃ࣊ਣی  ٢ ٣( ) ( ) ( ) ( )R t f t L f t j f t k  

    ودओورت وફ భ د॰ࢌ باඟ໓ భ     ٣ ٢ ١, ,f t f t f t    భ هమ ه ایࡗॺ رࠥتໆ ،
ࣅبارت ا॥ت از : tزمان      ١ ٢ ٣( ) ( )v t R t f t i f t j f t k      

      :ت از॥ه ࣅبارت اమ ه ایࡗॺ تابত و
     ١ ٢ ٣( ) ( )a t v t f t i f t j f t k     

     :د৯وॴ یਗ هণحاख़ ୌھای زঀوड़່ ه ازమ تابত ندی رࠥت وໆ ندی ؛
        ٢ ٢ ٢

١ ٢ ٣( )v t f t f t f t    
    ،        ٢ ٢ ٢

١ ٢ ٣( )a t f t f t f t    
 

 ඟ໋ف: اජࡁৎ( )R t
 یਣ࣊ঃ ඟمایانࢂ৶C  ،Pه ای رویࡻC  ࠛدد ଘ t یਣ࣊ঃ ୀ ،ماسॐ یکا :را ફ ଘورت زৎ ୌࡁජف ਗی අ࣓م భPࡻه  রජ໑Cوط ਗی ॴود با॰د భ اଌن ફورت ୀدار ৾

( )
( )

( )

R t
T t

R t







 دارୀ و( )

( )
( )

T t
N t

T t







 دارୀ ࢨت باग ھم  را( )T t

یਗ .࣓مঃฬ یਗ     ی اولکا کای عࢤود اصਚی یا ༚م ৾  با॰د را ୀدار ৾
کای عࢤود دوم  ଽ భࡻه از ঃ࣊ਣی ध భضا، ࣅبارت ا॥ت از  ୀBدار ৾ T N 

    . 
)ग़ ଘعادઝऩC  ଔه: اঃ ඟ໋࣊ਣی  ) ( ) ( ) ( )R t x t i y t j z t k  

    د.و॰وض باජࡶग़, ,z y x   ه༙ص భ ١ ٢,t t یਣ࣊ঃ وسल گاه ੌول ৽ند آতه باণپیوC   یਠमوt  از
١t ଘ٢t با ୀاୀ دی یاਗ شীاල່٢ا

١

( )
t

t
L R t dt 

.ت॥ا 
 داୌه     انا  و หب

)ৎࡁජف: ່ض අید )T t
  یਣ࣊ঃ ୀ ی ৳ماسکا زیاد ॴود، భ اઍࣚಬورت ୀدار tبا اල່اীش sو tੌول लوس از ࡻه สࢌ     دॺواه       หࡻه  ංඖناජ با sبا॰د Cروی ঃ࣊ਣی   భtࡻه ංඖناජ با ୀCدار ৾

)భ اଌن ࡻه ࣅبارت ا॥ت از:Cانای  )
dT

t
ds

 
  .࣓مঃฬ یਗ ناعاع اॲ ی راਣ࣊ঃ نایه و عࢁس اࡻ نଌا భ یਣ࣊ঃ نایدار را اୀ نଌزه ا ، و ا৯دا

١
( ) , ( ) ( ) ٠

( )
t t t

t
  


  

  آن భ  ،( )t د وগی دਗ شانি ی راਣ࣊ঃ نای٢ا ٢ ٢( ) ( ) ( )ds dx dy dz     ولड़່ وان از یਗ ی راਣ࣊ঃ نایا ،

٣( )
R R

t
R

 
 

 


 

 یਣ࣊ঃ ඟ໋د. اඟ໊ هণحاख़Cଔعادग़ با y xf  نایگاه ا ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़
C ولड़່ وان با یਗ را

 
٣

٢
٢١

y

y








 ख़حاণه ඟ໊د.
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)با ग़عادC ଔاঃ ඟ໋࣊ਣی  ) ( ) ( )R t x t i y t j 

   نایگاه ا ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़
C ولड़່ ر از

 
٣

٢ ٢ ٢

x y y x

x y


   


 

با ग़عادਞऩ ଔیख़Cحاণه ਗی අند.اঃ ඟ໋࣊ਣی 

  r f   گاه ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़
 

٢ ٢

٣
٢ ٢ ٢

٢r r rr

r r


  


 

భ ٢ آن 

٢
,

d r d r
r r

d d 
    . 

ঃ࣊ਣی 
C هૌࡳબ భxy هࡻ ඟ໋ت ا॥وض اජࡶग़

٠P ٠ੌوری با॰د భ  اଌن ࡻه Cروی ঃ࣊ਣی      భ  ه ایୌگاه دا ৽٠آP   ଘC  با ୀاୀ عا࠙شॲ ی وਣ࣊ঃ ජࡽࡁৎ ࢨتगభ شචජ໊໑ د و॰ماس باഊ
ਗC భ٠Pی ঃฬ࣓م. චජ໊໑ اଌن داୌه، චජ໊໑ انای  داୌه রوسانیا  داୌه اناॲعاع انا ا॥ت را  ঃฬیده ਗی ॴود.ख़ੂࣗصات චජ໊໑ انای ঃ࣊ਣی    y xf ھایঀوड़່ وان با یਗ را

٢ ١)٢ ) ١
,C C

y y y
x x y y

y y

   
   

 
ख़,Bحاণه ඟ໊د.່ض අید   N

   ھایঀوड़່ وॢط  .ندতی اول و دوم باکا ඇඐୃ ଘࢋ ୀداری ༚م ৾
( )

, ( )
( )

T t
B T N N t

T t


  



     و( )
( )

( )

R t
T t

R t







  شان دادি وان یਗ یآسا ଘ د৯ده ا॰ یජࡁग़d B

ds


બ ୀ,Tࡳૌه شاढ़ل ୀداری   B

   دارୀ ی باਣൌ ت॥عࢤود ا

N
  ندষت ঁذا ࠛددی ما॥وازی اड़t  ଘ s  ੌوری ଘ ࢌभوان یا یਗ ی دارد راਜتീযd B

N
ds

 
  ر ر ग़قدا భ١ راবه بالا را หب ঃ࣊ਣی و ग़قدا


یਣ࣊ঃ ه پ࣌ࡒشࡻ భ بห عاعॲ را 

)با ग़عادਗC ଔی ঃฬ࣓م.ଽ گاه ঃ࣊ਣی   )R t
گاه ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़

٢

( )٠ ( ) ( )

( ) ( )

R t R t R t

R t R t


  


 

  

  
 ज़ੇࣥق १وਪی     ، ඟ໋ادیان

د یک ୀدار یૢه  ज़ੇࣥق १وਪی  : ভหع  భاঃتدا
ज़ੇࣥق १وਪی   ،    ज़ੇࣥق    ভหع z x, yf  هࡻ భ٠ ٠ ٠( , )P x y دارୀ ࢨتग భ٠PP

:ودॴ یਗ فජࡁৎ ୌورت زફ ଘ
٠

٠

٠

( ) ( )
lim
P P

f P f P

PP

 عভห    یਪو१    ੇࣥقज़   ،f ࢨتग భ
ୀuدار یૢه 
         ماد৶ با ٠( )

u
f Pولड़່ وان از یਗ ود راॴ یਗ شان دادهি

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( , ) ( , ) cos ( , )sinx yu
f x y f x y f x y     آن భ .دඟ໊ ࣹساب ଢزاو

ୀuدار 
  ࡛ورख़ باx    عভห      وردड़    భ.ت॥ا  x, y,zf لవଲ ଘ رඵো ولड़່ ୌآن ز భ    ،   ت॥اcos ,cos ,cos   دارୀ دی ھای४ࣨوฅඌই

u
.ندতی باਗ 
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠( , , ) ( , , ) cos ( , , ) cos ( , , ) cosx y zu

f x y z f x y z f x y z f x y z      
):      ඟ໋ادیان      ভหع ৎࡁජف , , )w f x y z       هࡻ భ x, y,zP    ء  ਗی باতند.ड़ wوॹه ীش      ، ज़ੇࣞقات      ਪච໔ی      ভหع       ୀ   ،Pداری ا॥ت ঃ ଘبدا

( , , ) ( , , ) ( , , )x y zgrad w w f x y z i f x y z j f x y z    
     لبد یا ඟعملࢂ ،  :م࣓م ودارঃฬ یਗ  ( بلاฬ  ) را (   دل   )  یا

   ٠ ٠( ) . ( )
u

f P u f P  
        ඟ໋ا      ، یدارୀ ஃ ଢزاو,f u

  هࡻ భ٠P گاه ৽د آ॰٠با ٠( ) ( ) cos
u

f P f P   
     نଌاୀنا   ،٠( )

u
f P ࣓ࢦمീইی ماਠमو

  ت॥اcos ١   یਣൌ د॰باu
 ࢨتगభf

ඟ໋د.ا॰با x, y,z ٠f  ଢرو ଔعادग़وsو, ,z y xf f f هࡻభ٠ ٠ ٠ ٠( , , )P x y z ୀs گاه ৽ند آতباষ ජࡶબ یਜوده وھمর هণپیو
٠ ٠ ٠( , , )f x y z

 حॢ ୀ م༚ دارୀsهࡻ భ٠P .د॰ی باਗ 
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د یک ঃ࣊ਣیज़ੇࣥق १وਪی  ভหع    : భاঃتدا

rرا وીࣣف ਗی ند భ اଌن ફورت ঃ C࣊ਣیrوਠमی ভหع     ت.و॥ا   ،   ( یਣ࣊ঃ ୀ ماسഊ دارୀ  و  ) ،  رࠥتໆ دارୀg  یਣൌ   ) ،   ره ایඵ෦ه  زઝऩ భ      g t f r t r t      ੇࣥقज़   ، (f

ඌিrඁࢌ ୀ ଘدار ໆرࠥت ، با ່ض   0
 ඟ໋د. ا॰ی باਗ T t

 ࢨتग భ دار یૢهୀ r t ) ، د॰دار باୀ T t
 ه ایࡻ ربණ لલت ) ،  حا॥ماس اഊ دار یૢهୀ    f r t T t  

دज़fੇࣥق ਠൂगی   ا عࢁس ند. اଌن ،భ جای ऒود، علاक़ت ज़ੇࣥق १وਪی را ඵෲ൝ৎر ऒواগد داد.ঃฬیده ਗی ॴود.یک ඵෲ൝ৎر ৶ماীش ਗی وا৯د गࢨت ر ग భCࢨت  fیا ज़ੇࣥق ਠൂगی  భC اঃتدا
کاสฬ ඟ໌ࢌ با॰د  ھૡه جا બ భࡳૌه ज़ੇࣥق پذୌ ا॥ت و ່fض අ࣓مঃثال : ରن ا یک ࠛدد สࢌ با॰د.ھࢠൾن ग़عادଔ دکارਦی  cیک ঃیدا ,f x y c یਣ࣊ঃ

C ماسഊ طआ ه اشࡻ ଽ భ  را
د ঃ࣊ਣیfا॥ت. (ب) : ज़ੇࣥق ਠൂगی  ༚Cم ঃ ଘ࣊ਣیfدارای ऒواص زୌ ا॥ت : (اॹف) :ୀدار ඟ໋ادیان   ଽ భ Cࡻه ی ঃ࣊ਣی fدارد وીࣣف  ৶ماید. สࢌ අید બࡶభC  ජ اঃتدا

رش را دارد.  ਠൂग భCی  ༚م ঃ ଘ࣊ਣی fا॥ت. (ج) : ज़ੇࣥق ਠൂगی  ଌசن ग़قدا
 ඟ໋ل : اउT

     یਣ࣊ঃ ୀ ماسഊ دار یૢهୀ یکC یਠൂग ੇࣥقज़ د॰باfیਣ࣊ঃ د fحاલل ණرب ࡻه ای భC اঃتدا T   ඟ໋ت.ا॥اf ୀT
  د॰عࢤود باඟ໋ت و ا॥ا ජࡶબ ربණ لલن حاଌا

fوازی باड़T
  د॰ح باࡨज़ یਣ࣊ঃ ، ( فॹا) باتহای اୀ .ندতی باਗ ( فॹا) ج حکمتاষ (ج) دو حکم (ب) و ଽ نଌاୀنا.ر را دارد را با ग़عادୀ ଔداری  اଌن حاલل ණرب ଌசن ग़قدا

     r t x t i y t j 
    عভห م ورඵව یਗ ෘো భ    g t f r t : مره ای دارඵ෦ࠛده ز༚ ࣤقಭ .࣓مඅ یਗ یජࡁग़ را       g t f r t r t    

Cوਠमی    عভห ،g ࢌส ر ا॥ت. ங భ اc ඟ໋دارای ग़قدا r t C   گاه ৽آ g t  gو औون 0 f r      دগی دਗ شانি نଌاf یਣ࣊ঃ رویC ୀr  
 ਗی با॰د.༚Cم ঃ ଘ࣊ਣی   fعࢤود ا॥ت ناୀاଌن

ر ৎࡺਞশජی یک ভหع భ ھࢡسایਜی یک ࡻه  : ख़حاণه ग़قدا
ر ৎࡺਞশජی ଥభ ห  یک ୀای ভหع భ ھࢡسایਜی ࡻه ی ग़fقدا ,a b   ولड़່ از       , , x yf x y f a b x a f y b f      ଥభ ห یਞশජࡺৎ ر ଘn د॥ت ਗی آید.و ग़قدا

భ ھࢡسایਜی ࡻه  ی ୀfای ভหع ,a b  ولड़່ از       
 

 ,
, ,

! !
j

j m j m jjn m

n m j
m j

x a y b f a b
f x y p x y

j m j yx

 


 

     
            


0 0

 .ख़حاণه ਗی ॴود 
 : आط کන෩رଌن ख़ذورات

ग़ عادआ ଔط کන෩رଌن ख़ذورات ୀای قاط     , , , , , ,n nx y x y x y2 2 1 1  ت   با॥ا ୀاୀy mx b  : آن భ   
     
   

       
   

n xy x y
m

n x x

x y x xy
b

n x x

 


 







  
 

   
 

22

2

22

 

 ज़سا ଔی उل ॰ده  :
١.  ඟ໋ا

٢ ٢

٢

:

۴
( , ) ٣

F R R

x
F x y xy i j x k

x y

 

    

            عভห      یਜتণپیو         ،F   هࡻ భ را ید.   ٢,١අ یਉرୀ 
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 ) پیوণه ا॥ت.٢و భ١ࡻه (F،   پس ভหع    

٢.  ଔعادग़ ଘ یਣ࣊ঃ وسल ید: ੌولඅ را ࣹساب 
 उل: 

 یاید.را  భࡻه ای ଘ ੌول  ॲعاع انای       ঃ࣊ਣی      ভหع  .٣

 उل:

٤.  ඟ໋دود اೲख़ یਣ࣊ঃ ୀ ماسഊ یکا گاه ࣅبارت ୀCدار ৾ ৽د آ॰با ౽ࣂࡣت؟با ୀاୀ 
 उل: 

 یاید.را  భࡻه േ॑یدਛی ঃ࣊ਣی ग़ ଘعادଔ پاراනෂری   .٥

ر േ॑یدਛی ঃ࣊ਣی   را    ख़حاণه ਗی අ࣓م. دارم:उل: با اਬࣞفاده از ड़່ول   ग़قدا

 

 را یاید.අൿঃ࣓ࢦم ॲعاع  انای ঃ࣊ਣی ভหع  .٦

 उل:                      

     
           

 

       

٢

, ٢,١ , ٢,١ , ٢,١ , ٢,١

, ٢,١

۴
lim , lim ٣ lim lim

٨
lim , ۶ ۴ ٢,١

٣

x y x y x y x y

x y

x
F x y xy i j x k

x y

F x y i j k F

   



                     
    

   

    

s in , co s , ٠ ١t tx e t y e t t   

١

٠

( ) ( ) ( ) ( ) ( sin cos ) ( cos sin )

( ) ٢ ٢ ٢ ٢( ١)

t t t t

t t t

R t x t i y t j R t e t e t i e t e t j

R t e L e dt e L e

       


        

     



y L nx٢

۵
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٢

٣ ٣ ٣ ٣
٢٢ ٢٢ ٢ ٢ ٢

٢

١١ ٢
٢ ۵, ( )

١ ۵ ۴١ ١١ ١١ ۵

١٠ ١ ٢ ٢٧
( ) ( ) ٢ / ٧

٢٧ ( ) ١٠۵

y
y xxxy Lnx

y y x
x

x

t
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C
T d R
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( ) C C

R t R
T t T d R R d t R d t T d R R d t

R t R

              
   

 
        
 

٣

٣
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x t
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۴
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٣

٢ ٢ ٢
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x y y x

t

x y


   


 

٢ ٢

٢ ٣ ٢ ٣

٣ ٢ ٣ ٢
( ) ۶cos sin ( ) ( ) ۶sin cos ( )

۴ ٢ ۴ ٢,
٣ ٢ ٣ ٢

( ) ١٢cos sin ۶cos ( ) ( ) ١٢sin cos ۶sin ( )
۴ ٢ ۴ ٢

٩ ٩
١ ١٢ ٢

( ) ( )
۴ ٢٧ ٣ ۴ ٣

x t t t x y t t t y
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٧.  ඟ໋از  و      و ا ୌੇࣥق پذज़ یভห  گاه ৽د آ॰ید. بایا را 

 उل:

 را      ख़حاণه අید.    و ग భࢨت ୀدار   భࡻه  ज़ੇࣥق   १وਪی     ভหع .٨

 उل:                                                         

 భࡻه ज़ੇࣥق     ভหع .٩ , ,1 1  ୀاୀ با ౽ࣂࡣت؟ భراণتای ୀدار 2
ඟ໋ل: اउ دارୀ ࢨتग భ دار یૢهୀگاه ৽د آ॰با : ங భو

 
 

ر ज़ੇࣥق    १وਪی      ভหع   ١٠ د    భࡻه   . ग़قدا  را یاید.وభ اঃتدا
ඟ໋ل : اउ دارୀ ࢨتग భ دار یૢهୀگاه ৽د آ॰با : ங భو 

 
 

 

اୃز    . ١١  را باید .      భࡻه        ୀدار یૢه عࢤود ॢ ୀح 

اୃزآن ࡻه     ،   عࢤود ا॥ت .پس با ່ض    :उل  دارم  :  ਗی داষ࣓م ୀ دار ඟ໋ادیان  ଽ భࡻه  از یک روॢୀ  ଢح 

   

 

١
٢ ٢ ٢ ٢٢

٢
( ) ٠ ١ ٣ ١ ٠ ٢ ١ ٠

٢

٢ ٢ ٣ ٣
٠ m in ( )

٢ ٢ ٢

x x x x L n
x e e e e x

L n L n



  

               


          

( , , )r x y z x i y j z k   
   

٢ ٢ ٢r x y z  fr( )f r

 

٢ ٢ ٢

٢( ) ( ) ( ) ( ) ,
٢( )

( ) ( )
( )

( ) , ( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( )

x z

x

y z

r x x r y r zf r f r i fy r j f r k
x r y r z rx y zf r r r

f r f r
r x x f r r

f r x i y j z k f r f r
r r r rf r f r f r f r
y z


                                               

   

  

  ٢ ٢z x , y x y  f  ١ ١
,

٢ ٢
 
 
 

٢A i j 
  

١ ٢ ١ ١
, ( , ) ٢ ٢ ,

٢ ٢۵ ۵

١ ١ ١ ١ ١ ٢ ١ ١ ١ ۵
, . , ,

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ۵۵ ۵ ۵u u

A
u i j f x y x i y j f i j

A

f u f f

             
 


                             

 

      


 

  ٢ ٣x , y, z xy yzf  ٢ ٢D i j k  
   

u


D١ ٢ ٢

٣ ٣ ٣

D
u i j k

D
   
   


     

     

٢ ٣ ٢( , , ) ٢ ٣ ٢, ١,١ ٣ ٣

١ ١١ ١١
٢, ١,١ . ٢, ١,١ ٢ ٢ ٢, ١,١

٣ ٣ ٣u u

f x y z y i x y z j y z k f i j k

f u f f

          

             


 

       

 

   ٢ x y zx , y , z L n y x z ef    ٣,٢, ١١ ١ ١
, ,

٣ ٣ ٣

 
 
 

u


١ ١ ١
, ,

٣ ٣ ٣
D

   
 

٣ ٣ ٣

٣ ٣ ٣

D
u i j k

D
   
   


٢ ٢ ٢

٢
( ) ( ) ( )xyz xyz xyzf f f z y x

f i j k f yze i xze j xye k
x y z y xz y xz y xz

    
          

     

       

       ۶ ۶ ۶١, ٢,٣ ٣ ۶ ۴ ٣ ١ ٢f e i e j e k            
   

          

 

۶ ۶ ۶

۶

٣ ٣ ٣
١, ٢,٣ . ١, ٢,٣ ٣ ۶ ۴ ٣ ١ ٢

٣ ٣ ٣

١١ ٣
١, ٢,٣

٣

u

u

f u f e e e

f
e

                



   





 

٣ ٢ ۴x y z ( ١, ١,٢) 

  ٣ ٢, ,f x y z xy z



 બ٥٣ࡳૌه     :                                                      ੀ০ه و ୶ از :  ૮ࣹن ໆرال ່یدن                                                                                                                                                                                                        ٢ریاિی عࢤوਗی                       ฬ ଘم ऑق ৎعاฮی                                                                                                              

 

ঃ࣊ਣی .١٢
C     ریනෂعادلات پاراग़ ه    باࡗॺ భ.ت॥ده ا॰ ی    دادهਣ࣊ঃ نایر ا  رایاید . ୀCداری یૢه ഊماس    ،   ༚م اصਚی   و ༚م دوم ୀ  اଌن ঃ࣊ਣی و ग़قدا

کان :उل ଯ  داریୀ عভห  هবرا باضا: ங భ. ࣓مঘی دਗ ࣱلൊพ় 

 

 

١٣.  ଘ  یدیا ی راआ ଔعادग़ ،    ذوراتख़ نଌرන෩یار کൌग़ ࣞفاده ازਬقاطبا ا      , , , , ,4 3 2 3 1  େدیک ଌୃن با॰د. 1
yھمان দوవଲ భ  ଡل زি ୌشان داده ॰ده     ،    हख़ࢤوع ख़ذورات रواલل ༚م از اଌن  ଖࡻه आ ଘطउل : mx b   با ୀاୀ

     d d d m b m b m b          2 2 22 2 2
1 2 3 1 2 3 4 3ୌقادग़ ଘ ࢤوعहख़ نଌت.ا॥اm وb    رهඵෝࣞਵ ع دوভห ࣔࣨوان ଘ وان  آن را یਗ ی دارد  وਜتീয ند یਗ ࡙صज़ ط راआ 
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گاه  ୀدار ی ફورت   ଽ ଘگاه ঃ࣊ਣی .٦ ৽د.آ॰ی وو باਣ࣊ঃ نایی  و  اਣ࣊ঃ بหواهوॺه دࡻ یک భ ید. رایا 

را   ،(তتاب ഊماਉی و তتاب ༚م)، و انا  و ग़عادબ ଔࡳૌه রوسان ঃ࣊ਣی   وड़وॹه ی ഊماس و ༚م   .٧

 ଘ د॥ت آورید.భࡻه ای ଘ ازای  
 ଘ د॥ت آورید. را ଘ ازای   ग़عادلات બࡳૌه ی রوسان  و༚م و راণتࢂඟ ंم .٨

٩. ଔعادग़ ଘ یટࣜದ .ت॥࣓ࢦم اඅൿঃ ࢦم یا৷ච໊ی ماਣ࣊ঃ نایقاط ، ا م  ग़ࡶජوض ا॥ت. ঌ భدا

 را ਗ ෘো భی ඵවرم. انای آن را ଘ د॥ت آورید.  ଦ భࡻه ای اتا ما৷ච໊ࢦم ا॥ت؟و و  ग़ ଘعادلات پاراනෂری  ঃ࣊ਣی .١٠
 ඵිห ଦری ୀ انا    دارد ؟        ؛ اල່اীش  و انای ঃ࣊ਣی مارپیچ    وو ॡطوযࡣت  ख़حاণه ୀداری  .١١

 .و انای ঃ࣊ਣی   وو ॡطوযࡣت  ख़حاণه ୀداری  .١٢
١٣. ଔعادग़ ଘ یਣ࣊ঃ هࡻ భ آن را  ،  (ناه اୌدا)، وسانর هୌدا ଔعادग़.ت॥وض اජࡶग़  .ت آورید॥د ଘ 

 انا భ آن අൿঃ࣓ࢦم با॰د. یاید ॲ عاع  ࡻه ای روی ঃ࣊ਣی   .١٤

 را ࣹساب අید. وبا اਬࣞفاده از      آن    ،  หب پیچ ، িشان دঘید  اولاً   با اਬࣞفاده از      ৎࡁජف      หب     ،  .١٥

کان ঘندਉی චජ໊໑ انای ঃ ଽ࣊ਣی  ،  නේঝرده آن ঃ࣊ਣی ا॥ت. భ اଌن ફورت ग़عادلات پاراනෂری  නේঝرده ঃ࣊ਣی   .١٦ ଯ  ࣓مষی داਗ   .ت آورید॥د ଘ را 

١٧.   ଔعادग़ ଘ یਣ࣊ঃ ردهනේঝ  ریනෂعادلات پاراग़   .یدඅ را پیدا 

 را یاید.   ग़عادلات پاراනෂری  නේঝرده ঃ࣊ਣی   .١٨
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ଘ د॥ت ਗی آید. భ  آن   ،  از دਬࣥور   با॰د.িشان دঘید ॲ عاع انای آن     ،    اඟ໋ یک ঃ࣊ਣی  ग़ ଘعادਞऩ ଔی   .١٩

 ॰د.ਗی با و    
 ).و ،    (دون ख़حاণه ॺ భࡗه وग़ࡶජوض ا॥ت. ॡطوযࡣت ख़حاণه    ভหع ୀداری  .٢٠
٢١. ඟ໌کا ରع اভوا یک از ଽ ادیانඟ໋ :  (فॹا)    :ت آورید॥د ଘ ده॰ ه دادهࡻ భ را ୌه  زࡻ భ      ، 

 . భࡻه     ،     (ج)  :       భࡻه  (ب)  :    

٢٢.  ଽ    یਪو१    ੇࣥقज़ඟ໌کا ରع اভوا ࢨت  یک ازग భ ده و॰ ه دادهࡻ భ را ୌز :  (فॹا)    :یدیا  هࡻ భ      ، 

 . భࡻه     ،     (ج)  :       భࡻه  (ب)  :    

 را  భࡻه  و गࢨت داده ॰ده ࣹساب අید :ଽ భf حاॻࢌ زज़ ، ୌੇࣥق ਠൂगی  .٢٣
(اॹف ):  , ,f x y z x y z  3 5 2భ ه یࡻ , ,2 2 ग భxࢨت ༚م رو ଘ خارج  ඟ໊ ଘه  1 y z  2 2 2 9  ، 

(ب) :    , ,f x y z x y 2 భx یک ࡻه عࢤوਗی ॢح  2 y z  2 2 2  ग భࢨت ༚م رو ଘ خارج భ آن ࡻه  ، 4

 (ج) :   , ,f x y z x y z  2 2 2 భ  ه یࡻ , ,3 4 د ঃ࣊ਣی ઔधل නෛज़رک دو ॢح  5 భx اঃتدا y z  2 2 22 2 xو 25 y z 2 2 2 
٢٤.  ଘ  یدیا ی راआ ଔعادग़،ولड़່ ی و روشਪච໔ ی ੇࣥقज़ ࣞفاده از روشਬذورات ،  و با اख़ نଌرන෩یار کൌग़ࣞفاده ازਬقاطبا ا     , , , , ,4 3 2 3 1  େدیک ଌୃن با॰د.  1

 با اਬࣞفاده از  ज़ੇࣥق ی ਪච໔ی ، ग़عادआ ଔط کන෩رଌن ख़ذورات রජ໑وକ را یاید :(اॹف) : .٢٥     , , , , ,4 2 2 3 0  ،    (ب) :   1     , , , , ,6 0 2 2 1 1 
           (ج) :       , , , , , , ,5 2 4 4 2 4 1            ،   (د) :   2       , , , , , , ,6 0 3 2 2 4 1 5 

 با اਬࣞفاده از  ड़່ول ، ग़عادआ ଔط کන෩رଌن ख़ذورات রජ໑وକ را یاید : :(اॹف) : .٢٦       , , , , , , ,5 5 2 3 2 2 1 2       ، 
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 (ب) :         , , , , , , , , ,   1 2 0 1 1 0 3 0 4 1     ، 

           (ج) :          , , , , , , , , ,6 1 4 2 2 3 0 4 2 5     ، 

           (د) :            , , , , , , , , , , ,    3 2 1 1 0 3 0 0 3 1 6 2      ، 

 (ه) :         , , / , / , / , , , / , ,4 5 3 1 3 9 2 2 3 1 1 6 0 1      ، 

 (و) :         / , / , / , / , / , / , , / , , /8 03 5 67 7 52 5 32 6 2 5 12 4 5 31 3 5 72 
سال اول උหࣂس آن ٥، భآॠد ساॻیا ଡرਠی ،(భ وا೮د یک ঃیൎیارد ومان)، ی  ग़قال  భدول  .٢٧

 داده ॰ده ا॥ت.(اॹف) :ग़عادआ ଔط کන෩رଌن  ख़ذورات  را یاید. ،  
 (ب) : با اਬࣞفاده از आط کන෩رଌن  ख़ذورات ، ່وش سال ॳم رࢌ را پیش ༷ අید.     

قاط .٢٨       , , , , , , ,4 3 3 2 1 2 1 1   ید.را رسمیا ذورات راख़ نଌرන෩ط کआ ଔعادग़ ، یਪච໔ ی ੇࣥقज़ ࣞفاده ازਬید و با اඅ 
٢٩. ଢرک دو روනෛज़ لઔध یਣ࣊ঃ ୀ ماسഊ دارୀ    ه   وࡻ భ ت آورید.  را॥د ଘ 

٣٠. ඟ໌کا ରع اভوا یک از ଽ     راتඵෲ൝ৎ    زانඵෂ :  (فॹا)    :یدیا ده॰ د  داده دی ग భ ࢨت ർঃඁࢌ ख़࡛ور  زاو భ  ଢࡻه زୌ را  భࡻه ൿൌৎن ॰ده  و భ اঃتدا భ اঃتدا

د ୀدار భࡻه ਗی سازد.  (ب)  :   د ୀدار  భࡻه،  (ج)  :  భ اঃتدا  ، భ اঃتدا

د ୀدار  భࡻه    (د)  :  ، و१ భوی ජໍ ଘف  ࡻه     భࡻه  ،  (ه)  :  భ اঃتدا

د ୀدار      భࡻه (و)  :     .    భ اঃتدا

ଡند گاফ ی الඟتࢂষل پ࣊ࡔم   :  اઔध 

z x y 2 2xyz  30 0 , ,3 2 5

ff x y 2 2 ,1 2


3

f x y 3 4 ,0 2 i2
f x y 2 , 1 1 i j2

 

x
f

y


1
 ,00 i j

 
 sin xf y z e  2 , ,0 2 , ,1 10

f
x y z

  
1 1 1 , ,2 3 4 i j k 

  

 ٥ ٤ ٢٣ ١ سال

 ٠/٣ ٤/٢ ٥/١٩/١ ٩/٠ భآॠد
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ଡی دو گا الඟتࢂষا 

ज़ ଘساনھای  زहख़ ୌࢤوଐ را ଘ ੌور دॺواه ৎ  ଘࡁජف ॰ده با॰د নฬه از બࡳૌه নฬ భه ീযه و ංඖناਘی່ض අید ভหع 

را ࣹساب ਗی අ࣓م اದ ඟ໋ࣥوان  ام اষࣇخاب و حاصතربرا భ زনฬ ୌه  ، ( م دॻتا ) ، ੌول ୁرනවرଌن ෘऩ زনฬ ୌه  با॰د ࡻه دॺواه  ਗ ی අ࣓م و ່ض අید

داতه باত࣓م:  ୀ  భای ৳مام اষࣇخاب ی ഊم૰ن  و   وओود داতه با॰د थ ଘسਖی ୀ ای ଽ ا່از  ، ࠛدد ർঃඁࢌ  یاभࢌ ଘ ੌوری ୀ ای ଽ  ࠛددی ماষند

 ඟࣅبارت دیࢂ ଘ  ،  عভห ورتફ نଌا భ ،  هনฬ و را روی ୌال پذඟتࢂষعاভห ଡال دو گاඟتࢂষروی را ا

اඖن زনฬ ୌه با॰د.اনฬ భ ඟ໋ه و اষࣇخاب قاط భون ਗی باীࡣت ज़ࣞ࢞ل از ࡛وه  ندی নฬه িشان ਗی دঘ࣓م.وଥ داতه باতید  وओود  ਗی ঃฬ࣓م و آن را با ৶ماد 

گاه اষتࢂඟال دو گاर ଡوق، ज़ساوی با ࣵࡔم اਬࣥواଡ ای ا॥ت  از پاජ໑ ଘ ز নฬه داতه باত࣓م  ৽آ ، ଢرو ଘ ز  و از بالاජ໑ دی آن یਣ࣊ঃ  ای ଡࣥواਬوॢط ا افජໍو از ا

گاهࣵࡔم    ،   و اభ ඟ໋  اଌن ड़່ول ا॥ت ख़ࡗઍور ॰ده ا॥ت. و ड़وঁد آن ख़࡛ور ৽ود آॴ ض່  هনฬ) ساࣽتज़.  ( 

گاه ख़ੂࣗصات دکارਦی Aণد భ ଡال دوگاඟتࢂষه اণحاख़ روش 

భ ༙صه  داতه باত࣓م భ ༙صه با॰د੩বوری ୀ ای ଽ و و੩आوطख़ࡗઍور ھേ࣊ਣی ی( اॹف ) اনฬඟ໋ه 

گاه اষتࢂඟال دو گاଡ را ਗی وان با ड़່ول  ৽ند آতه باণࢤود.پیو৶ هণحاख़ 

భ  و واভع  اতه باত࣓م భ ༙صه  با॰د و ୀای ଽ  و و ੩आوط  ख़ࡗઍور ঃ ଘ࣊ਣی ی (ب) اনฬ ඟ໋ه 

گاه اষتࢂඟال دو گاફ ଘ ଡورت ༙صه  ৽ند آতه باণود. پیوॴ یਗ یان 

 :(ඟ کان নฬه را ৗ ଘوای ज़شاଘ حاॻࢌ ( اॹف ) و ( ب ) ا່از ਗی අ࣓م. وଥ داত اনฬ ඟ໋ه (   ৬ذ໊ ଯورت اફ భ د॰باষ ( ب ) یا ( فॹا ) م່ ଘ ریඵව الඟتࢂষࢋ اඇඐୃ ࣓مංඌ ࣤورख़ واردड़ یاری ازീয భ  یدতه با

 اষتࢂඟال ඵවری را ࠩوض අ࣓م.
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 ଘ ੌوری ඇඐୃ ࢋ اষتࢂඟال ඵවری عࢁس ॰ده با॰د. ঃثال: اষتࢂඟال دو گاଡ ای ದࣨوീীید ग़عادل اষتࢂඟال داده ॰ده

اষتࢂඟال ඵවری අ࣓م و భ اଌن ફورت নฬه  ਗی ऒواঘ࣓م ඇඐୃࢋ اষتࢂඟال ඵවری را ࠩوض අ࣓م ਣൌی اتدا ඌিඁࢌ ඵෝࣞਵ ଘر उل: اتدا নฬه اষتࢂඟال ඵවری را رسم ਗی අ࣓م 

 یان ਗی අ࣓م ங భ  اষتࢂඟال ඵවری را ફ ଘورت 

 ख़حاণه اষتࢂඟال دو گاख़ భ ଡੂࣗصات ਞऩیروش 

و ଽ  داতه باত࣓م  భ ༙صه  با॰د ଘ ੌوری ୀ ای ଽ  و ঃ࣊ਣی ی  ख़ࡗઍور ॲ ଘعاع ی اॹف) اনฬ ඟ໋ه 

ر భ دو ࡻه ੪ऩع ند و واভع  নฬه  ॲ  عاع  گاه భ ༙صه  را ೮دا ৽ند آতه باণپیو 
 و ھࢠൾن ଽ داୌه  داতه باত࣓م భ ༙صه  با॰د و ୀای ଽ و دواख़  ୌࡗઍور ঃ ଘ࣊ਣی ی ب) اনฬ ඟ໋ه 

   هনฬ عভوا ند و ع੪ऩ هࡻ دو భ ر گاه భ ༙صه  را ೮دا ৽ند آতه باণپیو 

ࣵࡔم     ،          = واपع ا॥ت وॢط ड़່ول  و روଢ با॰د ࣵࡔم ࣻسم صਞൎی নฬ ஃ ه  ، اඟ໋ روی নฬه 

ඟ໋ود؛ و اॴ یਗ هণحاख़ گاه ৽ه آনฬ ) ساࣽتज़ =   م༚ ੂࣗصاتख़ از ଡال دو گاඟتࢂষل ابدی  ) ؛ਞऩ ੂࣗصاتख़ ଘ  هবرا 

 ફورت ਗی ඵවرد. ஃ آن ້ୀ ار ا॥ت وॢط ड़່ول

(ଡال دو گاඟتࢂষا భ رඵෝࣞਵ رඵෲ൝ৎ) 

گ دو زहख़ ୌࢤوଐ از د ່ض අید   ৽ ندতیک با ଘ ت یک८از  ا  ଘ ورتફ ଘ ع راভห ඟ໋࣓م:     اඅ یਗ فජࡁৎ روی و 

 భ لبد ஃوঈند و ژاতه باণی پیوਪච໔ ੇࣞقاتज़ ی  دارایਣൌ د॰با ජࡶબ فॹخاख़ لవଲ ଘ ଡال دو گاඟتࢂষا భ رඵෝࣞਵ رඵෲ൝ৎ ولड़່ ،ࢌॻن حاଌا భ  ،   ஃوঈژا= 
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 اਬࣞفاده ৶ࢤود. ீ با॰د ਗی وان از راবه  ફ భورਦی ख़ حاণه   ਗی با॰د.  

ଡگا ଖ ی الඟتࢂষا 

با ࣵࡔم ی  زনฬ ୌه  را ৎ  ଘࡁජف ॰ده با॰د.নฬه  భ آن، ভหع  নฬه ای ീযه و ංඖناਘی ध భضا রوده و ଘ ازای  ଽࡻه່ض අید 

 را ൊพ়ࣱل ਗی دঘ࣓م . ່ض අید  اඖن زনฬ ୌه اষࣇخاب و حاલل ॒ࢣع  را ਗ   భی අ࣓م و ࡻه دॺواه  

  یਠमوق وर ࢤوعहख़ د೮ ඟ໋د. حال ا॰با  هনฬ ୌز ෘऩ نଌرනවه  ੌول ୁرনฬ ندی  ࡛وه ࣞ࢞ل ازज़ ود آنओود و وओوड़ هࡻ ࣇخابষو ا  భ د೮ نଌد ، ا॰ه باনฬ ୌن زඖا

،   وଥ داতه باতید  اঃฬ    ඟ໋یده و آن را با ৶ماد িشان ਗی دঘ࣓م:وی ررا اষتࢂඟال ଖ گاভห ଡع 

ଘ ورઍࡗख़  ی ࣻسمฮگا ଵ  هࡻ భ  گاه ৽د آ॰باඟ໋وا  ، (   م ࣻسمඟ໔ )     گاه ৽آଘ ورઍࡗख़ ࣵࡔم(ࣻسم. ( 

 ख़حاণه اষتࢂඟال ଖ گاख़ భ ଡੂࣗصات دکارਦی

ज़࡙ص ॰ده باতند.భ  آن ່  ، ض අید নฬه اষتࢂඟال ඵවری রوণیه ग़ฬعادلات

،   ଽ گاه ख़ భحاণه    واভی پیوণه ਗی باতند. భ اଌن ફورت  

భ  آن  واভع रوق و ज़ੇࣞقات ਪච໔ی ජ໑ه اول آن  پیوণه ا৯د و ୀوم و داতه باত࣓م :  ध ଘضای  اষتࢂඟال ଖ گاম ଡواঘ࣓م از धضای 

گاهاجاد ਗی අند و  از धضای  و قاط  از धضای ناජ یک  ஃ ఇ ଘقاط  ৽آ   ، 

 
 اষتࢂඟال ଖ گاख़ భ ଡੂࣗصات اਬࣥواଡ ای
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گاه با ਪห ଖی  Aণن دଌا భ هࡻ ଽ .ت॥ضا اध భ یਦੂࣗصات دکارख़ ی࡛ورख़ ی وਞऩ هૌࡳબ ی ازਞඇୃ،ای ଡࣥواਬੂࣗصات اख़ گاه Aণآن  د భ  ودॴ یਗ ࡙صज़ 

 
  ଥوگ ١ Aণن دଌا భ :و  اه ୌتدീज़ ଡࣥواਬنده یک اঘشان دি  عاعॲ ء و   با ग़عادબ ଔࡳૌه ای ا॥ت شاढ़ل ख़࡛ور و ھࢠൾن  ग़عادଔ یک ඟ໊ه ঃ චජ໊໑ ଘبدا

(( ଘ ੌوری   و اਬࣥوا ଡی  ख़ࡗઍور બ ଘࡳحات ग़عادයख़ ଔوط ਗی با॰د.اনฬ ඟ໋ه  ਗی سازد و  زاوબ ଢࡳૌه 

[ ( ଘ ੌوری   )) و رو ଢی భ اଌن ༙صه  دارم : ھࢤوار و ୀای ଽ  روی ༙صه ീযه  و 

گاه બ భࡳૌه ਞऩی র وণیه ঃ࣊ਣی ی  روی নฬه   ৽د آ॰ند ) ] باංඌ ت ھࢤوار॥ور اઍࡗख़ 

 
ଥوی ٢ਦੂࣗصات دکارख़ لبد ای  : با ଡࣥواਬੂࣗصات اख़ ଘ     طবبا روا  ت از॥ل ࣅبارت ابد ஃوঈد، ژا৯وॴ یਗ وطরජ໑ ھم ଘ

 ਗی با॰د. و ड़່ول بدل اষتࢂඟال ଖ گاख़ భ ଡੂࣗصات اਬࣥواଡ ای ફ ଘورت 

 

 

 اষتࢂඟال ଖ گاख़ భ ଡੂࣗصات ඟ໊وی

گاه ख़ੂࣗصات ඟ໊وی  ଽࡻه با ਪห ଖی ජ໑ࢋ  Aণد భ  آن భ  ودॴ یਗ ࡙صज़گاه Aণن دଌا భ یدতه باতدا ଥو   ،   عاعॲ ء و  ग़عادଔ یک ඟ໊ه ঃ චජ໊໑ ଘبدا

ਗی سازد.با  زاوೲख़  ଢدود ا॥ت و با બࡳૌه  ग़عادষ ଔ࣓م બࡳૌه ای ا॥ت  از یک ජໍف ख़ ଘ࡛ور  ا॥ت   ؛ و )   ग़عادයख़ ଔوی ീज़تدୌ با ख़࡛ور ਗی با॰د ؛و( ࠛدد สࢌ = 

 , ,r z

, ,r z         0 0 2

r ar z a 2 2 2
a  0z

xz0z = r D  ,    12 grgr  ,

 1g 2g  ,   g g   1 2   , , ,z h r z h r  2 1

    ,,, rhrh 12R   , , ,r g r g        2 1

   
 

 

 

  ,

,
, , , ,

g h r

D g h r
f x y z dv f r z rdzdrd

  

  
    

2 2

1 1

z,y,xzr ,,cos , sin ,x r y r z z   

rj    , , , ,
D D

f x y z dx dy dz f r z r dr d dz  

 , ,r  
,r  

 
  

  

00
0 2

r = a r

oz0 ozxoz0



 બ٦٢ࡳૌه     :                                                      ੀ০ه و ୶ از :  ૮ࣹن ໆرال ່یدن                                                                                                                                                                                                        ٢ریاિی عࢤوਗی                       ฬ ଘم ऑق ৎعاฮی                                                                                                              
ऒواগد ॰د و ड़່ول بدل ଘ ھم রජ໑وط ਗی ॴو৯د .ژاঈو ஃبدل   با رواবطख़ ଘੂࣗصات ඟ໊وی  بدل ख़ੂࣗصات دکارਦی 

 اষتࢂඟال ଖ گاଡ از ख़ੂࣗصات دکارਦی ख़ ଘੂࣗصات ඟ໊وی ࣅبارت ا॥ت از  :

 ज़سا ଔی उل ॰ده  :

 ୀاୀ با ౽ࣂࡣت؟ ओواب ࣅبارت  .١

 उل:                                                     

ر  .٢  را یاید. ग़قدا

 उل:                                                                          

ی ೲख़دود ੩आ ଘوط  وਠमی ॡ  طوযࡣت ख़حاণه  .٣  با॰د و  ঃیدا

 उل:                                                                 

زه ॢح ख़ࡗઍور ஃ دو ঃ࣊ਣی ( ंم )  .٤  را یاید.ا৯دا

گاه                                         Aণل دउ ل: ازउ ) قاط భ را ඟدیࢂళی یਣ࣊ঃ ن دوଌ࣓م . اඅ یਗ ی را پیداਣ࣊ঃ ی دول تلاख़ند. ١و ٠) و (  ٠و١අ یਗ ع੪ऩ ( 
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ر  .٥  را ख़حاণه අید. ग़قدا

را ਖ৶ی وان ख़حاণه ඟ໊د. پس ඇඐୃࢋ اষتࢂඟال ඵවری را ࠩوض ਗی අ࣓م భ اଌن ફورت নฬه اষتࢂඟال ඵවری را ઍবورت  औون اষتࢂඟال उل:

 ਗ ෘো భی ඵවرم 

و ங భ   را ඵෲ൝ৎر دঘید.उل: اتدا নฬه اষتࢂඟال ඵවری را رسم ਗی අ࣓م:  ඇඐୃࢋ اষتࢂඟال ඵවری اষتࢂඟال  .٦

اষتࢂඟال ਗی ඵවرم و دارم:අ࣓م   ਣൌی اتدا ඌিඁࢌ ඵෝࣞਵ ଘر حال ඇඐୃࢋ اষتࢂඟال ඵවری راࠩوض ਗی 

 

 را ख़حاণه අید.उل: নฬه اষتࢂඟال ඵවری را رسم ਗی අ࣓م و උپس ඇඐୃࢋ اষتࢂඟال ඵවری ار ࠩوض ਗی අ࣓م.  اষتࢂඟال  .٧

 
ر اষتࢂඟال  .٨  را یاید. ग़قدا

 उل: 

٩. ଡال دو گاඟتࢂষر ا  یاید.   راروی رভع اول داୌه ग़قدا
 उل: 
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١٠.  ඟ໋ا ஃ ورઍࡗख़ هনฬ الඟتࢂষر ا  را    ख़حاণه අید. با॰د ग़قدا

 وژاঈو ஃبدل ࣅبارت ا॥ت از:  భ اઍࣚಬورت دارم: उل: ່ض අید 

 

١١. ඟ໋وس  ای با رھار ضघ ون یکభ  الඟتࢂষر ا گاه ग़قدا ৽د آ॰ید.  باඅ هণحاख़    را 
 وناୀاଌن :و  و ங భ  :    پس  उل: اتدا ່ض අید 

 

 را یاید. حاલل  .١٢

 उل:

 را ख़حاণه අید. ࣵࡔم ख़ࡗઍور রوণیه روਪ ଢی ग़ ଘعادلات  .١٣
 उل:

 را ࣹساب අید. و ࣵࡔم ख़ࡗઍور ଘ رو ଢی  .١٤
 उل:
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١٥.  ଡگا ଖ الඟتࢂষر ا  را ख़حاণه අید.  ୀ روی ॢح ඟ໊ه  ग़قدا

ଘ ویඟ໊ ੂࣗصاتख़ భ هඟ໊ ଔعادग़ :لउ ورتફ ونऔ د و॰ی باਗپس

 
 

 ৳ଌن :
ر ່ض අ࣓م .١  را یاید.భ اଌن ફورت ग़قدا

ر و س࢟ت چپ  आط    ، নฬه ঃثਡൎی  ৎࡁජف ॰ده  భ رভع اول ، زआ ୌطభ   آن নฬه  ່ض අ࣓م .٢ ਗی با॰د. اولاً ग़قدا
کان دوباره   ଯورت  اફ భ ید وඅ౷ ضৌ࠷وৎ  الඟتࢂষࢋ اඇඐୃ ًیاষส .یدیا را.ما৶ ریඵව الඟتࢂষا 

٣. :ما৶ ریඵව الඟتࢂষکان دوباره  ا ଯورت  اફ భ  ید وඅ౷ ضৌ࠷وৎ  الඟتࢂষࢋ اඇඐୃ  پسඋو ما৶ هণحاख़ را ୌی ز الඟتࢂষیک از ا ଽ 
 

ر  নฬه່ض අ࣓م  .٤  را یاید.با॰د భ اଌن ફورت ग़قدا
ر  নฬه່ض අ࣓م  .٥  අید.را     ख़حاণه با॰د భ اଌن ફورت ग़قدا
ر ࠛددی اষتࢂඟال  .٦  را یاید. ग़قدا
ر .٧  را یاید. ، ख़ࡗઍور ॰ده وॢط  ज़ساࣽت নฬه  ඟ໊ا৯دا
ر .٨  را یاید. ، ख़ࡗઍور ॰ده وॢط  ज़ساࣽت নฬه  ඟ໊ا৯دا

کاฮی  ، ख़ࡗઍور ॰ده وॢط ࣻسم صࢋ  .٩ ଵ ی   باਚک ଯඟ໔ .د॰ی باਗ .یدیا را 
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کاฮی  ، ख़ࡗઍور ॰ده وॢط ࣻسم صࢋ  .١٠ ଵ ی   باਚک ଯඟ໔ .د॰ی باਗ .یدیا را 
کاฮی  ، ख़ࡗઍور ॰ده وॢط ࣻسم صࢋ  .١١ ଵ ی   باਚک ଯඟ໔ .د॰ی باਗ .یدیا را 

 را یاید.ا॥ت . ࣵࡔم নฬه        ، ख़ࡗઍور ॰ده وॢط ࣜದوی  নฬه  .١٢
گاฮی داده ॰ده ا৯د . اଌن ୀدار  یک ਵࣥوازی اॼࡨ੩وح ୀ ଖدار .١٣ ଵ ی باਞൎࣻسم ص  ندඅ یਗ  نൿൌৎ ید. رایا ن ࣻسم صࢋ راଌم اඟ໔ . ت॥ا 
گاฮی داده ॰ده ا৯د . اଌن ୀدار  یک ਵࣥوازی اॼࡨ੩وح ୀ ଖدار .١٤ ଵ ی باਞൎࣻسم ص  ندඅ یਗ  نൿൌৎ ید. رایا ن ࣻسم صࢋ راଌم اඟ໔ . ت॥ا 

 අید.را     ख़حاণه با॰د భ اଌن ફورت حاલل নฬه່ض අ࣓م  .١٥
وીࣣف ॰ده ا॥ت . اඟ໋ وا೮دୀ  ࣹࡣب ساਠষی   یک ਣංඌযی భ یک යख़وط شࢁඟی ख़ భੂࣗصات ඟ໊وی ଘ وণیه .١٦

 නෂر باতند ، ࣵࡔم کਚی اଌن ਣංඌযی را ୀࣹࡣب ساਠষی නෂرمࢅ࠽ب یاید.
١٧.  ஃ ید. وࣵࡔمیارا 
گاฮی ୀاୀ با وپی ॲ ଘعاع  .١٨ ଵ ل  دارایవଲ ଘ ه ایૌࡳબ هیণو ଘ وپ نଌت. بالای ا॥ی اਦੂࣗصات دکارख़ భبا ౽ࣂࡣت ؟ ୀاୀ ده৯࣓ماमم ࣻسم باඟ໔ . ت॥ده ا॰ ش دادهୀ 

 ࣅبارت ا॥ت از :భ  آن  নฬه اষتࢂඟاਬ࣪ون ॡطوب ا॥ت ख़حاণه .١٩
٢٠.  ଡگا ଖ الඟتࢂষآناభ  فاع راৎار ଘ م༚ ୌتدീज़ وطයख़ ه  یکૌࡳબ భ ࠛده ای༚ عاع  وॲ ଘ د و ख़࡛وری భ اঃتدا

 ਗ ی با॰د، ࣹساب අید.ख़࡛ور 
 ઔधل ॳم   :  اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط  و اষتࢂඟال روଢ ای

 اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ඌিඁࢌ ଘ ੌول लوس ( اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ৗوع اول )

 را با قاط دॺواه  ৎࡁජف ॰ده و پیوণه با॰د .लوس  ग़ ଘعادଔ  از ঃ࣊ਣی ھࢤوار  ଽ భ ଘࡻه از लوس  ່ض අید ভหع

 ଘ  یدඅ ض່ . ࣓مඅ یਗ  یਪච໔ وسल  وسल واه  ੌولॺه دࡻ . د॰ی باਪච໔ وسल ع  را رویভห ر ණرب را భ ੌول ام ا౻ංیار و ग़قدا

ر ඟ໊ده و हख़ࢤوع  ت બࡶঃ ජࣱل ਗی ند ड़وओود و اଌن ೮د ज़ࣞ࢞ل از ࡛وه  ندی و اষࣇخاب যس࢟ را ൊพ়ࣱل ਗی دঘ࣓م . ا೮ ඟ໋د हख़ࢤوع रوق وਠमی ଌச ن ग़قدا
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یا  ਗی ঃฬ࣓م و آابا ग़عادଘ  ଔ  از ࡻه روی ঃ࣊ਣی اඖن लوس ਪච໔ی با॰د. اଌن ೮د را اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ভหع روی  ࡻه 

রوণیه ग़عادلات پاراනෂری ख़حاণه ਗی ॴود.اঃ ඟ໋࣊ਣی  িشان ਗی دঘ࣓م و با ड़່ول 

گاه  ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़   عভห ࡙طॺی اਣ࣊ঃ الඟتࢂষرا  ،   ا

گاه با ग़عادلات پاراනෂری  ൿൌৎن ৶ࢤود اঃ ඟ໋࣊ਣی ਗی وان روی یک ঃ࣊ਣی धضاਪی  ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़
 

 

 ଥو١  ඟ໋ی : اਣ࣊ঃ لవଲ ଘ ه باریکیঃ یฮگا ଵ گاه ৽د آ॰ت . با॥ه ایঃ مඟ໔ با ୀاୀ 

 ଥو٢ :   (فॹا) : ،           : (ب) 

گاه و ଘ دو ঃ࣊ਣی (ج) اঃ ඟ໋࣊ਣی  ৽ود آॴ  

 اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ඌিඁࢌ ख़ ଘੂࣗصات ( اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ৗوع دوم)

ام ৈصاوल ୌوس ਪච໔ی  و ৎࡁජف ॰ده و پیوণه باতند و ग़ ଘعادଔ  از ঃ࣊ਣی ھࢤوار  ଽ భ  ଘࡻه از लوس و່ض අید واভع 

را ൊพ়ࣱل ਗی دঘ࣓م . ا೮ ඟ໋د हख़ࢤوع   ام اষࣇخاب و हख़ࢤوع را روی लوس ਪච໔ی  باতند ࡻه دॺواه  و  روی ख़࡛وری 

اඖن लوس ਪච໔ی با॰د اଌن ೮د را اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ৗوع دوم روی ड़وओود و ज़ࣞ࢞ل از ࡛وه ॰ دی و اষࣇخاب ࡻه  و  रوق وਠमی 
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کاষیਔی اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ৗوع دوم ફ ଘورت کار اجام ॰ده وॢط ඵروی ਗی ঃฬ࣓م و با ৶ماد  ଯ رඵ෭ৎ . ࣓مঘی دਗ شانি 

 ਗی با॰د . روی ඵේज़ر 

وم را اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ৗوع د،   ऒواص اساਉی اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ৗوع دوم :

ज़࡙ص রوণیه ग़عادلات پاراනෂری ख़حاণه ৶ࢤود .اঃ ඟ໋࣊ਣی   ਗی وان با ड़່ول

گاه ৽د آ॰ده با॰ رویඵ وॢط ده॰ جامکار ا.

 را ਗی وان با ड़່ول زख़ ୌحاণه ৶ࢤود :با ग़عادلات روی ঃ࣊ਣی धضاਪی

 

 داده ॴود .భ اଌن ફورت  وଥ :اঃ ඟ໋࣊ਣی ઍবورت

 و

کاඟ໌ی ماষندୀداری ৎࡁජف : اভห ඟ໋ع  ରع اভห ادیانඟ໋  یਣൌ د॰گاهبا ৽ده   و  آ৯ر ن نढھدا گاه   ਗی ঃฬ࣓م ؛ ଘ ࣅبارت  دیࢂඟ اඟ໋  را ভหع پتاീিࣱل را یک ঃیدا ৽آ

ن ୀداری  ر৯دهرا  ঃیدا ن ୀداری  و وਗی ঃฬ࣓م ؛و اඟ໋ نढھدا گاه  ঃیدا ৽آ

ر৯ده را   ਗی ঃฬ࣓م. نढھدا
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িشان داده و ફ ଘورت ) را با ৶ماد ، ห و  ( رਬห࣪ون ৎࡁජف : ඟ໊ل  

 ৎࡁජف ਗی අ࣓م. 

ن ୀداری اॹف) :(ઝऩه  ر৯ده ا॥ت اඟ໋ و ඛھا اঃ         ඟ໋یدا ن ୀداری    نढھدا گاه اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط آن ज़ࣞ࢞ل از ඵේज़ر ਗی با॰د . ،   (ب) : اঃ ඟ໋یدا ৽د آ॰ده با৯ر  نढھدا

ن ୀداری  گاه اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط روی ඵේज़ ଽر ീযه وଥ : اঃ ඟ໋یدا ৽د آ॰ده با৯ر  ୀاબ ୀࡶਗ ජی با॰د .نढھدا

੫ࣚم બ భࡳૌه ່ض අید ઝऩه ଌඟ໋ن : ਵ هনฬ ه ای ھࢤواریکૐ੪ऩ ور੩ব ه وീয یਣ࣊ঃ ଘ  د॰ت وبا॥دود اೲख़ عভوا ඟ໋ت . ا॥ی اਦثاൎثঃ ඁࢌർঃ ࢨتग ه و  و دارایণپیو

گاه ণه নฬ భه شاढ़لپیو دارای ज़ੇࣥق ජ໑ه اول  ৽د آ॰با 

ඟ໋ه : اઝऩ هૌࡳબ భ م੫ࣚ ਵ هনฬ ه ای ھࢤوار یکૐ੪ऩ ور੩ব ه وീয یਣ࣊ঃ ଘ ورઍࡗख़یوਣ࣊ঃ د و॰گاه با ৽د آ॰ی باਦثاൎثঃ ඁࢌർঃ ࢨتग دارای 

 ).= ज़ساࣽت  (নฬه 

 ඟ໋ا : ଥو هീয یਣ࣊ঃ  گاه ৽د آ॰ه باনฬ) ساࣽتज़  ( 
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را  భ و ࡻه  زॢ ୌح ਪච໔ی با ज़ساনھای  را ৎ ଘࡁජف ॰ده با॰د . ॢح روی ॢی ھࢤوار و  ່ض අید 

ر آن ज़ࣞ࢞ل    اඖن زॢ ୌح اষࣇخاب و हख़ࢤوع   را ൊพ়ࣱل ਗی دঘ࣓م . ا೮ ඟ໋د हख़ࢤوع रوق وਠमی  ੌول ୁرනවرଌن ॢ ෘऩح ی ਪච໔ی ଘ س࢟ت બࡶঃ ජࣱل ਗی ند ड़وओود و ग़قدا

 భ هࡻ ࣇخابষندی و ا  ࡛وه ع ازভห ଢال روඟتࢂষد را ا೮ نଌگاه ا ৽د آ॰ی باਪච໔ حॢ ୌن زඖحاॢ ما دروی৶ ࣓م و آن را باঃฬ یਗ شانি . ࣓مঘی دਗ 

 ଥو١ ඟ໋ا : (فॹا) :  گاه ৽ح  آॢ ساࣽتज़ )  =  ඟ໋ه )   ،   (ب ) : اࡻ ଽ یฮگا ଵ  حॢ گاه از ৽د آ॰با

 ) =    (  ඟ໔م  

ඟ໋ه : اઝऩଢی از روਠേسथ هૌࡳબ م آن روی༚ ୌوઍৈ  د॰ه باনฬ ، گاه ৽ت آ॥ا 

 

 ଥو٢ ଢی از روਠേسथ حॢ ساࣽتज़:  هૌࡳબ م آن روی༚ ୌوઍৈ  هনฬ ، ت از॥د ࣅبارت ا॰حباॢ ساࣽتज़    ) =     (

 ଔعادग़ ح باॢ گاهଽ ، ଘشاज़ ور੩ব گاه و ৽د آ॰ده با॰ ࡙صज़حॢ ساࣽتज़    )   =    آن భ   ،   ( هૌࡳબ ୀ حॢ ୌوઍৈ ت و॥ا

گاه  ھࢠൾن اग़ ඟ໋عادॢ ଔح వଲ ଘل  ৽د آ॰ح باॢ ساࣽتज़    )   =    آن భ   ، ( هૌࡳબ ୀ حॢ ୌوઍৈ .ت॥ا 

یک روଢ ھࢤوار ग़ ଘعاد່ ଔض අید  , ,G x y z  کای ༚م ୀ روଢ  و 0 ن ୀداری  ୀدار ৾ با॰د ୀای ঃیدا

د را شار پیوণه با॰د اষتࢂඟال روଢ ای  روی  భ اঃتدا

 ീযتਜی دارد . ਗی ঃฬ࣓م .اষتࢂඟال شار ग ଘࢨت ୀدار 
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 ଥو: ࢤود৶ هণحاख़ ୌی ز ولड़່ وان از یਗ ال شار راඟتࢂষآن  : ا భ  هૌࡳબ ୀ حॢ ୌوઍৈ ଘشاज़ ور੩ব د و॰ی باਗ

ઍৈوॢ ୌح భ  آنਗی با॰دو੩বور ज़شاઍৈ ଘوॢ ୌح બ ୀࡳૌه భ  آن 

 ਗی با॰د. બ ୀࡳૌه 

 ඟ໋ف : اජࡁৎ ولड़່ وॢط   سিورژاد د॰ده با॰ یان  را با

 ৎࡁජف ਗی අ࣓م . িشان داده و ફ ଘورت ৶ماد 

 وଥ : (اॹف )  :               

ඟ໋گاه (ب) : ( ا ৽د ) آ॰ی ࠛددی باভห زඵ و 

 ड़່ول ਪی از آඵශฬز ୀداری :

 ،   و   ھم ൾফن               ،      ،   و ଘ ازای สࢌ       .١
٢.       یقا భ   م    :              ،    ود  ،   دار॰با 

 ،      و ھم ൾফن                         .٣
٤.  

 ،     و ھم ൾফن                   .٥
 ،     و ھم ൾফن         ،     و          ،     و        .٦
 و ھم ൾফن                    .٧
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 ،   و  ھم ൾফن        .٨

 ،   و  ھم ൾফن                     .٩
 ،    و ھم ൾফن                 .١٠

੫ࣚم ീযه  و اઝऩ  ඟ໋ه واඟ໋اਪی یا (ઝऩه دورژاিس) : ਵ ଢرو భی آنਚقاط داخ ه و وণپیوୀ یਆم  خار༚ یکا گاه ୀدار ৾ ৽د، آ॰ه از آن باࡻ ଽ భ 
 

 یان ॰ده ا॥ت .  وॢط راবه భ  آن 

ඟادسਔی : گاه واভی پیوণه باতند   و اड़່  ඟ໋ول اනසرو໋ ৽آ 
 

گاهॢ ୀح ، ୀدار وଥ (اॹف) : ا ଽ భ ඟ໋ࡻه از روീয ଢه  ৽د آ॰عࢤود باඟ໋گاه ،   (ب) : ا ৽د آ॰ه باീয ای ଢرو 

ঃ࣊ਣـی ീযـه ای با॰ـد  ॢـح پیوণه و و ज़ੇࣞقات ਞീিی ජ໑ه اول آ৩ھا ॢ ୀح : ଽگاه واভع اਬࣥوইس)(ड़່ول 

گاه : ৽دارد آ ୀ భ را 

 ࣅبارت ا॥ت از :روی ঃ࣊ਣی ീযه وਗ : ଥی داষ࣓م  اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط 

੫ࣚم  و ज़ੇࣞقات ਞീিی ජ໑ها ඟ໋واভع        (ड़່ول اਬࣥوইس వଲ ଘل ୀداری ) : ਵ ଢح روॢ ୀ ھا৩هاول آീয یਣ࣊ঃ هیণوর  ند وতه باণده ، پیو॰ ورઍࡗख़

کای ༚م خارਆی ୀ  و   گاه ୀدار ৾ ৽د ، آ॰با 
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 ज़سا ଔی उل ॰ده  ୀای اষتࢂඟال ی ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط:

١. ඟ໋رو ا  رایاید.با॰د ، ग़قدا

 उل :

 صدق ند. را ফنان یاید భ  راবه ভหع .٢

 उل :اتدا رط ඟ໋ادیان রودن را ୀرਉی ਗی අ࣓م : 

ن ୀداری   و औون  ر৯ده ا॥ت و ਗی وان ভหع ঁذا ঃیدا  را ଘ د॥ت آورد. نढھدا

 

 یاید.  หࡻه  از ࡻه با ग़عادଔ را భ ੌول ঃ࣊ਣی حاલل اষتࢂඟال .٣

 उل :          

٤.  ඟ໋از و ا  หیਖھ४ ࡙ط رویॺی اਣ࣊ঃ الඟتࢂষل اલند. حا   ید. ایا یਣ࣊ঃ نଌراروی ا 

 و ங భ : ࣅبارت ا॥ت از  :उل :ग़عادঃ ଔ࣊ਣی
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 ا॥ت   یک بار ग భࢨت  خلاف ࠟࡺ ଘජی ساࠥت  پ࣓ࢤوده  ਗی ॴود.، داୌه   را یاید భ   آن ঃ࣊ਣی حاલل اষتࢂඟال .٥

ری  उ భل :             دارم :  اষتࢂඟالو با جایఴذا

 

٦. ඟ໋ی ، (  ا ଔعادग़ ی  باฮعࢤوग़ عدیভ ଖ ضایध భ ه ایീয  یਣ࣊ঃ   ، (.ت॥ඁࢌ اർঃ ࢌส ر گاه حاલل یک ग़قدا ৽د.آ॰با

،  ناୀاଌن   را    ख़حاণه ৶ماउ          .ل :  

ن ୀداری  ر৯ده ا॥ت. (   ਣൌی  ঃیدا ن ୀداری کاढ़ل      نढھدا یک ঃیدا

ر اষتࢂඟال आط آن روی ඵේज़ر ീযها॥ت.)  و   બࡶਗ ජی با॰د. ग़ ங భقدا

ر اষتࢂඟال .٧  را ࣹساب අید. ग़قدا

ن ୀداری उل : ،  ناୀاଌن  ঃیدا

ر৯ده ا॥ت. (ਣൌی   ن ୀداری کاढ़ل نढھدا یک ঃیدا

را    आط را॥ت با ग़عاد ଔی پاراනෂری ห ا॥ت.)   و اষتࢂඟال ، ज़ࣞ࢞ل از ඵේज़ر ਗی با॰د . ঁذا ਗی وان  ඵේज़ر  ஃقاط 

             : ங భ ࢌ وभඟ໋ ෘো భ 
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ر .٨ را ফنان ൿൌৎن   หࡻه  از ࡻه  ग़قدا

 අید ज़ ࣞ࢞ل از ඵේज़ر با॰د.
 را ਗی ৗوീী࣓م :  و  ، ग़عادଔ پاره आط  واલل ஃ دو ࡻهउل :اتدا با اਬࣞفاده از ड़່ول 

 

گاه حاલل وو،  پඵراड़ون ঃثਡൎی با روس  اঃ ඟ໋࣊ਣی  .٩ ৽د.آ॰با  .ما৶ هণحاख़    را 

ن ୀداری  उل : ،  ناୀاଌن  ঃیدا

ر৯ده ا॥ت. (ਣൌی   ن ୀداری کاढ़ل ا॥ت.)  و نढھدا یک ঃیدا

ر اষتࢂඟال आط آن روی ඵේज़ر ീযه  બࡶਗ ජی با॰د. ग़ ங భقدا

ਗی با॰د. ங భ :  را ࣹساب අید.उل :   ટࣜದی داده ॰ده  دارای ग़عاد ଔی پاراනෂری   ज़ساࣽت ख़ࡗઍور ॰ده وॢط ટࣜದی .١٠

 ज़ساࣽت ટࣜದی

ر اষتࢂඟال .١١  یاید.را روی ટࣜದی   ग़قدا

ਗی با॰د و ඵز  با وઝऩ ଘ ଥه ଌඟ໋ن دارم : ୀاୀ با   وउل : ਗی داষ࣓م ज़ساࣽت  ટࣜದی  با  ෘऩ ی  
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گاه حاલل ،  ટࣜದی اঃ ඟ໋࣊ਣی  .١٢ ৽د.آ॰ی ساࠥت  با ଘජࢌ ࠟࡺඟ໓ خلاف  .ما৶ هণحاख़    را 

 ਗی با॰د و ඵز  با وઝऩ ଘ ଥه ଌඟ໋ن دارم : ୀاୀ با   وउل : ਗی داষ࣓م ज़ساࣽت  ટࣜದی  با  ෘऩ ی  
 

ر اষتࢂඟال .١٣ دیک लوس از ટࣜದی   ग़قدا  یاید.را భ اঃتدا

 ෘऩ ی  باટࣜದ  ساࣽتज़ ࣓مষی داਗ : : لउ  ی با   و ୀاୀ : من دارଌඟ໋ هઝऩ ଘ ଥو ز  باඵ د و॰ی باਗ
 

 

گاه ख़ੂࣗصات ग భࢨت  ࠟࡺ ଘජی ساࠥت   را یاید. وೲख़دود ୀ ଘ روی ঃ࣊ਣی   حاલل اষتࢂඟال आط .١٤ Aণع اول دভر భ 

 دارم : و و با  اষࣇخاب उل : با وઝऩ ଘ ଥه ଌඟ໋ن و ड़່ول

 

 ग భࢨت  ർঃඁࢌ  ਗی با॰د. ، ટࣜದی ग़ ଘعادଔ   را یاید భ   آن ঃ࣊ਣی حاલل اষتࢂඟال .١٥

ਗی با॰د و ୀ : ங భاୀ با   وਗی ৗوീী࣓م . ਗی داষ࣓م ज़ساࣽت  ટࣜದی  با  ෘऩ ی  उل :ग़عادટࣜದ ଔی را ફ ଘورت  

 اਯࣨون با وઝऩ ଘ ଥه ଌඟ໋ن دارم :                     

 ॰ده  ୀای اষتࢂඟال ی روଢ ای:ज़سا ଔی उل 

ر ফناه  .١٦  را یاید. با॰د ग़قدا
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 उل :                       

١٧.  ଡࣥواਬوط اයख़ یਪ با لا ଦند از پارষح ماॢ ی از یکࡑম  ଢال روඟتࢂষر ا را دا ਗی ند.ग़قدا

 .ما৶ هণحاख़    را 

 و   उل :با اਬࣞفاده از ड़່ول   

 ا॥ت ؛ دارم :ਗی با॰د ज़ ساࣽت آن ୀاୀ با  ،   داୌهوبا وଘ ଥ اଌن নฬ  ه  

 

 را یاید. భࡻه  ඟ໊ل ୀدار .١٨

و و با  اষࣇخاب उل: با وड़່ ଘ ଥول

دارم :                       و 
 

 

١٩. ඟ໋ید اঘشان دি    .ت॥ده  ا৯ر ن نढھدا  یک ঃیدا
ن  ر৯ده ا॥ت اඟ໋ و ඛھا اୀ ඟ໋داری उل: ਗی داষ࣓م ঃیدا  و ங భ :نढھدا
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ر৯ده با॰د . ভหع پتاീিࣱل آن را یاید. ່ض අید ভหع .٢٠  نढھدا

با اষتࢂඟال ඵවری از  وناୀاଌن :با॰د భاଌن ફورت ভหع پتاീিࣱل  उل:່ض අید  ভหع 

  ଘ ඁࢌඌি رඵෆن ়ساوی ا౮ජໍ                      : مدار 

٢١.  ඟ໋ه و اবی و و راॢ الඟتࢂষورد اड़ భ

ر اষتࢂඟال ॢی را یاید.                                         उل:  اষتࢂඟال ਖംࣵی صدق ਗی ند  భ اଌن ફورت ग़قدا

ء و ॲعاع  ভหع  .٢٢ رش ୀ روی ॢح ඟ໊ه ঃ චජ໊໑ ଘبدا สࢌ)    ، બࡶঃ ) ، ජࣇೲد با બࡶඓ ජࣂࡣت ، دارای ज़ੇࣞقات ਪච໔ی پیوণه ජ໑ หه دوم ا॥ت و ग़قدا

ن ୀداری  ر  ਗی با॰د. اઝऩ ඟ໋ه دورژاিس  را ୀای ঃیدا  ਊ࣡ਵی ا॥ت. భ داऊل  و ୀ روی ॢح ඟ໊ه ଘ کار ධැرم  িشان دঘید ग़ قدا

ر उل:با روی ॢح ඟ໊ه ୀاୀ با બࡶජ ا॥ت پس         وଘ ଥ اଌن ग़ قدا

          : ங భو 
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٢٣. ඟ໋ه  و اඟ໊   ،لલگاه حا ৽د . آ॰خارج با ଘ م رو༚ دار یૢهୀ .یدیا را 

੫ࣚم ീযه ا॥ت. پس ಭࣤق  ઝऩه واඟ໋اਪی  دارم :  ਵ ଢه ، یک روඟ໊  ࣓مষی داਗ:لउ 

 

٢٤. ඟ໋ه  و اඟ໊ ،لલگاه حا ৽د . آ॰خارج با ଘ م رو༚ دار یૢهୀ .یدیا را 

੫ࣚم ീযه ا॥ت. پس ಭࣤق  ઝऩه واඟ໋اਪی  دارم :  ਵ ଢه ، یک روඟ໊  ࣓مষی داਗ :لउ
 

 

٢٥. ඟ໋ه  و اඟ໊ ،لલگاه حا ৽د . آ॰خارج با ଘ م رو༚ دار یૢهୀ  ࣞفاده ازਬرا  با ا

 ઝऩه دورژاিس یاید.
੫ࣚم ീযه ا॥ت. پس ಭࣤق  ઝऩه واඟ໋اਪی  دارم :  ਵ ଢه ، یک روඟ໊  ࣓مষی داਗ :لउ

 

٢٦. ඟ໋ه  و اনฬ ی باॢ  ی هૌࡳબ هیণو ଘ ورઍࡗख़   و

گاه حاલلبا॰د،   ४ھਖی ৽د . آ॰خارج با ଘ م رو༚ دار یૢهୀ        .یدیا  را 

੫ࣚم و ീযه  ا॥ت. پس ಭࣤق  ઝऩه واඟ໋اਪی  دارم :    ਵ   ،   ෘো وردड़ هনฬ :لउ 
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٢٧. ඟ໋و ا  پوح اॢ یਆس࢟ت خارथ    ،لલگاه حا ৽د . آ॰خارج با ଘ م رو༚ دار یૢهୀ .یدیا را 

੫ࣚم و ീযه  ا॥ت. پس ಭࣤق  ઝऩه واඟ໋اਪی  دارم : ਵ   ،   ෘো وردड़ ଢل: روउ 

 

٢٨. ඟ໋ال را یکاඟتࢂষر ا کان قاط روଢ و را ফنان یاید భ  آن  ॢح ീযه ່ض අ࣓م  . ग़قدا ଯ دارୀحॢ ୀ دار عࢤود ୀ .ندতبا 

کان قاط روउ ଢل:औون  ଯ دارୀ   ت پس॥م:  اس دارিورژاه  دઝऩ ࣞفاده ازਬو با ا 
 

ن ඵروی   و બࡳૌه  ی ೲख़دود ষ ଘ࣓مࢁඟهඟ໊اনฬ ଡهॢح ീযه  .٢٩ ਗی با॰د.اষتࢂඟال ॢح ঃیدا

ر ॢ ୀح  ୀدار ༚م یૢه ॢୀح ا॥ت. را   ख़حاণه  අید భ  آن   ، ਣൌی ग़قدا

 उل: با اਬࣞفاده از ઝऩه  دورژاিس دارم:         
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٣٠.  ඟ໋ا ଡࣥواਬرک اනෛज़ لઔध یਣ࣊ঃهૌࡳબ ࢨت وग ه وૌࡳબ భ ی ساࠥت ଘජࢌ ࠟࡺඟ໓ ࢨتग ال  خلافඟتࢂষرا گاه  ग़قدا ৽د آ॰با

 را یاید.

 उل: ناड़່ ୀول  اਬࣥوইس

روی  و ઍৈوୌ،   از ජໍی    دارم :

گاه  ਞऩی ਗی ৗوീী࣓م :، داୌه બࡳૌه   Aণد భ وق راर ଡال دوگاඟتࢂষࣨون  اਯد. ا॰ی باਗ
 

 

٣١. ඟ໋ا ଔعادग़ ଘ ای ଢی روਆس࢟ت خارथ  ی واز تلا  ی  ایਣ࣊ঃ هૌࡳબ ال و  باඟتࢂষر ا با॰د. ग़قدا

 را ࣹساب අید. 

  و  با وड़່ ଘ ଥول   उل:با اਬࣞفاده از ड़່ول اਬࣥوইس వଲ ଘل ୀداری 

،     ਗی با॰د دارم:બ ୀࡳૌه ઍৈوॢ ୌحభ آن 
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ر .٣٢  ୀدار یૢه ༚م رو ଘ خارج با॰د .و ඟ໊هو را ফنان یاید ग़  قدا

ඟ໋࣓م  اষی داਗ :لउه  وീয ࣚطمਵ ଢرو భ ی آنਚقاط داخ و ،

گاه  پیوণه و   ৽د .آ॰ه از آن باࡻ ଽ భ ୀ یਆم خار༚ یکا  ୀدار ৾

 

ر اষتࢂඟال .٣٣  ا॥ت.  নฬه ೲख़دود ટࣜದ ଘی   را یاید  భ  آن  ग़قدا

،   با اਬࣞفاده از ඵෲ൝ৎر ඵෝࣞਵر       उل: 

 دارم : 
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 اॺ࡙ط و ઝऩه ଌඟ໋ن):৳ଌن (اষتࢂඟال ی ঃ࣊ਣی 

را భ ੌول با॰د. اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط ঃ࣊ਣی ज़ࡨی با॰د ग़ عادୀ ଔداری آن ફ ଘورت ່ض අید  .١

 ਗی با॰د ࣹساب අید. หࡻه  از ࡻه  लوਉی از
 ਗی با॰د ࣹساب අید. หࡻه پاره आی از ࡻه  را భ آناষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط  .٢

٣. ඟ໋࡙ط  اॺی اਣ࣊ঃ الඟتࢂষد ا॰یباટࣜದ یਪه بالاૡ࣓ষ ه   را رویࡻ ه ازࡻ ห  یدඅ ࣹساب

ر  اଌن اষتࢂඟال අൿঃ࣓ࢦم ا॥ت.. ଘ ازای ग़ ଦقدا
گاه ज़ساࣽت নฬه রوده وජ໑ز آن  ঃ࣊ਣی બ భࡳૌه (اॹف) : িشان دঘید  اনฬ ඟ໋ه   .٤ ৽ند آ ن صدقଌඟ໋ هઝऩ طৌرا భ  با ୀاୀ      .ت॥ا 

 را پیدا අید. ،  (ب) : ज़ساࣽت ख़ࡗઍور ঃ ଘ࣊ਣی 

از ࡻه  ষ࣓م داୌه بالاਪی را భ آناষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط  .٥

 ا॥ت   ،ࣹساب අید. หࡻه 
٦.  ඟ໋ه اૌࡳબ భ  ه ایনฬ یਣ࣊ঃ  ز آنජ໑وده وর هনฬ ساࣽتज़ د و॰با  با ୀاୀ ض່ ن باൾফ د و ھم॰و  با

گاতه ॴود با اਬࣞفاده از ड़່ول ଌඟ໋ن িشان دঘید :બ భࡳૌه با ජ໑ز নฬ ୀه নฬه  ৽ 

، ଘ دو   و ঃ࣊ਣی    و आط ࣅبارت  ا॥ت از  ජ໑ز واपع భ رভع اول و ೲख़دود ख़ ଘ࡛ور ࢡඵේررا భ آ৶ اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط  .٧

 ફورت ࣹساب අید:   (اॹف) :با ख़حاণه ࣞज़࣓م   ،   (ب) : با اਬࣞفاده از ઝऩه ଌඟ໋ن
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کات   )  ، اষتࢂඟال  .٨ ीࣂൾേی (  لਣ࣊ঃ ی ازਠേسथ భ ر آن را را ଘ یک اষتࢂඟال دوگا ଡبدل අید و ग़قدا

ر ا ، নฬ భ ه اول  બࡳૌه   ষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط را थ భسਠേی ازलوس ঃ࣊ਣی নฬ భ ه اول ້ار भඟ໋ه ଘ د॥ت آورید.واपع ॰ده ࣹساب අید. وبا اਬࣞفاده از آن  ग़قدا

ن ୀداری  .٩  ূ਼࡛࣪ق අید.  ৎࡁජف ॰ده ଘ وণیه   و নฬه ੌوی ઝऩه ଌඟ໋ن را ୀای ঃیدا
ر .١٠  رভع داୌهو  را ࣹساب අید ଘ ੌوری ग़ قدا

 ا॥ت. و ਗی با॰د భ  آن
 ی  େوฮی ࣹساب අید.  ग భࢨت  را భ ৳مام ඵේज़ر४ھਖیاষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط  .١١

 .  หࡻه ඵোر پاراනෂراز ࡻه ඵোر پاراනෂر   روی ඵේज़رঃ࣊ਣی مارپیچॡطوب ا॥ت ख़حاণه  اষتࢂඟال ঃ࣊ਣی اॺ࡙ط  .١٢

١٣.  
١٤.  

١٥.  
١٦.  
١٧.  
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