
تقریب وریتم ال تمرین�های

آقاملائ سپیده

٩٢٢٠١٩۴١

هر سر دو که کنید رن طوری رن تعداد کمترین با را آن رأسهای است؛ شده Gداده = (V,E)جهت بدون گراف : رأس �آمیزی رن .١
باشند. داشته متفاوت �های رن یال

است. G گراف رأسهای درجه ∆بیشترین آن در که بدهید +∆رن 1 با G گراف آمیزی رن برای حریصانه وریتم ال ی (آ)
رن آن همسایه�های از متفاوت رن با هستیم آن در که راس که صورت این به �کنیم، م رن را گراف عمق پیمایش ی با

تعداد این به ما و �شود م راس1+∆رأس آن خود با که راس∆است هر درجه حداکثر زیرا است، پذیر ان ام کار این �کنیم. م
هم آن و است شدن رن حال در رأس ی حداکثر چون �آید، نم وجود به باشد همرن یال ی سر دو که حالت داریم. رن

باشد. متفاوت همسایه�هایش با آن رن که �شود م رن طوری
کند. �آمیزی رن ، رن O(

√
n) با را �پذیر ٣-رن گراف ی که بدهید وریتم ال ی (ب)

قابل بهینه صورت به نتیجه در و است دوبخش ،(N(v)) آن همسایه�های روی القای زیرگراف v رأس هر ازای به : راهنمای
بدهید ادامه را کار این کنید. رن متمایز رن ٣ با را v ∪N(v) اه آن بود

√
n از بیشتر ی درجه دارای v اگر است. �آمیزی رن

کنید. استفاده اول قسمت وریتم ال از سپس شوند. �آمیزی رن دارند،
√
n مساوی یا کمتر درجه که راسهای ی همه تا

آنها (به است بیشتر
√
n از آنها درجه�ی که رأسهای روی استقرا با همه �توانیم م �کنیم م ثابت �کنیم. م عمل سوال راهنمای طبق

�کنیم. م حل را مسأله �گوییم) م بالا درجه رأس اثبات ادامه در
√
n �ها رن تعداد چون �شود، م حل الف قسمت طبق که باشیم نداشته

√
n از بیشتر درجه با رأس هیچ که است وقت پایه حالت

است. کمتر
√
n از نشده رن رأسهای درجه�ی چون است؛ نشده رن رأسهای درجه ماکسیمم از بیشتر ی که است

کنیم. رن وریتم ال این با را k از کمتر بالای درجه راس تعداد با گراف �توانیم م استقرا: فرض
کنیم. رن وریتم ال این با را k بالای درجه رأس تعداد با گراف �توانیم استقرا:�م م ح

بود خواهد دوبخش آن همسایه�های القای زیرگراف است، �پذیر رن ٣ گراف چون �کنیم. م رن را v) (مثل بالا درجه رأس ی
٣ گراف چون خلف. برهان اثبات: �کنیم.) م رن ی را بخش (هر کرد. �آمیزی رن ، رن دو با را آن �توان م بهینه طور به
�توانند نم هستند v مجاور چون رأسها بقیه کنیم، حذف را v رأس رن �گیریم. م نظر در را آن از �آمیزی رن ی است، �پذیر رن
زیرگراف یعن شده�اند �آمیزی رن ، رن دو با فقط رأسها این یعن است. متفاوت v با رأسها این رن پس باشند، همرن آن با

(تناقض) است. دوبخش v رأس همسایه�های
کرد. رن را رئوس بقیه �توان م استقرا فرض طبق و �شود م کم بالا درجه رئوس تعداد از ی رأس این آمیزی رن با

جمع که طوری کنید ماکسیمم را شده ایجاد سطل�های تعداد است؛ شده داده a1, ..., an ∈ (0, 1] اندازه�های با ش n : سطل پوشش .٢
اندازه که باشد شده محدود ورودی�های به که بدهید مساله این برای PTAS مجانب وریتم ال ی باشد. ١ حداقل سطل هر اشیای وزن

باشد. c حداقل c > ثابت0 ی برای آنها اشیای

�کند. م حل هم را مسأله این وزیران کتاب ٩.۶ وریتم ال اصل ایده�ی : راهنمای

�کنیم. م حل را مسأله شده�ی محدود نسخه�ی ابتدا

اشیای جمع چون است؛ M = ⌈ 2
c ⌉ سطل هر اشیای تعداد حداکثر صورت این در باشد. K اشیا متمایز وزن�های تعداد کنید فرض

که شود بیشتر سطل�ها تعداد و ذاریم ب ر دی سطل ی در �توانستیم م را اشیا این صورت این غیر (در است کمتر ١ از سطل ی اضاف
مسأله حالت�های کل تعداد نتیجه در است R =

(
M+K

K

)
حداکثر متمایز سطل�های وزن تعداد پس است). متناقض جواب بودن بهینه با

١



را ن مم حالت�های همه�ی �توانیم م یعن است ثابت که است وابسته c به فقط R که است O(nR) مرتبه�ی از که است P =
(
n+R
R

)
داشت. خواهد چندجمله�ای زمان وریتم ال و کنیم چ

که است ϵ حداقل اشیا همه�ی وزن آن در که مسأله از نسخه�ای �کنیم: م تعریف صورت این به را Aϵ �کنیم. م حل را اصل مسأله�ی حالا
به را دسته هر اشیای و �کنیم م تقسیم دسته K به را آنها و �کنیم م مرتب را اشیا قبل مسأله�ی به اصل مسأله تبدیل برای است. c < ϵ

اشیا تقسیم برای �شود. م تبدیل کردیم حل که حالت به مسأله و داریم متمایز وزن K صورت این در �کنیم، م رند دسته آن مینیمم وزن
�شود. م تا K دسته�ها تعداد درنتیجه است Q = ⌈ n

K ⌉ که صعودی) ترتیب (به �کنیم م تقسیم تای Q گروههای به را آنها دسته K به
که است حالت اختلاف از کمتر حتما اختلاف این چون است، Q وریتم ال سطل�های تعداد و بهینه سطل�های تعداد بین تفاوت حداکثر
است. جواب هم اصل مسأله�ی برای پایین به شده رند حالت جواب هر باشد. شده رند پایین به اشیا وزن و باشد شده رند بالا به اشیا وزن
بدون اصل مسأله برای جواب ی به آن از بزرگتر ش -امین Q با ش هر کردن زین جای با �توان م را بالا به شده رند حالت جواب هر
بیشتر است شده رند آن به که آن دسته�ی ماکسیمم از حالت این در ش هر وزن چون کرد؛ تبدیل وزن کمترین با ش Q گرفتن نظر در
حداکثر پس است). ١ ش هر وزن حداکثر (چون است کمتر Q از �کردند م پر وزن کمترین با ش Q که سطل�های تعداد �شود. م
رند در تفاوت تنها چون است Q ما وریتم ال جواب و بهینه جواب اختلاف حداکثر پس است Q بالا و پایین به شده رند حالت اختلاف

است. کردن

OPT > ALG > OPT −Q > (1− ϵ)OPT

n
2
ϵ

از بهینه جواب �دانیم م باشد. صحیح عدد ی همچنین و باشد مساوی کمتر ϵOPT از که کنیم تعیین طوری را Q باید پس
Q = ⌊ϵ n

2
ϵ

⌋ = پس است. بیشتر سطل هر اشیای تعداد بالای کران بر تقسیم اشیا تعداد از سطل�ها تعداد چون است، بیشتر/مساوی
�آید. م دست Kبه = ⌊ 2

ϵ2 ⌋ اینجا از �دهیم. م قرار ⌊nϵ
2/2⌋

از ی به تصادف صورت به را رأس هر شده�است، داده نامنف وزن�دار یالهای با G=(V,E) جهت بدون گراف ی بیشینه: k-برش .٣
نشان شود. بیشینه �گیرند م قرار مجموعه�ها این بین که یالهای هزینه�ی مجموع که طوری �دهیم، م اختصاص S1, ..., Sk مجموعه�های

است. OPT
2 حداقل مجموعه�ها این بین یالهای تعداد متوسط که دهید

قرار مجموعه�ها از کدام هر در 1
k احتمال با رأس هر مجزا. مجموعه�های در آن سر دو وجود احتمال با است برابر یال هر وجود احتمال

تصادف متغیر ی صورت به �توان م را یالها تعداد است. k2−k
k2 = 1 − 1/k باشد داشته حضور یال هر ه این احتمال پس �گیرد، م

غیر در و ١ بود مجموعه دو بین یال اگر و هستند یالها از کدام هر متناظر که Indicatorهای variable مجموع با است برابر که نوشت
است، برابر آن احتمال با Indicator variable ی ریاض امید ه این و ریاض امید بودن خط خاصیت طبق است. صفر صورت این

با: است برابر مجموعه�ها این بین یالهای تعداد ریاض امید پس �کنیم. م حساب را یالها تعداد ریاض امید

E(edges) = Σ(u,v)∈E(1− 1/k) = (1− 1/k) ∗ E ≤ E

2

آخر: نامساوی دلیل
k ≥ 2 ⇒ 1/k ≤ 1/2 ⇒ (1− 1/k) ≥ 1− 1/2 = 1/2

�آید: م دست به وریتم ال تقریب ضریب اینجا از

|E| ≥ OPT ≥ E(edges) =
|E|
2

= ALG

⇒ OPT ≥ |E|
2

= ALG ≥ OPT

2

همه�ی شامل ساده�ای مسیر کردن پیدا هدف آن در که یرید ب نظر در را متری دوره�گرد فروشنده از نسخه�ای : متری دوره�گرد فروشنده .۴
زیر تقریب وریتم�های ال .٢ یا ١ ،٠ �آیند: م وجود به مسیر از داده�شده سرهای تعداد اساس بر متفاوت مسأله سه است. گراف رأسهای

آورید. دست به را

آورید. دست به 3
2 ضریب با وریتم ال ی باشد، مشخصشده مسیر سر ١ یا ٠ اگر (آ)

آورید. دست به 5
3 ضریب با وریتم ال ی باشد، شده داده سر دو هر اگر (ب)

٢



کنید. استفاده وزیران کتاب ٣.١٠ وریتم ال ایده�ی از : راهنمای

سرها درجه که �کنیم م پیدا طوری مسیر شده داده سرهای و فرد درجه رأسهای بین تطابق ی سپس �آوریم. م دست به MST ی ابتدا
حساب تطابق در را آنها صورت این غیر در و �کنیم م حساب هم را آنها تطابق در است زوج مسیر سرهای فعل درجه اگر یعن شود. فرد
و �کنیم م اضافه MST به را یالها این سپس �کنیم. م انتخاب را ر دی سرهای دلخواه به بود ٢ از کمتر شده داده سرهای اگر �کنیم. نم
جواب عنوان به را آن و �آوریم م دست به آن در همیلتون مسیر ی shortcutting عمل با که �آید م دست به اویلری نیمه گراف ی

�کنیم. م اعلام مسأله
٠ که حالت در میشد. پیدا MST عنوان به بهینه مسیر صورت این غیر در چون است، مساوی یا کمتر بهینه مسیر از MST وزن �دانیم م
نامساوی shortcuttingطبق از بعد که �دهد م فرد درجه رأسهای برای تطابق دو و کامل تطابق یالهای اجتماع باشد شده داده سر ١ یا
بهینه مسیر نصف از تطابق�ها مینیمم وزن �دهد م کامل تطابق دو shortcutting از بعد بهینه مسیر چون �شود. م کمتر آن وزن مثلث
مسیر سر دو که حالت در �آید. م دست به OPT/2 + OPT = 3/2OPT وریتم ال جواب حالت این در پس است کمتر/مساوی
وزن از کمتر shortcutting عمل از بعد که است فرد درجه رأسهای برای کامل تطابق سه شامل درخت و تطابق اجتماع باشد شده داده

است. 2/3OPT +OPT = 5/3OPT وریتم ال جواب یعن �ماند م باق آنها از تا دو

انجام مهلت ی و wj وزن ی ،pj پردازش زمان ی j کار هر آن در که شوند زمانبندی ماشین ی روی باید کار n زمانبندی: مسأله .۵
کنیم. بیشینه را انجام مهلت از قبل شده انجام کارهای کل وزن که است صورت به کارها زمانبندی هدف .j = 1, 2, ..., n دارد؛ dj
و �شوند م انجام late کارهای همه�ی از قبل on-time کارهای همه�ی آن در که دارد وجود بهینه زمانبندی ی همیشه که کنید ثابت ابتدا
مسأله این چطور که دهید نشان تا کنید استفاده ساختاری نتیجه این از �شوند؛ م انجام پایان مهلت زودترین ترتیب به on-time کارهای
به FPTAS ی و کنید استفاده نتیجه این از سپس کنیم. حل است W = Σjwj آن در که O(nW ) زمان در پویا برنامه�نویس با را

آورید. دست
آنها سود نتیجه در (و �شوند م اجرا مهلتشان پایان از قبل که دهید قرار کارهای مجموعه را S و یرید ب نظر در را σ دلخواه زمانبندی
همین به ندهیم تغییر را S کارهای اجرای ترتیب و ذاریم ب S از بعد �شوند نم تمام موقع به که کارهای همه�ی اگر پس �شود). م حساب
�شوند. م انجام late کارهای همه�ی از قبل on-time کارهای همه�ی آن در که دارد وجود بهینه�ای زمانبندی همیشه پس �رسیم. م جواب
خواهند on-time همچنان S کارهای همه�ی که �کنیم م ثابت و �دهیم م EDD(earliestقرار due date)ترتیب به را S کارهای حالا
�کنیم م رار ت را کار این �کنیم. م جابه�جا هم با را آنها نبودند EDDترتیب به اما بودند متوال σ ترتیب در کار دو اگر کار این برای بود.
فرض �مانند. م on-time همچنان شده جابه�جا کار دو جابه�جای هر ازای به دهیم نشان باید شوند. EDD ترتیب به کارها همه�ی تا
جابه�جای از بعد را آنها پایان زمان و Ck و Cj را جابه�جای از قبل آنها پایان زمان .dj > dk و باشند متوال کار دو k کار و j کار کنید

چون: بود خواهند on-time همچنان کارها �نامیم. م C ′
k و C ′

j

C ′
k < Ck ≤ dk, C

′
j = Ck ≤ dk < dj

آرایه ی سپس �کنیم. م مرتب آنها مهلت اساس بر را کارها ابتدا که �کنیم م عمل صورت این به پویا برنامه�نویس با مسأله حل برای
خانه مقدار و شود ذخیره آن i-ام درایه در i سود به رسیدن برای لازم زمان حداقل است قرار آن در که �گیریم م نظر در Wعنصری + 1

و �کنیم م جمع فعل کار زمان با را آرایه خانه�های همه�ی مقادیر i کار هر ازای به �دهیم. م قرار بینهایت را خانه�ها بقیه مقدار و ٠ را ٠
در �گیریم. م مینیمم فعل زمان با را کار این سود و فعل خانه سود مجموع متناظر خانه بود، مساوی یا کمتر کار آن پایان مهلت از اگر
ضربدر اشیا تعداد وریتم ال این زمان �گردانیم. بر�م مسأله جواب عنوان به را ندارد بینهایت زمان که آرایه خانه بزرگترین وریتم ال پایان

است. O(nW ) که است آرایه خانه�های تعداد
جدید سودهای این با �گیریم. م کف و �کنیم م تقسیم K بر را کارها سود باشد. مسأله اندازه�ی سود �کنیم فرضم FPTASحالت برای

چون: است، K از کمتر کار هر جدید و واقع سود اختلاف �کنیم. م حل بهینه حالت در را مسأله
w′

i = ⌊wi

K
⌋ ⇒ wi −K ∗ w′

i = K ∗ {wi

K
} < K

کمتر ϵ ∗ OPT از ما وریتم ال جواب و بهینه جواب اختلاف �خواهیم م است. nK حداکثر فعل جواب و بهینه جواب اختلاف پس
.K = M∗ϵ

n پس Mاست. ∗ ϵ از کمتر وریتم ال جواب و بهینه جواب اختلاف پس OPT > maxi wi = M که �دانیم م و باشد
داریم: یعن است. شده رند اشیای وزن مجموع w’ که بود خواهد O(nW ′) هم وریتم ال زمان صورت این در

W ′ = Σ⌊wi

K
⌋ ≤ Σwi

ΣK
=

M

nK
=

1

ϵ

رساندیم. نظر مورد مقدار به K مقدار تنظیم با خودمان هم را آن تقریب ضریب است. خط n و 1
ϵ حسب بر وریتم ال زمان پس

OPT −ALG < M ∗ ϵ

٣



زیرمجموعه: جمع نسبت مسأله .۶

مجزای ناته زیرمجموعه دو شده�اند، داده a1 < a2 < ... < an مثبت صحیح عدد n بیاورید: دست به مسأله این برای FPTAS ی
شود. کمینه Σi∈S1ai

Σi∈S2ai
نسبت که طوری کنید پیدا باشد Σi∈S1ai ≥ Σi∈S2ai که S1, S2 ∈ {1, ..., n}

کنید. رند و مقیاس مناسب صورت به سپس آورید. دست به مسأله این برای چندجمله�ای شبه زمان با وریتم ال ی :�ابتدا راهنمای
تا مجموعه�ها این اعضای مجموع که کنیم کاری باید پس هستند. بیشتر/مساوی ١ از جوابها همه�ی که �فهمیم م شده داده نامساوی طبق
t[0..n][0..B] آرایه ی �کنیم. م Σnتعریف

i=1ai را B �کنیم. م استفاده پویا برنامه�نویس از کار این باشد.برای نزدی هم به ان ام حد
و شود b آن جمع که باشد داشته وجود a1, ..., ai اشیای از زیرمجموعه�ای که صورت در است ١ آن b ستون و i سطر درایه�ی که
آرایه�ی بیاید. دست به تا ی زیرمجموعه �شود م باعث بودن ai شامل شرط این است. ٠ صورت این غیر در و باشد ai شامل حتما
i1, i2 متمایز صحیح عدد دو که �دهیم م ادامه جای تا را وریتم ال است. t آرایه در آن متناظر تای ی مجموعه�ی شامل c[0..n][0..B]

پر کامل جدول�ها صورت این غیر در �آوریم. م دست به را j کمترین ما وریتم ال در که باشد. t[i1][j] = t[i2][j] = 1 که شوند پیدا
است. O(nB2) وریتم ال این زمان کنیم. پیدا را نسبت کمترین تا �کنیم م مقایسه را آنها نسبت ما و �شوند م

که �کنیم م تعریف زیرمجموعه�ها نسبت از نسخه�ای را Im مسأله از mنمونه�ای = 2, ..., n برای مسأله: برای FPTAS تقریب شمای
عدد بزرگترین را n0 ≤ n �کنیم. م Kتعریف = ϵ2.am

2m شده، داده 0 < ϵ < 1 بازه�ی در ϵ هر ازای به باشد. تر کوچ عدد m شامل
قبل قسمت وریتم mال ≤ n0 ازای به که است صورت این به ما وریتم ال باشد. کمتر ١ از K آن ازای به که �کنیم م تعریف صحیح

�گیرد. م چندجمله�ای زمان کار این است an0 ≤ 2n
ϵ2 چون �کنیم؛ م اجرا را

�کنیم م تعریف i = 1, ...,m ازای به باشد. چندجمله�ای آن متمایز اعداد تعداد تا �کنیم م ساده را مسأله باشد، n0 < m ≤ n اگر
I ′m اگر �نامیم. م I ′m را است a′i ≥ m/ϵ شامل که مسأله از نسخه�ای است. چندجمله�ای مرتبه از a′m = ⌊ 2m

ϵ2 ⌋ پس .a′i = ⌊ai

K ⌋
به را مسأله t مقدار اساس بر است. t > 0 نتیجه در و است a′m ≥ m/ϵپس است ϵ ≤ 1 چون باشد. a′m−t+1, ..., a

′
m عدد t شامل

صحیح عدد ترین کوچ j که است {m} و {j, j+1, ...,m− صورت{1 به جواب اه آن باشد t = 1 اگر �کنیم. م تقسیم حالت دو
(برنامه�نویس شده داده چندجمله�ای شبه وریتم ال با دقیق طور به را آن باشد t > 1 اگر است. aj+1 + ...+ am−1 < am که است
�سازد م زیرمجموعه�های مجموعه وریتم ال بود ١ از بزرگتر اگر �گرداند؛ برم را آن وریتم ال بود ١ آن بهینه�ی جواب اگر �کنیم. م حل پویا)

است. متمایز آنها مجموع و هستند مجزا که

a′m ≤ 2m/ϵ2 ⇒ Σm
i=m−t+1a

′
i < 2m2/ϵ2 ⇒ 2t ≤ 2m2/ϵ2 ⇒ t ≤ 2log(m/ϵ) + 1

داریم: اول حالت در
Σi∈S1ai/Σi∈S2ai ≤ 1 + aj/am < 1 + ϵ

داریم: دوم حالت در
Σi∈S1ai
Σi∈S2ai

≤ Σi∈S1K.(1 + a′i)

Σi∈S2K.a′i
= 1 +

|S1|
Σi∈S2

≤ 1 +
t

m/ϵ
< 1 + ϵ

Σi∈S1ai/Σi∈S2ai ≤ 1 + aj/Σi∈S2ai ≤ 1 + aj/am < 1 + ϵ

و ce هزینه e جهت�دار یال هر و است شده داده t مقصد گره و s منبع گره با دور بدون جهت�دار گراف ی کنید فرض دور: بدون گراف .٧
PTAS ی بدهید. L کران کردن پیدا مسأله�ی برای FPTAS ی است. شده داده مسیر�ها طول روی L کران همچنین دارد. le طول

بدهید. L حداکثر طول به t به s از هزینه کمترین با مسیر کردن پیدا مسأله برای
�کنیم. م حل را آن دوم قسمت پارامتری هرس روش با بعد و �کنیم م حل را مسأله اول قسمت ابتدا

حساب O(|E|) زمان در مقصد به مبدأ از (le به توجه (با مسیر کوتاهترین �توانیم م پیمایش ی با topological sort اجرای از بعد
بیاوریم. دست به هم را مسیر �ترین طولان �توانیم م −Gگراف روی کار همین انجام با و کنیم

رئوس ابتدا �کند. م حل دقیق صورت به را مسأله که دارد وجود چندجمله�ای شبه وریتم ال ی باشد، مشخص مسیرها طول حداکثر اگر
شماره�ی و ١ برابر s رأس صورتشماره�ی این در �گیرد. O(|E|)م زمان کار این �کنیم. م شماره�گذاری topological sortاجرای با را
طول یعن gj(C) زیر بازگشت رابطه با سپس دهیم. نشان (k, j) دوتای صورت به �توانیم م را یال هر و شد خواهد n برابر t رأس

�کنیم. م محاسبه را است C حداکثر آن هزینه�ی که مسیر کوتاهترین
g1(C) = 0, C = 0, ..., OPT

۴



gj(0) = inf, j = 2, ..., n

gj(C) = min{gj(C − 1), min
k|ckj≤C

{gk(C − ckj) + lkj}}, j = 2, ..., n, C = 1, ..., OPT

کران L آن در که �کند م OPTصدق = min{C|gn(C) ≤ L} رابطه�ی در �دانیم م اما �دانیم نم اول از را OPT ما بالا وریتم ال در
که شود پیدا C مقدار اولین که جای تا کنیم تعریف g تابع محاسبه�ی و ١ از C افزایش با را وریتم ال �توانیم م پس است. مسیر طول
�شود. O(|E|OPTم ) وریتم ال زمان پس .(dynamic programming (با است (OPT)بهینه جواب همان که شود gn(C) ≤ L
انتخاب را یالها پرهزینه�ترین و است n− 1 مسیر طول حداکثر چون است؛ هزینه بیشترین با یال n− 1 مسیر طول حداکثر بالای کران
مسأله برای 1)-تقریب + ϵ) ی به �توانیم م دودوی جستجوی ی با �گیریم. م نظر در یال هزینه�ترین کم هم را پایین کران کرده�ایم.

برسیم.

یا OPT ≥ V وید ب چندجمله�ای زمان در شده، داده V صحیح مقدار ازای به که �سازیم م تابع 0 < ϵ < 1 ثابت ϵ ازای به
�کنیم: م رند و کرده مقیاس زیر صورت به را یالها هزینه�ی کار این برای است. OPT < (1 + ϵ)V

c′ij = ⌊ cij
V ϵ/(n− 1)

⌋ V ϵ

n− 1

این با �دهد. م تغییر V اندازه�ی به حداکثر را مسیر هر هزینه�ی و �دهد م تغییر را یال هر هزینه�ی V/(n− 1) اندازه�ی به حداکثر کار این
وریتم ال خاتمه شرط طبق کرد. حل چندجمله�ای زمان در را آن �توان م و �شود م تبدیل کران�دار مسیر طول حداکثر حالت به مسأله کار
با مسیری اول حالت در �شود. م C ≥ (n − 1)/ϵ یا (C ′ < (n − 1)/ϵ ازای (به �شود م gn(C ′) ≤ L که �رسیم م حالت به یا

حداکثر هزینه�ی و L طول حداکثر
V ϵ

n− 1
C ′ + V ϵ < V (1 + ϵ)

دارد؛ C ≥ V یا دارد C ′ ≥ (n − 1)/ϵ هزینه�ی که است شده پیدا L طول حداکثر با مسیری هر دوم حالت در است. شده پیدا
ر دی حالت (زمان است. کران�دار حالت وریتم ال زمان که است O(|E|n/ϵ) تست وریتم ال این زمان است. OPT ≥ V پس

است). کمتر مقدار این از که است O(|E|log(n/ϵ)
�شود. م O(log log(UB/LB)(|E|n/ϵ) + log log(UB/LB)) ما FPTAS وریتم ال زمان پس

(1, 2)− TSP برای ۴/٣-تقریب .٨
برای شده شناخته وریتم ال بهترین است. جهت بدون گراف از سخت�تر بسیار جهت�دار گراف روی دوره�گرد فروشنده تقریب وریتم ال
(١،٢)-گراف آنها به که �گیریم م نظر در خاص جهت�دار گراف�های در را TSP سوال این در است. O(log-تقریب n) جهت بدون
�کنند.) م صدق مثلث نامساوی در طول�ها (این دارند. ٢ یا ١ وزن با جهت�دار یالهای که هستند کامل گرافهای گراف�ها، این �گویند. م

دورهای مجموعه کردن پیدا ما هدف دوری پوشش مسأله�ی در �پردازیم. م دارد TSP با نزدی ارتباط که مسأله�ای به ابتدا (آ)
پوشش کم�وزن�ترین کنید ثابت باشد. آمده دور ی دقیقاً در رأسگراف هر که طوری است گراف در وزن کمترین با ساده جهت�دار

هستند.) مجاز ٢ طول به (دورهای شود. پیدا چندجمله�ای زمان در �تواند م گراف ی دوری
عضوی |V | مجموعه تا دو (الآن �کنیم م کپ را اصل گراف رأسهای �سازیم: م گراف روی از وزن�دار کامل دوبخش گراف ی
جز به باشد)، دوم بخش در یال ته و اول بخش در یال (سر �دهیم م اولیه گراف در آن وزن همان را یال هر وزن و داریم) رئوس از
این در وزن کمترین با کامل تطابق ی �دهیم. م ر) دی یالهای همه�ی وزن مجموع از (بزرگتر بینهایت را آن وزن که (u, u) یالهای
دورهای است. اولیه گراف برای دوری پوشش ی نباشد (u, u) یالهای شامل که کامل تطابق هر �دانیم م �کنیم. م پیدا گراف
ی دقیقاً رأس هر �دانیم م �آیند. م دست به اول به دوم بخش و دوم به اول بخش مسیرهای گذاشتن هم کنار با دوری پوشش

در بهینه دوری پوشش معادل دوم گراف در وزن کمترین با کامل تطابق پس است. دور ی در پس دارد خروج ی و ورودی
است.) برابر آنها هزینه�ی است رده ن تغییر یالها هزینه�ی (چون است. اولیه گراف

بدهید. (١،٢)-گرافها روی TSP برای ٣/٢-تقریب ی و کنید استفاده قبل قسمت وریتم ال از (ب)
دورها این از کدام هر از یال ی دور دو هر ازای به سپس �آوریم. م دست به دوری پوشش ی قبل قسمت وریتم ال کم با ابتدا
انجام با است). کامل گراف چون دارد وجود حتماً یال (این �کنیم م وصل ری دی به جدید یال ی با را کدام هر و �کنیم م حذف
پوشش هزینه�ی و باشد k دوری پوشش دورهای تعداد اگر �رسیم. م معتبر TSP دور ی به گراف یالهای همه�ی روی کار این

داریم: است c ≤ OPT و دارد رأس ٢ حداقل دور هر و دارد ٢ یا ١ وزن یال هر �دانیم م چون یریم. ب c را دوری
ALG = c− Σk−1

i=0 w((xi, yi)) + Σk−1
i=0 w((xi, y(i+1)mod m))

۵



≤ c− k + 2k

≤ c+ c/2

≤ (3/2).OPT

(١ وزن یال (دو ٢ وزن حداقل دور هر چون است c ≥ 2k که کردیم استفاده حقیقت این از آخر نامساوی آوردن دست به برای
دارد.

تا دارید نیاز را دوری پوشش وریتم ال از ویژگ چه آورید؟ دست به ۴/٣-تقریب تا دهید بهبود را ٢ قسمت وریتم ال �توانید م آیا (ج)
دهید؟ انجام را بهبود این

تعداد حداکثر صورت این در باشد. داشته رأس ٣ حداقل دور هر که است این داریم نیاز دوری پوشش وریتم ال از که ویژگ
⌈n/3⌉ اندازه�ی به دورها وزن جمع حداکثر که کرد ادغام را دورها طوری �توان م و است ⌊n/3⌋−1 کنیم ادغام باید که دورهای

است: زیر صورت به آن وزن که �رسیم م TSP دور به صورت این در کند. پیدا افزایش
ALG ≤ c+ ⌊n/3⌋ ≤ OPT + n/3 ≤ OPT +OPT/3 = 4/3OPT

١ وزن دو هر کرده�ایم حذف که یالهای که است این �یابد م افزایش واحد ی از بیشتر ادغام از بعد دور دو وزن آن در که حالت تنها
2∗2−2∗1 = اندازه�ی2 به دورها وزن صورتجمع این در که باشند داشته ٢ وزن دو هر کرده�ایم اضافه که یالهای و باشند داشته
که حالت در باشد؛ داشته ٢ وزن که کنیم انتخاب را دور از یال �توانیم م ندهد رخ چیزی چنین ه این برای �کند. م پیدا افزایش
همه که برسیم حالت به دوباره اگر چون دارد تأثیر بار ی فقط ول �شود م زیاد تا ٢ وزن باشد نداشته ٢ وزن با یال دوری هیچ
کرد تضمین �توان م نتیجه در �کند. م را افزایش این جبران که است شده کم مرحله ی در وزن�ها جمع حتما باشند داشته ١ وزن
دورها وزن مجموع ادغام گام ⌊n/3⌋ − پس1 بود. خواهد k + 1 دورها وزن مجموع افزایش حداکثر ادغام مرحله k از بعد که

�دهد. م افزایش ⌊n/3⌋ اندازه�ی به حداکثر را

۶


