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مونه گيري و توزيعهاي نمونه گيرين: فصل نهم   
  چند تعريف  

نظر كه داراي يك صفت مشخصه تعدادي از عناصر مطلوب مورد  :)Population(جامعه آماري  •
  .باشند
 صفتي كه بين همه عناصر جامعه اماري مشترك و متمايز كننده جامعه  :صفت مشخصه

  .آماري از ساير جوامع باشد
  .بررسي تمام اعضاي جامعه آماري :)Census(سر شماري  •
  .معه آماري با استفاده از سرشماريشاخص به دست آمده از جا ):Parameter(پارامتر  •
  .هر بخشي از جامعه آماري ): Sample(نمونه  •
  .بررسي اعضاي نمونه ):Sampling(نمونه گيري  •
  .تايي از جامعه nشاخص به دست آمده از يك نمونه ):Statistic( آماره •
 
 
 
 
 

تايي از جامعه آماري  6يك نمونه                                              
 

  در نتيجه مقدار ه .از آنجايي كه اعضاي يك نمونه با اعضاي يك نمونه ديگر متفاوت است
  .نمونه ديگر تغيير مي كنداماره از يك نمونه به 

  
  دلايل نمونه گيري :  

لاعات قابل اعتماد و مفيدي با هزينه اي كمتر از سرشماري فراهم اغلب نمونه مي تواند اط :هزينه )1
  .كند 
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ا داده هاي زير .ام تري از سرشماري به دست مي دهدنمونه اغلب اطلاعات به هنگ :به روز بودن )2
اين ويژگي بخصوص زماني كه اطلاعات براي .( جمع آوري و تجزيه و تحليل مي شوند كمتري 

  .)باشد اهميت بيشتري مي يابد تصميم گيري سريع مورد نياز
، امكان آموزش افراد ه دليل حجم كار كمتر از سرشما ريچون براي انجام يك نمونه گيري ب :درستي )3

براي تهيه پرسشنامه ها و انجام مصاحبه ها وجود دارد ، لذا صحت عمل در نمونه گيري به اندازه و 
  .يا حتي بيشتر از سرشماري است

  .عه آماري به زمان طولاني تري نسبت به نمونه گيري نياز دارد سرشماري كل جام :زمان )4
، بايد نمونه گيري را بكار ني موجب خراب شده يك كالا مي شودوقتي آزمو :آزمون تخريب كننده )5

  .برد
  
  

 روشهاي نمونه گيري:  
  

  به منظور انجام يك بررسي درست در مور د پارامترهاي جامعه ، نمونه انتخاب شده بايد
امترهاي باشد در غير اين صورت پيش بيني صحيح و دقيق درباره پاره واقعي جامعه نمايند

 .جامعه امكان نخواهد داشت

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  نمونه گيرينمونه گيري

تصادفیتصادفیغير غير   تصادفیتصادفی   

  تصادفي منظمتصادفي منظم  تصادفي سادهتصادفي ساده

  خوشه ايخوشه اي  طبقه ايطبقه اي

  چند مرحله ايچند مرحله اي

  سادهساده

  سھميه ايسھميه اي

  قضاوتيقضاوتي
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                                                      .نمونه گيري بر پايه شانس و احتمال: تصادفي نمونه گيري  •
پايه شانس و احتمال نبوده و محقق نمونه گيري بر : غير تصادفي نمونه گيري  •

   .دخالت مي دهد و به افراد خاصي در جامعه چشم مي دوزدنظريات خود را 
 علمي محسوب شده و نتايج نمونه حاصل از آن با روش هاي نمونه گير ي تصادفي ،

  .جامعه آماري قابل تعميم استاطمينان مشخص به كل 
  

 نه گيري تصادفي انواع روش هاي نمو  
  گيري تصادفي ساده نمونه  )1
  نمونه گيري منظم  )2
  نمونه گيري گروهي  )3
  نمونه گيري خوشه اي  )4
  نمونه گيري مرحله اي  )5

  
هريك از عناصر جامعه مورد نظر براي انتخاب شدن شانس  :نمونه گيري تصادفي ساده )1

دراين روش ، افراد يا اشياء مورد نياز از فهرست جامعه آماري كه به همين .مساوي دارند 
شماره گذاري و تهيه شده به صورت تصادفي انتخاب مي شوند اين انتخاب يا به  منظور

  .صورت قرعه كشي و يا با استفاده از جدول اعداد تصادفي انجام مي گيرد 
 ين فهرست افراد جامعه آماري استيكي از مشكلات نمونه گيري تصادفي ساده تهيه و تدو . 

زماني كه بين اعضاي جامعه آماري نوعي وابستگي  اين روش نمونه گيري :نمونه گيري منظم) 2
در اين روش عناصر نمونه از فهرست افراد يا اعضاي جامعه آماري كه به . كاربرد داردوجود دارد 

اين روش براي آن دسته از جوامع آماري كه از پيش .است، انتخاب مي شوندهمين منظور آماده شده 
  .كاربرد فراوان دارد)  كارمندي ، دانشجويي و پلاك منازل همانند كد ( تعيين شده و مرتبي دارند 

  
  .تعداد اعضاي نمونه باشدn  ,تعداد اعضاي جامعه Nبراي اجراي اين نمونه گيري فرض كنيد

  
  .مونه انتخاب شده اضافه مي كنيمبه ن تا K، تا kانتخاب كرده و  kتا  1يك عدد تصادفي از 
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، از آنجا ورد يك برنامه راديويي جويا شويدك محله رادر مفرض كنيد شما نظرات اعضاي ي :1مثال 
ه تقريبا نظرات مشابهي دارند بنابراين اعضاي جامعه آماري به نوعي وابستگي اعضاي يك خانوادكه 

  .و نمونه گيري منظم بهتر استدارند 
  

نمونه گيري منظم يا سيستماتيك

 
 
 

نفر دانش آموزان يك  1200بين را در ) DMFي برمبنا(مي خواهيم شيوع پوسيدگي دندان : 2مثال
 .مدرسه تعيين كنيم

  فهرست دانش آموزان مدرسه را تهيه كنيم  •
  شماره گذاري كنيم 1200تا  1دانش آموزان را از   •
نفر  20،  از هر 1200/  60=  20نفر باشد، بايستي با توجه به  60اگر حجم نمونه   •

  . يكي انتخاب كنيم
  )8مثلاً (انتخاب مي كنيم  20تا  1يك عدد تصادفي بين   •
اضافه مي كنيم به اين ترتيب نمونه اول فرد ) 8(تا به عدد فوق  20تا  20سپس   •

 . خواهند بود.... و  48، بعدي 28، بعدي 8شماره 
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١ ٢  ٣  ۴ ۵  ۶  ٧ ٨  ٩ ١٠  ١١  ١٢  ١٣ ١۴  ١۵

٣٢     ٣٣  ٣١ ٣۴  ٣۵ ٣۶  ٣٧  ٣٨  ٣٩  ۴٠ ۴١  ۴٢  ۴٣  ۴۴ ۴۵

١۶  ١٧ ١٨  ١٩  ٢٠ ٢١  ٢٢ ٢٣  ٢۴ ٢۵  ٢۶ ٢٧  ٢٨  ٢٩ ٣٠

۴۶  ۴٧  ۴٨ ۴٩ ۵٠  ۵١  ۵٢ ۵٣  ۵۴  ۵۵ ……..

  
  

  )stratified(نمونه گيري طبقه بندي شده  )3
داراي ساختار همگن و متجانسي اني به كار مي رود كه جامعه نمونه گيري گروهي يا طبقه اي زم

 .اين نوع نمونه گيري را مي توان به صورت زير انجام داد. نيست

 جامعه را به تعدادي طبقه افراز مي كنيم. 

  .بين طبقه ها نبايد هم پوشاني وجود داشته باشد  •
  .ي بيرون از طبقه بندي قرار بگيردهيچ فردي از جامعه نبايست  •

  از هر طبقه تعدادي نمونه انتخاب مي كنيم.  
  .يافته هاي حاصل از طبقات را روي هم مي ريزيم 

 باشند ولي بين طبقه ها تفاوت زياد وجود داشته داخل طبقات افراد بيشتر به هم شبيه  هر چقدر

  .باشد، نمونه گيري طبقه اي بهتر است
  

  cluster) (گيري خوشه اي  نمونه )4
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و تهيه فهرست تمامي اعضاي جامعه امكان . د بررسي خيلي وسيع و گسترده با شدهر گاه جامعه مور
در اين حالت مي توان از روش نمونه . پذير نباشد انتخاب نمونه از نظر اجرايي مشكل به نظر مي رسد

  گيري خوشه اي استفاده كرد براي اين منظور
  از واحدها تقسيم مي كنيم) خوشه(جامعه را به تعدادي گروه 

  تعدادي از خوشه ها را به طور تصادفي انتخاب مي كنيم  
   را انتخاب مي كنيم) يا تعدادي از آنها(در هر خوشه همه واحدها  

  .باشند نمونه گيري خوشه اي موفقتر است داخل خوشه ها افراد كمتر به هم شبيه  هر چقدر
  

Section ۴

Section ۵

Section ٣

Section ٢Section ١

نمونه گيري خوشه اي

 
  
 

  ايرحلهاي چند منمونه برداري خوشه )5
  

 گردد نمونه را طي دو يا چند مرحله  بواسطه گستردگي بيش از حد جامعه محقق ناگزير مي
 .انتخاب كند 

 :مراحل
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  جامعه موردنظر را دقيقا تعريف كنيد.  
 هاي نمونه برداري را تعريف كنيد  واحدها يا خوشه.  
 ها يا واحدها را به صورت تصادفي انتخاب كنيد  تعدادي از خوشه.  
 هاي انتخاب شده تعداد افراد مورد نظر را به روش تصادفي انتخاب كنيد از ميان خوشه. 

  
 روش نمونه گيري تصادفي ساده باجايگذاري و بدون جايگذاري 

در صورتي كه نمونه انتخاب شود،  nعضو، يك نمونه تصادفي به حجم  Nاگر در يك جامعه آماري با 
امين nدوباره نمونه بعدي انتخاب شود و اين رويه تا انتخاب و  انتخابي به جامعه باز گردانده شود

با جايگذاري و در غير اين صورت نمونه گيري را بدون  را نمونه گيري نمونه ادامه داشته باشد،
و در  N/1 بردر نمونه گيري با جايگذاري احتمال انتخاب هر يك از اعضا برا. جايگذاري گويند

، شانس انتخاب N/1عضو نمونه گذاري باشد شانس انتخاب اولين صورتي كه نمونه گيري بدون جاي
/دومين نمونه  N −1 /امين عضو نمونه برابر nو شانس انتخاب ....،  1 N n− +1 تفاوت اين  .است 1

رد براي دو روش نمونه گيري در اين است كه در نمونه گيري با جايگذاري امكان انتخاب يك ف
ما در نمونه گيري بدون جايگذاري امكان تكرار يك عضو از جامعه هرگز ا ،چندين مرتبه وجود دارد

 راحتي كاردر نظر اول روش نمونه گيري بدون جايگذاري معقول تر است ولي به دليل  . وجود ندارد
م به ذكر است در لاز. و محاسبات آسان تر از روش نمونه گيري باجايگذاري بيشتر استفاده مي شود

حتي اگر نمونه گيري بدون جايگذاري انجام گيرد درعمل، حالتي كه تعداد اعضاي جامعه زياد باشد 
نمونه گيري از جامعه "نمونه گيري از جامعه هاي بزرگ را .شبيه نمونه گيري با جايگذاري است

  :گويند كه بر اساس اين قاعده تعريف مي شود "نامحدود
n/N<=0.05 

حجم نمونه نسبت به جامعه آنقدر بزرگ است كه مي توانيم آن را . قاعده فوق برقرار نباشدچنانچه 
  .بناميم "نمونه گيري از جامعه محدود"
  

 توزيع نمونه گيري آماره 

  استفاده .) كه از نمونه حاصل مي شود(براي استنباط هر پارامتر جامعه بايد از يك آماره
تري يك آماره وجود دارد كه خود يك متغير تصادفي كرد، بنابراين متناظر با هر پارام

 .است
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تايي كه به طور مكرر از  nتابع احتمال يك آماره، تابعي است كه بر اساس نمونه هاي تصادفي 
  .گويند "توزيع نمونه گيري آماره"اين تابع را . جامعه اماري انتخاب شده است به دست مي آيد

اي بستگي دارد كه نمونه از آن حاصل شده  و ممكن  توزيع نمونه گيري يك آماره به جامعه
زماني كه توزيع نمونه گيري، به طور . است به شور رياضي و يا تقريب تجربي استنباط شود

تايي بزرگ باشد، آماره محاسبه شده از نمونه nتجربي تقريب زده مي شود، چنانچه اندازه نمونه 
ي ترسيم مي شود، ممكن است تقريب بسيار هاي مكرر كه به صورت بافت نگار فراواني نسب

  .خوبي براي توريع نمونه گيري واقعي باشد
 توزيع آماره نشان دهنده رفتار آن در . هر گونه استنباط از آماره به توزيع آن بستگي دارد

 .نمونه گيري هاي مكرر است

تايي  nونه در نمونه گيري تصادفي ساده، شانس انتخاب هر يك از عناصر جامعه آماري در نم
عضوي،       نمونه ممكن وحود  Nتايي از يك جامعه nبراي انتخاب يك نمونه . يكسان است

  .تايي عبارت است از                   nبا اين توصيف شانس انتخاب هر يك از نمونه هاي . دارد
  

ب است همانطور كه مي دانيم دو تا از مهمترين پارامترهايي كه در بررسي هاي آماري مطلو
  .است كه به صورت زير تعريف مي شوند     ميانگين جامعه       و واريانس جامعه

  
  

همانطور كه مي دانيم به دلايل ذكر شده در قسمت هاي قبل امكان بررسي كل جامعه به منظور 
بر همين اساس سعي مي شود با استفاده از نمونه . محاسبه ميانگين و واريانس آن وجود ندارد

با توجه به اينكه ميانگين جامعه يك شاخص مركزي است، . براي آنها محاسبه شود برآوردي
ميانگين نمونه يا ميانه نمونه مي توانند آماره هايي باشند كه از نمونه براي برآورد ميانگين جامعه 

حال سوالي كه مطرح مي شود اين است كه كداميك بهتر هستند و كمتر خطا . معرفي مي شوند
اي پاسخ به اين سوال برخي از ويژگي هاي توزيع ميانگين نمونه     و ميانه نمونه        بر. دارند

  .را بررسي مي كنيم
  :در مورد ميانگين نمونه داريم
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  :در مورد ميانه نمونه نيز داريم
  
  
  
  

  و اثبات مي شود همواره
  
  

ه دورتري از ميانگين عبارت فوق به اين معني است كه يك آماره بد ميانه ممكن است در فاصل
  .جامعه قرار گيرد تا يك آماره بد ميانگين نمونه

  
  

  :در نتيجه در صورتي كه تعريف كنيم
  
  
  
  
  
  

داشته باشيم برآوردگري بهتر است كه  براي برآورد پارامتر جامعهدو برآوردگر نااريب اگر 
  . واريانس كوچكتري داشته باشد

  .را مي توان به صورت زير تعريف كرد        يببنابراين كارايي نسبي دو برآوردگر ناار
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در مورد پارامتر واريانس جامعه     ، يك برآوردگر مناسب مي تواند واريانس نمونه باشد كه به 
  .صورت زير تعريف مي شود

  
  
  

  :داريم .             در صورتي كه جامعه محدود باشد در مورد واريانس نمونه
  

  
البته بديهي است هرگاه اندازه جامعه . ود اين برآوردگر نااريب نيستهمانطور كه ملاحظه مي ش

در . آماري بزرگ يا نامحدود                     شود، مقدار           به سمت يك ميل مي كند 
  .خواهد شد                   نتيجه 

كمي اريب باشد  با اين مقدمه مي توان گفت در بعضي از موارد يك برآوردگر ممكن است مقدار
در اين . ، كه نااريب استداشته باشد يولي واريانس خيلي كوچكتري نسبت به برآوردگر ديگر

برآوردگر اول بهتر خواهد بود بر همين اساس معيار ديگري تحت عنوان حداقل ميانگين حالت 
  . مجذور خطا به صورت زير تعريف مي شود

  
بنابراين براي دو برآوردگر   .  برآوردگر را در نظر مي گيردكه به طور همزمان هم اريبي و هم واريانس 

  :داريم.) كه ممكن است اريب يا نااريب باشند(  و    
  
  

 قضيه حد مركزي 
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  به نام خدا
  يآمارتخمين : فصل دهم

  )Observation(نها را مشاهده اطلاعات خاصي است كه آهم استنباط ها و پيش بيني ها بر پايه 
  . مي ناميم) Data(يا داده 

ي بر آماره دهند كه استنباط درباره جامعه ن است كه روشهاي رياضي اي ارائي آآمارهدف دانشمندان 
  .هر چه مطلوبتر و بهتر انجام گيردونه پايه اطلاعات حاصل از نم

ي است كه به دو طريق توصيف مي شود يا با استفاده از آمار، جامعه آمارهدف از تحليل و توصيف در 
توصيفي به كار خواهد  آماربه پارامتر كه در اين صورت فنون سرشماري كليه عناصر جامعه و محاس

  .است د پارامترده براي برآورتخمين زنن هنمونه كه شامل محاسب رفت و يا با استفاده از
به سوالات از تخمين ، براي پاسخ ا حاوي پرسش درباره پارامتر باشداگر تحقيق از نوع سوالي و صرف

، آزمون فرضيه ها از مرحله سوال گذر كرده باشد ي استفاده مي شود و اگر حاوي فرضيه ها بوده ومارآ
  .ي آن به كار مي رودآمارو فنون 

  ع تخمينانوا
در اين رويكرد، فقط يك مقدار براي پارامتر مورد نظر جامعه برآورد و ارائه : اي  نقطهتخمين  - 1

      ). μبراي برآورد پارامتر  Xبراي مثال آماره. (مي شود
عه محدوده اي شامل حد پائين در اين رويكرد، پارامترهاي مورد نظر جام: اي فاصلهتخمين  - 2

)L ( و حد با لا)H (تعيين مي گردد.  
  :پارامترهاي زير مدنظر استدر اين فصل محاسبه تخمين فاصله اي براي 

   μ)(ميانگين يك جامعه  )1
)(تفاضل ميانگين دو جامعه  )2 21 μμ − 

)جامعه  يك نسبت موفقيت در )3 )P  

)(يت دو جامعه تفاضل نسبت موفق )4 21 PP − 

)(جامعه يك واريانس  )5 2σ 

)(نسبت واريانس دو جامعه  )6 2
2

2
1

σ
σ 
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  تخمين ميانگين جامعه( )μ  
  بهترين تخمين نقطه اي براي ميانگين جامعه آماري( )μ ميانگين نمونه ،)X (است.  
 احتمال اينكهدر يك توزيع پيوسته ،X تقرييا صفر استبا ميانگين جامعه مساوي باشد ،.  

)جامعه ميانگين تخمين فاصله اي پارامتر )μ چگونه دو مقدار را بر ، قاعده اي است كه به ما مي گويد
وقتي يك تخمين فاصله اي براي پارامتر . ن قرار گيرددر وسط آ Xنه محاسبه كنيم تاپايه داده هاي نمو

ن را تخمين فاصله اي يا يد كه آز تخمين زننده به دست مي آا رود يك جفت عددي به كار آمارجامعه 
عدد بزرگي كه حد بالاي فاصله را مي سازد ، حد بالاي اطمينان  .گويند اصله اطمينان براي پارامترف
)UCL ( و عدد كوچكي كه حد پايين فاصله را مي سازد ، حد پايين اطمينان)LCL (گفته مي شود.   

  .يك تخمين فاصله اي براي ميانگين به طور كلي به صورت زير بيان مي شود

X ε±   
εنار ثابتي است كه مي توان به كمك آمقدUCL  وLCL برآورددقت " ن را ريف كرد و آرا تع" 

   .ناميد
←=−سطح اطمينان  1α  سطح خطا  

 سطح اطمينان نسبتي از فاصله هاي اطمينان است كه توسط نمونه هايn ايجاد  )هم حجم(تايي
  .مترجامعه باشد شده و در برگيرنده پارا

 در برگيرنده برآورد، فاصله اي است كه با كوچك ترين عرض يك فاصله اطمينان خوب ،
  .پارامتر باشد

 تخمين فاصله ايμ مقداربه عبارتي و ياε  توزيعو  سطح اطمينانتحت تاثيرX است.  
       

  ي نرمال يا غير نرمال آمارنوع توزيع جامعه   -1:   به شرايط زير بستگي دارد εمقدار 
  كيفيت انحراف معيار جامعه معلوم يا غير معلوم - 2
  اندازه نمونه كوچك يا بزرگ - 3

  
  ي نرمال با انحراف معيار معلومآمارتوزيع جامعه:  n  هر اندازه باشد  
حالت مي دانيم  در اين  

2
2( , ) ( , ) XX N X N Z

n
n

σ μμ σ μ σ
−

  =   
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 و
 
 

 
 

 در نتيجه با تركيب دو فرمول خواهيم داشت

2 2 2 2

( ) 1 ( ) 1XP Z Z P X Z X Z
n n

n

α α α α
μ σ σα μ ασ

−− ≤ ≤ = −  − ≤ ≤ + = −  

 
در رابطه فوق 

2

Z
nα

σε 1)100، با احتمالبه عبارت  ديگر .است= )α−  درصد ميانگين جامعه در

، ميانگين جامعه خارج دامنه فوق قرار در صد خطا  100αقرار مي گيرد و با  شده برآوردفاصله 
  . خواهد گرفت

بسته ماكاروني به تصادف از خط توليد انتخاب مي شود اگر ميانگين وزن  9نمونه اي مركب از : 1مثال 
وزن بسته ها چقدر است؟ تجربه  درصد براي ميانگين 90يك فاصله اطمينان . گرم باشد 268بسته  9

 9/25گذشته حاكي از آن است كه توزيع بسته هاي ماكاروني داراي توزيع نرمال با انحراف معيار 
  .هستند
                                                 .جامعه نرمال و انحراف معيار جامعه معلوم در نتيجه بر طبق فرمول فوق داريم: حل

0.05 0.05
25.9 25.9268 268

9 9
25.9 25.9268 1.65 268 1.65

9 9
253.755 282.245

Z Zμ

μ

μ

− ≤ ≤ +

− ≤ ≤ +

≤ ≤

 

 
  و  انحراف معيار نامعلوم ي نرمال،آمارتوزيع جامعهn  كوچك)n<30:(  

xناچار  μهرگاه انحراف معيار جامعه نامعلوم باشد در تخمين فاصله اي
x

SS
n

   xσجايگزين =

  برآورد، علاوه بر به عبارت ديگر. است  Xنقطه اي انحراف معيار توزيع برآورد xS. خواهد شد
  .استفاده كرد xSيعنيxσه اي ديگر به جاي آماربايد از  Xيعني μنقطه اي 

α−1

O
2
αZ+  

2
α  2

α

2
αZ−

2 2

( ) 1P Z Z Zα α α− ≤ ≤ = −
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Xعمل موجب خواهدشد كه رابطهاين 
S
n

μ−   جايگزين رابطهX

n

μ
σ
  .شود −

يشتر راي دقتي كمتر از رابطه بعدي است، يعني ريسك آن ب، داه داردآماربديهي است رابطه اول كه دو 
، چون از يك جامعه نرمال نمونه گيري شده است مي توان متقارن بودن را براي از سوي د يگر. است
) ريسك(متقارن است كه داراي پراگندگييك توزيع  Xپس در اين حات توزيع. تصور كرد Xتوزيع

Xه آمارثابت مي شود  .است xσي به واسطه نامعلوم بودنبيشتر
S
n

μ−داراي توزيعt-  استيودنت است

  .متري پراگندگي بيشتري داردتوزيعي قرينه است واز توزيع نرمال دقت ك ، t كه
Xt S

n

μ−=  

   .ن منفي است، صفر، ولي ضريب كشيدگي آtضريب چگونگي توزيع
نااريب  Xه آمار .، شديدا تحت تاثير حجم نمونه است t، كشف كرد كه توزيع tگامت، واضع توزيع 

2كه در فرمول n-1بوده، مخرج 
xS  مشاهده مي شود، در جه آزادي)d.f( 2 ده مي شود كه بانامي

xS       
2ه آمارزادي به تعداد انحرافات مستقلي كه در توزيع مبناي اصطلاح درجه آ. ارتباط دارد

xS  براي
2تخمين 

xσ به كار مي روند، اشاره دارد.  
1)100در نتيجه در اين حالت فاصله اطمينان در سطح  )α− اي اطمينان برμ  به صورت زير خواهد

  .شد

, ,
2 2

( . . ) 1
df df

S SP X t X t
n nα αμ α− ≤ ≤ + = −  

  
بسته ماكاروني به تصادف از خط توليد انتخاب مي شود اگر ميانگين وزن  9نمونه اي مركب از : 2مثال 

ن وزن درصد براي ميانگي 90يك فاصله اطمينان . گرم باشد 9/25و انحراف معيار آنها  268بسته  9
بسته ها چقدر است؟ تجربه گذشته حاكي از آن است كه توزيع بسته هاي ماكاروني داراي توزيع نرمال  

  .هستند
در نتيجه بر طبق فرمول . است 30جامعه نرمال، انحراف معيار جامعه نامعلوم و حجم نمونه كمتر : حل

                                                                                   .فوق داريم
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0.05,8 0.05,8
25.9 25.9268 268

9 9
25.9 25.9268 1.86 268 1.86

9 9
251.94 284.06

t tμ

μ

μ

− ≤ ≤ +

− ≤ ≤ +

≤ ≤

  

) 1مثال(همانطور كه ملاحظه مي شود در اين حالت فاصله اطمينان بزرگتري نسبت به حالت قبل
  .حاصل شده است

 و  انحراف معيار نامعلوم ي نرمال،توزيع جامعه آمارn  30(بزرگn ≥:( 

استيودنت همچون ديگر  t، توزيع جم نمونه بزرگ مي شودمركزي همچنان كه ح اساس قضيه حدبر
30n، به طوري كه در ا به سمت توزيع نرمال ميل مي كندتوزيعه   tمي توان به جاي توزيع   ≤

  .استفاده كرد μبراي تخمين   نرمال استيودنت از توزيع
XZ tS

n

μ− =  

  
1)100در نتيجه در اين حالت فاصله اطمينان در سطح  )α−  اطمينان برايμ  به صورت زير خواهد

  .شد

2 2

( . . ) 1S SP X Z X Z
n nα αμ α− ≤ ≤ + = −  

  
مي شود اگر ميانگين بسته ماكاروني به تصادف از خط توليد انتخاب  90نمونه اي مركب از : 3مثال 
درصد براي ميانگين  90يك فاصله اطمينان . گرم باشد 9/25و انحراف معيار آنها  268بسته  90وزن 

وزن بسته ها چقدر است؟ تجربه گذشته حاكي از آن است كه توزيع بسته هاي ماكاروني داراي توزيع 
  .نرمال  هستند

در نتيجه بر طبق . است 30 بزرگتر ازحجم نمونه جامعه نرمال، انحراف معيار جامعه نامعلوم و : حل
                                                                                   .فرمول فوق داريم

0.05 0.05
25.9 25.9268 268

90 90
25.9 25.9268 1.65 268 1.65

90 90
262.9 273.08

Z Zμ

μ

μ

− ≤ ≤ +

− ≤ ≤ +

≤ ≤
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در اين حالت افزايش حجم نمونه سبب شده است كه فاصله اطمينان به طور قابل ملاحظه اي كوچك 

  .شود
  و جامعه غير نرمالn  كوچك)n<30:(  

ست براي تنظيم است و جامعه به طور نرمال توزيع نشده ا )n<30( چنانچه حجم نمونه كوچك 
چي بي "، در اين حالت از قضيه استيودنت استفاده كرد tتوان از توزيع نرمال  و فاصله اطمينان نمي 

انحراف   kار گر فتن ميانگين نمونه در بين  براساس اين قضيه احتمال قر .استفاده مي شود "شف
  :برابراست با  xσ، استاندارد

2

1(| | ) 1xP X k
k

μ σ− ≤ ≥ −  
براي ساختن . استفاده مي شود xSمعلوم نباشد از  xσاگر . معلوم تلقي شده است xσدر اين عبارت، 

2فاصله اطمينان ابتدا 

11
k

1)برابر درجه مطلوب اطمينان  − )α− قرار مي گيرد و ،k به دست مي آيد.  
  :معلوم داريم xσبراي 

1 1( ) 1P X X
n n

σ σμ α
α α

− ≤ ≤ + = −  

  :نامعلوم داريم xσبراي 
1 1( ) 1S SP X X

n n
μ α

α α
− ≤ ≤ + = −  

  
  جامعه غير نرمال وn 30( بزرگn ≥(:  

باشد مي توان بر حسب مورد از   30نرمال و حجم نمونه بزرگ تر از  در صورتي كه توزيع جامعه غير
  .رابطه هاي قبل استفاده كرد

  :معلوم داريم xσبراي 

2 2

( ) 1P X Z X Z
n nα α

σ σμ α− ≤ ≤ + = −  

  :نامعلوم داريم xσبراي 

2 2

( ) 1S SP X Z X Z
n nα αμ α− ≤ ≤ + = −  
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 خمين فاصله اي تفاضل ميانگين دوجامعه ت: 

1مي دانيم  2X X−   1ه نااريب براي آماريك 2μ μ− مترين واريانس خواهد بودباك.  
  1اگرX  2وX  1مستقل از هم باشند، ميانگين و واريانس دو متغير تصادفي 2X X−  به

 .صورت زير تعريف مي شوند

1 2

1 2

1 2

2 2
2 1 2

1 2

x x

x x n n

μ μ μ

σ σσ

−

−

= −

= +
  

  
  نرمال است، اگر توزيع هر يك از آنها نرمال باشدتركيب خطي دو متغير نصادفي مستقل.  

1در نتيجه  تخمين فاصله اي براي  2μ μ− را  به طور كلي مي توان به صورت زير بيان كرد.  

1 2X X ε− ±  
 مقدار ε  به شرايط زير بستگي دارد:  
   )نرمال يا غير نرمال(جامعه مورد نمونه گيري  ي دوآمارنوع توزيع  - 1
   )معلوم يا نامعلوم ، مساوي يا نامساوي(نه گيري  انحراف معيار دوجامعه مورد نمو كيفيت - 2
1 زاديمقدار درجه آ - 3 2 2df n n= +    )بزرگ يا كوچك( . −

  
  1ي نرمال و آمارتوزيع دو جامعهσ  2وσ معلوم:  

  :مي دانيم در اين حالت داريم

1 2

1 2 1 2
2

( ) ( )

x x

X XZ μ μ
σ −

− − −=  

  .پس فاصله اطمينان در اين حالت را مي توان به صورت زير بيان كرد
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 2 1 22 2

(( ) . ( ) . ) 1P X X Z X X Z
n n n nα α
σ σ σ σμ μ α− − + ≤ − ≤ − + + = −  

  
  1له اي فاص برآوردبه طور كلي 2μ μ−  طوري كهبه  ،مي شودتفسير  برآوردبراساس عرض:   

  است 2μبزرگ تر از  1μدر سطح اطمينان مورد نظر ،اگر هر دو دامنه مثبت باشد )الف
  است 2μكوچك تر از  1μر سطح اطمينان مورد نظر اگر هر دو دامنه منفي باشد د) ب
  ، چون معناداري ديده نمي شوداختلاف  2μ و  1μبين ) موارد الف و ب (ر اينصورت در غي) ج
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   .مده از نقطه صفر مي گذردنخمين به عمل آ
 مطلق  هر چهLCL  وUCL 1 در حالتهاي الف و ب بيشتر باشد از شدت اختلافμ  2وμ  

  .ناشي مي شود
 1ي نرمال،  آمارو جامعه توزيع د 2 2 30df n n= + − و  انحرا ف معيار ها نامعلوم و >

2(مساوي  2
1 2σ σ=(: 

  در اين حالت

1 2

1 2 1 2( ) ( )

x x

X Xt
S

μ μ
−

− − −=  

  كه 

1 2

2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

( 1) ( 1)1 1 ,
2x x p p

n S n SS S S
n n n n−

− + −= + =
+ −

  

1پس فاصله اطمينان براي  2μ μ− در اين حالت را مي توان به صورت زير بيان كرد.  

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2,( 2) ,( 2)

1 2 1 22 2

1 1 1 1(( ) . ( ) . ) 1p pn n n n
P X X t S X X t S

n n n nα αμ μ α
+ − + −

− − + ≤ − ≤ − + + = −

  
  ،1توزيع دو جامعه آمار ي نرمال 2 2 30df n n= + − و انحرا ف معيار ها نامعلوم و  >

2(مساوي نا 2
1 2σ σ≠(: 

  در اين حالت

1 2

1 2 1 2( ) ( )

x x

X Xt
S

μ μ
−

− − −′ =  

  كه 

1 2

2 2
1 2

1 2
x x

S SS
n n− = +  

1پس فاصله اطمينان براي  2μ μ− در اين حالت را مي توان به صورت زير بيان كرد.  
2 2 2 2

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2, ,

1 2 1 22 2

(( ) . ( ) . ) 1
df df

S S S SP X X t X X t
n n n nα αμ μ α

′ ′
′ ′− − + ≤ − ≤ − + + = −  

2 2
21 2

1 2
2 2

2 21 2

1 2

1 2

( )

( ) ( )

1 1

s s
n ndf

S S
n n

n n

+
′=

+
− −
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است براي اينكه بين فرمول اين قسمت و قسمت قبل تفاوت قائل شويم  tزيع همان تو ′tتوزيع 
  .كنيم استفاده مي ′tتفكيك از 
  ،1توزيع دو جامعه آمار ي نرمال 2 2 30df n n= + −  : و انحرا ف معيار ها نامعلوم ≤

  . معيارها اهميت ندارد لازم به ذكر است در اين حالت تساوي يا عدم تساوي انجراف
tو هم  tهم  برخوردار خواهد بود،  Zبا افزايش حجم نمونه ها بر اساس قضيه حد مركزي از تفريب  ′

1بنابراين چنانچه  2 2df n n= + 1باشد، فاصله اطمينان براي  30دست كم  − 2μ μ−  را در اين حالت
  .مي توان به صورت زير بيان كرد

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 2 1 22 2

(( ) . ( ) . ) 1S S S SP X X Z X X Z
n n n nα αμ μ α− − + ≤ − ≤ − + + = −  

  تخمين نسبت موفقيت در جامعه)p:(  
  .ات با مقياس اسمي يا رتبه اي استنسبت موفقيت يكي از مهمترين پارامترهاي توصيف مشاهد

Xp
N

=  
تغير استاندارد آن به هاي بزرگ از تقريب نرمال برخوردار است و مدر نمونه  pتوزيع نمونه گيري

  :صورت زير مي باشد

(1 )
p pZ
p p

n

−=
−

  

  .را مي توان به صورت زير بيان كرد pفاصله اطمينان براي 

2 2

(1 ) (1 )( ) 1p p p pP p Z p p Z
n nα α α− −− ≤ ≤ + = −  

مي دانيم از يك نمونه . مدرصد برآورد كني 99خواهيم نسبت افراد بيكار را با اطمينان  مي:  4مثال
  .نفر بيكار هستند 30نفري  400

/

/

/ / /

/ ( / )/ / / / ( / / )

n
x

x
n

Z Z

و

α

ρ

αα

=
=

= = =

= → = → = =

−
 ± × = ± 

0 005
2

400
30

30 0 075
400

0 01 0 005 2 58
2

0 075 1 0 0850 075 2 58 0 075 0 034 0 041 0 11
400

  

  .قرار دارد% 11و %  1/4درصد نسبت افراد بيكار بين 99يعني با اطمينان 

)جدول(  
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 تخمين فاصله اي تفاضل نسبت موفقيت در دو جامعه )( 21 ρρ −:   
  

داده هايي كه از نوع (ي ميانگين پذير باشند آمارامعه وري شده است از دوجچنانچه داده هاي جمع آ
از تخمين فاصله .) كمي باشند يا داراي مقياس نسبي يا فاصله اي باشند داده هاي ميانگين پذير هستند

1اي 2μ μ− د از ، بايه ها از نوع كيفي باشند به ناچارنها استفاده مي شود ولي چنانچه دادبراي مقايسه آ
  در اين حالت  .ي استفاده كردآمارمقايسه نسبت موفقيت دو جامعه 

1 2
1 2

1 2

,X Xp p
n n

= =  

1ه آمار 2p p−  1نااريب از  كننده برآورد 2p p−  ه  آمارويژگي هاي . كمترين واريانس خواهد بودبا
1 2p p−  ارتند ازعب:  

1 2 1 2 1 2p p p p p pμ μ μ− = − = −  

1 2 1 2

2 2 2 1 1 2 2

1 2

(1 ) (1 )
p p p p

p p p p
n n

σ σ σ−
− −= − = +  

1ه  آماردر اين حالت  2p p− داراي توزيع نرمال است:  

1 2

1 2 1 2( ) ( )

p p

p p p pZ
σ −

− − −=  

1فاصله اي  برآوردبراي  2p p−  ه نااريب برايآمارناچار بايد يك
1 2

2
p pσ   :تعريف كرد −

1 2

1 1 2 2

1 2

(1 ) (1 )
p p

p p p pS
n n−
− −= +  

1فاصله اطمينان براي  2p p− را مي توان به صورت زير بيان كرد.  
1 2 1 21 2 1 2 1 2

2 2

(( ) . ( ) . ) 1p p p pP p p Z S p p p p Z Sα α α− −− − ≤ − ≤ − + = −  

  
  تعييين اندازه نمونه براي تخمين ميانگين جامعه)μ:(  

در اين نوع داده .گين پذيرند اي مقياس نسبي و فاصله اي هستند از نوع داده هاي ميانداده هايي كه دار
  :ها براي تعيين اندازه نمونه از تخمين فاصله اي ميانگين استفاده مي شود

2 2
xX Z Z

nα α
σε ε σ±  = =  
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ري ثابت رد مقداچون تمام عرض حدود اطمينان دو برابر اين مقدار است اگر ضريب انحراف استاندا
ه انحراف استاندارد ، اين است كه براي كم كردن عرض حدود مي ماند، تنها راهي كدر نظر گرفته شود

برابر  Xون انحراف معيار ، چاز اين رو .را كاهش دهيم
n

σ  است وσ را ه ، تنها عدد ثابتي است

  .ست كه نمونه بزرگ تري انتخاب شوددستيابي به انحراف معيار كوچك تر اين ا
  .ض مطلوب حدود اطمينان بستگي دارد، سطح اطمينان و عر σگي اندازه نمونه به مقدار بزر

يگذاري از يك هنگامي كه نمونه گيري با جايگذاري از يك جامعه محدود و يا نمونه گيري بدون جا
  :جامعه نامحدود انجام گيرد 

2 2

2
2

Z
n

ασ

ε
=  

، اصلاح جمعيت اري از يك جامعه محدود انجام شودهرگاه نمونه برداري بدون جايگذاري جايگذ

تصحيح  يا عامل εدر نتيجه مقدار .م مي آيد محدود لاز
1

N n
N

−
−

  :، يعنيف شودايد تعريب 

2 1
N nZ
Nnα

σε −=
−

   

 :حل شود nكه وقتي براي 
2 2

2
2 2 2

2

( 1)

NZ
n

N Z

α

α

σ

ε σ
=

− +
  

 :2σ برآوردروشهاي  •

ي انتخاب كرده با استفاه از آن انحراف معيار آمارمي توان نمونه مقدماتي را از جامعه  - 1
مشاهداتي كه در نمونه  .به كار برد 2σ برآوردجامعه را محاسبه كرد و به عنوان 

 :شي از نموه هايي شمرد به طوري كه، مي توان به صورت بخمي روندمقدماتي به كار 

1 2n n n= −  
، تعداد مشاهدات لازم كه 2n، اندازه نمونه مقدماتي و 1n، اندازه نمونه محاسبه شده، nكه در آن    

  .براي تكميل نمونه لازم است
 .از مطالعه مشابه در دسترس باشد 2σهاي برآوردممكن است  - 2

توزيع  از عه مورد نمونه گيري به طور تقريبياگر شواهدي وجود داشته باشدكه جام - 3
، تقريبا ض دامنهمي توان اين حقيقت را به كار برد كه عر ،استنرمال برخوردار 
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معيار است و  انحراف  6يا  4 معادل
4
Rσ    يا

6
Rσ  خواهد بود .R  دامنه

ين تغييرات است كه محاسبه آن مستلزم در دسترس بودن كوچكترين و بزرگ تر
  .ي استآمارمقدار متغير در جامعه 

30nد كه اگر نامعلوم بودن انحراف معيار جامعه موجب مي شو  tيك توزيع   Xتوزيع  ،باشد ≥
  .استيودنت شود

  :ير رابطه زبراساس  n  باشد بايد tداراي توزيع  Xپس اگر 
2

0,
2

df
t

n
α σ

ε

 
 =   
 

  

  .برآوردي از انحراف معيار واقعي جامعه آماري است 0σتعيين شود كه درآن 
در يك دور قرار  nاست پس فرمول محاسبه  (df=n-1)تحت تاثير درجه آزادي  nاز آنجا كه مجهول 

  .بايد به اين دور پايان داد t و  Zه با استفاده از رابطه توزيع مي گيرد ك
 ظر به اينكه رابطهن

,
2 2

df
t Zα α≥  برقرار است، يك تخمين مقدماتي برايn  عبارت است از:  

2
0

2

Z
n

ασ

ε

 
 ≥   
 

  

50n مثلا( nبه ازاي مقادير بزرگ  ≥ ( ،
,

2 2
df

t Zα α است.  

  .بط فوق فرض نرمال بودن جامعه آماري يك فرض اساسي استدر تمام روا
، مي استيودنت برما معلوم نباشد tو يا برخورداري آن از توزيع  Xكه نرمال بودن توزيع در صورتي 

  :، داريم ه كارانه دست يافتتوان به كمك قضيه چي بي شف به راه حلي محافظ

( )
2 2

2 2| | 1 1x xP X d
n

σ σμ
ε ε

− ≤ = − = −  
  

2

2(1 )x

n
σ
ε

1اطمينان  با سطح را − α−  نمونه به اين صورت به دست مي دهيم و حجم مساوي قرار مي
  :آيد

2 2
2 2

2 21 1x x
x n n

n
σ σα σ α ε
ε αε

− = −  =  =  
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از توزيع نرمال  pصادفي صورت مي گيرد و توزيع با فرض اينكه نمونه گيري از جامعه بطور ت
از فرمولهاي فوق در صورتي استفاده مي شود كه نمونه گيري با جايگذاري از جامعه .برخوردار است 

محدود صورت گيرد و يا جامعه مورد نظر به حد كافي بزرگ باشد كه بتوان استفاده از اصلاح جامعه 
  .محدود را غير لازم شمرد

0.05nدر صورتي كه 
N

  .نسبت به بزرگ باشد اصلاح جامعه محدود را مي توان ناديده گرفت ≥

2
2

2

(1 )
(1 )

Z p p
p PZ n

n

α

αε
ε

−
−=  =  

  .اگر اصلاح جامعه محدود نايدده گرفته نشود

2

2

2

2 2

(1 )

( 1) (1 )

NZ p p
n

N Z p p

α

α
ε

−
=

− + −
  

 2( جامعه آماري تخمين فاصله اي واريانس يك
xσ( 

2
xS واريانس نمونه و برآورد نقطه اي واريانس جامعه است.  

موفقيت در تعيين حدود اطمينان براي واريانس جامعه به ميزان توانايي ما در دسترسي به يك توزيع 
ي  گير بر مبناي توزيع نمونه 2σمعمولاً حدود اطمينان براي  .نمونه گيري مناسب بستگي خواهد داشت

برخوردار  (n – 1)با درجه آزادي » مربع –كاي «زير قرار دارد كه آماره مزبور از توزيعي موسوم به 
  .است 

  
2

2
2

( 1) x

x

n Sχ
σ
−=  

در صورتي كه توزيع ) .چوله به راست(مقدار منفي ندارد و نامتقارن است ) Chi-Square( كاي مربع
2فاصله اطمينان براي جامعه نرمال باشد، 

xσ را مي توان به صورت زير بيان كرد.  

2 2
2 2 2 2

2 21 , ,
2 2 , 1 ,

2 2

( 1) ( 1)1 1x x
xdf df

df df

n S n SP Pα α
α α

χ χ χ α σ α
χ χ−

−

 
  − − ≤ ≤ = −  ≤ ≤ = −   
   

 

  

بر اساس . هاي صنعت غذايي را برآورد كنيم خواهيم ريسك سود سالانه شركت مي:  5مثال 
توزيع سود سالانه از توزيع نرمال تبعيت . محاسبه شده است 1225شركت، واريانس  15اي از  نمونه

  . درصد، ريسك سود سالانه را برآورد كنيد 95با اطمينان . كند يم
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255625

7304666566295
122514

11926
122514

097521

6295
11926

141

0252

122515

22

14975
2

14025
2

2

..

..
.

)()(
.

)()(

.

.

.

,

),(.

),(.

≤≤

≤≤≤≤
















=−







=

=
=−=

=

==

σ

σσ

α

χ

χ

α

ndf

Sn

  

  
  
  
  
  

  تخمين فاصله اي نسبت واريانس دو جامعه آماري)
2
1
2
2

σ
σ

:(  

  .، نسبت آنها مساوي يك خواهد بوداگر دو واريانس با هم مساوي باشند
ي واريانسهاي نمونه ، در نتيجه هرگونه مقايسه اي بر مبنامعلوم نيستند اي دو جامعه معمولاواريانسه

اين . كنيم استفاده مي» F«گيري، از توزيعي به نام  ها بر اساس نمونه براي مقايسه واريانس .قرار مي گيرد
)1ه مقدار يكي ب :به دو درجه آزادي بستگي دارد توزيع نيز چوله به راست بوده و 1)n   كه در −

2محاسبه 
1S 2گري به مقدار و دي( 1)n 2كه در محاسبه  −

2S   به كار مي رود معمولا اين دو به ترتيب
حدود  در صورت نرمال بودن توزيع دو جامعه، .رت و به درجه آزادي مخرج معروفنددرجه آزادي صو

)(اطمينان براي نسبت واريانس دو جامعه با اطمينان  α−1 به صورت زير مي توان محاسبه كرد.  
  .به صورت زير تعريف مي شود Fآماره 

2
1
2 2 2
1 1 2
2 2 2
2 2 1
2
2

S
SF

S S
σ σ

σ
σ

= =  

  .مي دانيم Fبر اساس توزيع 

 جدول 

% :95و انحراف معيار جامعه با اطمينان  

95.  

26,119

2χ  

5,629

025.  

025.  
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1 2 1 2(1 ), , ( ), ,
2 2

1
df df df df

P F F Fα α α
−

 
≤ ≤ = − 

 
  

1با فرض اينكه  1 1df n= 2و  − 2 1df n=   :داريم.باشند −

1 2 1 2

2 2
1 1
2 2 2
2 1 2

2
2( ), , (1 ), ,

2 2

1
df df df df

S S
S SP

F Fα α

σ α
σ

−

 
 
 ≤ ≤ = −
 
 
 

  

1 2

2 1

(1 ), ,
2 ( ), ,

2

1
df df

df df

F
Fα

α
−

=  

2 1

1 2

2
1
2 2 2
2 1 1

2 2 ( ), ,
2 2 2( ), ,

2

1
df df

df df

S
S SP F

F S α
α

σ α
σ

 
 
 ≤ ≤ = −
 
 
 

  

از . است "الف و ب"هدف تحقيق مقايسه پراكندگي نمره هاي دانشجويان دو دانشكده : 6مثال 
است در حالي كه  16و واريانس ان  14ه كه ميانگين آن تايي انتخاب شد 16دانشكده الف يك نمونه 

در . بوده است 12و  15تايي از دانشجويان ب به ترتيب  10ميانگين و واريانس يك نمونه تصادفي 
 دانشكدهتوزيع نمرات دو ( .درصد، پراكندگي نمره ها را در دو دانشكده مقايسه كنيد 90سطح اطمينان 

  ).را نرمال فرض كنيد

(. , , )

(. , , )

.

.

. .

n Sو
n Sو

df n
F

df n
F

αα

= =

= =


 = − =


= = − =   = 

 = → =


2
1 1

2
2 2

1 1

05 15 9
2 2

05 9 15

16 16
10 12

1 15
3 01

1 9
2 59

10 05
2

  

  : درصد  95بنابراين با اطمينان 

453440

59212
16

013
12
16

2
2

2
1

2
2

2
1

..

.
.

≤≤

×≤≤

σ
σ
σ
σ
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نمرات ) واريانس(توان گفت كه پراكندگي  شود نمي با توجه به اينكه بازه عدد يك را شامل مي
  .داري با هم دارند اختلاف معني دانشكده الف و بدو 

  
  تحليل فاصله اطمينان نسبت واريانس:  

بزرگتر از يك باشد در سطح اطمينان مورد نظر مي توان گفت  ، LCLو  UCLمنه دا اگر هر دو) الف
2
1σ  2بزرگ تر از

2σ است.  
2 هردو كوچكتر از يك باشد در سطح اطمينان مورد نظر مي توان گفت LCLو  UCLگر ا) ب

1σ            
2كوچك تراز 

2σ است.  
در حالتي غير از موارد    الف و ب    يعني در حالتي كه فاصله به دست آمده در برگزيده يك ) ج

  .است نمي توان ادعا كرد كه تفاوت معناداري بين واريانس دو جامعه وجود دارد 
  توزيعt  استيودنت يك توزيع قرينه است كه بر حسبα  1وdf n= ، اين تعريف مي شود −

يك توزيع نامتقارن است كه براي مربع   –توزيع كاي  .وزيع كوتاهتر از توزيع نرمال استت
امتقارن است كه يك توزيع ن يزن Fتوزيع .اي واريانس جامعه به كار مي رود تخمين فاصله

 و درجه آزادي مخرج 1dfدرجه آزادي صورت  αن توزيع بر حسب اي .چوله به راست است
2df تعريف و براي تخمين فاصله اي نسبت واريانس دو جامعه آماري از آن استفاده مي شود.  
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  آزمون فرض آماري: فصل يازدهم
 فرضيه حدسي زيركانه در خصوص پارامتر جامعه است. 

  آزمون فرض آماري”فنون آماري مناسب براي بررسي صحت يا سقم فرضيه ها، فنون “
  .هستند

  كه علاوه بر سوال در تحقيق خود فرضيه نيز داشته باشيم كه آزمون زماني استفاده مي شود
آماري آن است كه با توجه به اطلاعات بدست آمده از داده هاي  بطور كلي هدف از آزمون

  . نمونه، حدس خود را در مورد جامعه به طور قوي رد يا قبول كنيم
  در واقع هر حكمي درباره جامعه را يك فرض آماري مي نامند كه قابل قبول بودن آن بايد

  .برمبناي اطلاعات حاصل از نمونه گيري از جامعه بررسي شود
 ضيه هاي آماري بر دو نوع فرضيه صفرفر)H₀ (و فرضيه مقابل)H₁ ( باشدمي 

HypothesiseAlternativeH
HypothesisNullH

:
:

1

0

 
 

ادعاي ما مي همان    H₁باشد و ) فرضيه پژوهش(بايستي نقيض ادعا H₀بر اساس برهان خلف 
قرار گرفت بايستي جاي ادعا و نقيض ادعا عوض شود  H₁علامت مساوي در  هاما چنانچ. باشد

 . قرار گيرد H₀مي باشد كه بايستي حتما در ) (=يعني ملاك اصلي علامت مساوي

در  H1و ) ≤يا = يا  ≥(علامت هاي در بر گيرنده  H0بنابراين قاعده اين است كه همواره بايد 
اهي بيان كننده گH₀در زمينه نظريه اخير ميتوان پذيرفت كه . باشد )<يا = يا  >(برگيرنده علامت 

  . ادعا و گاهي بيان كننده نقيض ادعا است
 

 .نماييد بندي فرضيه پژوهشي زير را در نظر گرفته و فرضيه هاي صفر و مقابل آنرا صورت. 1مثال

  “باشد درصد مي 70مديران مشاركت جو در سازمان بيش از   نسبت”
0.7p:  ادعا   :پس داريم.لذا در فرضيه مقابل قرار مي گيرد چون علامت مساوي ندارد <

0

1

: 0.7
: 0.7

H p
H p

≤
 >

  
 

 .نماييد بندي فرضيه پژوهشي زير را در نظر گرفته و فرضيه هاي صفر و مقابل آنرا صورت. 2مثال 

  “مي باشد 13معدل دانشجويان كلاس دست كم  ميانگين”
13μ:  ادعا   :پس داريم.وي دارد لذا در فرضيه صفر قرار مي گيردچون علامت مسا ≤

0

1

: 13
: 13

H
H

μ
μ

≥
 <
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 سطح معني داري )Significant Level(  
رد كنيم بشرط اينكه از يك آزمون آماري، مقداري  H₁را بنفع  H₀روش كار اين است كه فرض

يك احتمال بسيار كوچك  برابر يا كمتر از H₀بدست آوريم كه احتمال وقوع آن مقدار با توجه به 
مقادير . اين احتمال وقوع كوچك را سطح معني داري گويند. نشان داده مي شود  αباشد كه با 

 .است 05/0و  α ،01/0مرسوم براي 

بايد رد شود يا نه دخالت مستقيم دارد، الزاما رعايت عينيت  H₀در تعيين اينكه  αاز آنجا كه مقدار 
  .را پيش از شروع به جمع آوري داده ها مشخص كنيم αدر تحقيق ايجاب مي كند كه 

    
 خطاهاي آماري  

 :ممكن است دو نوع خطا پيش مي آيد H₀هنگام اتخاذ تصميم درباره 

  .درست است  H₀در حالي كه  H₀رد كردن  احتمال ):α(خطاي نوع اول •
  .غلط استH₀در حالي كه   H₀پذيرفتن  احتمال ):β(خطاي نوع دوم •

  
  
  
  
  
  

  بينα   وβ  با بالا رفتن . يك رابطه معكوس وجود داردα   مقدارβ  كاهش مي يابد و
  .ا يك نيستالزام βو  αآنچه مسلم است مجموع . بالعكس

  توان يا قدرت آزمون عبارت است از احتمال رد كردنH₀   وقتي كه در حقيقتH₀  
  :نادرست باشد، يعني 

  β -1= احتمال وقوع خطاي نوع دوم  - 1= توان آزمون 
  ،آنچه باعث كاهش خطاي نوع اول و دوم و همچنين موجب افزايش توان آزمون مي شود

 .افزايش حجم نمونه است

  اگرθ  0پارامتر جامعه باشد و مقدار عددي آنθ  باشد آنگاه انواع فرضيه هاي آماري به
 .صورت زير است

  
 

 گزينه هاي صحيح 

نمونه نتيجه گيري از  H₀غلط است H₀درست است

 β تصميم درست است H₀پذيرفته مي شود

 تصميم درست است H₀ αرد مي شود
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 چپ دنباله يكآزمون فرض  •

0 0

1 0

:
:

H
H

θ θ
θ θ

≥
 <

  

  .به صورت زير خواهد شد و پذيرش آزمون در اين حالت ناحيه رد

  
  

 رض يك دنباله راستآزمون ف •

0 0

1 0

:
:

H
H

θ θ
θ θ

≤
 >

  

  .در اين حالت ناحيه رد و پذيرش آزمون به صورت زير خواهد شد

  
  

 آزمون فرض دو دنباله  •

0 0

1 0

:
:

H
H

θ θ
θ θ

=
 ≠

  

  .در اين حالت ناحيه رد و پذيرش آزمون به صورت زير خواهد شد
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 مراحل انجام يك آزمون فرض آماري 

  .نجام يك آزمون فرض مي بايستي مراحل زير را به صورت گام به گام طي نمودبراي ا
 ).1H(و فرض مقابل ) 0H(تعيين فرض هاي صفر  )1

 در نظر 1/0و  05/0، 01/0كه معمولا يكي از اعداد  αتعيين يك سطح معني دار  )2
 .گرفته مي شود

ررسي و كه عموما بر اساس وضعيت جامعه آماري مورد ب آماره آزمونتعيين  )3
 .يداطلاعات موجود به دست مي آ

آماره آزمون، فرض مقابل آزمون و سطح  يين ناحيه بحراني آزمون كه از رويتع )4
 .به دست مي آيد αمعني دار 

1كه از روي نمونه هاي تصادفي  محاسبه مقدار آماره آزمون )5 2, ,..., nX X X  به
 .دست مي آيد

ر مقدار محاسبه شده آماره آزمون درون ناحيه بحراني باشد فرض اگ: نتيجه گيري )6
0H  0را رد و در غير اينصورت فرضH را مي پذيريم. 

ما در حل مسائل آزمون فرض، با در نظر گرفتن انواع آزمون فرض ها محاسبه توجه كنيد كه عمو
   .بسيار ساده تر مي شود 4و 3ل حمرا
 

  مورد بررسي در اين فصل آزمونهاي آماري 

    يك جامعهآماري ميانگين  فرض آزمون 

  جامعهآزمون آماري مقايسه ميانگين دو  
 آزمون مقايسه زوج ها 

 در جامعه فقيتمو آماري نسبت فرض آزمون 

 آزمون فرض مقايسه نسبت موفقيت دردو جامعه آماري 

 آزمون فرض آماري براي واريانس جامعه 

 آزمون فرض آماري براي مقايسه واريانس دو جامعه  
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 يك جامعهآماري ميانگين  فرض آزمون 

اري خصوص ميانگين يك جامعه آماري طراحي شود، با استفاده از آزمون فرض آماگر فرضيه اي 
شرايطي كه بررسي انجام شده، . تعيين كرد αميتوان صحت و سقم فرضيه را در سطح معني داري 

در جدول زير فرضيه هاي . نوع آماره آزمون و فرضيه مطرح شده، ناحيه بحراني راتعيين مي كند
ن مناسب و ناحيه بحراني آماري ممكن، شرايطي كه ممكن است بررسي انجام شود، آماره آزمو

  .ارائه شده است) ناحيه رد فرض صفر(
  

 ناحيه رد و پذيرش فرض صفر رد فرض صفر اگر آماره آزمون شرايط فرضيه آماري

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

=
 ≠

 

جامعه نرمال و 
واريانس جامعه معلوم

0
0

xZ
n

μ
σ

−=

0 0
2 2

Z Z or Z Zα α> < −
 

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

≤
 >

0Z Z α>   

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

≥
 <

0Z Z α< −   

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

=
 ≠

 

جامعه نرمال، واريانس
جامعه نامعلوم و 

30n < 

0
0

xt S
n

μ−=

0 01, 1,
2 2

n n
t t or t tα α− −

> < −
 

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

≤
 >

0 ( 1, )nt t α−>  
 

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

≥
 <

0 ( 1, )nt t α−< −  
 

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

=
 ≠

 

جامعه نرمال، واريانس
جامعه نامعلوم و 

30n ≥ 

0
0

xZ S
n

μ−=

0 0
2 2

Z Z or Z Zα α> < −
 

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

≤
 >

0Z Z α>   

0 0

1 0

:
:

H
H

μ μ
μ μ

≥
 <

0Z Z α< −   
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انتخاب كرده ايم كه بر اساس اين  25نمونه اي تصادفي به اندازه ي  ي نرمالي جامعهاز . 3مثال 
باشد  10واريانس جامعه برابر اگر . بدست آمده است 76نمونه اي برابر  نمونه ي تصادفي ميانگين

0 فرض : 75H μ 1را در برابر فرض  ≥ : 75H μ   .آزمون كنيد 1/0سطح معني دار در  <

0

1

0 0.1

: 75
: 75
76 75 0.5, 1.2910

25

H
H

Z Z Zα

μ
μ

≤
 >

−= = = =
  

0در نتيجه  0.1Z Z<   0پسH رد نمي شود.  
  

 نمونهيك . است كيلوگرم  70وزن مردان در جامعه اي برابر با ميانگين ادعا شده است كه .4مثال 

 معيار ميانگين و انحرافنفر از مردان جامعه انتخاب و مشاهده مي شود كه  20تصادفي به حجم 
 سطحوزن مردان در  فرض نرمال بودن با .است كيلوگرم 5و  64وزن اين افراد به ترتيب برابر با 

  .اين ادعا را بررسي كنيد 05/0معني داري 
  
  
  

0در نتيجه  (19,0.025)t t<  فرض صفر رد مي شود يعني  ميانگين 05/0ني داري ن در سطح معبنابراي −
  .نيست 70وزن مردان درجامعه براب 

  
 امعهآزمون آماري ميانگين دو ج 

پزوهشي در مديريت و علوم رفتاري به منظور مقايسه دو جامعه آماري بخش اعظم فرضيه هاي 
براي آزمون اين نوع فرضيه ها . گويند" فرضيه هاي تطبيقي"اين نوع فرضيه ها را . انجام مي گيرد

و تعيين صحت و سقم آنها را مي توان از آزمون فرض آماري براي ) چنانچه ميانگين پذير باشند(
  .تفاده كردميانگين دو جامعه اس

  .به طور كلي فرضيه هاي آماري ميانگين دو جامعه را مي توان به صورت زير بيان كرد
0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

: : :
(1) , (2) , (3)

: : :
H H H
H H H

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

= ≤ ≥  
  ≠ > <  

  

به شمت چپ منتقل شود فرضيه هاي معادلي به صورت  2μدر صورتي كه در فرضيه هاي فوق 
  .زير حاصل مي شود

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

: 0 : 0 : 0
(1) , (2) , (3)

: 0 : 0 : 0
H H H
H H H

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

− = − ≤ − ≥  
  − ≠ − > − <  

  

0

1

0 (19,0.025) (19,0.025)

: 70
: 70
64 70 5.4, 2.093, 2.0935

20

H
H

t t t

μ
μ

=
≠
−= = − = − = −
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در جدول زير خلاصه اي از فرضيه هاي آماري مقايسه دو جامعه، شرايط مختلف بررسي، آماره 
  .و ناحيه رد بيان شده است آزمون مناسب

 توضيحات ررد فرض صفر اگ آماره آزمون شرايط فرضيه آماري

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− =
 − ≠

 

دوجامعه نرمال و 
واريانس دو جامعه 

 معلوم

1 2 1 2
0 2 2

1 2

1 2

( ) ( )x xZ

n n

μ μ
σ σ

− − −=
+

 

0
2

0
2

Z Z

or Z Z

α

α

>

< −
 

1x ،2که 
1σ  1وn  به ترتيب ميانگين

نمونه، واريانس جامعه و تعداد نمونه مربوط
2x ،2به جامعه اول و

2σ  2وn به ترتيب
ميانگين نمونه، واريانس جامعه و تعداد 

 .نمونه مربوط به جامعه دوم است

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≤
 − >

 
0Z Z α>  

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≥
 − <

 
0Z Z α< −  

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− =
 − ≠

 

دو جامعه نرمال، 
واريانس دو جامعه 
نامعلوم و برابر و 

1 2 2 30n n+ − <
 

1 2 1 2
0

1 2

( ) ( )
1 1

p

x xt
S

n n

μ μ− − −=
+

 
 
 
 

1 2

1 2

0 ( 2, )
2

0 ( 2, )
2

n n

n n

t t

or t t

α

α

+ −

+ −

>

< −

 

1x ،2که 
1S  1وn  به ترتيب ميانگين

ونه، واريانس نمونه و تعداد نمونه مربوط نم
2x ،2به جامعه اول و

2S  2وn به ترتيب
ميانگين نمونه، واريانس نمونه و تعداد نمونه

و . مربوط به جامعه دوم است
2 2

2 1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2p

n S n SS
n n

− + −=
+ −

 

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≤
 − >

 
1 20 ( 2, )n nt t α+ −>  

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≥
 − <

 
1 20 ( 2, )n nt t α+ −< −

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− =
 − ≠

 

دو جامعه نرمال، 
واريانس دو جامعه 
نامعلوم و نابرابر و 

1 2 2 30n n+ − <

1 2 1 2
0 2 2

1 2

1 2

( ) ( )x xt
S S
n n

μ μ− − −=
+

 

0 ( . , )
2

0 ( . , )
2

d f

d f

t t

or t t

α

α

′

′

>

< −

1x ،2که 
1S  1وn  به ترتيب ميانگين

نمونه، واريانس نمونه و تعداد نمونه مربوط 
2x ،2به جامعه اول و

2S  2وn به ترتيب
ميانگين نمونه، واريانس نمونه و تعداد نمونه

و . مربوط به جامعه دوم است
22 2

1 2

1 2
2 2

2 21 2

1 2

1 2

.
( ) ( )

1 1

S S
n n

d f
S S
n n

n n

 
+ 

 ′ =

+
− −

 

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≤
 − >

 0 ( . , )d ft t α′>  

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≥
 − <

 
0 ( . , )d ft t α′< −  

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− =
 − ≠

 

دو جامعه نرمال، 
واريانس  دو جامعه 

نامعلوم و 
30n ≥  

1 2 1 2
0 2 2

1 2

1 2

( ) ( )x xZ
S S
n n

μ μ− − −=
+

 

0
2

0
2

Z Z

or Z Z

α

α

>

< −
 

1x ،2که 
1S  1وn  به ترتيب ميانگين

ريانس نمونه و تعداد نمونه مربوط نمونه، وا
2x ،2به جامعه اول و

2S  2وn به ترتيب
ميانگين نمونه، واريانس نمونه و تعداد نمونه

 .مربوط به جامعه دوم است

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≤
 − >

 
0Z Z α>  

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H
H

μ μ
μ μ

− ≥
 − <

 
0Z Z α< −  
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  در صورتي كه هدف مقايسه اختلاف ميانگين هاي دو جامعه با مقدار مشخصي باشد
 .فرضيه هاي آماري به ضورت زير بيان مي شود

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

: : :
(1) , (2) , (3)

: : :
H d H d H d
H d H d H d

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

− = − ≤ − ≥  
  − ≠ − > − <  

 

 مقدار . ماري برابر صفر باشددر صورتي كه سمت چپ تساوي ها در فرضيه هاي آ
1 2( )μ μ−  در آماره آزمون همواره صفراست و در صورتي كه سمت چپ تساوي ها در

1باشد، مقدار  dفرضيه هاي آماري برابر  2( )μ μ−  در آماره آزمون برابرd خواهد شد .  
  

يكي  مردان و زنانهموگلوبين خون  ميانگينه آيا فرض كنيد محققي  بخواهد بداند ك. 5مثال 
واريانس هر دو جامعه و دو جامعه نرمال ضمنا از تجارب گذشته اطلاع كسب مي كند كه . است
از  8برابر با   2nاز جامعه مردان و  12برابر با  ،1n بدين منظور نمونه هايي به حجم .است 4برابر 

، در سطح                 ود كه به ترتيب                 جامعه زنان انتخاب مي كند و مشاهده مي كن
  .فرض برابر ميانگين هموگلوبين خون زنان و مردان را آزمون كنيد 05/0معني داري 

 .معادل هستند) 2(و ) 1(لازم به ذكر است كه آزمون هاي : حل

  
  
  
  
  

0در نتيجه  0.025|Z Z>  فرض صفر رد مي شود يعني  ميانگين  05/0بنابراين در سطح معني داري
  .هموگلوبين مردان و زنان برابر نيست

اختيار كرده  32مستقل از يكديگر با اندازه هاي نمونه هاي تصادفي و  دو جامعه نرمالاز  . 6 مثال
بدست آمده  083/0و  136/0ي به ترتيب برابر ميانگين هاي نمونه اايم كه بر اساس آن ها 

آزمون فرض . است  05/0تفاوت ميانگين هاي واقعي بيشتر از ادعا شده است كه .  است 
انحراف با فرض اين كه . انجام دهيد درصد% 5سطح خطاي اين ادعا را در  مربوط به

  .مي باشد  005/0و  004/0معيارهاي جامعه اصلي به ترتيب برابر 

  

  

  

5.131 =x5.112 =x

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

0 0.025 0.025

: : : 0
(1) (2) (3)

: : : 0

(13.5 -11.5) 0 2.19, 1.96, 1.96
1 14( )

12 8

H H H
H H H

Z Z Z

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

≠ = − =  
   = ≠ − ≠  

−= = = − = −
+

1 2 32n n= = 1 0.136X = 2 0.083X =

0 1 2

1 1 2

: 0.05
: 0.05

H
H

μ μ
μ μ

− ≤
 − >
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   .ودرد مي ش   پس        چون          در نتيجه 

 
فرض كنيد محققي  بخواهد بداند كه آيا ميانگين فشار خون جامعه مردان و زنان يكي . 7مثال 
از جامعه  10برابر با  2n از جامعه مردان و 15رابر با ب 1nم بدين منظور نمونه هايي به حج. است

ميليمتر جيوه و برآورد            و              بد و مشاهده مي كند كه به ترتيزنان انتخاب مي كن
با فرض برابر بودن واريانس دو   .استمونه به ترتيب                و              واريانس در دو ن

  .رسي كنيد، ادعا را بر05/0جامعه در سطح معني داري 
  
  
  
  
  
  
  

0با توجه به اينكه  05/0در نتيجه در سطح خطاي  (23,0.025)t t< شده است، فرض صفر رد مي  −
  .يعني ميانگين فشار خون جامعه مردان و زنان متفاوت است. شود

 ها آزمون مقايسه زوج  
هاي آن دو  مونهدر آزمون مقايسه ميانگين دو جامعه، فرض بر مستقل بودن دو جامعه و ن

اي انتخاب و در دو وضعيت  اي در اختيار داشته باشيم و از آن جامعه نمونه اگر جامعه. است
آنها را بررسي كنيم، در اين صورت اين دو وضعيت مستقل ) Pre – Post: مثلاً قبل و بعد (مختلف 

ها  ز آزمون مقايسه زوجدر اين حالت، ا. توان از آزمون مقايسه دو جامعه استفاده كرد نبوده و نمي
  .كنيم استفاده مي

مشاهده : ، براي هر عضو نمونه، دو مشاهده وجود دارد (Paires)ها  در آزمون مقايسه زوج
: دهيم  نشان مي dتفاضل اين دو را با . دهيم نشان مي yو مشاهده دوم را با  xيا رفتار اول را با 

iii xyd در . نيز نرمال خواهد بود dنرمال باشد، آن گاه توزيع  y  و x ، اگر توزيع دو متغير =−

 صورتي كه تعريف كنيم،
n
d

d i=  ، 1
2

2

−
−

=
n

dd
S i

d

  .در جامعه آماري dميانگين  dμو  )(

1251 =x1402 =x

2252
1 =S4002

2 =S

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

0

(23,0.025) (23,0.025)

: : : 0
(1) (2) (3)

: : : 0

125 -140 2.14
225(15 -1) 400(10 -1) 1 1( )

15 10 2 15 10

2.069 , 2.069

H H H
H H H

t

t t

μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

≠ = − =  
   = ≠ − ≠  

= = −
+ +

+ −

= − = −

1 2 1 2
0 2 2

1 2

1 2

( ) ( )X XZ

n n

μ μ
σ σ

− − −=
+

0.05 1.64Z =0 2 2

(0.136 0.083) (0.05) 2.65
(0.004) (0.005)

32 32

Z − −= =
+

0Z Zα <0H
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از ) بعد(ماري اختلاف مشاهده دوم ، ميانگين جامعه آdμدربياني ديگر مي توان گفت 
  .است) قبل(مشاهده اول 
0dμاگر  • ) قبل(از مشاهده اول ) بعد(، يعني اختلاف بين اختلاف مشاهده دوم =

 .برابرصفر است، يعني دو مشاهده دوم و اول تفاوتي با هم ندارند

0dμاگر  • ) قبل(از مشاهده اول ) بعد(اختلاف مشاهده دوم ، يعني اختلاف بين <
 .بزرگترصفر است، يعني به طور متوسط مشاهده دوم بزرگتر از مشاهده اول است

0dμاگر  • ) قبل(از مشاهده اول ) بعد(، يعني اختلاف بين اختلاف مشاهده دوم >
وچكتر از مشاهده اول كوچكتر از صفر است، يعني به طور متوسط مشاهده دوم ك

 .است

، شرايط استفاده از اين آزمون، آماره آزمون و dμدر جدول زير فرضيه هاي آماري ممكن در مورد 
  .ناحيه رد بيان شده است

  

آماره آزمون شرايط فرضيه آماري رد فرض صفر اگر ناحيه رد و پذيرش فرض صفر

0

1

: 0
: 0

d

d

H
H

μ
μ

=
 ≠

 
زماني كه در مساله هدف 

يك جامعهميانگين  مقايسه
به (در دو حالت مختلف 

طور مثال قبل و بعد يا 
.باشد) مطلوب و نامطلوب

0
d

dt S
n

=

0 ( 1, )
2

0 ( 1, )
2

n

n

t t

or t t

α

α

−

−

>

< −

 

 

0

1

: 0
: 0

d

d

H
H

μ
μ

≤
 >

 0 , 1nt tα −>  
 

0

1

: 0
: 0

d

d

H
H

μ
μ

≥
 <

 0 , 1nt tα −< −  
 

  
نمره ي و  دانشجو انتخاب 4در مقايسه اي بين نمرات امتحانهاي پاييز و بهار دانشجويان ، . 8مثال

آيا مي توان  با فرض نرمال بودن نمره هاي پاييز و بهار دانشجويان، آنها ثبت شده امتحانات بهار و پاييز
  ) 05/0در سطح معني داري (؟بهتر از نمرات پاييزآنهاستار دانشجويان نمرات بهبه طور معني داري گفت 

  
D C B A دانشجو  
  )بعد( نمره بهار  64  66  89 77
  )قبل(نمره پاييز  54  54  70 62
15 19  12  10  

id  
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  .به عنوان يك توافق همواره بعد از قبل و مطلوب از نامطلوب كم مي شود: حل
0

1

0 0.05,3 0 0.05,3

: 0
: 0
14 5.83 , 2.354.79
2

d

d

H
H

t t t t

μ
μ

≤
 >

= = =  >
  

0با توجه به اينكه  05/0در سطح معني داري  0.05,3t t>  فرض صفر رد مي شود يعني نمره بهار ،
  .دانشجويان بهتر از نمره پاييز آنهاست

  
 آزمون آماري نسبت جمعيت 

يكاران، نسبت مانند نسبت ب. از فرضيه هاي تحقيق به صورت نسبت يا درصد بيان مي شوندبعضي 
فرضيه هاي مربوط به تحقيقات با مقياس كيفي با استفاده از ... محصلين، درصد كالاهاي معيوب و 

و نسبت  pدر صورتي كه نسبت مورد نظر در جامعه آماري را با . آزمون نسبت بررسي مي شوند
تعداد  xاندازه نمونه و   nدر صورتي كه . نشان دهيم pمورد نظر در نمونه موردبررسي را با 

xpافرادي كه در نمونه داراي ويژگي مورد نظر هستند باشد، 
n

=.  
در جدول زير فرضيه هاي آماري، شرايط استفاده از اين آزمون، آماره آزمون و ناحيه بحراني ديده 

  .مي شود
  

ر اگررد فرض صف آماره آزمون شرايط فرضيه آماري ناحيه رد و پذيرش فرض صفر

0 0

1 0

:
:

H p p
H p p

=
 ≠

 

زماني كه در 
مساله هدف 

بررسي فرضي 
در نسبتي در 
.جامعه است  

0
0

0 0(1 )
p pZ

p p
n

−=
−

0
2

0
2

Z Z

or Z Z

α

α

>

< −  

0 0

1 0

:
:

H p p
H p p

≤
 >

 0Z Z α>   

0 0

1 0

:
:

H p p
H p p

≥
 <

 0Z Z α< −   
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 ، آيا در سطحرايانه در اين محموله معيوب باشد 8اگر . رايانه است 50محموله اي شامل . 8مثال 
  است ؟ درصد 20مي توان گفت نسبت معيوب ها كمتر از درصد  5 خطاي

 

  :حل 

 
    

  

 ملاحظه مي شود كهدر نتيجه 
0.050Z Z> يعني پذيرفته مي ( رد نمي شود      شده است پس  −

  ).شود 

  
آيا مي توان . نفر آنها پسر است 270نوزاد كه در يك بيمارستان به دنيا آمده اند  500از. 9مثال

  به دنيا آمدن نوزاد پسر را با دختر يكسان دانست؟ نسبت
  
 
  
  
  
  
  

0با توجه به اينكه  05/0در نتيجه در سطح معني داري  0.025Z Z> 0و − 0.025Z Z< و در شده است
 فرض صفر رد نمي شود به عبارت ديگرهيچ يك از شرط هاي رد فرض صفر قرار ندارد پس 

  .ستابه دنيا آمدن نوزاد پسر را با دختر يكسان  نسبت
  

 آزمون آماري نسبت دوجمعيت 

جامعه آماري با استفاده از داده هاي كيفي وجود اگر فرضيه اي پژوهشي در خصوص مقايسه دو 
1داشته باشد، مي توان به مقايسه آن دو جامعه با استفاده از تفاضل نسبت  2p p−  1كهp نسبت ،

اندازه نمونه  1nدرصورتي كه و. ، نسبت موفقيت در جامعه دوم است2pموفقيت در جامعه اول و 
، تعداد افرادي كه در نمونه انتخابي از جامعه دوم داراي ويژگي مورد نظر 1xاز جامعه اول و  

05.0=α

0 0

1 1

0 0.025 0.025

: 0.5 : 0.5
(1) (2)

: 0.5 : 0.5

270ˆ 0.54
500

0.54 0.5 0.022, 1.96, 1.96
0.5*0.5

500

H p H p
H p H p

p

Z Z Z

≠ = 
 = ≠ 

= =

−= = = − = −

0

1

: 0.2 8,
: 0.2 50

H p
p

H p
≥

= <

0

8 0.2
50 0.71

0.2 (1 0.2)
50

Z
−

= = −
× − 0.05 0.051.64 1.64Z Z=  − = −

0H
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، تعداد افرادي كه در نمونه انتخابي از جامعه دوم 2xاندازه نمونه از جامعه دوم و   2nهستند و 

1تعريف مي كنيم داراي ويژگي مورد نظر هستند، در نظر بگيريم، 
1

1

xp
n

2و  =
2

2

xp
n

= .  

مانند حالت مقايسه ميانگين هاي دو جامعه، در اين حالت نيز فرضيه هاي آماري ميانگين ممكن را 
  .مي توان به صورت زير بيان كرد

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

: : :
(1) , (2) , (3)

: : :
H p p H p p H p p
H p p H p p H p p

= ≤ ≥  
  ≠ > <  

  

به شمت چپ منتقل شود فرضيه هاي معادلي به صورت  2pدر صورتي كه در فرضيه هاي فوق 
  .زير حاصل مي شود

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2

: 0 : 0 : 0
(1) , (2) , (3)

: 0 : 0 : 0
H p p H p p H p p
H p p H p p H p p

− = − ≤ − ≥  
  − ≠ − > − <  

  

زمون، آماره آزمون و ناحيه بحراني ديده در جدول زير فرضيه هاي آماري، شرايط استفاده از اين آ
  .مي شود

 

 آماره آزمون شرايط فرضيه آماري
رد فرض صفر 

 اگر

ناحيه رد و پذيرش 
 فرض صفر

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H p p
H p p

− =
 − ≠

 

زماني كه در مساله
مقايسه دو هدف 

 ود نسبت در
.جامعه است  

1 2 1 2
0

1 1 2 2

1 2

( ) ( )
(1 ) (1 )

p p p pZ
p p p p

n n

− − −=
− −+

 

0
2

0
2

Z Z

or Z Z

α

α

>

< −

 

 

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H p p
H p p

− ≤
 − >

 0Z Z α>   

0 1 2

1 1 2

: 0
: 0

H p p
H p p

− ≥
 − <

 0Z Z α< −  

 
. را با هم مقايسه كند 2و 1كارخانه سازنده مگس كش افشان مي خواهد دو فرمول جديد . 10مثال 

در يكي از . مگس را رها مي كند 1000هر كدام  دو اتاق با اندازه هاي برابر در نظر مي گيرد و در
و 1در اطاق هاي . استفاده مي كند 2شماره و در اطاق ديكر از افشان 1اين اطاق ها از افشان شماره 

است؟  2بهتر از فرمول  1آيا مي توان ادعا كرد فرمول . مگس از پا درآمدند 760و 825به ترتيب  2
  )05/0در سطح خطاي (
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0 1 2

1 1 2

1 2

0

0.05 0 0.05

: 0
: 0

825 760,
1000 1000

(0.825 0.760) 0 3.59
0.825(1 0.825) 0.760(1 0.760)

1000 1000

1.65 3.59 1.65

H p p
H p p

p p

Z

Z Z Z Zα

− ≤
 − >

= =

− −= =
− −+

= =  = > =

  

0با توجه به اينكه  05/0در نتيجه در سطح معني داري  0.05Z Z> شده است فرض صفر رد مي
از پا درآمده اند بيشتر از نسبت مگس  1شود به عبارت ديگر نسبت مگس هايي كه توسط فرمول 

  .است 2فرمول  بهتر از 1از پا درآمده اند در نتيجه فرمول  2هايي كه توسط فرمول 
  

 جامعه يك آزمون فرض آماري براي واريانس 

هر گاه فرضيه اي دربازه پراكندگي جامعه وجود داشته باشد، ضحت وسقم آن را مي توان با 
 .استفاده از آزمون فرض بررسي كرد

با  )     ( واريانس يك جامعههمان طور كه در مورد برآورد فاصله اي گفته شد استنباط در مورد 
 : آزادي خواهد بود كه داريم  n-1با درجه  2استفاده از توزيع كاي 

مي باشد هرگاه آن را تحت فرض    2نيز بر اساس همين توزيع كاي    آزمون فرض در مورد  
   :بنا براين داريم .تنظيم كنيم

ني ديده در جدول زير فرضيه هاي آماري، شرايط استفاده از اين آزمون، آماره آزمون و ناحيه بحرا
  .مي شود

  
  
  
  
  
  
  
  

2σ
2

2
2

( 1)n Sχ
σ
−=

2σ
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ناحيه رد و پذيرش فرض صفر رد فرض صفر اگر آماره آزمون شرايط فرضيه آماري

2 2
0 0

2 2
1 0

:

:

H
H

σ σ
σ σ

 =


≠
 

زماني كه در 
مساله هدف 

بررسي واريانس 
.جامعه است يك  

2
0 2

0

( 1)n Sχ
σ
−=

 

2 2 2 2
0 0, 1 1 , 1

2 2
n n

orα αχ χ χ χ
− − −

> <
 

2 2
0 0

2 2
1 0

:

:

H
H

σ σ
σ σ

 ≤


>
 2 2

0 , 1nαχ χ −>   

2 2
0 0

2 2
1 0

:

:

H
H

σ σ
σ σ

 ≥


<
 2 2

0 1 , 1nαχ χ − −<   

 

بر . انتخاب كرده باشيم  n=18فرض مي كنيم از جامعه نرمالي نمونه تصادفي به اندازه . 11مثال 
رض  ف. تمحاسبه شده اس 68/0اساس اين نمونه تصادفي انحراف معيار نمونه اي برابر 

2 0.36σ 2 فرض را در برابر  < 0.36σ  .محاسبه كنيد 05/0در سطح معني دار   ≥

  

   :حل 
2

0
2

1

2
2 2 2
0 , 1 0.05,17

: 0.36

: 0.36

(18 1)(0.68) 21.83 , 27.58
0.36 n

H
H

α

σ
σ

χ χ χ−

 ≤


>
−= = = =

  

2با توجه به اينكه  در نتيجه 2
0 αχ χ<، 0بنابراين فرضH رد نمي شود.  

  
 جامعه دو واريانسمقايسه زمون فرض آماري براي آ 

زماني كه بخواهيم واريانس دو جامعه آماري را مقايسه كنيم از اين آزمون استفاده مي كنيم، در اين 
1با  Fحالت آمار آزمون داراب توزيع  1n 2و − 1n   .درجه آزادي است −

ضيه هاي آماري، شرايط استفاده از اين آزمون، آماره آزمون و ناحيه بحراني ديده در جدول زير فر
  .مي شود
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ناحيه رد و پذيرش فرض صفر رد فرض صفر اگر آماره آزمون شرايط فرضيه آماري

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

:

:

H
H

σ σ
σ σ

 =


≠
 

زماني كه در مساله
مقايسه هدف 

 واريانس دو
.جامعه است  

2
1

0 2
2

SF
S

=  

1 2

1 2

0 , 1, 1
2

0 1 , 1, 1
2

n n

n n

F F

or F F

α

α

− −

− − −

>

<
 

 

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

:

:

H
H

σ σ
σ σ

 ≤


>
 

1 20 , 1, 1n nF Fα − −>  
 

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

:

:

H
H

σ σ
σ σ

 ≥


<
 

1 20 1 , 1, 1n nF F α− − −<  
 

 
انتخاب   16و  13فرض مي كنيم از دو جامعه نرمال نمونه هاي تصادفي به اندازه هاي  .12مثال

محاسبه  5/3و  2/19بر اساس آن ها واريانس هاي نمونه اي به ترتيب برابر كرده باشيم كه 
فرض برابري واريانس ها را در برابر فرض مخالف آن كه  5%در سطح معني دار . شده اند 

  .واريانس ها مساوي نباشند آزمون كنيد 

  :حل 

2 2
0 1 2

2 2
1 1 2

2
1

0 2
2

0.025,(12,15) 0.975,(12,15)
0.025,(15,12)

:
:

19.2 5.49
3.5

1 12.96, 0.30
3.28

H
H

SF
S

F F
F

σ σ
σ σ

 =


≠

= = =

= = = =

 

  

0چون  نتيجهدر  0/025,(12,15)F F>  ،0حاصل شده استH رد مي شود.  

  
  



 

1 
 

  تحليل واريانس : فصل دوازدهم
 مقدمه  

در اين فصل به بررسي و . مونه اي بحث شدهاي مشاهده شده بين دو ميانگين ندر فصل قبل درباره تفاوت 
به طور مثال ممكن است بخواهيم بدانيم آيا . تحليل تفاوت بين بيش از دو ميانگين نمونه اي مي پردازيم

نكته اي كه در  .ذر گندم تفاوت چشم گيري وجود دارد يا خيربين ميزان محصول ناشي از چهار نوع ب
در ) ميزان محصول(چنين بررسي هايي وكود دارد اين است كه زماني كه هدف مقايسه ميانگين يك متغير 

، وجود تفاوت )چهار نوع بذر گندم(چند سطح يك متغير مستقل يا جالت هاي مختلف يك متغير است 
بررسي موثر روشي كه ما براي  ر بودن، متغير مستقل مورد بررسي است از اين روبين ميانگين ها معادل موث

  . ناميده مي شود" تحليل واريانس"استفاده مي كنيم  بودن متغير
پايه اصلي تحليل واريانس بر اين اصل استوار است كه تفاوت مقدار هر مشاهده از ميانگين كل بوسيله 

  . شيمقطعه زمين داشته با 12بذر اگر ما ار نوع د مثال چهدر مور. ددي ايجاد مي شودعوامل متع

  
، نشان دهنده ميزان محصول اولين زميني است كه بذر نوع اول در آن كاشته شده  11xمطابق شكل فوق 

، ميزان  21xته شده است و ، ميزان محصول دومين زميني است كه بذر نوع اول در آن كاش12xاست، 
متوسط محصول زمين  xحال اگر ...در آن كاشته شده است و  2محصول اولين زميني است كه بذر نوع 

ليل اين تفاوت عوامل متعددي مانند نوع بذر، نوع متفاوت است و د xبا  11x. هاي مورد بررسي باشد
در مورد تمام اين موضوع در مورد تمام قطعات زمين برقرار است، بنابراين . است... زمين، ميزان نور و 

حال اگر تفاوت . قطعات زمين، قسمتي از اين تفاوت به خاطر نوع بذر و بقيه مربوط به عوامل ديگر است
 ه تفاوت ناشي از عوامل ديگر بيشتر باشد يعني عامل نوع بذر مهم است وناشي از نوع بذر نسبت ب

و  اين بدين معني است كه محصولي كه از سه بذر توليد مي شود يكي نيست همانطور كه در بالا اشاره شد
1اين به اين معني است كه فرض  2 3( )μ μ μ= ده دا اگر فرض كنيمحال در بيان تئوري . برقرار نيست =

i,...,1,2براي  ijxهاي  k=  1,2و,...,j n=  بوده، ميانگين كل آنها..x  باشد، در اين صورت كل تغيير

2نسبت به ميانگين به صورت 
..

1 1
( )

n k

ij
j i

x x
= =

− م انحرافات ناميده مي در مي آيد كه مجموع كل توان دو
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روش تحليل واريانس اين مقدار را به قسمت هايي تجزيه مي كند كه در شكل زير سه منبع تغيير قابل . شود
  .شناسايي به علاوه مولفه خطا مشخص شده است

  
  
  
  

  :كلي داريم در حالت
SST=SS(Tr1)+SS(Tr2)+…+SSE 

  واريانس كل= ناشي از عامل اولواريانس +وم واريانس ناشي از عامل د+ ... + خطا ناشي از واريانس
نكته كليدي در تحليل واريانس اين است كه هر چقدر عاملي تاثير بيشتري داشته باشد، واريانسي كه ايجاد 

  .مي كند بيشتر خواهد بود
واريانسي كه عامل ايجاد مي كند نسبت به واريانس : در هر تحليل واريانسي چنين چيزي بررسي مي شود

  .در جه وضعي قرار دارد، اگر واريانس بزرگ تر باشد عامل مورد نظر موثر تلقي مي شودخطا 

                         
2 2

0

2 2
1

:

:
Treatment Error

Treatment Error

H
H

σ σ
σ σ

 ≤


>
  

  :به طور معادل مي توان گفت
H0 :عامل مورد نظر موثر نيست.  
H1 :عامل مورد نظر موثر است.  

است و به ) F(براي مقايسه دو واريانس، آزمون فيشر  همانطور كه در فصل قبل بيان شد آزمون مناسب
  .فرضيه آماري بيان شده در بالا آزمون يك دنباله راست است

ر اي معيار واحدي براي مثال نوع بذچه تحليل واريانس بر اساس مشاهداتي صورت گيرد كه بر مبنچنان
اگر براساس مشاهداتي صورت گيرد ، ولي تحليل واريانس يك عامله مي گويند، آنرا اند ،طبقه بندي شده

  .معيار نوع بذر ونوع كود طبقه بندي شده اند آنرا تحليل واريانس دو عامله گويند 2كه بر مبناي 
  

  تحليل واريانس يك عامل 
 kداشته باشد و هدف مقايسه ميانگين متغير پاسخ در اين سطح  kمورد بررسي  )تيمار( فرض كنيد عامل

داده هاي حاصل .) ذر هدف مقايسه ميانگين هاي ميزان محصول چهار نوع بذر استدر مثال ب. ( سطح باشد
  . زير بيان كرد از بررسي را مي توان به صورت ماتريس

  
)تيمار(مشاهدات

واريانس

)خطا(امل ديگر وواريانس ناشي از ع  واريانس ناشي از عامل دوم واريانس ناشي از عامل اول  ... 
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n21سطوح عامل

knkk

n

n

xxx

xxx
xxx
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22221

11211
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به . عامل مورد بررسي است) سطح(امين تيمار  iامين مشاهده، تحت  j، نشان دهنده ijxدر جدول فوق 
  :در مورد هر مشاهده مي توان نوشت. مشاهده داريم nطور كلي در هر سطح يا تيمار عامل مورد بررسي 

1,2,...,
,

1, 2,...,ij i ij

i k
x e

j n
μ α

=
= + +  =

  

ام iاضافه تغييري كه به واسطه تاثير تيمار  عبارت فوق بدين معني است كه هر مشاهده برابر ميانگين كل به
ايجاد ) خطا(به اضافه تغييري كه به واسطه عوامل ديگر . امين تيمار گفته مي شودiايجاد شهد كه به آن اثر 

  .شده است
iحال اگر  iμ μ α=   :، داريم+

1,2,...,
,

1, 2,...,ij i ij

i k
x e

j n
μ

=
= +  =

  

  .ار مرحله خلاصه مي كنيممراحل انجام تحليل واريانس را در چه
  مشخص نمودن فرضيه آماري : مرحله اول

  فرض صفري كه در تحليل واريانس بررسي مي شود عبارت است از

0 1 2: ... kH μ μ μ= = =  
  يا به طور معادل

0 1 2: ... kH α α α= = =  
فرض مقابل در اين حالت .). دو يا همه اثرهاي تيماري صفرن(يعني تمام ميانگين هاي جامعه به هم برابرند 

  : عبارت است از
  =H0.دست كم دو تا از ميانگين ها برابر نيستند

  يا
  =H0.دست كم يكي از اثرهاي تيماري مخالف صفر است

  يعني (لازم به ذكر است كه در تحليل واريانس فرض مي كنيم متغيرهاي تصادفي متناظرijx ( كه
 .هستند 2σو واريانس مشترك  iμتند داراي توزيع نرمال با ميانگين هاي همه مستقل هس

  
  

  تعيين آماره آزمون:مرحله دوم
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عامل مورد بررسي ر پذيري كل را به دو جز انحرافات حاصل از يتغيحال به منظور آزمون چنين فرضيه اي  
  : مانده تفكيك مي كنيمحرافات باقي انو 

  مجموع كل توان دوم = مجموع توان دوم حاصل از تيمار + مجموع توان دوم باقي مانده 
2 2 2

. .
1 1 1 1 1

( ..) ( ..) ( )
k n k k n

i i
i j i i j

xij x n x x xij x
= = = = =

− = × − + −   

 
فرمول فـوق را  . مشاهده است nkميانگين همه  x..و  ام iميانگين مشاهدات جامعه   ix.كه در آن 

)به صورت  )SST SS Tr SSE=   . نشان مي دهيم +
  :بنابراين داريم

2
..

1 1

2
. ..

1

2
.

1 1

( )

( ) ( )

( )

k n

ij
i j

k

i
i

k n

ij i
i j

SST x x

SS Tr n x x

SSE x x

= =

=

= =

= −

= −

= −







  

و درجه آزادي مجموع تـوان دوم خطـا    SS(Tr)( ،k-1(در جه آزادي مجموع توان دوم تيمارهاي 
k(n-1) طا كه آنها را به ترتيـب بـا   در اين صورت ، ميانگين توان دوم تيمارها و ميانگين توان دوم خ. است

( )MS Tr  وMSE  نشان مي دهيم به اين صورت خواهند بود.  
( )( )

1
SS TrMS Tr

k
=

−
 

( 1)
SSEMSE

k n
=

−
 

اگر ميانگين توان دوم تيمارها نسبت به ميانگين توان دوم خطا كم باشد نتيجه مي شود كـه ميـانگين   
  :حال اگر تعريف كنيم .رد مي شودoHه متفاوت هستند در اين صورت فرض هاي جامع

0
( ) (Tr)/(k-1)

/ ( 1)
MS Tr SSF
MSE SSE k n

= =
−

 

0F )داراي توزيع ) آماره آزمونF  با درجات آزادي ،k-1  براي صـورت و k(n-1)    بـراي مخـرج
  .است

و درجات آزادي به همراه ميانگين هاي تـوان دوم را  معمول است كه تجزيه مجموع توان هاي دوم 
  . ارائه مي كنند»و. ت (ده تر جدول يا به صورت سا»جدول تحليل واريانس«به شكل جدولي به نام 

  
  

F MS dfSS منبع پراكندگي 
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0
( )MS TrF

MSE
=  MS (Tr) 1−kSS(Tr)تيمار 

 MSE )( 1−nkSSE خطا 
 -1−knSST جمع 

  تعيين مقدار بحراني: مرحله سوم
  مقدار بحراني در اين آزمون برابر است با 

, 1 , ( 1)k k nFα − −  
  

  تصميم گيري: مرحله چهارم
0حال اگر  , 1, ( 1)k k nF Fα −   . ، فرض صفر رد مي شود≤−

  
  
  

مجموعتوان هـاي دوم فـوق، معمـولا از فرمـول هـاي محاسـباتي زيـر        براي ساده تر كردن محاسبه 
  .استفاده مي شود

2 2
..

1 1

2 2
. ..

1

1 .

1 1( ) .

( )

k n

ij
i j

k

i
i

SST x T
kn

SS Tr T T
n kn

SSE SST SS Tr

= =

=

= −

= −

= −



  

  .مشاهده است nkهمه  جموعم T..و  ام iمجموع مشاهدات جامعه   iT.كه در آن 
  

. »است يكسان  بذر محصول حاصل از چهار نوعميانگين « را آزمون كنيم  خواهيم اين فرضيه مي:  1مثال
به  قطعه زمين هم مساحت كاشته ايم و ميزان محصول حاصل 3هر نوع بذر را در براي بررسي اين فرضيه، 
درصد  5محصول حاصل از بذرها، در سطح خطاي با فرض نرمال بودن توزيع . صورت جدول زير است

  .زمون مناسب را برگزار كنيد؟ آفرض آماري را 
  
  
  

 نمونه
 نوع بذر

3 2 1 

 درجه آزادي خطا

 سطح خطا درجه آزادي تيمار

0H  F

, 1, ( 1)k k nFα − −

1H
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81 79 86 1 

88 82 89 2 

73 68 82 3 

80 72 81 4 

  
  : حل

  تعريف فرضيه آماري : مرحله اول
   :فوق عبارت است فرضيهفرضيه آماري معادل 

:
:

H
H

μ μ μ μ= = =



0 1 2 3 4

1
  

   
  محاسبه آماره آزمون:مرحله دوم

  : دهيم  را تشكيل مي ANOVAها را محاسبه، سپس جدول  SSن ابتدا براي محاسبه آماره آزمو 
2 2 24 , 3 , 86 ... 80 77409ijk n x= = = + + =  

  : به ترتيب  4و  3، 2، 1بذر جمع مقادير 
                     1. 2. 3. 4.246 , 259 , 223 , 233T T T T= = = =  

  ) : عدد 12(جمع مقادير 

.. 961T =  
2 2 2

00
1 1. 77409 (961 ) 448.917

12ijSST x T
kn

=ΣΣ − = − =  
2 2 2 2 2 2 2
. 00

1 1 1 1( ) . (246 259 223 233 ) (961 ) 244.917
3 12iSS Tr T T

n kn
= − = + + + − =  

( ) 448.917 244.917 204.00SSE SST SS Tr= − = − =  
واحد ) 00/204(واحد را عامل مورد نظر و بقيه  917/244واحد توان دوم،  917/448يعني از مجموع 

  كنيم اكنون جدول را تهيه مي. استرا عوامل ديگر ايجاد كرده 
  
  

  ANOVAجدول 
F MS Df SS  منبع پراكندگي  

202/3  64/81 4 1 3−  بذر  917/244 =

.يكسان نيستدست كم ميانگين حاصل از دو نوع بذر   
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-  50/25 4(3 1) 8−   خطا  00/204 =
  جمع  917/448  11  -  -

  .محاسبه شده است 202/3عدد ) F(بنابراين مقدار آماره آزمون 
0.05αداريم :مقدار بحراني ) 3مرحله  = ،3n 4kو  =    :، پس=

0/05 , 3 , 8 4 / 07F =  
 0Hدر ناحيه شده است  07/4كمتر از  202/3با توجه به اينكه مقدار آماره آزمون : گيري  تصميم) 4مرحله 
نوع بذر تاثيري در ميزان  به عبارت ديگر. وجود ندارد 0Hگيرد دلايل و شواهد كافي بر رد  قرار مي

  ).تواند برابر باشد ميهار نوع بذر چميانگين . (اردمحصول ند
  

  
  تحليل واريانس دو عامله 

گاهي اوقات عامل غير مرتبط تاثير زيادي داشته و اين امر گاهي هدف بررسي دو تاثير دو عامل است و يا 
  .)تبط در داخل خطا قرار مي گيرند چون عوامل غير مر.( سبب بزرگ شده واريانس خط مي شود 

نتيجه هر چقدر عامل مورد بررسي موثر باشد چون واريانس كوچكتري نسبت به خطا دارد همواره در در 
تحليل واريانس فرض موثر بودن عامل مورد بررسي رد مي شود براي احتراز از چنين وضعي مي توان عامل 

امكان ديگر آن  .رسيم اطلاعاتي كه لازم داريم مي غير مربوط را ثابت گرفت ولي با اين كار به ندرت به
كه  .، آزمايش را طوري طراحي مي كنيمعنوان يك عامل مهم در نظر گرفته است كه عامل غير مربوط را به

بتوانيم اثر آن را اندازه بگيريم در اين صورت تحليل واريانس دو عامله به كمك ما مي آيد كه در آن 
  . عامل غير مربوط و خطاي آزمايش يا تصادف ،تيمار: كل داده ها به سخ جزء افراز مي شودتغييرات 

مثلا  .عامل در ايجاد تغييرات مي پردازددوعامله به بررسي اثر دو تحليل واريانس همانطور كه بيان شد 
  .در ميزان محصول خاكبررسي عامل نوع بذر و نوع 

ر آزمايش دو عامله د .دو عامله بايد معرفي شود تاثير متقابل استمفهوم اساسي كه در تحليل واريانس 
مل براساس سطوح عامل ديگر عازماني كه دو عامل مستقل نيستند اثر خاص سطوح مختلف تيمار در يك 

در مثال نوع بذر زماني كه يك نوع بذر در نوع  .شود دو عامل تاثير متقابل دارند تغيير مي كند گفته مي
ر متغي تقابل داشته و تاثير متقابل آنها برخاصي بهتر رشد مي كند ولي در نوع ديگر نه پس تاثير م خاك
بوده و  در عامل مستقل لازم به ذكر است در بسياري از آزمايش ها .تاثير گذار است) ميزان محصول(ته وابس

از هم مستقل هستند در اين بخش ما صرفا آزمايش هاي دو عامله كه دو عامل  .تاثير متقابل وجود ندارد
  .بررسي مي كنيم

 انس دو عامله بدون تاثير متقابلتحليل واري •
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 – Bو عامـل   Aيـا عامـل    -را تيمارها و بلوك ها) عامل(در تحليل واريانس دو عامله مي توانيم دو متغير 
  . بناميم و تيمارها را در سطر و بلوك ها را در ستون نشان دهيم

 ،فرض مي شود ijx  1,2به ازاي,...,i k=  1,2و,...,j n= مقادير ،n  متغير تصادفي مستقا نرمال
  . ماتريس زير را در نظر بگيريد. با شند 2σو واريانس مشترك  ijμبا ميانگين هاي 

  
)تيمار( Bسطوح عامل   

n21سطوح عامل A 

knkk

n

n

xxx

xxx
xxx







21

22221

11211

 
k

2
1

 

امين سطح بلوك  jو  Aامين سطح عامل  iدر ) در مثال بذر ميزان محصول(نشان دهنده مقدار متغير  ijxكه 
 :هر مشاهده را مي توان به اين صورت نوشت. است Bيا عامل 

ij i j ijx eμ β= + ∝ + +   
  

 دو. مي باشد ) Bاثر تيماري (اثرهاي بلوكي  jβو  Aهاي تيمار اثر ∝iميانگين كل ،  μكه 
  هاي بلوكي ند از صفر بودن اثرهاي تيماري و اثرفرض صفري كه آزمون مي كنيم عبارت ا

1 2
'

1 2

: ... 0
: .... 0
o k

o n

H
H β β β

∝ =∝ = =∝ =
= = = =

  

1آن است كه همه اژهاي تيماري برابر صفر نيستند و فرض مقابل oHفرض مقابل  
oH آن است كه

  :همه اژهاي بلوكي صفر نيستند يعني 
iHدست كم به ازاي يك مقدار  i ,01 ≠=∝  

'دست كم به ازاي يك مقدار 
1 0,jH jβ= ≠  

  :د كه مي توان به راحتي ثابت كر
  مجموع توان انحرافات = مجموع توان دوم انحرافات + مجموع توان دوم انحرافات + مجموع توان دوم 

   حاصل تيمار                حاصل بلوك                 انحرافت باقي مانده       
2 2 2 2

. . . ... ..
1 1 1 1 1 1

( ) . ( ..) ( ..) ( )
k n k n k n

i j i jij ij
i j i j i i

x x n x x k x x x x x x
= = = = = =

− = − + − + − − +     

.ام، iر ، ميانگين مشاهدات براي تيماix.كه  jx  ميانگين مشاهدات براي بلـوك ،j ام و..x  ميـانگين ،
  .مشاهده است nkهمه 

  فرمول به اين صورت مي شود كه 
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( )SST SS Tr SSB SSE= + +  
  

  كه در قبل اشاره كرديم به اين گونه مي شود ) و. ت (حاصل جدول
F  منبع تغييرات جمع توانهاي دوم درجه آزادي مميانگين توانهاي دو  

( )
Tr

MS TrF
MSE

=  1−
=

k
TrSSTrMS )()(  1−k  )(TrSS  تيمارها  

B
MSBF
MSE

=  1−n
SSBMSB  1−n  SSB  بلوك ها  

  
))(( 11 −−

=
kn

SSEMSE ))(( 11 −− kn  SSE  خطا  

   1−nk SST جمع  
  

در صـورتي رد مـي شـود كـه      0Hفـرض  ). BFو  TrF(محاسـبه مـي شـود     Fدر اين حالـت دو  
, 1,( 1)( 1)Tr k n kF Fα − − 0Hباشد و فرض  ≤− ,را در صورتي رد مي كنيم كه  ′ 1,( 1)( 1)B n n kF Fα − −     .باشد ≤−
  : ها به اين صورت است SSطرز محاسبه 

2
00

2 1 T
kn

xSST ij .−ΣΣ=  
2

00
2
0

11 T
kn

T
n

TrSS i .)( −Σ=  

2
00

2
0

11 T
kn

T
k

SSB j .−Σ=  

])([ SSBTrSSSSTSSE +−=  
مثال قبل فرض كنيد با وجود اينكه هدف تحقيق بررسي تاثير نوع بذر بر ميزان محصول است،  در:  2مثال

. مي دانيم نوع خاك نيز بر ميزان محصول تاثير دارد و در منطقه مورد بررسي سه نوع خاك نيز وجود دارد
چهار نوع بذر   ميانگين محصول حاصل از« خواهيم اين فرضيه ها را آزمون كنيم كه   حال مي خواهيم مي

براي بررسي اين فرضيه ها، . »  ميانگين محصول حاصل از سه نوع خاك  يكسان است« و » يكسان است
قطعه زمين كه هر يك داراي يك نوع خاك هستند كاشته ايم و ميزان محصول حاصل  3هر نوع بذر را در 

ها و نوع خاك ها، در سطح با فرض نرمال بودن توزيع محصول حاصل از بذر. به صورت جدول زير است
  .درصد فرض آماري را ؟ آزمون مناسب را برگزار كنيد 5خطاي 

  

 نوع خاک
 نوع بذر

3 2 1 
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81 79 86 1 

88 82 89 2 

73 68 82 3 

80 72 81 4 

  
  : دهيم  ها را انجام مي چهار مرحله آزمون فرض

  : ها  تعريف فرض: مرحله اول
0 1 2 3 4

1

:

:

H
H

μ μ μ μ= = =



  

0 1 2 3

1

:
:

k k kH
H

μ μ μ′ = =
 ′

  

  آماره آزمون . 2
  محاسبات اوليه

  نوع بذرها  )بلوكها(نوع خاك 0iTجمع،   ميانگين
  )تيمارها(  1نوع   2نوع  3نوع      
  اولنوع   86  79  81    246  82

  دوم نوع   89  82  88    259  33/86
  سوم نوع  82  68  73    223  33/74
  چهارم نوع  72  72  80    233  67/77

  
00 961T   .jTجمع،  338  301  322   =

00 80.08x   ميانگين          =
  
  

4 , 3k n= = 
4 3

2 2 2 2

1 1
86 89 ... 80 77409ij

i j
x

= =

= + + + =  

2177409 (961) 448.917
4 3

SST = − =
×

  

2 2 2 2 21 1( ) (246 259 223 233 ) (961) 244.92
3 4 3

SS Tr = + + + − =
×

  

برابر نيستع بذر دو نودست كم ميانگين  

برابر نيست نوع خاكدست كم ميانگين دو  
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2 2 2 21 1(338 301 322 ) (961) 172.17
4 4 3

SSB = + + − =
×

  

448.917 244.92 172.17 31.828SSE = − − =  
  

  ANOVAجدول 
F منبع تغييرات  مجموع توانهاي دوم درجه آزادي ميانگين توان دوم  

81.64 15.40
5.30

=  244.92 81.64
2

  تيمار 92/244  3  =
86.085 16.24
5.30

= 172.17 86.085
2

  بلوكها  17/172  2 =

  31.828 5.30
6

  خطا  83/31  6  =

  جمع  917/448  11   
  

4kمقادير بحراني كه داريم  :مرحله سوم 3nو  = = 050/=α ؛ پس :  
,: براي تيمارها  1 , ( 1)( 1) 0/05 , 3 ,6 4 / 76k n kF Fα − − − = =  

,: براي بلوكها  1 , ( 1)( 1) 0/05 ,2 ,6 5.14n n kF Fα − − − = =  
15چون : گيريها  تصميم - 4 / 40TrF 0/05ز ا = , 3,6 4.76F 16.24BFبيشتر است و  = از  =

0/05 , 2 ,6 5.14F به عبارت ديگر، . گيريم كه هر دو فرض صفر بايد رد شوند بيشتر است؛ پس نتيجه مي =
  . دار است معني سه نوع خاكو  نوع بذراختلافهاي بين ميانگينهاي حاصل براي چهار 

  

  تجربه  هاي پس از آزمون
( پذيرفته مي شود ) 1Hيعني( رد مي شود و فريضه مخالف ) 0H(يل واريانس زماني كه فرض صفردر تحل

با هم ) جامعه (،يعني دست كم ميانگين دو گروه ) عامل مورد بررسي معني دار تشخيص داده مي شود 
كه مطرح مي شود اين است كه كدام دو گروه يا جامعه با هم متفاوت هستند براي  اختلاف دارند و سوالي

  .پاسخ به اين سوال در مقايسه هاي بتعي يا پس از تجزيه استفاده مي شود 
  : سه آزمون معروف عبارتند از . ها زيادمي باشد تعداد اين آزمون

  
  .بررسي مي كنيم   HSDوش جا ما صرفا ربراي انجام اين منظور روش هاي متعددي وجود دارد كه اين

  روشHSD )دار راستين تفاوت معني (  
HSD = Honestly  Significant Difference   

LSD   
HSD         توكي(Tukey)   

  (Scheffe)شفه            
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يا تفاوت معني دار راستين كه توكي ارائه كرده مستلزم محاسبه كوچك ترين تفاوت معني دار  HSDروش 
|ي تمام زوج هاي ممكن در اين روش قدر مطلق تفاضل ميانگين ها.بين دو ميانگين است  |i jx x− 

|وج كه براي هر زدر صورتي  .محاسبه مي شود |i jx x−  از مقدارHSD  بيشتر باشد تفاوت بين ميانگين
iهاي آن زوج معني دار خواهد بود يا به عبارتي مي توان گفت  jμ μ≠  است كه مقدارHSD  زماني كه

  عبارت است از   .نه هاي گروه ها با هم برابر باشدحجم نمو

n
MSEqHSD dfk ×= ),,(α  

  .كنيم هاي مختلف برابر نباشد، از اين فرمول استفاده مي و اگر حجم نمونه از گروه

k
dfk nnnk

MSEqHSD 111
21

+++×= ...(),,(α  

  : هاي فوق  كه در فرمول
q  :اي كتابانته 9جدول . (از روي جدول به دست مي آيد.(  

α  :دار بودن  سطح معني  
 K  :مورد مقايسه ) هاي جامعه(ها  تعداد گروه  

Df  : درجه آزادي خطا  
MSE  : است) خطاها  واريانس(ميانگين توان دوم خطاها.  

  : مثال 
نوع  4يعني تساوي ميانگين  0H، فرضيه )نوع خاكو  بذرهاي  بررسي عامل(با مراجعه به مثال قبل 

  : ها به صورت زير بود  هاي نمونه تايي بود و ميانگين 3 نوع بذررد شد، نمونه از هر  بذر
1 2 3 4

1 2 3 4

82, 86.33 , 74.33 77.67
3 , 5.30

X X X X
n n n n MSE

= = = =
= = = = =

  

  ) : درصد 5سطح خطا (دار است  ها معني حال مي خواهيم ببينيم اختلاف بين كدام ميانگين
6dfو  k=4در اينجا    :  qبنابراين مقدار جدول  α=/050و  =

(.05 ,4 , 12) 4.896q =  
به اين صورت  HSDمقدار . كنيم ها برابر است، از فرمول اول استفاده مي با توجه به اين كه نمونه

  : شود  محاسبه مي

(.05 ,4 ,6)
5.304.896 6.51

3
MSEHSD q

n
= × = × =  

در جدول زير . دار است باشد معني (5.51)ميانگيني كه بيشتر از بنابراين اختلاف بين هر دو 
  .مشخص شده است(*) دار هستند با  ها محاسبه شده و آنهايي كه معني اختلاف
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   1بذر 2بذر 3بذر  4بذر 
   ميانگين نمونه  82 33/86 33/74  67/77
  1بذر   82 - *33/4 *67/7  33/4
  2بذر   33/86 - - 12*  *66/8
  3بذر   33/74 - - -  34/3
  4بذر   67/77 - - -  -

اختلاف بين ميانگين محصول بذر دوم و  ،اختلاف بين ميانگين محصول بذر اول و بذر سومبنابراين 
  :يعني  بذر سوم و دست آخر اختلاف بين ميانگين محصول بذر دوم و بذر چهارم معني دار است

1 3

2 3

2 4

μ μ
μ μ
μ μ

≠
 ≠
 ≠

  

  



  
   

  
  به نام خدا

  
  رگرسيون و همبستگي: 13فصل 

در بسياري از . بيني وضع آينده است گيرند كه مبتني بر پيش اي مي مديران هر روز تصميماتي شخصي و حرفه
كنند بين دو يا چند متغير به نحوي  در واقع آنان سعي مي. بيني آينده بر مبناي گذشته و حال است موارد پيش

مثلاً ممكن است مديري به رابطة بين . بيني آينده استفاده كنند ار نمايند تا بتوانند از آن در پيشارتباطي منطقي برقر
مند باشد، و يا به رابطة بين ميزان  شود و سود خالص شركت علاقه ميزان پولي كه صرف تحقيق و توسعه شركت مي

ات و فروش، ميزان انتظارات از كاركنان و وري كاركنان، ميزان تبليغ پاداش و توليد، ميزان رضايت شغلي و بهره
عملكرد و بازدهي آنها، ميزان حقوق و كارآيي، ميزان درآمد سرانه و فروش محصولات شركت و غيره علاقه نشان 

 x,yاگر دو متغير به عبارت ديگر،  .نحوة ايجاد ارتباط خطي بين دو متغير و تحليل آن موضوع اين فصل است. دهد
بررسي باشند همبستگي بين آنها برازش خط رگرسيون، پيش بيني، و آزمون فرض ها روي صفات متغير مورد 

   .پارامترهاي خط رگرسيون در اين فصل مورد بحث قرار مي گيرند

  رابطه بين دو متغير

  انواع رابطه بين دو متغير 
 رابطه دقيق در رياضيات و غيردقيق در آمار بحث مي شود.  
در اين  .ييرات يك متغير بطور مستقيم يا معكوس در تغييرات متغير ديگر مؤثر استشود كه تغ مشاهده ميگاهي 

گفته مي شود بين دو متغير رابطه علت و معلولي وجود دارد و به منظور تحليل رابطه بين اين دو متغير از صورت 
  .شود  گفته مي (y) معلول متغير وابسته  ، و به(X)به متغير علت، متغير مستقل . رگرسيون استفاده مي شود

روابط مختلفي ممكن است وجود داشته باشد كه در نمودارهاي پراكنش زير نمونه هايي ديده  yو  xبين دو متغير 
  .مي شود
  
  
  
  

  
  







y

ج د






 


y

x
ب

x

y

x












   











 
 

x

y

x




 
 





 الف

  ثل رابطه بين شعاع و محيط دايرهم:دقيق
 شركت فروشمثل رابطه بين ميزان تبليغات و : غير دقيق 
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نمودار . اي تقريباً خطي و معكوس وجود دارد رابطه yو  xدهد كه رابطه بين  نشان مي) الف(نمودار پراكنش 
اي غيرخطي از  دهد كه رابطه نشان مي) ج(نمودار . وجود ندارد yو  xاي بين  كه رابطهدهد  نشان مي) ب(پراكنش 

وجود دارد و  yو  xاي دقيق بين  دهد كه رابطه شان مين) د(و نمودار  پراكنش . وجود دارد yو  xنوع سهمي بين 
  .شيب خط نيز مثبت است

نكه ابتدا فرض كنيم رابطه بين دو متغير داراي فرم خاصي برآورد رابطه بين دو متغير، امكان پذير نخواهد بود مگر آ
يك چنين توابعي در اقتصاد از اهميت بسياري . تابع خطي ساده است ترين اين فرمها، يكي از معمول. است

. توانند بعنوان تقريبي از توابع غيرخطي بكار روند برخوردارند، زيرا كار كردن با آنها نسبتاً ساده است و اغلب مي
  :رم رياضي يك تابع خطي ساده بصورت زير است ف

XY βα +=  
مساوي صفر  Xبه ازاء Yشود، مقدار كه عرض از مبدأ ناميده مي αضريب. ثابت هستند βوαكه در آن مقادير

 Xرا به ازاي يك واحد تغيير در Yميزان تغييرات  كه نمايانگر شيب خط است، βضريب. دهد را نشان مي
  .كند مشخص مي

، از معلوم باشند     كه     و بديهي است وقتي اين معادله مشخص مي شود. مي خواهيم معادله خط را پيدا كنيم
اطلاعات مربوط به جامعه هستند، تنها زماني بطور دقيق قابل محاسبه هستند كه كل  β و  α آنجا كه

ه كمك در اين جا آن ها را ب جامعه در اختيار باشد، كه در اكثر موارد چنين امكاني وجود ندارد در نتيجه،
  .بنابراين برآورد هاي حاصل را به صورت زير نشان مي دهيم. نمونه اي تصادفي برآورد خواهيم كرد

)1(ˆˆˆ bxaxy +=+= βα  
روش  ،روشي كه در اين مورد انتخاب مي كنيم. است βو  αبه عناون براوردهاي   bو  aكه هدف محاسبه 

  . مي باشد اقل توان هاي دومحد

 :روش حداقل توان هاي دوم

,را با   x  معمولاً مقادير ,..., nx x x1 ,با  را Y رمقادي و  2 ,..., ny y y1  . نشان مي دهيم  2

  :كنيم در نظر گرفتپس از انتخاب نمونه مي توانيم داده ها را به زير 

 ),(),...,,(),,( nn yxyxyx 2211 
ه مي شود، تمام نقاط در نمودار پراكنش كاملا بر خط منطبق نيستند و با خط فاصله طور كه در شكل ديد همان

  :بنابراين در واقعيت داريم.) اين مفهمو رابطه غيردقيق است(دارند 

i i iy xα β ε= + + 

 .ها خطاهاي تصادفي مي باشندiεكه 

)N  با فرض اينكه هر • , ) ~ σε    .شكل بعدي رادر نظر مي گيريم 2

αβ
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    :   مطابق شكل داريم. نمايش مي دهيم ieجه به اينكه ما فقط نمونه را داريم خطاي موجود در نمونه را با وبا وت

ˆi i ie y y= − 

هاي  ieاط نزديك باشد يا به عبارتي مسلما خطي به عنوان بهترين خط شناخته مي شود كه تا حد ممكن به نق
مقادير مثبت و منفي همديگر را خنثي مي ( ها معمولاً صفرمي باشدieازآنجا كه مجموع . كوچكي داشته باشد

ieن ازمجموع توان دوم آن بنابراي .) كنند اي را پيدا كنيم كه معادله  bو  aو سعي مي كنيم . استفاده مي كنيم 2
ieخط حاصل از آنها داراي كمترين مقدار  روش حداقل مربعات عبارت است ازمينيمم كردن رابطه . باشد 2

   :زير

ˆ( , ) ( )i i iA a b e y y= = − 2 2 

 

  :دبه صورت زير خواهد ش bو  aبا حداقل كردن عبارت فوق، مقادير 

2

1

2

1

1

2

1

)(

))((
,

xnx

yxnyx

xx

yyxx
bxbya n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

−

−
=

−

−−
=−=









=

=

=

= 

  :به اين ترتيب معادله خط برآورد شده عبارت است از

ˆˆŷ x a bxα β= + = +  
   :با توجه به داده هاي زير معادله خط رگرسيون را محاسبه كنيد) 1مثال

                             15   27  13    6     14    21     11    9      :x  

                               159   93   49   98   139   90    66   115    :y 

   :حل
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71.248.1027.57.122
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909371998
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


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
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yxnyxxnx
n

y
y

n
x

x

yx

yxyx

i

ii
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  :در نتيجه معادله خط رگرسيون برآورد شده عبارت است از

ˆˆŷ x a bx xα β= + = + = +24/71 5/27  
را بر اساس نمونه تصادفي بـه   Xو Yفرض مي كنيم بخواهيم رابطه خطي يا معادله رگرسيوني بين دو متغير ) 2مثال

 : بر اساس اين نتايج حاصله  از نمونه مسئله را حل كنيد. بدست آوريم 15اندازه 

i i i i

i i

x y x y

x y

= = =  

= = 2 2
162 1840/5 19945/7
1820/2 225927/85  

  :حل

i ix yx y
n n

 = = = = = =162 1840/510/8 122/715 15  
( )

( )
i i

i

x y nxyb
x nx

a y bx

− × ×= = = =
− ×

= − = × =
2 2 2

19945/7-15 10/8 122/7 68/3 0/9670/61820/2-15 10/8
122/7-0/96 10/8 112/256

  

  :در نتيجه معادله خط رگرسيون برآورد شده عبارت است از

ŷ a bx x= + = +112/256 0/96  
  : را پيش بيني كنيم yمقدار  *xمانند xبه كمك معادله رگرسيون مي توانيم به ازاي مقدار خاصي از :تذكر

 y a b x∗ ∗= + 
  مقدار پيش بيني برابر است با x*=2مثلاً در مثال قبل به ازاي    

y a b x∗ ∗= + = ×+ = 112/256 0/96 2 114/17  
  

كه از نمونه هاي مختلف به دست آمده اند، معياري كه  سه چند خط رگرسيوني استگاهي اوقات هدف مقاي: تذكر
 عبارت  ، نشان مي دهيم eSمجموع مانده ها كه آن را با نماد براي مقايسه اين خط ها پيشنهاد مي شود، 
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 : است از

     
2

2e

y a y b xy
S

n
− −

=
−

   

  .كمتري داشته باشد، بهتر است eSخطي كه 

 : را محاسبه كنيم قبلبه عنوان نمونه مي توانيم مجموع مانده ها در مثال 

2

2
225927 / 85 112/ 256 1840/ 5 0/96 19945 / 7 3 /65

15 2

e

y a y b xy
S

n
− −

=
−
− × − ×= =

−

  
  

از جامعه استخراج كرده  20اندازه تصادفي به نمونه  Yو Xبراي تعيين رابطه خطي بين دو متغير تصادفي ) 4مثال
 . نتايج زير حاصل شده است ايم كه بر اساس آن

     i i i i

i i

x y x y
x y

= = =  

= = 2 2
35 48 960
680 1348 

  .معادله خط رگرسيون و مجموع مربعات مانده ها را بدست آوريد

  :حل

i ix yx y
n n

 = = = = = =35 481/75 2/420 20  

i i

i

x y nxy y bx
x nx

b a− −
−

= = = = = −
2 2

876 1/41 0/07618/75  

  :در نتيجه معادله خط رگرسيون برآورد شده عبارت است از

ŷ a bx x= + = +-0/07 1/41  
نشان  xبا فاصله فروشگاه كه آن را با , نشان مي دهيم yبراي تعيين رابطه هزينه حمل يك كالا كه آن را با ) 5مثال

  : ه ايمدبراساس آن نتايج زير را بدست آورفروشگاه را انتخاب و  8نمونه اي تصادفي شامل , مي دهيم

                              14    21    12   6     15   21    10     8     :x  

                               169      56   49   95  139   91   68   113    :y 

  .معادله خط رگرسيون را مشخص كنيد
  :حل

i ix yx y
n n

 = = = = = =107 78013/37 97/58 8  
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i i

i

x y nxy y bx
x nx

b a− −
−

= = = = = −
2 2

1466/4 12/42 68/5118/04  

  
2

2e

y a y b xy
S

n
− −

= =
−

   2/66  

  : رآورد شده عبارت است ازدر نتيجه معادله خط رگرسيون ب

ŷ a bx x= + = +-68/5 12/42  
  خواص برآورد كننده ها

 برآورد نقطه βو  αبه عبارتي پارامتر هستند، بنابراين براي . بايد از طريق جامعه محاسبه شوند βو  αهمانطور كه بيان شد 
  .اي، برآورد فاصله اي و آزمون فرض را مي توان بررسي كرد

  :همانطور كه در بالا بحث شد برابرندبا βو  αبرآورد نقطه اي 

1 1

2 2 2

1 1

( )( )
ˆˆ ,

( )

n n

i i i i
i i

n n

i i
i i

x x y y x y nxy
a y bx b

x x x nx
α β = =

= =

− − −
= = − = = =

− −

 

 
  

  :اگر تعريف كنيم

2 2 2 2

1 1

, e
a e bn n

i i
i i

SXS S S
n x nx x nx

= =

= + =
− − 

21  

  :داريم

( ) ( ),~ ~df n df n
a b

a bT t T t
S S

α β
= − = −

− −= =2 2 

           
)(بنابراين يك فاصله اطمينان α−1100%  برايα عبارت است از :  

. aa t Sαα ±  :      2 

)(به همين ترتيب يك فاصله اطمينان   α−1100% برايβ ارت است ازعب : 

     . bb t Sαβ ±  :     2 

α,همچنين مانند درس هاي گذشته مي توانيد براي  β آزمون فرض انجام دهيد .  

  .، فرضيه هاي آماري، آماره آزمون و ناحيه بحراني در جدول زير ارائه شده استαدر مورد پارامتر 
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رد فرض صفر اگر آماره آزمون شرايط فرضيه آماري  ناحيه رد و پذيرش فرض صفر

0 0

1 0

:
:

H
H

α α
α α

=
 ≠

زماني كه در مساله  
انجام آزموني هدف 

در مورد عرض از مبدا
..خط رگرسيوني باشد  

a

at
S

α−= 0
0

 

0 ( 2, )
2

0 ( 2, )
2

n

n

t t

or t t

α

α

−

−

>

< −
 

 

0 0

1 0

:
:

H
H

α α
α α

≤
 >

 
0 , 2nt tα −>   

0 0

1 0

:
:

H
H

α α
α α

≥
 <

 
0 , 2nt tα −< −   

  .، فرضيه ھای آماری، آماره آزمون و ناحيه بحرانی در جدول زير ارائه شده استβدر مورد پارامتر 

رد فرض صفر اگر آماره آزمون شرايط فرضيه آماري  ناحيه رد و پذيرش فرض صفر

0 0

1 0

:
:

H
H

β β
β β

=
 ≠

زماني كه در مساله  
انجام آزموني هدف 

در مورد شيب خط 
..رگرسيوني باشد  

b

bt
S

β−= 0
0  

0 ( 2, )
2

0 ( 2, )
2

n

n

t t

or t t

α

α

−

−

>

< −
 

 

0 0

1 0

:
:

H
H

β β
β β

≤
 >

 
0 , 2nt tα −>   

0 0

1 0

:
:

H
H

β β
β β

≥
 <

 
0 , 2nt tα −< −   

  

 .معادله خط رگرسيون را بنويسيد .براي جدول مقادير زير پارامترها را برآورد كنيد)  6مثال

αآزمون فرض زير را در سطح    .انجام دهيد 0/05=

0

1

: 0
: 0

H
H

β
β

=
 ≠

  

                             64  43  21  39  28  57  47  34  75  52    :x  

                             82  78  52  65  73  92  89  56  98  75    :y  

  :حل

2 2

460 76046, 76
10 10

1894 0/ 76, 40/ 8
2474

i i

i i

i

x y
x y

n n
x y nxy

b a y bx
x nx

= = = = = =

−
= = = = − =

−

 




  

  : در نتيجه معادله خط رگرسيون برآورد شده عبارت است از



٨ 
 

0 0/025, 8

ˆ 40.8 0.76
9.95
0.76 0 3.79 , 2.3069.95
49.74

e

df

y a bx x
S

t t =

= + = +
=

−= = =

  

0بنابراين با توجه به اينكه  0/025, 83 / 79 2/ 306 dft t == > مخالف صفر  βيعني مقدار . ، فرض صفر رد مي شود =
  . است
  0زماني كه در معادله خط رگرسيوني ساده، فرضβ 0βدر مقابل  = آزمون مي شود، به عبارتي وجود  ≠

0βدر صورتي كه فرض صفر تاييد شود يعني . بررسي مي شود yو   xرابطه خطي بين  ، به اين معني =
رابطه خطي وجود ندارد و در صورتي كه فرض مقابل تاييد شود يعني  yو  xاست كه بين دو متغير 

0β   .د داردرابطه خطي وجو yو  x، به اين معني است كه بين دو متغير ≠

با توجه . نفر مي باشد 10جدول زير تعداد ساعات مطالعه را در برابر نمره دريافتي براي درس زبان براي ) 7مثال 
به اين داده ها معادله خط رگرسيون را كه در حقيقت رگرسيون نمرات امتحاني روي تعداد ساعات مطالعه را 

 . بيابيد, تقريب مي كند

      
3β سپس آزمون 3βرا در برابر فرض   ≥ % 95همچنين يك فاصله ي اطمينان . انجام دهيد 01/0در سطح  <
 . بسازيد βبراي 

(

ˆ

i i i i i

i i

i

x y x x y

x y nxy
b

x nx

a y bx

y a bx x

= = = =   

− −= = =
− −

= − =



× ×
×

− × =




= + = +

2

2 2 2

100 564 1376 6945

6945 10 10 56/4 3/471376 10 10)
56/4 3/47 10

         
21/7

21/7 3/47

 

 :بيازماييم 01/0حال مي خواهيم آزمون زير را در سطح 

     
:
:

H
H

β
β

≤
 >



1
3
3 

 : آماره آزمون عبارت است از. براي اين كار ابتدا به يك آماره نياز داريم تا آزمون را بر اساس آن بنا كنيم

( )~ df n
b

bt t
S

β
= −

−=0 2  

  :براي محاسبه آماره آزمون به يك سري محاسبات نياز داريم
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0 0/01,8

2

36562 21/ 7 564 3 / 47 6945 5 / 29
8

3 / 47 3 0/ 47 1/ 723 , 2 / 895 / 29 5 / 29
3761376 10 10

eS

t t

− × − ×= =

−= = = =

− ×

  

    

0با توجه به اينكه  بنابراين 0/01,81/ 723 2/ 89t t= < نتيجه مي گيريم كه نمي توانيم ادعا كنيم كه بطور متوسط يك  =
 .ساعت مطالعه  بيشتر نمره امتحاني را سه نمره افزايش خواهد داد

  : براي اين كار داريم, بسازيم βبراي % 95يك فاصله اطمينان  حال مي خواهيم

, ( )
ˆ .

( ) ( )

/bdf n
t Sαβ β

β

= −
± =

 − + =

± ×0 27  :      22
  :  

3/47 2/306
     3/47 0/63  ,  3/47 0/63 2/84  ,  4/1

 

  
 رگرسيون و تحليل واريانس 

، انجام  yو  xهمانطور كه در قسمت قبل بيان شد يكي از راه هاي آزمون وجود رابطه خطي بين دو متغير 

آزمون فرض 




≠
=

0:
0:

1

0

β
β

H
H  است، يك راه ديگر استفاده از تحليل واريانس به منظور آزمون وجود رابطه خطي

انطور كه در فصل قبل بيان شد، در تحليل واريانس، واريانس كل به چند جزء تفكيك هم. است yو  xبين 
. ايجاد شده نسبت به واريانس خطا بيشتر باشد) عامل(شده و در صورتي كه واريانسي كه بواسطه متغير مستقل 

  :بنابراين داريم. پذيرفته مي شود yو  xوجود رابطه خطي بين 

SSETrSSSST += )(  
  در رگرسيون كه

)(

)(1)ˆ()(

)(1)(

22

222

TrSSSSTSSE

y
n

xybyayyTrSS

y
n

yyySST

−=

−+=−=

−=−=



 
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  :به صورت زير خواهد بود ANOVAدر اين حالت نيز جدول تحليل واريانس يا 
  

F ميانگين توان هاي دوم 
درجه 
  آزادي

مجموع توان 
  هاي دوم

  منبع پراكندگي

0
( )MS TrF

MSE
= 

1
)()( TrSSTrMS = ١  SS(Tr) تيمار)x(  

  
2−

=
n
SSEMSE n-2 SSE  خطا  

  -  n-1 SST  جمع  

  
,2,1(، بزرگتر از مقدار بحراني )0F(چنانچه مقدار آماره آزمون  −nFα ( باشد فرض صفر در سطح معني داريα  

  .فترا پذير yو  xرد مي شود و مي توان فرض وجود رابطه خطي بين  
را با استفاده از تحليل واريانس آزمون كنيم ) خط رگرسيوني(در صورتي كه بخواهيم مدل  6در مثال ) 8مثال
  :داريم

96.79804.12572056)(

04.1257)760)(
10
1(3685476.07608.40)(1)(

2056)760)(
10
1(59816)(1

76.0,8.40,36854,760,59816

22

222

2

=−=−=

=−×+×=−+=

=−=−=

=====






TrSSSSTSSE

y
n

xybyaTrSS

y
n

ySST

baxyyy

  

  

F ميانگين توان هاي دوم 
درجه 
  آزادي

مجموع توان 
  هاي دوم

  منبع پراكندگي

  )x(تيمار ٠٤/١٢٥٧  ١  ١٢۵٧/٠۴  ٥٩/١٢
  خطا  ٩٦/٧٩٨ ٨ ٨٧/٩٩  

  جمع  ٢٠٥٦ ١٠  -  

  
59.120(با توجه به اينكه مقدار آماره آزمون  =F( بزرگتر از مقدار بحراني ،)32.58,1,05.0 =F (در  حاصل شده

را  yو  xو مـي تـوان فـرض وجـود رابطـه خطـي بـين        فرض صفر رد مي شود  α=05.0سطح معني داري 
  .پذيرفت

  گيتسضريب همب •
 .كند بين دو متغير را توصيف مي خطي ضريب همبستگي شاخصي است رياضي كه  جهت و مقدار رابطه ي

در صورتي كه با افزايش مقدار يكي  .به عبارتي همبستگي براي تعيين ميزان ارتباط دو متغير استفاده مي شود
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جود دارد و در صورتي كه با افزايش ديگري نيز افزايش پيدا كند گويند بين دو متغير رابطه مستقيم يا مثبت و
در همبستگي دو معيار بحث .  يكي ديگري كاهش يابد گويند بين دو متغير رابطه معكوس يا منفي وجود دارد

  ضريب همبستگي) 2ضريب تعيين و ) 1 :شود مي
 ضريب تعيين  •

مقدار آن بيشتر  هر چقدر. معادله رگرسيون است) نيكويي برازش(ضريب تعيين معياري براي بررسي خوبي 
  .باشد، خطاها كمتر و مدل رگرسيون قابل اعتمادتر است

  :نشان داده شده و به صورت زير تعريف مي شود 2rضريب تعيين با علامت 




−
−

−= 2

2
2

)(
)ˆ(

1
yy
yy

r  

10همواره  2 ≤≤ r و مقدار آن نشان دهنده درصدي از تغييرات . استy كه توسط متغير  استx  قابل توضيح
  .است

02در صورتي كه  =r نشان مي دهد كه خط رگرسيون هرگز نتوانسته تغييرات . باشدy  را به تغييراتx  نسبت
  .دهد

12در صورتي كه  =r نشان مي دهد كه خط رگرسيون دقيقا توانسته تغييرات . باشدy را به تغييرات x نسبت دهد.  
  :استفاده مي شود 2rبراي محاسبات ساده تر از فرمول زير براي محاسبه 

22
2

yny
ynxybya

r
−

−+
=


  

  :مقدار ضريب تعيين برابر است با 6در مثال ) 9مثال

71.0
761059816

761036854766.0760784.40

76.0,8.40,76,36854,760,59816

2

2
2

2

=
×−

×−×+×=

====== 

r

bayxyyy
  

در فرمول فوق به منظور ( .قابل توجيه است xتوسط  yيرات متغير تغي ٪71حاصل به اين معني است كه  2rمقدار 
  .)بدون گرد كردن گذاشته شده است bو  aدقت در محاسبات مقادير 

 ضريب همبستگي پيرسون •

براي محاسبه ضريب . را نشان مي دهد) مستقيم يا معكوس(ضريب همبستگي، شدت رابطه و همچنين نوع رابطه 
  .ود داردهمبستگي پيرسون دو روش وج

  با استفاده از خط رگرسيوني )1
 به صورت كلي )2

. در اين حالت اگر از ضريب تعيين، ريشه دوم بگيريم مقدار ضريب همبستگي به دست مي آيد )1
)2rr 11بنابراين همواره ) = ≤≤− r علامت ضريب همبستگي . است)r( همان علامت شيب خط ،

يعني اگر شيب خط رگرسيون مثبت باشد، ضريب همبستگي نيز مثبت است و اگر . تاس) b(رگرسيوني 
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همچنين اگر شيب خط رگرسيون صفر . شيب خط رگرسيوني منفي باشد، ضريب همبستگي نيز منفي است
  ).r=0. (، ضريب همبستگي نيز صفر مي شود)b=0(باشد 

   : داريم 6در مورد مثال  )10مثال 

84.071.02 === rr  
  :به طور كلي مي توان از فرمول زير براي محاسبه ضريب همبستگي استفاده كرد: به صورت كلي )2

222 ynyxnx

yxnxy
r

−−

−
=


  

  : داريم ۶در مورد مثال ) ١١مثال

84.0
3368.2255

1894
761059816461023634

76461036854
22

==
×−×−

××−=r  

 rآزمون معني دار بودن  •

ضريب همبستگي . دست آمد، بنابراين آماره است همانوطر كه ملاحظه شد، ضريب همبستگي محاسبه شده در بالا از روي نمونه به
انجام آزمون در مورد . است ρدر واقع برآورد نقطه اي براي پارامتر  rو . نشان مي دهند كه در واقع پارامتر است ρجامعه را با 

  .لت مطرح مي شوددر دو حا ρضريب همبستگي جامعه 
  در مقايسه با صفر ρآزمون فرض  )1
 در مقايسه با مقادير غيرصفر ρآزمون فرض  )2

، فرضيه هاي آماري، آماره آزمون و ناحيه بحراني در جدول زير ارائه شده ρدر مورد پارامتر در اين حالت، ) 1
  .است

رد فرض صفر اگر آماره آزمون شرايط فرضيه آماري
ناحيه رد و پذيرش فرض 

 صفر





≠
=

0:
0:

1

0

ρ
ρ

H
H

زماني كه در مساله هدف 
انجام آزموني در مورد 
ضريب همبستگي جامعه
.در مقايسه با صفر باشد  

2
1 20

−
−
−=

n
r

rt ρ  

0 ( 2, )
2

0 ( 2, )
2

n

n

t t

or t t

α

α

−

−

>

< −

 
 





>
≤

0:
0:

1

0

ρ
ρ

H
H

 0 , 2nt tα −>   





<
≥

0:
0:

1

0

ρ
ρ

H
H

 0 , 2nt tα −< −   

اگر بخواهيم فرض  6در مورد مثال ) 12مثال 




≠
=

0:
0:

1

0

ρ
ρ

H
H را آزمون كنيم داريم:  

306.2,306.2,37.4

8
84.01

84.0
8,025.08,025.020 −=−==

−
= ttt  

2,306.237.4با توجه به اينكه 
2

0 −=>= ntt α  0شود، يعني ، فرض صفر رد مي≠ρاست.  
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، فرضيه هاي آماري، آماره آزمون و ناحيه بحراني در جدول زير ارائه ρدر مورد پارامتر در اين حالت،  )3
  .شده است

  

 آماره آزمون شرايط فرضيه آماري
رد فرض صفر 

 اگر

ناحيه رد و پذيرش فرض 
 صفر





≠
=

01

00

:
:

ρρ
ρρ

H
H زماني كه در مساله هدف 

انجام آزموني در مورد 
ضريب همبستگي جامعه
.در مقايسه با صفر باشد  

3
1

1
1

ln
2
1

1
1ln

2
1

0

0

0

−

−
+

−
−
+

=

n

r
r

Z
ρ
ρ

 

2
0

2
0

α

α

ZZor

ZZ

−<

>  
 





>
≤

01

00

:
:

ρρ
ρρ

H
H  

αZZ >0   





<
≥

01

00

:
:

ρρ
ρρ

H
H  

αZZ −<0
  

  
اگر بخواهيم  6ر مورد مثال د) ) 13مثال 

فرض 




≠
=

5.0:
5.0:

1

0

ρ
ρ

H
H را آزمون كنيم داريم:  

  

با توجه به اينكه 
2

0 96.177.1 αZZ و  =>=
2

0 96.177.1 αZZ در نتيجه در ناحيه پذيرش فرض صفر قرار دارد پس فرض  =<−=−

  .است ρ=5.0يعني . صفر رد نمي شود

96.1,96.1,777.1

7
1

5.01
5.01ln

2
1

84.01
84.01ln

2
1

22
0 −=−==−

+−
−
+

= αα ZZZ
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  به نام خدا
  

  رگرسيون چندگانه و غيرخطي: فصل چهاردهم
  

 مقدمه 

  
مثلا شما ممكن است معتقد . ند متغير تاثير عمده اي روي متغير وابسته اي دارندگاهي اوقات دو يا چ

هم به ميزان تبليغات و هم به تعداد فروشندگان بستگي دارد، در فصل قبل،  ،با شيد كه تعداد فروش
بررسي كرديم در اين فصل مي ) y(را روي متغير وابسته ) x(ك متغير مستقل خطي يتنها تاثير 

د متغير را روي متغير وابسته اي انيم تاثير همزمان و خطي دو يا چنخواهيم، روشي را ارائه دهيم كه بتو
  .اندازه بگيريم

  :در رگرسيون خطي ساده يا يك متغيره،  معادله خط زير بررسي مي شد

y xα β ε= + +  
  : پارامتر بودند كه بايد برآورد مي شدند كه ما با حداقل كردن عبارت βو  αكه 

2 2ˆ( )i i ie y y= −   
 .معرفي كرديم βو  αرا براي پارامترهاي  bو  aبرآوردهاي 

  :در رگرسيون خطي دو متغيره، مدل مورد بررسي به صورت زير است

1 1 2 2y x xα β β ε= + + +  
  : ل كردن عبارتكه بايد برآورد شوند در اين حالت نيز با حداق ،هستند هاييپارامتر 2βو  α  ،1βكه 

2 2ˆ( )i i ie y y= −   
به  2bو  a  ،1bكه با حل آن مقدار  اصل آن دستگاه معادلات زير استاين كار را انجام مي دهند، كه ح

  :حاصل مي شود 2βو  α  ،1βعنوان برآوردهاي  

yxxbxxbxa
yxxxbxbxa

yxbxbna

2
2
222112

1212
2
111

2211

Σ=Σ+Σ+Σ

Σ=Σ+Σ+Σ

Σ=Σ+Σ+

  

متغير مستقل در مدل باشد به صورت زير بيان مي  kدر حالت كلي مدل خط رگرسيون، زماني كه 
  .شود
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 1 1 2 2 ... k ky x x xα β β β ε= + + + + +  
α  ،1β،2β ، . . . وkβ هستند كه بايد برآورد شوند در اين حالت نيز با حداقل كردن  هاييپارامتر

  : عبارت
2 2ˆ( )i i ie y y= −   

اين كار را انجام مي شود، حاصل آن يك دستگاه معادلات است كه حل آن بدون كمك رايانه كار 
  .وقت گيري است بسيار مشكل و

  
 يارياخت(  رايانه و رگرسيون( 

 
زياد نباشد،  همانطور كه در بخش قبل ملاحظه شد، در رگرسيون دو متغيره، حتي اگر تعداد داده ها

شد حال اگر تعداد داده ها زياد يا تعداد متغيرهاي مستقل بيشتر با. متي استحجم زياد و كار پرزح
  .ي افزايش مي يابده احجم محاسبات به طور قابل ملاحظ

وجود دارند كه به  SPLUSو  SPSS ،Minitab ،Rبراين اساس بسته هاي رايانه اي بسياري مانند 
  .راحتي مي توان بسياري از مسائل آماري را با آنها تحليل كرد

، در ارتباط با تحليل رگرسيوني ارائه شده كه در اين SPSSدر زير نمونه اي از خروجي نرم افزار 
  .رح داده مي شودوه تحليل خروجي ها به اختصار شبخش نح

  .به منظور راحتي مراحل تحليل را با استفاده ار يك مثال شرح مي دهيم
  

مشخصا توزيع كننده علاقه . يك توزيع كننده نوشابه، سيستم تحويل نوشابه را تحليل مي كند: )1(مثال
مهندس عهده دار اين . فروش هاست مند به پيشگويي مدت زمان لازم براي ارائه سرويس به خرده

مطالعه دو تا از مهمترين عوامل موثر در مدت زمان تحويل را تعداد جعبه هاي نوشابه براي تحويل و 
اين مهندس نمونه اي از داده هاي مدت زمان تحويل كه آنها را در . ماكسيمم طول مسير مي داند

ه خط رگرسيوني و نتايج حاصل از بررسي اين معادل .شان داده ايم، جمع آوري كرده استجدول زير ن
  .خط را بيان كنيد
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Time Longitude Nbox 

24.00 30.00 10.00 
27.00 25.00 15.00 
29.00 40.00 10.00 
31.00 18.00 20.00 
25.00 22.00 25.00 
33.00 31.00 18.00 
26.00 26.00 12.00 
28.00 34.00 14.00 
31.00 29.00 16.00 
39.00 37.00 22.00 
33.00 20.00 24.00 
30.00 25.00 17.00 
25.00 27.00 13.00 
42.00 23.00 30.00 
40.00 33.00 24.00 

  
  . ديده مي شود SPSSدر زير جداول خروجي حاصل از تحليل رگرسيوني در نرم افزار : حل

  

  
  :آيدلازم به ذكر است كه ضريب تعيين تعديل شده از رابطه زير به دست مي 
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2

2
2

ˆ( )
21

( )
1

y y
nr
y y
n

−
−= −
−
−




  

  :يا خطاي معيار مدل در اين حالت از رابطه زير به دست مي آيد eSو 
2ˆ( )

1e

y y
S

n k
−

=
− −

  
  .تعداد متغرهاي مستقل است kتعداد مشاهدات و  nكه 
  

  .حاصل از خروجي ديده مي شود ANOVAدر زير جدول 
  .ضيه زير را آزمون مي كندجدول زير فر

0 1 2

1

: ...
:

kH
H

α β β β= = = =



 

  
  .در مورد اين مثال فرضيه فوق به صورت زير بيان مي شود

0 1 2

1

:
:

H
H

α β β= =



  

  
  

0با توجه به نتايج آزمون، آماره آزمون  16.795F حاصل شده است كه بايد با مقدار بحراني  =
0.05,2,12 3.89F با توجه به اينكه آماره آزمون بزرگتر از مقدار بحراني شده است فرض . مقايسه شود =

  .صفر رد مي شود
  
  
  
  
  

مقدار حاصل از خروجي است كه در سطح  -pيك راه ديگر براي آزمون فرض آماري فوق، استفاده از 
  .مي شودض صفر رد شده است فر 05/0كمتر از مقدار -p، با توجه به اينكه 05/0معني دار 

حداقل يکی از تساوی ھا برقرار نباشد

اوی ھا برقرار نباشدحداقل يکی از تس  
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با استفاده از آن مي توان معادله خط . جدول زير در واقع قسمت اصلي تحليل رگرسيوني است
  .رگرسيوني، را نوشت و در مورد هر يك از پارامترها استنباط انجام داد
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  :با توجه به نتايج حاصل از جدول فوق معادله خط رگرسيوني عبارت است از

1 22.311 0.147 0.153y x x= + +  

   در مورد آزمون فرض آماري

0

1

: 0
: 0

H
H

α
α

=
 ≠

 

0آماره آزمون برابر  0.395
a

at
S

= ,0.025,12شد كه بايد با مقدار بحراني  = 1
2

2.179
n k

t tα − −
= = مقايسه  ±

  .قرار دارد، فرض صفر رد نمي شود H0با توجه به اينكه در ناحيه پذيرش . شود
  
  
  
  

 مقدار حاصل از خروجي است كه در سطح -pگر براي آزمون فرض آماري فوق، استفاده از يك راه دي
  .شده است فرض صفر رد نمي شود 05/0مقدار بيشتر از -p ، با توجه به اينكه05/0معني دار 
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   در مورد آزمون فرض آماري

0 1

1 1

: 0
: 0

H
H

β
β

=
 ≠

 

آماره آزمون برابر 
1

1
1 3.107

b

bt
S

= ,0.025,12شد كه بايد با مقدار بحراني  = 1
2

2.179
n k

t tα − −
= = مقايسه  ±

  .قرار دارد، فرض صفر رد مي شود  H1با توجه به اينكه در ناحيه پذيرش . شود
  
  
  
  

مقدار حاصل از خروجي است  -pمانند قبل يك راه ديگر براي آزمون فرض آماري فوق، استفاده از 
شده است فرض صفر رد مي  05/0مقدار كمتر از -pه به اينكه ، با توج05/0كه در سطح معني دار 

 .شود

   در مورد آزمون فرض آماري

0 2

1 2

: 0
: 0

H
H

β
β

=
 ≠

 

 .نيز روند مانند فوق است

 رگرسيون ناخطي  
 در بخش هاي گذشته در مورد رگرسيون خطي يك متغير مستقل در مقابل يك متغير وابسته يا چند

ارتباط بين دو متغير . ولي همانطور كه واضح است. ابسته بحث شدك متغير ومتغير مستقل در مقابل ي
و اين حالت ها بسيار متنوع و گسترده . لزوما خطي نيست و حالت هاي متفاوتي مي تواند داشته باشد

شكل  2در مورد  بنابراين در اين بخش ما. هستند و بحث در مورد تمام آنها امكان پذير نيست
و از طريق رابطه خطي قابل برآورد هستند بحث مي كنيم يكي از اين  ا ساده بودهغيرخطي كه نسبت

  .حالت ها نمايي و ديگري سهمي است
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  رگرسيون نمايي •
  :معادله تابع نمايي به صورت زير است

xy γδ=  معادله تابع نمايي  
  .دلتا دو پارامتر تابع هستند δ)(گاما و  γ)(كه در آن 

  
  
  
  
  
  

  شكل تابع نمايي
باشند، در اين صورت معادله نمايي به صورت زير  δو  γبه ترتيب برآوردكننده هاي  dو  cاگر 

  .خواهد شد
ˆ xy cd=   

  : گيريم طرفين معادله لگاريتم مي زباشد پس ا مي dو  cهدف يافتن 
ˆ ˆlog log log log log log (log )xy cd c x d y c d x= = + → = +  

caاگر  log=  وdb log= باشد داريم.  

bxay +=ˆlog  
),log(توان با استفاده از نقاط  رابطه فوق خطي است و مي ii yx  مقاديرa  وb را محاسبه كرد.  

xbya
xnx

yxnyxb −=
−Σ

−Σ= )log(,)log(log
22   

  :هاي زير را در نظر بگيريد  داده: )2(مثال
  

y 30.82 22.87 14.47 52.75 19.62 29.38 9.27 26.54 41.99 66.98 
x 2.66 2.07 1.52 3.37 2.05 2.57 1.19 2.49 3.06 3.76 

  
نمايي  معادله رگرسيون. بعد از رسم نمودار پراكنش مشخص شده است كه تابع فوق تقريباً نمايي است

  .هاي فوق برآورد كنيد را براي داده

y 

x 

γ  

xy γδ=  
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  : حل 

x

y

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

0
20

40
60

  
  

2log (log )
2.66 30.82 3.43 7.10 9.13
2.07 22.87 3.13 4.26 6.64
1.52 14.47 2.67 2.30 4.05
3.37 52.57 3.97 11.33 13.35
2.05 19.62 2.98 4.19 6.09
2.57 29.38 3.38 6.60 8.68
1.19 9.27 2.23 1.40 2.64
2.49 26.54 3.28 6.22 8.17
3.06 41.99
3.76 66.

x y y x x y

3.74 9.38 11.45
98 4.20 14.12 15.80

24.7 33.0 85.82−

  

24.7 log 33.02.47 , log 3.30
10 10

yx y
n

Σ= = = = =  

22 2

log ( )(log ) 85.82 (10)(2.47)(3.30) 0.73
66.9 (10)(2.47)( )

x y n x y
b b

x n x
− −= = → =

−−



  

( ) 3.30 0.73(2.47) 1.50a Logy b x= − = − =  
  

(0.73)

1.5

log 10 10 5.37
ˆ 31.62(5.37)

log 10 10 31.62

b

x

a

b d d d
y

a c c c

= → = → = =
→ =

= → = → = =
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  رگرسيون سهمي  •
  :متغير وابسته است y، متغير پاسخ و  xنوشت كه در آن معادله سهمي را مي توان به صورت زير 

  
0,2

21 ≠++= ββα xbxy   معادله سهمي  
  
  
  
  
  
  

  
  شكل كلي نمودار سهمي

  
2

21 xbxbay ++=ˆ   برآورد معادله تابع سهمي  
abbكه در آن  ,, αββبه ترتيب برآورد كننده  12 ,,   .هستند 12

12اگر در معادله سهمي مقدار  xx xxرا به صورت  , 2و  1=
2 xx در اين صورت . تعريف كنيم =

  : داريم 

2211 xbxbay ++=ˆ  
abbكه مشابه با شكل كلي معادله خطي دو متغيره است و از طريق حل دستگاه زير  ,, را  12

  .آوريم بدست مي









Σ=Σ+Σ+Σ

Σ=Σ+Σ+Σ

=Σ+Σ+

yxxbxxbxa
yxxxbxbxa

yxbxbna

2
2
222112

1211
2
111

2211

  

  : ها را در نظر بگيريد  اين داده: )3(مثال 

178202220101820246101218
810877355631044

y
x  

02 >β )الف(  02 <β  

y 
y

x 
x
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پس از رسم نمودار پراكنش مشخص شد كه تابع آنها تقريباً سهمي است معادله رگرسيون آن را برآورد 
xxxxبا فرض . كنيد == 1

2
2   :داريم ,

1 2ˆ 24 / 368 14 /132 1/ 083y x x= − + −  
  : بنابراين معادله رگرسيون سهمي برآوردي به اين ترتيب است 

208311321436824 xxy ///ˆ −+−=  
12كه در آن بجاي  xx   .گذاشته شده است 2xو  xبه ترتيب مقادير آنها يعني  ,

  رگرسيون و متغيرهاي مستقل كيفي  
 

متغيرهايي مثل شيوه مديريت . قل كيفي را هم در مدل رگرسيون وارد كردتوان متغيرهاي مست مي
  . كه از نوع متغيرهاي كيفي هستند) مجرد و متأهل(، وضعيت تأهل )مداري مداري و وظيفه رابطه(

ي مديريت  مثلاً متغير شيوه. گويند به هر يك از حالات ممكن يك متغير كيفي، يك سطح مي •
قبول، رد، شرط و عدم (دو سطح دارد و يا نوع گزارش حسابرسي ) اريمد مداري و وظيفه رابطه(

 .چهار سطح دارد) اظهار نظر

  .شوند متغيرهاي مستقل كيفي با استفاده از متغيرهاي مجازي وارد مدل مي: نكته 
  تعداد متغيرهاي مجازي براي يك متغير كيفي = تعداد سطوح متغير كيفي  - 1

كه مقدار صفر براي يك حالت و مقدار يك براي ) 1، 0(رزشي متغير مجازي متغيري است دو ا
) Cو  Bو  Aمثلاً مكان (مثلاً اگر متغير كيفي داراي سه سطح باشد . حالت ديگر قابل تعريف است

)(است  2تعداد متغيرهاي مجازي لازم، طبق تعريف برابر  213   : كه در جدول زير آمده است  −=

2x 1x مكان 
0 0 A 
0 1 B 
1 0 C 

شعبه يك فروشگاه زنجيره اي در ماه گذشته همراه با مساحت شعبه،  10ميزان فروش ): 4(مثال 
  :ميزان تبليغات شعبه و مكان شعبه به صورت زير است

  

  مكان
 ميزان تبليغات

)( 2x 

مساحت

)( 1x 
 شماره شعبه فروش
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A 20 2000 400  1 
B 10 1500 285  2 
C 35 2900 450  3 
A 28 1500 380  4 
B 10 2000 267  5 
A 30 3800 520  6 
B 32 3000 380  7 
C 45  4600  920  8  
C 41 3900 830  9 
C 34 4050 620  10  

  
( تعريف كنيم و براي متغير كيفي مكان  2xان تبليغات را ، ميز1x، مساحت را yاگر فروش را 

را به گونه زير  4xو  3xدو متغير مجازي .) سطح است و نياز به دو متغير مجازي دارد 3كه داراي 
  .تعريف مي كنيم

3

0

1
x


=



  

  

4

0

1
x


=



  

  
  .است Aهر دو صفر باشند، مكان  4xو  3xروشن است كه اگر 

  :بنابراين داده هاي مورد نظر به صورت زير خواهد شد
  
  
  
  

  .نباشد Bدر مكان اگر 
 

 .باشد Bاگر در مكان 

  .نباشد Cاگر در مكان 
 

 .باشد Cاگر در مكان 
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4( )x  3( )x  
 ميزان تبليغات

)( 2x 

مساحت

)( 1x 
 شماره شعبه فروش

0 0 20 2000 400  1  
0  1 10 1500 285  2  
1  0 35 2900 450  3  
0  0 28 1500 380  4  
0  1 10 2000 267  5  
0  0 30 3800 520  6  
0  1 32 3000 380  7  
1  0  45  4600  920  8  
1  0 41 3900 830  9  
1  0 34 4050 620  10  

  
  .، معادله رگرسيون برآوردي به صورت زير خواهد شدSPSSاستفاده از نرم افزار  با

1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4ˆ 95.2 0.09 4.33 60.44 83.96y a b x b x b x b x x x x x= + + + + = + + − +  
  

 رگرسيون و تحليل تمايزات  
افراد، سازمان ها ( يكي از مسائلي كه در بعضي از پژوهش ها پيش مي آيد طبقه بندي كردن سوژه ها 

كه گاهي به آن ( ور مي توان از تحليل تمايزات براي اين منظ. بر حسب نمره هايشان است) و غيره
در تحليل تمايزات مي توانيم افراد، سازمان . استفاده كرد.) تحليل مميزي يا تحليل تشخيص مي گويند

  .به دو يا چند گروه منتسب كنيم) پيش بين(ها، كالاها و غيره را بر مبناي دو يا چند متغير مستقل 
است كه اين متغير ) y(مميز، معادله اي رگرسيوني با يك متغير وابسته در شيوه تحليل تمايزات، تابع 

بنابراين . تنها دو مقدار صفر و يك را مي گيرد yمتغير وابسته . عضويت گروهي را نشان مي دهد
 yاين است كه در قسمت قبل، متغير وابسته ) متغيرهاي كيفي(تفاوت تحليل تمايزات با قسمت قبل 

  .، متغيري كيفي دو ارزشي است y، متغير وابسته )تحليل تمايزات(ولي در اينجا  متغيري پيوسته بود
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كه عضويت گروهي آنها از قبل مشخص ) افراد، شركت ها و غيره(با داشتن مجموعه اي از سوژه ها 
  .است، تابع مميز را برآورد مي كنيم و بر اساس سوژه هاي جديد را در يكي از طبقات قرار مي دهيم

نفر از دانشجويان كلاس آمار را برگزيده و ميزان علاقه و تلاش و وضعيت قبولي  10فرض كنيد : مثال
  )رد=قبولي و ر=ق.(شان را مشخص كرده ايم كه نتايج آن در جدول زير آمده است

  
ميزان تلاش وضعيت قبولی ميزان علاقه

ق 8 3
ق 7 4
ق 5 5
ق 3 4
ق 3 2
ر 4 2
ر 3 1
ر 3 2
ر 2 2
ر 2 5

  
در . است) 2x(و ميزان علاقه ) 1x(تابعي از ميزان تلاش ) y(مشخص است كه وضعيت قبولي فرد 

و به  10اگر به قبولي نمره . است) قبولي و ردي(متغير كيفي دو سطحي  yاين حالت متغير وابسته 
م و معادله رگرسيون را برآورد كنيم، تابع رگرسيون برآوردي، كه به آن ردي نمره صفر را اختصاص دهي

  : تابع مميز مي گوييم، به صورت زير خواهد شد

1 2ˆ 0.417 0.139 0.120y x x= − + +  
داشته باشيم، آيا آن را موفق پيش بيني  5و علاقه  4حال اگر دانشجوي ديگري مثلا با ميزان تلاش 

در طبقه قبولي ها پيش بيني مي كنيم يا رديها؟ از معادله مميز بدين  خواهيم كرد يا خير، يعني آن را
  :منظور استفاده مي كنيم

ˆ 0.417 0.139(4) 0.120(5) 0.739y = − + + =  
  .است، بنابراين پيش بيني ما آن است كه در طبقه قبولي ها قرار گيرد 5/0بيشتر از  739/0عدد 
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  به نام خدا

  مربع در مديريت - كاربردهاي آزمون كاي: فصل پانزدهم

اصله اطمينان براي واريانس و نيز در فصول مربوط به تخمين و آزمون فرض آماري در تعيين ف: مقدمه
توزيع كاي مربع يك توزيع آماري است . مربع به اختصار ياد كرديم - آزمون فرضيه درباره آن از توزيع كاي

 درجه آزادي، kبا  مربع -ميانگين و واريانس توزيع كاي  .ل هاي آماري كاربردهاي فراوان داردكه در تحلي
  .2kو  k: به ترتيب عبارت است از

مربع -از توزيع كاي. مربع علاوه بر تخمين و آزمون آماري واريانس، كاربردهاي بسياري دارد -توزيع كاي
مي توان استفاده  فراواني ارائه شده اند،و تحليل به صورت در آزمون فرضيه هايي كه داده هاي مورد تجزيه 

در اين فصل درباره شيو هاي آزمون فرضيه هاي مزبور تحت عناوين  آزمون استقلال و آزمون نيكويي . كرد
  .برازش به تفصيل بحث خواهد شد

  : آزمون استقلال

 . است) طبقه اي(ل بين دو متغير كيفي مربع آزمون فرضيه، وجود استقلا –متداولترين استفاده از توزيع كاي 
ستون است  cسطر و  rداده هاي جمع آوري شده براي متغيرهاي كيفي در يك جدول كه شامل 

  . به طور كلي چنين جدولي را جدول توافقي گويند. خلاصه مي شوند

c1 مجموع 2 3   
  متغير دوم

 متغير اول

.1n cnnnn 1131211  1  

.rn

n
n


30

20

  

rcrrr

c

c

nnnn

nnnn
nnnn







321

3333231

2232221

  
r

3
2

  

n cnnnn .... 321 مجموع  
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 جدول توافقي  

 jستون  و iكه فصل مشترك هر سلول . هاي مشاهده شده در هر سلول است فراواني ijnمقادير 
.ام و i، جمع مقادير سطر in. .باشد مي jn جمع مقادير ستون ،jام است.   

  : آزمون استقلال بايد مراحل زير را دنبال كرد  انجامبراي 

  تعريف فرضيه آماري -1





:
:

1

0

H
H  

  آماره آزمون  محاسبه-2

  .ن در اين حالت به صورت زير تعريف مي شود آماره آزمو

2
2
0

1

( )k
i i

i i

Fo Fe
Fe

χ
=

−=  

، ijFe، همان iFeو  ij، فراواني هاي مشاهده شده متناظر با سلول ijFo، همان iFoكه در فرمول فوق 
  .است كه به صورت زير تعريف مي شود ijمورد انتظار سلول  مقادير

n
nn

Fe ji
ij

.. ×
=  

  .تعداد كل مشاهدات است  n، جمع ستوني و در انتها jn.، جمع سطري و in.كه 

است و  قبولفرضيه صفر قابل . باشد» ككوچ« مقادير مشاهده شده و مقادير مورد انتظار،تمايز  مجموع اگر
فرضيه . باشد» بزرگ« مقادير مشاهده شده و مقادير مورد انتظارتمايز  مجموعدو متغير مستقلند ولي اگر 

  .شود و دو متغير مستقل از هم نيستند صفر رد مي

ير سطر و ستون مستقل هستنددو متغ  

 دو متغير سطر و ستون مستقل نيستند
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  مقدار بحراني  -3

2در اين حالت برابر است با مقدار بحراني 
,( 1)( 1)r cαχ − تعداد سطر جدول توافقي و  rسطح خطا،  αكه  −

c تعداد ستون جدول توافقي است.  

  گيري  تصميم -4

2. (در صورتي كه مقدار آماره آزمون بيشتر از مقدار بحراني باشد 2
0 ,( 1)( 1)r cαχ χ − فرض صفر رد مي شود و ) <−

ناحيه پذيرش . اينصورت فرض صفر تاييد و فرض مقابل رد مي شودفرض مقابل پذيرفته مي شود و در غير 
H1  وH0 در شكل زير ديده مي شود.  

  

  

  
ساله، علل مرگ همراه عادت سـيگار كشـيدن    64تا  45مورد مرگ مردان بين سنين  1000در تحقيقي از  :1مثال

ده هاي حاصل مي تـوان نتيجـه   پژوهشگر به دنبال پاسخ اين سوال است كه آيا براساس دا .آنها ثبت شده است
گرفت كه رابطه اي بين علت مرگ و سيگار كشيدن افراد وجود دارد يا نه؟ از داده هاي جدول زير براي آزمون 

  .اين ادعا كه علت مرگ مستقل از سيگار كشيدن است استفاده مي كنيم
   :حل

  فرضيه آماري -1





:
:

1

0

H
H  

  
  
  
  
  

مقدار بحراني )( 2
αχ  

1H

α

2χ
0H
α−1

هم مستقل هستنداعتياد به سيگار و علت مرگ از   

 اعتياد به سيگار و علت مرگ از هم  مستقل نيستند
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  آماره آزمون -2
  

   مرگعلت 

  سرطان بيماريهاي قلبي ساير امراض سطري جمع

650  205 
)25/224(  

310 
)٢٥/٣٠٢( 

135  
 )5/123( 

  سيگاري

350  140 
)75/120(  

155 
)75/162(  

55  
)5/66(   

  غيرسيگاري

  ستونيجمع  190 465 345  1000

 
 .مقادير داخل پرانتز مقادير مورد انتظار هستند

1. .1
1

650 190 123.5
1000

n nFe
n
× ×= = = 

  محاسبه آماره آزمون 

2 2 2 2
2
0

1

( ) (135 123.5) (310 302.25) (140 120.75)... 8.349
123.5 302.25 120.75

k
i i

i i

Fo Fe
Fe

χ
=

 − − − −= = + + + = 
 

 

  بحراني  مقدار -3

2 2 2
,[( 1)( 1)] 0.05,1 2 (0.05,2) 5.991r cαχ χ χ− − ×= = =  

  تصميم گيري -4

2همانطور كه بيان شد در صورتي كه   2
0 ,( 1)( 1)r cαχ χ − در اين مثال نيز با توجه به باشد فرض صفر رد مي شود  <−

2اينكه   2
0 ,( 1)( 1)8.349 5.991 r cαχ χ − −= > فرض صفر استقلال بين دو متغير را رد فرض صفر رد مي شود پس  =

 .مي كنيم سپس به نظر مي رسد كه مصرف سيگار و علت مرگ وابسته اند
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 برازش نيكويي آزمون 

  
   .مي پردازيم) كاي دو( در اين آزمون به تطابق توزيع نمونه با توزيع نظري با استفاده از ملاك

 تئوري نظر از كه است هايي فراواني و شده مشاهده هاي فراواني بين اختلاف بودن دار يمعن آزمون ما هدف

 توزيع بر) تجربي راوانيف(ه شد مشاهده فراواني توزيع اندازه چند تا كه كنيم مي آزمون چون. داريم انتظار

 نيكويي آزمون عنوان به اغلب روش اين ) است برازنده (ود ش مي منطبق ) ينظر راوانيف(ر انتظا مورد فراواني

  .است معروف برازش
  .چهار مرحله انجام اين آزمون را مي توان به صورت زير بيان كرد

 
  فرضيه آماري -1

 :است زير صورت به آماري فرضيه

0: H  مثلاً نرمال است(توزيع نمونه با توزيع موردنظر تطابق دارد(  
1: Hتوزيع نمونه با توزيع موردنظر تطابق ندارد.  
  
  آماره آزمون -2
 :است زير صورت به برازش نيكويي آزمون آماره 

  
فراواني تجربي (اي مشاهده شده به ترتيب فرواني ه iFeو  iFoكه در آن 

  . مي باشند )فراواني نظري(وفراوانيهاي مورد انتظار 

2اگر فراواني هاي مشاهده شده نزديك به مقادير مورد انتظار مربوطه باشند، مقدار 
0χ  كوچك شده و آن خود

اگر مقادير مشاهده شده به طور قابل ملاحظه اي از مقادير مورد انتظار . است) يا برازش(نشانه خوبي انطباق 
2دور باشند مقدار 

0χ  2مقدار  ( خوبي برازش . ضعيف خواهد شد) يا برازش(شده و انطباق
0χ منجر ) كوچك

2مقدار (شده و حال آنكه ضعيف بودن برازش  H0به رد نكردن 
0χ منتهي به رد ) بزرگH0 خواهد شد.  

2
2
0

1

( )k
i i

i i

Fo Fe
Fe

χ
=

−=
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  مقدار بحراني  -3

2در اين حالت برابر است با راني مقدار بح
, 1k pαχ − رسته هاي مختلف يا تعداد تعداد  kسطح خطا،  αكه  −

  .داده هاي نمونه اي برآورد مي شودكه برمبناي . تعداد پارامترهاي جامعه است  pو  گروههاي مختلف

  گيري  تصميم -4

2. (ماره آزمون بيشتر از مقدار بحراني باشددر صورتي كه مقدار آ 2
0 , 1k pαχ χ − فرض صفر رد مي شود و ) <−

ناحيه پذيرش . فرض مقابل پذيرفته مي شود و در غير اينصورت فرض صفر تاييد و فرض مقابل رد مي شود
H1  وH0 در شكل زير ديده مي شود.  

  

  

  

  .يج زير مشاهده شده استنتا. بار پرتاب مي كنيم 120تاسي را  :2مثال

روس تاس 1 2 3 4 5 6 
تعداد دفعات 20 22 17 18 19 24 

و در بيان آماري آيا مي توان گفت نتايج حاصل از پرتاب تاس داراي . آيا مي توان ادعا كرد تاس سالم است
  يكنواخت است؟توزيع 

  :حل

 فرضيه آماري -1

0: H ايج حاصل از پرتاب تاس داراي توزيع يكنواخت استنت.  
1: H نتايج حاصل از پرتاب تاس داراي توزيع يكنواخت نيست.  
  

مقدار بحراني )( 2
αχ  

1H

α

2χ
0H
α−1
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  آماره آزمون -2
انتظار خواهيم داشت كه هر كدام از اعداد .) داراي توزيع يكنواخت است. ( از نظر تئوري اگر تاس سالم باشد

1120. (نشان دهد بار 20را  6تا  1 20
6

× = .(  
 6 5 4 3 2 1 روي تاس

22 20 فراواني تجربي 17 18 19 24 
ورد انتظارمفراواني  20 20 20 20 20 20 

2 2 2 2 2 2 2
2
0

( ) (20 20) (22 20) (17 20) (18 20) (19 20) (24 20)
20 20 20 20 20 20

1.7

i i

i

Fo Fe
Fe

χ − − − − − − −= = + + + + +

=

  

  مقدار بحراني -3

2نيز برابر است با  
, 1k pαχ −  6كه برابر با تعداد رسته هاست در اين مثال برابر  kو  05/0برابر  αكه طبق مسئله  −

. با توجه به اينكه در توزيع يكنواخت ما هيچ پارامتري را برآورد نكرديم پس برابر صفر است pاست در مورد 
  :پس داريم

2 2
0.05,6 0 1 0.05,5 11.07χ χ− − = =  

  تصميم گيري -4

2براين بنا 7/1 >07/11با توجه به اينكه  2
0 0.05,5χ χ< يعني مقدار عددي آماره آزمون در ناحيه بحراني قرار ،

در نتيجه مي توان گفت مشاهدات داراي توزيع يكنواخت است و . لذا فرض صفر رد نمي شود. نمي گيرد
  .به عبارتي تاس سالم است

توزيع تعداد اشتباهات به شرح . ايم داده كارت منگنه شده را مورد بررسي قرار 100اي شامل  نمونه :2مثال 
  .جدول زير است
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5 4 3 2 1 0 x=  تعداد اشتباهات  
2 6 12 25 30 25 iFo= تعداد كارتهاي منگنه شده  

دار بودن  كند را در سطح معني فرضيه اينكه توزيع فراواني تعداد اشتباهات از قانون پواسون تبعيت مي
10/=α آزمون نمائيد.  

   فرضيه آماري -1





1

0

H
H  

  آماره آزمون  -2

  :محاسبه مقادير مورد انتظار

!
)(

x
exXP

xλλ−

==  

51100
2564123252301250 /=×+×+×+×+×+×=Σ==

n
Fx iiλγ  

  :كنيم  و حال با استفاده از فرمول احتمال مربوط به توزيع جدول زير را ايجاد مي

PFe ×=100 !
])5/1([ 5/1

x
eP

x−

= Fo X 

3/22 2231/0 25  0  
5/33 3347/0 30  1  
1/25 2510/0 25  2  
6/12 1255/0 12  3  
7/4 0471/0 6  4  
8/1 0176/0 2  5≥x 

100 1 100 Σ  

كند توزيع اشتباهات از قانون پواسون تبعيت مي  

كند  توزيع اشتباهات از قانون پواسون تبعيت نمي  
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  باشد 5كمتر از (از رسته ها، فراواني هاي مورد انتظار كوچك باشد، در صورتي كه در بعضي (.
در مواجهه با چنين مواقعي رسته هاي مجاور را . چندان معتبر نيست 2χتقريب بوسيله 

  .تركيب مي كنند تا به حداقل مقدار پيشنهادي برسد

شوند و جدول جديد يك  بنابراين با هم ادغام مي كمتر است 5چون فراواني سطري دو طبقه آخر از 
  .طبقه كمتر خواهد شد

FeFeFo /)( 2− 2)( FeFo − FeFo − Fe  Fo x  
33/0 29/7 7/2 3/22 25  0  
37/0 25/12 5/3- 5/33 30  1  
0  01/0 1/0- 1/25 25  2  
03/0 36/0 6/0- 6/12 12  3  
35/0 25/2 5/1 5/6  8  4≥x 

   0 100  100   

  :بنابراين مقدار آماره آزمون عبارت است از

2
0 0.33 0.37 0 0.03 0.35 1.08χ = + + + + =  

  مقدار بحراني -3

2مقدار بحراني نيز برابر است با  
, 1k pαχ − كه برابر با تعداد رسته هاست در اين  kو  1/0برابر  αكه طبق مسئله  −

با استفاده از مشاهدات  λپواسون ما مجبور به برآورد با توجه به اينكه در توزيع  pاست در مورد  5مثال برابر 
  :پس داريم. است يكپس برابر شديم 

 25.62
3,1.0

2
115,1.0

2
1, === −−−− χχχα pk  
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  تصميم گيري -4

2بنابراين  08/1 >25/6با توجه به اينكه 
3,1.0

2
0 χχ يعني مقدار عددي آماره آزمون در ناحيه بحراني ، >

هاي منگنه  توزيع اشتباهات كارتدر نتيجه مي توان گفت . لذا فرض صفر رد نمي شود. قرار نمي گيرد
  . كنند شده از توزيع احتمال پواسون تبعيت مي

 سـال بـه بـالاي    35اطلاعات جدول زير كه مربوط بـه فشـارخون سيسـتوليك نمونـه اي ازمـردان       :3 مثال
ه بـاتوزيع نظـري نرمـال    تطابق توزيع صفت فشـارخون رادرايـن جامع ـ  . روستايي است رادرنظربگيريد

  .دآزمون كني

 جمع 4 3 2 1 گروه
فشار خون سيستوليك 90-60  120-90 150-120 180-150  

 100 28 57 15 0 اهده شدهفراواني مش

  : حل

  فرضيه آماري -1





:
:

1

0

H
H  

  آماره آزمون -2

  محاسبه مقادير مورد انتظار

( , )

( ) ( ) ( )

X N
X xp p X x p p Z z

μ σ
μ μ

σ σ
− −= < = < = <


  

  

  

.توزيع داده ها نرمال است  

.توزيع  داده ها نرمال نيست  
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فراواني مشاهده شده  فشارخون سيستوليك  گروه ix ii xFo 2)( xxi −
 

2)( xxFo ii −
 

1 90 -60 0 75 0 32/4083 0 

2 120 -90  15 105 1575 21/1149 15/17238 

3 150 -120  57 135 7695 21/15 97/866 

4 180 -150  28 165 4620 21/681 88/19073 

 37179  13890  100  جمع 

2
2 ( )13890 37179138.9, 375.54, 19.38

100 1 99
(138.9,19.38)

i iFo x x
x S S

n
X N

−
= = = = = =

−
 ≈


  

( )

1)()
38.19

9.138()(

00.0)07.4()
38.19

9.13860()60(

9834.012.2)
38.19

9.138180()180(

7190.0)58.0()
38.19

9.138150()150(

1635.0)98.0()
38.19

9.138120()120(

0059.0)52.2()
38.19

9.13890()90(

5

0

4

3

2

1

=∞<=−∞<=∞<=

=−<=−<=<=

=<=−>=<=

=<=−<=<=

=−<=−<=<=

=−<=−<=<=

ZpZpXpp

ZpZpXpp

ZpZpXpp

ZpZpXpp

ZpZpXpp

ZpZpXpp

  

  

 گروه
فشارخون 

 ستوليكسي

حد 
) Z بالا )ZΦ

  فراواني تجمعي
100 ( )Z×Φ iFe 

-07/4 60 60كمتر از  0 0 0 0 

1  90 -60  90 52/2- 0059/0 59/0 59/0 

2 120 -90 120 98/0- 1635/0 35/16 76/15 

3 150 -120 150 58/0 7190/0 90/71 55/55 

4 180 -150 180 12/2 9834/0 34/98 44/26 

180بيشتر از  5 ∞ ∞ 1 100 66/1 
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گروه
حد 
  iFo iFe بالا

2( )i i

i

Fo Fe
Fe
−

١٢٠  ١ ١۵ ٧۶/١۶  ١٨۵/٠ 
١ ٢۵٠ ۵٧ ۵۵/۵۵  ٠٣٨/٠ 
٠٠٠٣  ١٠/٢٨ ٢٨ ∞ ٣۵/٠ 

24
2
0

1

( ) 0.185 0.038 0.00035 0.223i i

i i

Fo Fe
Fe

χ
=

−= = + + =  

  مقدار بحراني -3

2مقدار بحراني نيز برابر است با  
, 1k pαχ − كه برابر با تعداد رسته هاست در  kو  05/0برابر  αكه طبق مسئله  −

با استفاده از  σو  μنرمال ما مجبور به برآورد با توجه به اينكه در توزيع  pاست در مورد  3ل برابر اين مثا
  :پس داريم. است 2پس برابر مشاهدات شديم 

2 2 2
, 1 0.05,3 2 1 0.05,1 3.84k pαχ χ χ− − − −= = =  

  تصميم گيري -4

2براين بنا 223/0 >84/3با توجه به اينكه  2
0 0.05,1χ χ< ، يعني مقدار عددي آماره آزمون در ناحيه بحراني قرار

تطابق توزيع صفت فشارخون رادراين در نتيجه مي توان گفت . لذا فرض صفر رد نمي شود. نمي گيرد
  .ه باتوزيع نظري نرمال قابل قبول استجامع


