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  6درس  
  فضاهاي برداري و متعامد سازي

  
  1388 -گروه سيستم و كنترل 
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  مروري بر مطالب،
  (Field and Vector Space) ميدان و فضاي برداري -
  (Vector Subspace) زير فضاي برداري -

  فضاي پوچي ماتريس    فضاي ستون هاي ماتريس
Null space                             Column space  

  (Span) مفهوم اسپن -
   استقلال و وابستگي خطي بردارها-
  (Basis and Dimension) مفهوم پايه و بعد در فضاي برداري -
   تغيير پايه در فضاي برداري-
   (Range space) فضاي گستره ماتريس -
  (Rank) رتبه ماتريس -
  (Rank and Nullity) ارتباط رتبه و پوچي ماتريس -
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  تغيير پايه در فضاي برداري

  
  مي دانيم،

  .دهد بردار مستقل خطي تشكيل يك پايه مي n هر مجموعه ازV بعديn فضاي برداريدر -
neee ,,, 21 K    و     nvvv ,,, 21 K  

  
 بردارهاي پايه منحصر بفرد نيستند، ولي نمايش هر بردار توسط اين بردارهاي Vفضاي برداري  براي -

  .پايه منحصربفرد است
nnbbb eeeu +++= L2211    و     nnccc vvvu +++= L2211  

  
  نشان مي دهيم كه،

  . يك ماتريس تبديل نمايش داد اين پايه ها را در قالب نمايش مي توان ارتباط بين-
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  تغيير پايه در فضاي برداري

→ هستندVدو دسته بردار پايه براي فضاي برداري
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   داريم،V∈uبراي 
nnnn cccbbb vvveeeu +++=+++= LL 22112211  
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cvvvbeee ][][ 2121 nn KK =  
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  1مثال

  .  تشكيل دو دسته پايه را مي دهند2ℜ در فضاي برداريvv,21  وee,21مجموعه بردارهاي
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  حال مي توان نوشت،
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  تغيير پايه در فضاي برداري
  از طرفي مي توان نوشت،
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   داريم،نمايش ماتريسيبا 
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  تغيير پايه در فضاي برداري
Knn ][][ 2121 vvveee KK =  

  و
cvvvbeee ][][ 2121 nn KK =  

  داريم،با جايگذاري 
cbcb 1−=→= KK→= cvvvbvvv ][][ 2121 nn K KK  

  
Kاز پايه هايماتريس تبديل ضرايب neee ,,, 21 K به  nvvv ,,, 21 Kاست .  

1−Kاز پايه هايايبماتريس تبديل ضر nvvv ,,, 21 K به neee ,,, 21 Kاست .  
  
   جردن مي توان اين ماتريس را بدست آورد،- با استفاده از روش گوس-

[ ]KInn ⇒][ 2121 eeevvv LK  
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  2مثال
321مجموعه بردارهاي ,, eee321 و ,, vvv3 در فضاي برداريℜتشكيل دو دسته پايه را مي دهند  .  
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u،برحسب هر يك از دسته بردارهاي پايه بصورت زير مي باشد   
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321س تبديل متناظر براي تغيير از پايه ماتري)الف ,, eee321 به پايه ,, vvvرا بيابيد .  
  

321براي اين منظور اين بار بردارهاي ,, eee321 را بصورت تركيب خطي از بردارهاي ,, vvv،مي نويسيم   
[ ] [ ] 1321321 Kvvveee =  

[ ] [ ]1321321 KI⇒eeevvv  
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  ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،
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321ماتريس تبديل متناظر براي تغيير از پايه) ب ,, vvv321 به پايه ,, eeeرا بيابيد . 

321 يك از بردارهاي براي اين منظور هر ,, vvv 321 را بصورت  يك  تركيب خطي از بردارهاي ,, eee،مي نويسيم    
[ ] [ ] 2321321 Keeevvv =  

[ ] [ ]2321321 KI⇒vvveee  
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  يد،بنابراين ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−→=

0
5

10

4
3
2

121
011
301

2 bcK→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

121
011
301

2K  

321از آنجائيكه بردارهاي ,, eee3 بردارهاي پايه استاندارد براي فضاي برداريℜ مي باشند، بنابراين ستون هاي ماتريس 
321تبديل در اين حالت همان بردارهاي ,, vvvد مي باشن.  

1همانطور كه مشاهده مي شود
12 )( −= KKمي باشد .  
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  )Range Space (مفهوم فضاي گستره در يك ماتريس

11 ××× = mnnmA bx  
  

  A                                                         نگاشت 
  
  1Vعديبn                   فضاي     Fهر دو روي ميدان                       2Vعديبm  فضاي  
  

  ،A يك نگاشت خطي مانند فضاي گستره -
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⎧ =→∈∃∈= bxxb AVVAR 12)(  

  

- )(AR توسط ستون هاي ماتريسAفضاييك زير فضا از و   اسپن مي شودm2بعديVاست .  
  .باشد مي AR)(برابر با ماكزيمم تعداد بردارهاي مستقل خطي در AR)( بعد -
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  3مثال
  ماتريس زير را بدست آوريد،فضاي گستره 
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 آنجائيكه ستون هاي سوم و از.  استA كليه تركيبهاي خطي ممكن كليه ستون هايAمي دانيم فضاي گستره ماتريس
   بصورت زير تعريف مي شود،AR)(مي باشند، لذا وابسته هاي اول، دوم و چهارم  ستون پنجم به
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همچنين اگر فرم . A برابر است با تمامي تركيبهاي خطي ستون هاي اول، دوم و چهارم ماتريسAR)(به عبارتي
 را بدست آوريم، با توجه به محل عناصر محوري مي توان فهميد كه ستون هاي Aريسسطري پلكاني كاهش يافته مات

  . اول، دوم و چهارم مستقل خطي هستند
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  داريم،MATLABدر نرم فزار  rref(A)=[R,p] با استفاده از دستور
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= p

0     0     0     0     0     
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  )Rank (مفهوم رتبه يك ماتريس
  

مستقل خطي در آن ماتريس ) يا سطرهاي( برابر با ماكزيمم تعداد ستون هاي Aيك ماتريس  رتبه -
  .است

)(rank A  
  

=→    )full rank (رتبه كامل            nA)(rank ⇒  0≠→ Aغير منفرد  nnA ×   
            

  )full rank (           رتبه كامل
                                                                   )rank deficiency(نقص رتبه           

  

]dim)[(rank)( . رتبه يك ماتريس معادل با بعد فضاي گستره آن ماتريس است- AAR =  
  . وجود داردMATLAB در نرم افزار rank(A) دستور -
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  4مثال
   زير را بدست آوريد، هايرتبه ماتريس

  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−

=×

00000
51000

30210
10101

12630
95951
23741

51531

54A  

 Aچون ماتريس مستقل خطي هستند و ستون هاي اول، دوم و چهارمبا توجه به محل عناصر محوري مي فهميم كه 
rank)(3د، لذا سه ستون مستقل خطي دار =Aاست و ماتريس Aنقص رتبه دارد .  
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 سه ستون مستقل Bچون ماتريس مستقل خطي هستند و مبا توجه به محل عناصر محوري، ستون هاي اول، دوم و سو
rank)(3خطي دارد، لذا  =Bاست و ماتريس Bرتبه كامل دارد .  
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  مسئله وجود جواب براي دستگاه معادلات خطي جبري
  

- )(AR زيرفضايي است كه توسط ستون هاي ماتريسAاسپن مي شود .  
  

   نوشت،A را بصورت تركيب خطي از ستون هايb مي توانAR∈b)( اگر -
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  . رتبه آن را تغيير نخواهد دادA ماتريس  ستون هاي بهbدر چنين حالتي افزودن ستون بردار
nAA == )|(rank)(rank b  
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  مسئله وجود جواب براي دستگاه معادلات خطي جبري 
11 ××× = mnnmA bx  

  
≠→∌⇒    ندارددستگاه جواب سيستم ناسازگار و    )()|(rank)(rank ARAA bb   اگر 
 

                                        444444 3444444 21
⇓

∈→= )()|(rank)(rank ARAA bb   اگر  

        داردسيستم سازگار و دستگاه جواب                                             
  

   AN)(                تهيAN)(  تهي نيست                                   
  

  يك جواب منحصر بفرد  بيشمار جواب                                                        
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  5ل مثا

  .وجود يا عدم وجود جواب را براي دستگاه معادلات زير بررسي نماييد
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==→بفرد دارد دستگاه يك جواب منحصر 3)|(rank)(rank bAA  
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==→ارددستگاه بيشمار جواب د 2)|(rank)(rank bAA  
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  )Null Space يا  Kernel ( مفهوم فضاي پوچي در يك ماتريس

  

  ،A يك نگاشت خطي مانندفضاي پوچي -
      { }0xx =→∈= AVAN 1)(  

  
]nullity(     →    )()](dim(پوچي  AAN ν=  

  

0x همگن معادله غير صفروعه تمامي پاسخهاي فضاي پوچي مجم- =Aاست  .  
0x اگر تنها پاسخ معادله- =A ،رتبه ماتريس همان پاسخ بديهي صفر باشدAكامل است .  
  .  است1V بعديn فضاي پوچي، يك زير فضا از فضاي- 

nAA =+ )(nullity)rank(  

  . وجود داردMATLABدر نرم افزار  null(A,’r’)و  null(A)  دستور-
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  6مثال 
  .  را در نظر بگيريد، فضاي پوچي و پوچي آن را بدست آوريدAماتريس
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0xاز معادله.  مي باشد3ريس برابر همانطور كه گفته شد رتبه اين مات =A،مي توان نوشت   
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0uuuuux =++++= 5544332211 xxxxxA  
از آنجائيكه بردارهاي مربوط به ستون هاي سوم و پنجم وابسته خطي هستند، مي توان آنها را بصورت يك تركيب خطي 

  از سه بردار ستوني ديگر نوشت، 
42154213 )5()3()1(,)0()2()1( uuuuuuuu −++=+−+=  

  با اين كار معادلات به شكل زير در مي آيند،
0uuux =+++++= 45425321531 )5()32()( x-xxx-xxxxA  
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421چون بردارهاي ,uu,u،مستقل خطي هستند، مي توان نوشت   
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],,[هر بردار.  مي باشدAبايد توجه كرد كه تعداد اين معادلات برابر با رتبه ماتريس 543,21 xxx,xx=x كه سه معادله 
تعداد بردارهايي كه بدين ترتيب مي توان .  خواهد بودAبالا را برآورده سازد يك بردار متعلق به فضاي پوچي ماتريس

بطور مثال دو بردار .  پوچي مي باشدانتخاب كرد نامحدود است،  ليكن تعداد بردارهاي مستقل خطي برابر با بعد فضاي
  زير مستقل خطي هستند و سه معادله بالا را برآورده مي كنند،
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0xبنابراين هر پاسخ معادله =A بايد به اسپن اين دو بردار تعلق داشته باشد، به عبارتي، اين دو بردار يك پايه 
nullity)(2 تشكيل مي دهند وAN)(براي =Aمي باشد .  
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  داريم،MATLABدر نرم فزار   null(A,’r’) وnull(A) با استفاده از دستور
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0     1     
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= ans

)r''null(A,
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= ans

null(A)
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