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Illustrator  وPhotoshop كردن عكس  8، استفاده ميشوند و همراه با ابزار هاي خم هاي بزيه تركيب شده اند ؛ در عمل رسترايز

خم هاي بزيه . منحني هاي بسيار هموار مي باشدقدرت اصلي منحني هاي بزيه در ترسيم . و تغييرات مستقيم ، هيچ محدوديتي ندارند

يا  Adobe Flash  ،Adobe After Effectsهمچنين در انيميشن نيز به عنوان ابزاري براي كنترل حركت در نرم افزارهايي مثل 

Autodesk 3ds max استفاده مي شوند ،.  

 كاربرد .1

  گرافيك كامپيوتري 1.1

  
  Adobe Illustrator CS2مسير بزيه در  -2شكل 

  
  )نقاط قرمز(در مقايسه با خم بزيه درجه ششم ) خط آبي. (نمونه هايي از دو خم مربعي بزيه كه به هم پيوسته اند - 3شكل

  

بطوري كه . درگرافيك رايانه اي خم هاي بزيه به طور گسترده اي براي مدل كردن خم هاي هموار استفاده ميشوند  

نقاط مي توانند به صورت نمايش گرافيكي درآيند و براي كنترل و . نقاط كنترلي اش است 9منحني كاملاً دربر غلاف محدب

                                                            
٨ Resterized images  : تبديل تصوير برداري به تصويرBitmap )تبديل به عكس طرح بيني(  
٩ Convex Hull  : غلاف كوژ ، در رياضي غلاف كوژ براي يك مجموعه نقاطx  در يك فضاي برداري حقيقيV  مجموعه منحني كمينه اي شامل ،X است.  
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و گردش و  12، پيمايش و سنجش 11همچون انتقال 10تبديل هاي مستوي. داره مستقيم و بصري منحني استفاده شوندا

  .لي منحني ، انجام دادروي نقاط كنتر 14را مي توان روي منحني ها با استفاده از تبديل ، با ترتيب خاص 13چرخش

زماني . منحني هاي بزيه مكعبي و درجه دوم رواج بيشتري دارند؛ خم هاي درجه بالاتر براي ارزيابي بسيار سنگينند

اين مسئله عموماً متوجه به . كه از چند شكل تركيب شده استفاده ميكنيم ، خم هاي درجه پايين بزيه با هم تركيب مي شوند

مي توانند هم چنين  15اين چند خم بزيه. است Inkscapeيا   Adobe Illustratorافزارهايي مثل  در نرم» مسير«ابزار 

براي تضمين همواري منحني ها ، نقطه كنترلي در دو منحني اي كه به هم . نيز مشاهده شوند SVGدر فايل هايي با قالب 

  .اقع شوندميرسند و يك نقطه كنترل ، روي هر دو طرف ، بايد در يك خط مستقيم و

يك منحني بزيه ، بررسي آن با تعداد زيادي از نقاط ) عمل رسترايز(ساده ترين روش براي كاوش و بررسي تبديل 

هر چند اين كار ، به دليل اينكه نقاط در . فاصله دار است ، و بررسي تبديل ، توالي اي از قطعه هاي خط را تقريب مي زند

  .ري خروجي رسترايز كردن را ضمانت نمي كندفواصل دور از هم هستند ، همواري ظاه

در حالت عكس ، ميتوان اين مورد را به تعداد بسياري از نقاط ، در نواحي اي كه خم به پاره خط نزديك است ، 

، در نقاط كنترلي انتخاب شده خم ، براي  16روش تطبيقي مرسوم ، تقسيم كردن بازگشتي به زير مجموعه ها. تبديل كرد

  .، آيا اين منحني در تلرانس كوچك تقريب زده مي شود يا خير ، است بررسي اينكه

0اگر خير ، خم به صورت پارامتري به دو قطعه  ൑ ݐ ൑ 0.5و  0.5 ൑ ݐ ൑ تقسيم ميشود و همين پروسه  1

همچنين در ادامه روشي متفاوت وجود دارد ، اما بايد . به طور مشابه براي هر طرف به صورت بازگشتي انجام مي شود

با هر ) 17اسپيلاين(روش هاي تحليلي ، كه در آنها يك خط باريك . ياط بسياري براي آناليز انتشار خطا به كارگرفتاحت

است و ) براي اسپيلاين هاي مكعبي(از وسط قطع ميشود ، درگير يافتن ريشه هاي چند جمله اي هاي مكعبي  18خط پويش

  .بنابراين عملاً كاربردي ندارند. با مضرب ريشه ها سروكار دارد

                                                            
١٠ Affine transformation  : تبديل همگر ، تبديل آفين .يك تبديل خطيّ و يك بردار ثابت استتابعي از يك فضاي خطيّ به خودش، كه مجموع ،  
١١ Translation 
١٢ Scaling 
١٣ Rotation 
١٤ Respective transform  
١٥ Poly‐Bézier Curve 
١٦ Recursive Subdivision 
١٧ Spline  
١٨ Scan Line 
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 19پويانمايي 1.2

ي ، خم هاي بزيه براي طرح ريز Adobe Shockwaveو  Abobe Flash، مثل  در نرم افزارهاي پويانمايي

كاربران ، مسيرهاي مورد نظر را در خم هاي بزيه طرح ريزي ميكنند و  نرم افزار .به كار مي روند) مثلاً حركت(كلي 

  .فريم هاي مورد نياز را براي حركت سوژه در طول مسير ايجاد ميكند

 بررسي .2

ݐሾبرنشتاين جملات حاصل از بسط  ୢ,୧ܾچند جمله هاي تك متغيره  ൅ ሺ1 െ در حالت كلي براي  .مي باشند ሻሿ୬ݐ

୧,୬ሺtሻܾ: داريم  nچند جمله اي هاي برنشتاين درجه  ൌ ቀni ቁ t
୧ሺ1 െ tሻ୬ି୧  

,P଴فرض كنيد    ଵܲ, … , ௗܲ  ܴنقاطي در୬ ܤ: در اين صورت . باشندሺݐሻ ൌ ∑ ୧ܾܲ୧,୬ሺtሻ, t א ሾ0,1ሿ࢔
را  ୀ૙࢏

 nام از چندجملهاي درجه -iپايه  ୧,୬ሺtሻܾرا رأس هاي كنترلي آن مي نامند كه در آن  ୧ܲو  nيك منحني بزيه مرتبه 

,௡ሺP଴ܤگاهي از نماد  .برنشتاين است ଵܲ, … , ௗܲ; 0,1;   .دنبراي معرفي منحني بزيه استفاده ميكن ሻݐ

  

 20خم هاي بزيه خطي 2.1

خم توسط رابطه زير ارائه .، يك خم بزيه خطي خط مستقيم ساده ايست بين آن دو نقطه ଵܲو  ଴ܲنقاط معلوم 

ሻݐሺܤ:                                      ميشود  ൌ ଴ܲ ൅ ሺ ଵܲ െ ଴ܲሻt ൌ ሺ1 െ tሻ ଴ܲ ൅ t ଵܲ  , t א ሾ0,1ሿ  

  .است 21و هم ارز درونيابي خطي

 22خم هاي بزيه درجه دوم 2.2

  .ترسيم مي شوند ሻݐሺܤخم هاي بزيه درجه دوم مسيري هستند كه توسط تابع 

ሻݐሺܤ.            معلومند ଶܲو  ଴ܲ  ،ଵܲنقاط  ൌ ሺ1 െ ሻଶݐ ଴ܲ ൅ 2tሺ1 െ tሻ ଵܲ ൅ ଶݐ ଶܲ, t א ሾ0,1ሿ  

  .همچنين خم هاي درجه دوم بزيه ، قطعه هاي سهمي گون هستند

  .كه تركيبي از خم هاي درجه دوم بزيه هستند ، استفاده ميشود 24، از اسپيلاين هاي بزيه 23در فونت هاي تروتايپ

                                                            
١٩ Animation 
٢٠ Linear Bézier Curves 
٢١ Linear Interpolation 
٢٢ Quadratic Bézier Curves 
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 خم هاي بزيه مكعبي 2.3

خم از نقطه .در صفحه يا در فضاي سه بعدي ، خم مكعبي بزيه را تعريف مي كنند ଷܲو  ଴ܲ  ،ଵܲ  ،ଶܲچهار نقطه 

଴ܲ  شروع شده و به سمتଵܲ  مي رود و از سمتଶܲ  بهଷܲ اط معمولاً ، خم از نق.ميرسدଵܲ  وଶܲ  عبور نميكند ؛

ميزان پيمايش و طول  ଵܲو  ଴ܲمسافت بين .اين نقاط تنها براي تأمين اطلاعات ، براي جهت گيري ، وجود دارند

فرم پارامتري خم بگونه زير . سر خم كند ، تخمين ميزند ଷܲ، قبل از اينكه به طرف  ଶܲحركت خم را در جهت 

ሻݐሺܤ:                است ൌ ሺ1 െ ሻଷݐ ଴ܲ ൅ 3tሺ1 െ tሻଶ ଵܲ ൅ ଶሺ1ݐ3 െ tሻ ଶܲ ൅ tଷ ଷܲ, t א ሾ0,1ሿ  

از اسپيلاين هاي بزيه كه از  Metafontو  PostScript  ،Asymptoteمثل  25سيستم هاي مدرن ارائه تصوير

  .خم هاي مكعبي بزيه تركيب شده است براي رسم شكل هاي خميده استفاده ميكنند

 تعميم .3

  .معلومند ୬ܲتا  ଴ܲنقاط . را ميتوان به اين شرح تعميم داد nخم بزيه درجه 

ሺ࢚ሻ࡮:      خم بزيه عبارتست از  ൌ ∑ ቀ࢏࢔ቁ ୧ܲሺ1 െ tሻ୬ି୧t୧࢔
ୀ૙࢏ ൌ ଴ܲሺ1 െ tሻ୬ ൅ ቀn1ቁ ଵܲሺ1 െ tሻ୬ିଵt ൅

൅ڮ ୬ܲt୬, t א ሾ0,1ሿ  
ሺ࢚ሻ࡮)      5درجه براي ( ൌ ଴ܲሺ1 െ tሻହ ൅ 5 ଵܲሺ1 െ tሻସt ൅ 10 ଶܲtଶሺ1 െ tሻଷ ൅ 10 ଷܲtଷሺ1 െ tሻଶ ൅

5 ସܲtସሺ1 െ tሻ ൅ ହܲtହ  
  : اين رابطه را به طور بازگشتي نيز مي توان ارائه كرد 

  .مشخص شده است را ، معرفي مي كند ୬ܲتا  ଴ܲ، خم بزيه اي كه توسط نقاط  ௉బ௉భ…௉౤ܤفرض كنيم 

ሻݐሺܤ:                                                پس  ൌ ௉బ௉భ…௉౤ሺtሻܤ ൌ ሺ1 െ ௉బ௉భ…௉౤షభܤሻݐ ൅ tܤ௉బ௉భ…௉౤ሺtሻ  

  .خم بزيه درجه دو است n‐1يك درونيابي خطي ، بين  nاني ، خم بزيه درجه به بي

  

  

  

                                                                                                                                                                                                                            
٢٣ TrueType  
٢٤ Bézier Spline 
٢٥ Modern Imaging Systems 
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 اصطلاحات فني 3.1

ሻݐሺܤ:      داريم .چند اصلاح فني پيوسته به اين منحني هاي پارامتري است ൌ ∑ ୧ܾܲ୧,୬ሺtሻ, t ࢔א
ୀ૙࢏

ሾ0,1ሿ  
୧,୬ሺtሻܾ:                           كه در آن چند جمله اي ها عبارتند از  ൌ ቀ݊݅ ቁ t

୧ሺ1 െ tሻ୬ି୧, i ൌ 0,… , n  

଴ݐتعريف اينكه .معروف است  nدر درجه  26كه به اساس چند جمله هاي برن استين ൌ ሺ1و  1 െ ሻ଴ݐ ൌ 1 .  

چند ضلعي شدن با اتصال نقاط بزيه با خطوط ، . معروفند 27نقاط كنترليبراي خم هاي بزيه به نام  ୧ܲنقاط 

  .معروف است) يا چندضلعي كنترل( 28، به نام چندضلعي بزيه ୬ܲو پايان با  ଴ܲشروع با 

  

  .غلاف كوژ چند ضلعي بزيه ، شامل منحني بزيه است 

اين ها نقاطي هستند كه در هر نرم افزاري با هر مرتبه كليك موس بر صفحه ترسيم :   29گرهنقاط  

 .ميشوند

هاي ورودي و خروجي آن گره يك منحني  Segmentدر اين حالت :  Smoothگره  ♦

 .ي دهند و در امتداد يكديگر قرار مي گيرندثابت را تشكيل م

هرگاه قطعات ورودي و خروجي ؛ خط راست باشند يك گره از اين نوع :  Cornerگره  ♦

 .ايجاد ميشود

ورودي و خروجي منحني را تشكيل مي دهند  Segmentزماني است كه دو :  Bézierگره  ♦

 .شيب اين خط راست قابل تنظيم است. كه دو نقطه گره بر يك خط راست مماس است

هرگاه خطوط مماس بر قطعات ورودي و خروجي در يك گره با :  Bézier Cornerگره  ♦

 .مستقل باشد 30هم متفاوت باشند به گونه اي كه هر قطعه داراي دسته

                                                            
٢٦ Bernstein Basis Polynomials 
٢٧ Control Points  
٢٨ Bézier Polygon 
٢٩ Vertex 
٣٠ Handle 
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  مفهوم گره هاي مختلف -4شكل 

بنابراين هميشه تعداد قطعات چند خطي يك .حدفاصل بين هر دو نقطه گره ، يك قطعه است:  31قطعه 

 .واحد كمتر از تعداد نقاط گره ها است

مجموعه قطعاتي كه به يكديگر متصل هستند و هيچ انفصالي ميان : يا منحني دوبعدي  32خط باريك 

  .تشكيل شده باشد Splineاز چند » چند خطي«كان دارد يك ام.مشهورند Spline. آنها نيست 

  :در تصاوير زير مشهود اند 

      
  مفهوم گره ، قطعه و خط باريك – 5شكل 

  

 نكات 3.2

منحني .گويند 33به آن اصطلاحاً مشخصه نقطه پاياني درونيابي.پايان مي پذيرد ୬ܲشروع و در نقطه  ଴ܲخم از نقطه 

خط مستقيمي است اگر و تنها اگر همه نقاط كنترل روي منحني بيفتند و به طور مشابه خم بزيه خط مستقيمي است 

  .اگر و تنها اگر نقاط كنترل روي يك خط مستقيم قرار گيرند

ر نقطه منحني مي تواند در ه.قسمت از چند ضلعي بزيه مماس است) آخرين(منحني ، به اولين ) پايان(شروع 

برخي خم .اي به دو زير منحني يا به چند زير منحني دلخواه كه هر كدام به تنهايي يك خم بزيه است، شكسته شود

. ها مثل دايره ، كه به نظر ساده مي آيند را نمي توان دقيقاً توسط يك منحني بزيه يا خم بزيه قطعه اي توصيف كرد

 ايره را ، با حداكثر خطاي شعاعي كمتر از يك در هزار تقريب زد ،با وجود چهار قطعه خم مكعبي بزيه مي توان د(

                                                            
٣١ Segment 
٣٢ Spline 
٣٣ Endpoint Interpolation Property 
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ସ൫√ଶିଵ൯زماني كه هر نقطه كنترلي داخلي در فاصله عمودي و افقي 
ଷ

از نقطه كنترل خارجي روي يك دايره واحد  

  .) باشند

اصله قطعه بزيه مي تواند يك دايره را تقريب بزند زماني كه هر نقطه كنترل داخلي ف nبه طور كلي يك خم 
ସቀଶୡ୭ୱቀ೟మቁିୡ୭ୱሺ௧ሻିଵቁ

ଷୱ୧୬ ሺ୲ሻ
ଷ଺଴برابر  tرا از نقطه كنترل خارجي روي يك دايره واحد داشته باشد ؛ جايي كه  

୬
درجه  

݊و  ൐ تقريباً (گويند ،  34غالباً منحني ، در يك خميدگي ثابت ، از يك خم بزيه معلوم را ، خم افست.باشد 2

كه نمي تواند دقيقاً توسط خم بزيه شكل داده ) اه آهنمنحني اصلي ، مثل آفست بين ريل ها در خط ر» موازي«

  )بجز در موارد جزئي. (شود

  .هرچند ، راه هاي ابتكاري اي وجود دارند كه معمولاً تقريب كافي را براي مقاصد عملي ارائه مي دهند

  

 ايجاد يك خم بزيه .4

 خم هاي خطي 4.1

  
  .تغيير ميكند 1تا  0در دامنه  tمراحل ايجاد يك خم بزيه خطي كه  -6شكل 

 ଵܲتا  ଴ܲاز  ሻݐሺܤدر تابع براي يك خم بزيه خطي مي تواند نظري باشد براي توصيف اينكه مقدار مسافت  tپارامتر 

ݐبراي مثال زماني كه .چقدر است ൌ همينطور با تغيير .است ଵܲتا  ଴ܲيك چهارم از راه نقطه  ሻݐሺܤباشد ،  0.25

t  ܤ،  1از صفر تاሺݐሻ  يك خط خم شده از ،଴ܲ  تاଵܲ را توصيف مي كند.  

  

  

  

  

                                                            
٣٤ Offset Curve  



t  از

 همان 

كه خم 

شابه تغييرات 

  

 مي توانيم به

  ܴ଴  ܴوଵ ك

 
 

جاد كنيم كه مش

  .يكند

  .ر ميكند

م هاي مكعبي

ف كنند و نقاط

 | زي
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 مي توانيم ايج

 .ف ميكند

 .ف ميكند

 را توصيف مي

  
  ه دو

تغيير 1تا  0دامنه 

براي خم.ست

زيه را توصيف

  
  عبي

ن هاي كشاورز

ه همان شكل

خطي را توصيف

خطي را توصيف

رجه دوم بزيه

ك خم بزيه درجه

در د tرجه دو كه 

  

زيادتري نياز ا

بز هاي خطي 

يك خم بزيه مكعب

كانيك ماشين

ܳ଴  ܳوଵ رابه

ك خم بزيه خ

ك خم بزيه خ

 و يك خم در

ايجاد يك -7شكل

د يك خم بزيه در

ط واسطه اي ز

د كنيم كه خم

ايجاد ي - 9شكل

ژه مهندسي مك

଴ نقاط واسط

غيير ميكند و يك

يير ميكند و يك

تغيير ميكند ܳ

ش

مراحل ايجا - 8ل

تناظراً به نقاط

را ايجاد ଶܳو

  . كنند

 هاي بزيه

گزارش پرو –

 

زيه درجه دوم

 ଴ܲ  تاଵܲ تغي

 ଵܲ  تاଶܲ تغي

ଵܳتا  ଴ܳاز  ܤ

شكل

 ر
رجه بالاتر مت

و ଴  ،ܳଵܳي 

را توصيف مي

و رويه ني ها

–دي ارجنكي 

ي درجه دوم
ي خم هاي بز

  .باشند 1 

از ଴ܳنقطه  

از ଵܳنقطه  

ሻݐሺܤنقطه  

ي درجه بالاتر
ي خم هاي د

قاط واسطه اي

و بعدي بزيه ر

منحن

اميد اميد

خم هاي 4.2
براي

صفر تا

♦

♦

♦

خم هاي 4.3
براي

شكل نق

هاي دو

10
 

 



  

وصيف 

بزيه را 

  

 راست 

 زير را 

  ሻݐሺܤ

௝ܥ ൌ  

طي بزيه را تو

نحني مكعبي ب

 اي هاي سر

زچيني رابطه
ሻ ൌ ∑ ௡ܥ

௝ୀ଴

ൌ ௡!
ሺ௡ି௝ሻ!

∑௝௜

 
 

  . ر ميكند

ه خم هاي خط

كه من ଵܵو  ܵ

  .غيير ميكند

ر چند جمله

زآرايش و باز

௝ݐ௝ܥ          

௉೔ሺିଵሻ೔శ

௜!ሺ௝ି௜ሻ!
௝
ୀ଴
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تغيير 1تا  0دامنه 

را داريم كه ܳ

଴ܵنند و نقاط 

  
   چهارم

تغ 1تا  0در دامنه 

  .) كرد

ض جمع كمتر

ي مقداري باز

                
శೕ
ൌ ∏௝ିଵ

௠ୀ଴

ن هاي كشاورز

در د t مكعبي كه 

ܳ  ،ܳଶ  ܳوଷ

توصيف مي كن

ك خم بزيه درجه

د tجه چهارم كه 

را نيز مشاهده

ه اي ، در عو

ف خم با پيروي

                

ሺ݊ െ ݉ሻ଴

كانيك ماشين

جاد يك خم بزيه

଴  ،ܳଵܳ  اي

 دو بعدي را ت

ايجاد يك -11كل

 يك خم بزيه در

ر 5زيه درجه

ش چند جمله

ي براي تعريف

                

∑ ௉೔ሺିଵ
௜!ሺ௝ି

௜
௜ୀ଴

ژه مهندسي مك

مراحل ايج -10ل

 نقاط واسطه

 خم هاي بزيه

شك

مراحل ايجاد -12

تار يك خم بز

خم بزيه به روش

ن دو جمله اي

                 

         ଵሻ೔శೕ

ି௜ሻ!

 هاي بزيه

گزارش پرو –

شكل

رجه چهارم ،

ܴଵ  ،ܴଶ كه

2شكل

مي توان ساخت

طلوبست كه خ

كاربرد برهان.د

                

               

    

و رويه ني ها

–دي ارجنكي 

ي خم هاي د

଴  ،ଵܴنقاط . 

  .ف مي كنند

 همين نسبت م

 مله اي

خي اوقات مطل
تحليل شود 35

               

:        در آن 

                      
Bern  

منحن

اميد اميد

براي

.ميكنند

توصيف

به(

  

فرم چند جمل
برخ

5برن استاين

:ارائه ميدهد

كه

                      
nstein Polynom

11
 

 

5.

            
٣٥ mials
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در . محاسبه كرد ሻݐሺܤرا بتوان از پيش ، براي سنجش هاي زياد  ୨ܥاين مورد مي تواند عملاً كاربردي باشد ، اگر 

الگوريتم . (ي بالاي منحني ها ، شايد از لحاظ عددي بي اساس شودهر حال ، الزام به استفاده از درجه هاي خيل

Casteljau است 1برابر  36توجه شود كه حاصل بدون عدد.) تنها در زماني كه رخ ميدهد ، بايد استفاده شود.  

  

 خم هاي بزيه گويا .6

. ، يكجا جمع ميكند بزيه گويا ، مقياس هاي تنظيم را ، براي تأمين شفاف تر و دقيق تر تقريب شكل هاي دلخواه

  .است 37صورت كسر ، فرم برن استاين خم بزيه است و مخرج كسر ، جمع چند ضلعي هاي برن استاين

  . معلومند) ௜ܲ(نقطه كنترل  n+1تعداد 

ሻݐሺܤ:                                    خم بزيه گويا را مي توان توسط رابطه زير توصيف كرد  ൌ ∑ ௕೔,೙ሺ௧ሻ௉೔ఠ೔
೙
೔సబ
∑ ௕೔,೙ሺ௧ሻఠ೔
೙
೔సబ

  

ሻݐሺܤ:                                                                      يا به طور ساده تر  ൌ
∑ ቀ௡௜ ቁ௧

೔ሺଵି௧ሻ೙ష೔௉೔ఠ೔
೙
೔సబ

∑ ቀ௡௜ ቁ௧
೔ሺଵି௧ሻ೙ష೔ఠ೔

೙
೔సబ

  

  

 خواص منحني بزيه .7

 :ني در اين بخش گردآوري شدند كه عبارتند از جهت ياد آوري و تأكيد بر اين خواص ، تمامي ويژگي هاي مهم منح

در واقع . عبور ميكند ୬ܲିଵاز  ୬ܲو در  ଵܲاز  ଴ܲاست و خطوط مماس بر منحني در  ୬ܲو   ଴ܲمنحني بزيه شامل  )1

ሺ0ሻܤ: داريم  ൌ ଴ܲ ሺ1ሻܤ ൌ ௡ܲ
ᇱሺ0ሻܤ ൌ ݊ሺ ଵܲ െ ଴ܲሻ ᇱሺ1ሻܤ ൌ ݊ሺ ௡ܲ െ ௡ܲିଵሻ

ൠ 

 .خود قرار ميگيرندتمام نقاط منحني بزيه در داخل پوشش محدب رأس هاي  )2

توسط اين رأسها كنترل  ، بلكه شكل منحني) ௡ܲو  ଴ܲبجز (منحني بزيه لزوماً از رأس هاي داده شده عبور نميكند  )3

 .ميشود

∑: در رابطه هر منحني بزيه داريم  )4 ୧
୬
ܾ௜,௡ሺݐሻ୬

௜ୀ଴ ൌ t .  اثبات خاصيت بدين صورت است: 

                                                            
٣٦ Product of no numbers 
٣٧ Bernstain Polynomials  
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∑          :داريم  ୧
୬
ܾ௜,௡ሺݐሻ୬

௜ୀ଴ ൌ ∑ ୧
୬
ቀ݊݅ ቁ ݐ

௜ሺ1 െ ሻ௡ି௜୬ݐ
௜ୀ଴    

ൌ ؛ و ݐ ∑ ሺ௡ିଵሻ!
ሺ௜ିଵሻ!ሺ௡ି௜ሻ!

௜ିଵሺ1ݐ െ ሻ௡ି௜௡ݐ
௜ୀ଴  

ൌ   ؛ و ݐ ∑ ቀ݊ െ 1
݅ െ 1ቁ ݑ

௜ିଵሺ1 െ ሻ௡ି௜௡ݑ
௜ୀ଴  

ൌ          ؛ در آخر و ݐ ∑ ܾ௜,௡ିଵሺݐሻ ൌ ௡ିଵݐ
௜ୀ଴  

  

 الگوريتم مستقيم براي ايجاد يك نقطه روي منحني بزيه .8

  . ୬ܲ و... و ଴ܲكه بين صفر ويك قرار دارد و نقاط كنترلي  כݐ،  nدرجه : ورودي 

,ሻכ୧ܲb୧,ୢሺtبه ازاي : قدم اول  i ൌ 0,… , n را محاسبه كن.  

  .را بدست آور ሻכݐሺܤ: قدم دوم 

  .را به صورت يك نقطه بر روي صفحه مختصات نشان بده ሻכݐሺܤ: قدم سوم 

  .توقف: قدم چهارم 

כݐبراي رسم منحني ، الگوريتم بالا را از  ൌ ݐ∆شروع ميكنيم و با يك فاصله  0 ൐ כݐتا  0 ൌ هر  .دهيم ادامه مي 1

الگوريتم از ساده ترين روش توليد منحني بزيه يعني تعريف .ها كمتر باشد ، منحني واضحتري خواهيم داشت כݐچقدر فاصله 

  .در اينجا كد ترسيم منحني بزيه تصادفي توسط دلفي آورده شده است. آن استفاده كرده استمستقيم 
procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);  
var  
 pusat: array of TPoint;  
  i: Integer;  
begin  
 SetLength(pusat, 4);  
 for i := Low(pusat) to High(pusat) do  
 begin  
  pusat[i].x := Random(Width);  
  pusat[i].y := Random(Height);  
 end;  
 Canvas.PolyBezier(pusat);  
end; 

 .عيب اين الگوريتم اين است كه محاسبه چند جمله اي هاي برنشتاين از درجات بالا موجب پيدايش خطاي دگرگون ميشود

  .اين عيب در روش زير رفع ميشود
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 روش تقسيم و تظريف .9

) 0و1(متعلق به بازه  כݐو  nبزيه درجه نحني يك م ሻݐሺܤ فرض كنيد .اين روش بطور گسترده منحني بزيه را توليد مي كند

ሻݐሺܤ: باشد ، اگر داشته باشيم  ൌ ሻݏሺܮ
ሻݐሺܤ ൌ ܴሺݑሻ

0 ൑ t ൏ tכ
tכ ൑ t ൑ 1ൠ  ܴكه در آنሺݑሻ  ܮوሺݏሻ  منحني هاي درجهn  با

  .را تظريف هاي آن مي ناميم ሻݏሺܮو  ሻݑሺܴتقسيم شده است و  ሻݐሺܤهستند ، گوييم  uو  sپارامتر هاي 

  .باشد) 0و1(متعلق به  כݐاين تقسيم و تظريف به صورت دلخواه نيز امكان دارد ، به اين صورت كه ؛ فرض كنيد 

: در اين صورت داريم 

B୬ሺP଴, Pଵ, … , P୬; 0,1; tሻ ൌ ቐ
௡ܤ ቀ ଴ܲ

ሾ଴ሿሺכݐሻ, … , ଴ܲ
ሾ௡ሿሺכݐሻ; 0, ;כݐ ௧

௧כ
ቁ 0 ൑ ݐ ൑ כݐ

௡ܤ ቀ ଴ܲ
ሾ௡ሿሺכݐሻ, … , ௡ܲ

ሾ଴ሿሺכݐሻ; ,כݐ 1; ௧ି௧
כ

ଵି௧כ
ቁ כݐ ൑ ݐ ൑ 1

ቑ  

ݎدر روابط بالا اگر  ൒ ௜ܲآنگاه  1
ሾ௥ሿ از رابطه بازگشتي زير بدست آورد توان  را مي: 

൝ ௜ܲ
ሾ௥ሿሺݐሻ ൌ ሺ1 െ ሻݐ ௜ܲ

ሾ௥ିଵሿ ൊ ݐ ௜ܲାଵ
ሾ௥ିଵሿሺݐሻ ݎ ൒ 1

௜ܲ
ሾ௥ሿሺݐሻ ൌ ௜ܲ ݎ ൏ 1

  

  .با استفاده از اين قضيه يك روش مناسب براي توليد منحني بزيه بدست مي آيد

  

 الگوريتم تقسيم و تظريف براي توليد منحني هاي بزيه  .10

  . ୬ܲو ... و ଴ܲو رأس هاي كنترلي  n،  כݐ: ورودي 

௡ܲمقادير  ]بالا[با استفاده از روابط بازگشتي : قدم اول 
ሾ଴ሿ  و ... وଵܲ

ሾ௡ିଵሿ  و଴ܲ
ሾ௡ሿ و ...  و଴ܲ

ሾଵሿ و଴ܲ
ሾ଴ሿ را محاسبه كن.  

଴ܲ: قدم دوم 
ሾ௡ሿ را كه نقطه اي از منحني است ذخيره كن.  

଴ܲاگر اختلاف : قدم سوم 
ሾ଴ሿ  و଴ܲ

ሾ௡ሿ  ، به حد كافي كوچك نشده است଴ܲ و ... و୬ܲ  را برابر با଴ܲ
ሾ௡ሿ  و ... و଴ܲ

ሾଵሿ و଴ܲ
ሾ଴ሿ 

  .و به قدم اول برو كناختيار 

଴ܲاگر اختلاف : قدم چهارم 
ሾ଴ሿ  و଴ܲ

ሾ௡ሿ  ، به حد كافي كوچك نشده است଴ܲ و ... و୬ܲ  را برابر با௡ܲ
ሾ଴ሿ  و ... وଵܲ

ሾ௡ିଵሿ  و

଴ܲ
ሾ௡ሿ   ن و به قدم اول بروكاختيار.  

  .توقف: قدم پنجم 
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  .اين روش در مقايسه با روش مستقيم نه تنها خطاي محاسباتي ندارد بلكه روش محاسباتي بالاتري هم دارد

 3منحني هاي بزيه مرتبه  ሻݏሺܮو  ሻݑሺܴباشد و  ଴ܲو ... و ଷܲبا رأس هاي كنترلي  3منحني بزيه مرتبه  ሻݐሺܤفرض كنيد 

، باشند  ሻݐሺܤ  تظريف هاي ሻݏሺܮو  ሻݑሺܴاگر .باشند ଷ  ، ... ،ܵ଴ܵو  ଷ  ، ... ،ܷ଴ܷ، به ترتيب با رأس هاي كنترلي 

 :آنگاه داريم 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ܵ଴ ൌ ଴ܲ

ܵଶ ൌ
ଵ
ଶ
ሺ ଴ܲ ൅ ଵܲሻ

ܵଷ ൌ
ଵ
ସ
ሺ ଴ܲ ൅ 2 ଵܲ ൅ ଶܲሻ

ܵସ ൌ
ଵ
଼
ሺ ଴ܲ ൅ 3 ଵܲ ൅ 3 ଶܲ ൅ ଷܲሻ

ܷ଴ ൌ
ଵ
଼
ሺ ଴ܲ ൅ 3 ଵܲ ൅ 3 ଶܲ ൅ ଷܲሻ

ଵܷ ൌ
ଵ
ସ
ሺ ଵܲ ൅ 2 ଶܲ ൅ ଷܲሻ

ܷଶ ൌ
ଵ
ଶ
ሺ ଶܲ ൅ ଷܲሻ

ܷଷ ൌ ଷܲ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

  

و با استفاده از روابط حاصل مي توان رأس هاي كنترلي  ଴ܲو ... و ଷܲي كنترلي طبق گفته بالا با مشخص بودن رأس ها

ܴሺݑሻ  ܮوሺݏሻ ܽحال اگر  .را بدست آورد ൌ ଵ
ଶ
ሺ ଵܲ ൅ ଶܲሻ  ساده تري در مي آينددر نظر بگيريم روابط به شكل.  

  

 با روش نصف كردن 3الگوريتم توليد منحني بزيه درجه  .11

  . ଴ܲو ... و ଷܲرأس هاي كنترلي : داده ها 

ሺܵ଴ : قدم اول ൌ ଴ܲሻ  

ଵܵ : قدم دوم ൌ
ଵ
ଶ
ሺ ଴ܲ ൅ ଵܲሻ  

ܽ : قدم سوم ൌ ଵ
ଶ
ሺ ଵܲ ൅ ଶܲሻ  

ଶܵ : قدم چهارم ൌ
ଵ
ଶ
ሺ ଵܵ ൅ ܽሻ  

ሺܷଷ : قدم پنجم ൌ ଷܲሻ  

ଶܷ : قدم ششم ൌ
ଵ
ଶ
ሺ ଶܲ ൅ ଷܲሻ  

ଵܷ : قدم هفتم ൌ
ଵ
ଶ
ሺܽ ൅ ܷଶሻ  

ଷܵ : قدم هشتم ൌ ܷ଴ ൌ
ଵ
ଶ
ሺܵଶ ൅ ଵܷሻ  

  .، ذخيره كن -بزيه است كه نقطه اي از منحني  -را ) ଴ܷيا ( ଷܵنقطه  : قدم نهم

به  ଷܷاز  ଴ܷتكرار كن تا وقتي كه اختلاف  ଷ  ، ... ،ܵ଴ܵو  ଷ  ، ... ،ܷ଴ܷالگوريتم فوق را براي نقاط كنترلي  : قدم دهم

  )بازگشت الگوريتم. (حد كافي كوچك شده باشد
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  توقف : قدم يازدهم

  .دقت شود كه در الگوريتم بالا تمامي تساوي ها برداري هستند

  

 رويه هاي بزيه و روش هاي توليد .12

 38رويه هاي بزيه و قطعات رويه 12.1

 با ، بعدي سه سطح يك به را آن سپس و ميكنيم ايجاد منفرد پارامتر يك از استفاده با بعدي سه منحني يك ابتدا ما

 به z و y معرفي ، بعدي سه فضاي در منحني يك ايجاد معمولي راه يك. دهيم مي گسترش ، ديگر پارامتر كردن اضافه

ݔ .است x از توابعي عنوان ൌ ݕ         ,ݔ ൌ ݖ        ,ሻݔሺݕ ൌ پس به گونه هاي .دارد بسياري مشكلات توصيف اين.  ሻݔሺݖ

  .ديگر بررسي ميكنيم

قطعه يك منحني كراندار متشكل از . است» قطعه«كه براي مدل رياضي استفاده مي كنيم ، ترين عنصر رياضي  ساده

  .تعيين مي شوند) با مقادير منفرد(مختصات آنها توسط توابع رياضي پيوسته دو پارامتري  نقاطي است كه

ݔمختصات هر نقطه توسط روابط  ൌ ݕ         ,ሻݓ,ݑሺݔ ൌ ,ݑሺݕ ݖ        ,ሻݓ ൌ ,ݑሺݖ   .بدست مي آيند ሻݓ

غير هاي پارامتري ، يك قطعه تغيير ميكنند و با ثابت نگه داشتن كي از مت 1در بازه بين صفر تا  wو  uپارامتر هاي 

 .با تكرار اين عمل روي همه متغير ها يك نقطه از آن مشخص مي شود. از منحني بر حسب متغير ديگر بدست مي آيد

يكي از رويه هاي ساده صفحه  .هر قطعه داراي كران است كه همين امر آن را مي تواند تكه اي از رويه مورد نظر ما كند

  . است

ݔሺمعادله پارامتري  ൌ ሺܿ െ ܽሻݑ ൅ ܽ ݕ ൌ ሺ݀ െ ܾሻݓ ൅ ܾ ݖ ൌ 0ሻ  يك قطعه متعامد از صفحه

xy ابتدا متغير  .را نشان ميدهدw  را ثابت نگه داشته تا منحني يك خط راست موازي محورx  ها شود كه اين منحني ها

ها ايجاد ميشود كه  yور خط راستي موازي مح uبه همين ترتيب با ثابت نگه داشتن متغير  .هستند uتوابعي بر حسب 

  .هستند wتوابعي بر حسب 

                                                            
٣٨ Patches 
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,଴ݔሺو مركز  rمعادلات پارامتري كره با شعاع .رويه ساده ديگر كره است y଴, z଴ሻ  عبارتست از: 

൞
ݔ ൌ ଴ݔ ൅  ሻݓሺݏ݋ܥሻݑሺݏ݋ܥݎ ݑ א ቂെ గ

ଶ
, గ
ଶ
ቃ

ݕ ൌ ଴ݕ ൅     ሻݓሻܵ݅݊ሺݑሺݏ݋ܥݎ ݓ א ሾ0,2ߨሿ
ݖ ൌ ଴ݖ ൅                                     ሻݑሺ݊݅ܵݎ

  

൞: و يا يك بيضي گون 
ݔ ൌ ଴ݔ ൅  ሻݓሺݏ݋ܥሻݑሺݏ݋ܥܽ ݑ א ቂെ గ

ଶ
, గ
ଶ
ቃ

ݕ ൌ ଴ݕ ൅     ሻݓሻܵ݅݊ሺݑሺݏ݋ܥܾ ݓ א ሾ0,2ߨሿ
ݖ ൌ ଴ݖ ൅ ܿܵ݅݊ሺݑሻ                                    

  

,ݔሺܨيك معادله به شكل  ,ݕ ሻݖ ൌ همه متغيرها خطي باشد  اگر معادله به ازاي.معادله ضمني يه رويه است 0

كره نمونه اي از اين معادلات .اگر معادله درجه دو باشد ، رويه درجه دوم خواهد بود.آنگاه رويه يك سطح بيكران است

 .اگر يكي از متغير ها حذف شود رويه استوانه ميشود كه مولدهايي موازي با محور متغير حذف شده دارد.درجه دو است

ݖ: ي يكي از متغير ها به عنوان تابعي از دو متغير ديگر حل كنيم داريم اگر معادله ضمني را برا ൌ ݂ሺݔ,   .ሻݕ

  :زير استشكل جبري يك قطعه درجه سوم به صورت 

[ ]1,0,,),(
3

0

3

0
, ∈=∑∑

= =

wuwuawu
i j

ji
jiP

  
در اين  .محدوديت رابطه بالا كران هاي رويه را قانونمند ميكند.ضرايب جبري رويه ناميده مي شوند ୧,୨ܽبردار هاي 

 :هر بردار مولفه هايي به شرح زير داردجمله داريم كه همه نقاط روي رويه را مشخص ميكند 16رابطه 

ቐ
ሻݓ,ݑሺݔ ൌ ܽଷଷ௫ݑଷݓଷ ൅ ܽଷଶ௫ݑଷݓଶ ൅ ܽଷଵ௫ݑଷݓଵ ൅ ൅ڮ ܽ଴଴௫
,ݑሺݕ ሻݓ ൌ ܽଷଷ௬ݑଷݓଷ ൅ ܽଷଶ௬ݑଷݓଶ ൅ ܽଷଵ௬ݑଷݓଵ ൅ ൅ڮ ܽ଴଴௬
ሻݓ,ݑሺݖ ൌ ܽଷଷ௭ݑଷݓଷ ൅ ܽଷଶ௭ݑଷݓଶ ൅ ܽଷଵ௭ݑଷݓଵ ൅ ൅ڮ ܽ଴଴௭

   

بسياري از اجسام داراي شكا خاصي هستند كه به وسيله هيچكدام از روش ها براي نمايش رويه قابل تعريف 

استفاده از ايده نمايش هندسي منحني .يك پره ملخ هواپيما ، گوشي تلفن  و صورت انسان از اين نمونه ها هستند.نيستند

كار رود ، به اين صورت كه با استفاده از حاصل ضرب تانسوري  هاي مختلف مي تواند براي توليد رويه ها نيز به

توابع پايه يك متغيره را به صورت توابع پايه اي .عناصر پايه يك متغيره ، توابع پايه دو متغيره را بدست مي آوريم

  :بدين قرار كه .برنشتاين در نظر ميگيريم

,ݑሺܳعبارت  ݀را كه به صورت زير تعريف ميشود يك رويه بزيه  ሻݒ ൈ ݀Ԣ  مي ناميم:  
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∑∑
= =

=
d

i

d

j
djdiji vPuPVvuQ

0

'

0
',,, )()(),(  

)()(در اين روابط  ',, vPuP djdi توابع پايه برنشتاين وjiV   .ها رأس هاي كنترلي رويه در فضا هستند ,

  

 روش هاي توليد رويه هاي بزيه 12.2

موجود براي نمايش رويه ها در رايانه يا بر پايه منحني ها استوارند ، يا تعميم مستقيم  هاي اكثر روش

  .توليد منحني ها هستند
 

 روش مستقيم 12.2.1

  :از تعريف مستقيم رويه استفاده ميشود

כݑو  'dو  dدرجات : ورودي  א ሾ0,1ሿ  כݒو א ሾ0,1ሿ  و نقاط كنترلي଴ܸ,଴وV଴,ଵو…   .Vୢ,ୢᇱو

݅به ازاي : قدم اول  ൌ 0,… , ݆و  ݀ ൌ 0,… , ݀Ԣ   ،jiV , )()( ',, vPuP djdi  ها را محاسبه كن.  

,כݑሺܳ: قدم دوم    .را بدست آور ሻכݒ

,כݑሺܳ: قدم سوم    .را به عنوان نقطه اي از منحني نشان ده ሻכݒ

  توقف: قدم چهارم 

  .كنيم تا الگوريتم رويه را رسم كندمقدار دهي مي  1مقادير ستاره دار را از صفر با بازه هاي كوتاه تا 

  .شود 39اين روش در چندجمله اي هاي برنشتاين با درجات بالاتر موجب پيدايش خطا
 

 روش رويه هاي خط كشي شده 12.2.2

رويه هاي كه از اتصال .باشند uبا پارامتر مشترك  ଷܴ، دو منحني بزيه در  Pଶሺuሻو  Pଵሺuሻ فرض كنيد

: رابطه اي بدين قرار دارد  .ميشود رويه خط كشي گويندنقاط آنها به هم توسط خط ايجاد 
ܳሺݑ, ሻݒ ൌ ሺ1 െ ሻݒ ଵܲሺݑሻ ൅ ݒ ଶܲሺݑሻ  

                                                            
  خطاي گردكردن ٣٩
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 مثلث هاي بزيه و درونيابي خطي 12.3

 مركز ثقل 12.3.1

ܲمختصات هر نقطه مانند  .را در نظر بگيريد cو  a  ،bيك مثلث با رأس هاي  א در مثلث را  ଶܧ

ܲ :بدست آورد cو  a  ،b سه نقطه ) محدب(ميتوان بر حسب تركيب خطي  ൌ ܽݑ ൅ ܾݒ ൅   ܿݓ

ݑ: اگر داشته باشيم  ൅ ݒ ൅ ݓ ൌ با مختصات  Pآنگاه نقطه  .)هر سه پارامتر بين صفر و يك هستند( 1

)u,v,w ( مركز ثقل متناظر با ،a  ،b  وc اگر چهار نقطه . ناميده ميشودa  ،b  ،c  وP  را داشته باشيم

: جواب بدست آمده به صورت روبروست 

ݑ ൌ ௔௥௘௔ሺ௉,௕,௖ሻ
௔௥௘௔ሺ௔,௕,௖ሻ

ݑ ൌ ௔௥௘௔ሺ௔,௉,௖ሻ
௔௥௘௔ሺ௔,௕,௖ሻ

ݑ ൌ ௔௥௘௔ሺ௔,௕,௉ሻ
௔௥௘௔ሺ௔,௕,௖ሻۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

  

,ሺܽܽ݁ݎܽ) : طبق قانون كرامر(به عبارتي داريم  ܾ, ܿሻ ൌ ଵ
ଶ
ݐ݁݀ ቈ

௔ݔ ௕ݔ ௖ݔ
௔ݕ ௕ݕ ௖ݕ
1 1 1

቉ ് 0  

  

 درونيابي 12.3.2

  .خطي استفاده كردمي توان از مختصات مركز ثقل در درونيابي 

PଷوPଶوPଵفرض كنيد سه نقطه  א : هر نقطه به صورت .داده شده اند ଶܧ

ܲۃ ൌ ܲሺݑ, ,ݒ ሻݓ ൌ Pଵݑ ൅ Pଶݒ ൅ wPଷ
ݑ ൅ ݒ ൅ ݓ ൌ 1

  در  ۄ

درونيابي خطي ناميده  ଶܧبه  ଷܧاين تابع از .درون صفحه توليد شده توسط سه نقطه مذكور قرار دارد

ݑدر تعريف بالا چون  .ميشود ൅ ݒ ൅ ݓ ൌ را با استفاده از مختصات مركز  u,v,w، پس مي توان  1

  .درونيابي كرد PଷوPଶوPଵمربوط به  Pثقل 
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 )40الگوريتم كاستلجو(نمونه اي از درونيابي خطي توسط مركز ثقل  12.3.3
…وbଶوbଵوb଴: ورودي  b୬و א Eଷݐ      و א ܴ  

୧଴ሺtሻܾقرار ده : گام اول  ൌ b୧  

୧୰ሺtሻܾقرار ده : گام دوم  ൌ ሺ1 െ tሻb୧୰ିଵሺtሻ ൅ tb୧ାଵ୰ିଵሺtሻ  

  .را به عنوان نقطه اي از منحني ذخيره كن ଴୬ሺtሻܾ: گام سوم 

  توقف: گام چهارم 

୧଴ሺtሻܾكه  ൌ b୧  نقطه متناظر با پارامترt  ܾدر منحني بزيه୬ است.  
 

 تعريف سطوح بزيه به گونه اي ديگر .13

  : است ، به شرح زير  tبه عنوان توابعي از پارامتر  zو  x  ،yروش ديگر نمايش يك منحني ، تعريف 

ሻݐሺݔ)                                                                           1روابط شماره ( ൌ ܽ௫ݐଷ ൅ ܾ௫ݐଶ ൅ ܿ௫ݐ ൅ ݀௫  

ሻݐሺݕو                                                                                               ൌ ܽ௬ݐଷ ൅ ܾ௬ݐଶ ൅ ܿ௬ݐ ൅ ݀௬  

ሻݐሺݖ                                                                                            و    ൌ ܽ௭ݐଷ ൅ ܾ௭ݐଶ ൅ ܿ௭ݐ ൅ ݀௭  

0به  tدامنه مقادير  ൑ ݐ ൑   :را مي توان به گونه ديگري نوشت  1اولين رابطه از روابط شماره . محدود شده است 1

ሻݐሺݔ ൌ ሾݐଷ ݐ     ଶݐ 1ሿ ቌ
a
b
c
d
ቍ, )2ه شماره رابط( 

ሻݐሺݔيا                        ൌ ሾݐଷ ଶݐ ݐ 1ሿܥ௫, ) 3رابطه شماره(  

ሻݐሺݔيا                                                 ൌ   )4رابطه شماره ( ௫ܥܶ

  .است ሻݐሺݔماترس ستوني ضرايب  ௫ܥو  tماتريس رديفي توان هاي  Tپارامتر 

                                                            
٤٠ D.Casteljau 
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و  ଶܲمنحني سه بعدي بزيه و نقاط كنترلي ) ب ସܴو  ଵܴو به طور متناظر بردارهاي مماسي   ସܲو  ଵܲمنحني سه بعدي هرميت و نقاط انتهايي ) الف - 13شكل 

ଷܲ نقطه كنترل 12سطح پارامتري بيكوبيك بزيه و چهار نقطه گوشه و ) ؛ ج  

و  ଵܴو به طور مشابه بردارهاي مماسي  ସܲو  ଵܲشده اند و همان نقاط نشان داده  13حال نقاط پاياني منحني ، كه در تصوير الف

ܴସ ݔمختصات .هستند را ، انتخاب ميكنيمሺݐሻ  در نقاط پاياني عبارتند از:  

ሺ0ሻݔ ൌ ଵܲ௫ ൌ ሾ0 0 0 1ሿܥ௫, ) 5رابطه شماره(  

ሺ0ሻݔ ൌ ସܲ௫ ൌ ሾ1 1 1 1ሿܥ௫, ) 6رابطه شماره(  

و سپس جايگذاري مقادير پارامتري در نقاط پاياني ،  3ي رابطه شماره براي بردارهاي متناظر مماسي با ساده ساز xمختصات 

  .بدست مي آيند

Ԣሺ0ሻݔ ൌ ܴଵ௫ ൌ ሾ0 0 1 0ሿܥ௫, ) 7رابطه شماره(  

Ԣሺ0ሻݔ ൌ ܴସ௫ ൌ ሾ3 2 1 0ሿܥ௫, ) 8رابطه شماره(  
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  :به فرم ماتريس زير تركيب ميشوند 8و  5روابط شماره 

௛ೣܪ ൌ ൮
ଵܲ௫
ସܲ௫
ܴଵ௫
ܴସ௫

൲ ൌ ቌ
0
1
0
3

  
0
1
0
2

  
0
1
1
1

  
1
1
0
0

ቍܥ௫ ) 9رابطه شماره(  

  :بدست مي آوريم   ௫ܥبا حل رابطه براي 

௫ܥ ൌ ቌ
2
െ3
0
1

  
െ2
3
0
0

  
1
െ2
1
0

  
1
െ1
0
0

ቍ ൌ   )10رابطه شماره ( ୦G୦౮ܯ

  :، به رابطه زير مي رسيم 4با استفاده از اين نتيجه در رابطه شماره .بردار هندسي هرميت است G୦౮ماتريس هندسي هرميت و  ୦ܯ

ሻݐሺݔ ൌ   )11رابطه شماره ( ୦G୦౮ܯܶ

  :و به طور مشابه 

ሻݐሺݕ ൌ   )12رابطه شماره ( ୦G୦౯ܯܶ

ሻݐሺݖ ൌ   )13رابطه شماره ( ୦G୦౰ܯܶ

  :، در فرم ماتريسي ،  به صورت زير نيز نوشته مي شوند 13و  12و  11روابط شماره 

ܲሺݐሻ ൌ   )14رابطه شماره ( ୦G୦ܯܶ

اين فرم ، همه مشخصه هاي مطلوب ، به جز آنچه كه ، براي .به فرم هرميت است 14منحني تعريف شده توسط رابطه شماره 

تشخيص بردارهاي مماسي براي دادن منحني ، شايد .مشخص كردن بردارهاي مماسي ، در نقاط پاياني ، لازم است ، را دارد

، به جاي بردارهاي )  غير مستقر روي منحني( ଷܲو  ଶܲتوسعه اين فرم به بزيه ، نيازمند مشخص كردن دو نقطه بيشتر .مشكل باشد

اين نقاط را نقاط كنترل مي گويند و در راستاي .، است.) ب نشان داده شد -13همانطور كه در شكل (مماس نشان داده شده ، 

  .نقاط پاياني استفاده مي شوند
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ଵܴ:                                                        براي تشخيص بردارهاي مماسي ، داريم  ൌ 3ሺ ଶܲ െ ଵܲሻ ൌ ܲᇱሺ0ሻ,  

ସܴو                                                                                                          ൌ 3ሺ ସܲ െ ଷܲሻ ൌ ܲᇱሺ1ሻ  

  .به قرار زير است) Gୠ(و بردار هندسي بزيه ) G୦(رابطه بين بردار هندسي هرميت 

G୦:                                                      داريم  ൌ ൮
ଵܲ
ସܲ
ܴଵ
ܴସ

൲ ൌ ቌ
1
0
െ3
0

0
0
3
0

0
0
0
െ3

0
1
0
3

ቍ൮
ଵܲ
ଶܲ
ଷܲ
ସܲ

൲ ൌ   ୦ୠGୠܯ

ሻݐሺݔ:              ، جايگذاري ميكنيم 11در رابطه شماره  ୦ܩكه آن را براي حصول  ൌ ௛ೌܩ௛ܯܶ ൌ   ୦ୠGୠ౮ܯ௛ܯܶ

ୠܯبا در نظر گرفتن  ൌ ሻݐሺݔ( يه ، به فرم بز ୦ୠܯ௛ܯ ൌ   .ميرسيم)  ௕ܩ௕ܯܶ

ୠܯ:                                                                     عبارتست از  ௕ܯماتريس  ൌ ቌ
െ1
3
െ3
1

3
െ6
3
0

െ3
3
0
0

1
0
0
0

ቍ  

نيز ،  tو  s پارامتر 2نقطه ديگر و  16حال ، فرم بزيه ي منحني پارامتري كوبيك ميتواند به سطح گسترش يابد ؛ با توجه به اينكه 

نقطه كنترل ، براي توصيف چگونگي توليد سطح از نقاط گوشه در هر  12نقطه گوشه ، و  4در اينجا ، .لازم است تعيين شوند

، شكل تكه  ଶܲଷو  ଵܲଶتوصيف اينكه چگونه نقاط كنترلي .ج نشان داده شد -13اين مطلب در شكل .جهت پارامتري ، وجود دارد

را تعيين ميكنند مي تواند به همه تكه هاي خم شده كه سطح را مي سازند تعميم داده  ଵܲସو  ଵܲଵهاي خم شده ميان نقاط 

ଵܲଵپاره خط .شود െ ଵܲଶ  در نقطه ،ଵܲଵ  و پاره خط ،ଵܲଷ െ ଵܲସ  در نقطه ،ଵܲସ  به تكه خم شده مماس شده اند، كه شيب هاي ،

ଵܲଵطول خط.اوليه تكه خم شده را از هر نقطه تعريف  ميكنند െ ଵܲଶ  وଵܲଷ െ ଵܲସ طول خم را مشخص ميكند ،.  

،  ሻݐሺݔبراي صورت گرفتن اين مسئله ، .تعريف شوند tو  s، بايد توابعي از دو پارامتر  zو  x  ،yبراي توسعه روابط به سطح بزيه ، 

، روابط زير فرم بزيه  و پرات  فولي و ون دام و فوكسمطابق .تعريف ميگردد tتابعي فضايي از  G௕ೣبيان مي شود و   sتابعي از 

  .سطح پارامتري بيكوبيك را تعريف ميكنند
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,ݏሺݔ ሻݐ ൌ ௕ܯܵ ௫ܲܯ௕ܶ௧, ) 15رابطه شماره(  

,ݏሺݕ ሻݐ ൌ ௕ܯܵ ௬ܲܯ௕ܶ௧, ) 16رابطه شماره(  

,ݏሺݖ ሻݐ ൌ ௕ܯܵ ௭ܲܯ௕ܶ௧ ) 17رابطه شماره(  

ܵ:                                   عبارتند از  tو  sبا دقت بالاتر ، ماتريس هاي ستوني توان هاي  ൌ ሾݏଷ ଶݏ ݏ 1ሿ,     

ܶو                                                                                                                  ൌ ሾݐଷ ଶݐ ݐ 1ሿ  

ܲ                       :                                 و ماتريس موقعيت هم عبارتست از  ൌ ൮
ଵܲଵ
ଶܲଵ
ଷܲଵ
ସܲଵ

ଵܲଶ
ଶܲଶ
ଷܲଶ
ସܲଶ

ଵܲଷ
ଶܲଷ
ଷܲଷ
ସܲଷ

ଵܲସ
ଶܲସ
ଷܲସ
ସܲସ

൲  

  .، است zو  x  ،yج ، براي هر كدام از جهت هاي  -13، مختصات موقعيت نقاط ، در شكل  ୧ܲ୨كه 

 

 رويه .14

اولين نوع رويه هاي او همان مثلث . وقتي كه كاستلجو منحني هاي بزيه را ابداع كرد تصميم داشت آنها را به رويه ها تعميم دهد

قطعات . انتخاب فرم رويه بستگي به نوع كاربرد آن دارد. هر رويه اي را مي توان بوسيله مثلثي كردن بدست آورد. هاي بزيه اند

  .مي توان به صورت مثلث نوشت 13را در بخش  ୧୰ሺtሻܾضرايب . زيادي دارندرويه مثلثي محدوده مفيد 

تغيير ميكند  nدر دامنه صفر تا  Kو  mدر دامنه صفر تا  j كه در آن ୨.୩ܲسطوح بزيه توسط يك سري از نقاط دو بعدي   

  .تعريف ميشود

∑∑
= =

=
m

j

n

k
nkmjkj uBvBvu

0 0
,,, )()(),( pP

  
B୨୫ሺvሻكه  ൌ ቀ

m
j ቁ ሺ1 െ vሻ୫ି୨v୨  
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ܲمجموعه    ൌ ሼሼ ଴ܲ଴, ଴ܲଵ, … , ଴ܲ௡ሽ, ሼ ଵܲ଴, ଵܲଵ, … , ଵܲ௡ሽ, … , ሼ ௠ܲ଴, ௠ܲଵ, … , ௠ܲ௡ሽሽ  يك سري نقاط كنترل با ويژگي

ܲ୨୩ א Թଷ ) ݆كه ൌ 0,1, … ݇      و      ݉, ൌ 0,1, … , ,)(در رابطه فوق .ايجاد ميكند )݊ vB mj  و)(, uB nk  نماينگر چندجمله اي

  .هستند vو  uدر تغييرات ، به ترتيب ،  nو  mهاي برن استاين از درجه 

  
به  .از رابطه اول نمايان است كه هر ترم توسط نقاط كنترل و محصول دو چندجمله اي برن استاين يك متغيري بدست مي آيد

.ଶଶሺuሻܤبراي تابع : عنوان مثال  Bଵଷሺvሻ  داريم:  
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 نداراستفاده از گرافيك رايانه اي سه بعدي براي طراحي سطح خيش برگردا .15

 مقدمه 15.1

شكلي كه توسط حيوانات يا برده ها كشيده مي شد ، زمين هايشان را كشت مي  Y، يونان و روم باستان ، با چوب مصر مردم 

ام ، زماني كه فلزات تغيير شكل يافته براي خيش برگرداندار استفاده شد ، بدون تغيير 18اين طرح خيش تقريباً تا قرن .كردند

، توسط طراحي افراد مختلف بوده » و خطاآزمايش «در سال هاي بسياري ، توسعه و پيشرفت اشكال خيش برگرداندار با .ماند

اين روش ، روشي .ميلادي روشي براي توصيف دقيق سطح خيش برگرداندار بيان گرد 1788توماس جفرسن در سال .است

او از دو خط مستقيم با راستاهاي ثابت استفاده كرد ، كه خط مستقيم سوم .فيزيكي بود كه مي توانست در ساخت خيش بكار رود

روش جفرسن روشي عملي است ؛ شايد ، اين روش كاملاً بر اساس شهود پايه .اي ثابت حركت مي كند و مي چرخددر صفحه 

او به رابطه اي براي توصيف سطح در سيستم مختصات .وايت چند خيش را با روش جفرسن بررسي كرد.ريزي شده است

با اينحال ، كار او مزيت نمايش شكل .روهاي خيش شداو ناتوان از تشريح اين رابطه براي ني.دست يافت) دكارتي(كارتزين 

  .موجود خيش به طور رياضي را دارد

توصيفات گرافيكي اشكال خيش با تحقيقات مختلفي مثل وايت ، اشبي و كروتيكوف كه توسط گيل و ونگنبرگ توصيف شده 

يك روش گرافيكي .، استفاده كردند آنها از روش هاي گرافيكي براي تعريف شكل و حصول روابط طراحي.است ، توسعه يافت

سطوح در صفحه ).Coinciding grid holes(براي بدست آوردن شكل خيش موجود ، استفاده از يك جفت سطح عمودي موازي با 

)y‐z ( مستقر شده اند ، كه صفحه افقي صفحه)x‐y (خيش ، كه شكلش تشخيص داده مي شود ، روي قسمت جلويي از .است

ميله اندازه گيري در ميان سوراخ هاي شبكه وارد ميشود ، تا جايي كه به سطح .ده عمودي قرار گرفته استسطوح شبكه بندي ش

با استفاده از اين .تشخيص داده شوند zو  yدر حاليست كه موقعيت سوراخ هاي شبكه با ابعاد  xاين روش سنجش .خيش برسد

سوان .خطوط شبكه ، رسم مي كند z، به وسيله رسم اندازه ثابت  x‐yاطلاعات ، سطح را به صورت نمايش دو بعدي ، در صفحه 

)Soehne (او نوري را از يك شكاف به صورت هم عمودي و هم افقي ، .از يك وسيله نوري براي تسريع اين روش استفاده كرد

با حركت خيش به  يك سري از عكس ها.از دوربيني براي ضبط نور بازتابيده استفاده كرد.بر سطح نقاشي شده خيش تاباند 

اسلوب كار براي .هيچ تلاشي براي توسعه روابط رياضي براي توصيف شكل دهي انجام نشد.موقعيت هاي متفاوت گرفته شد

از مطالب فوق بديهي است ، كه ،  هيچ تكنيك و روشي ، بدست نيامده است كه بتواند براي  .مقايسه شكل خيش ها ، مناسب بود



و رويه هاي بزيه منحني ها 27 

 

  | گزارش پروژه مهندسي مكانيك ماشين هاي كشاورزي –اميد اميدي ارجنكي 
 

27 

اندار استفاده شود ؛ مجوز مهندس طراحي براي تغيير راحت سطح خيش باشد ؛ و توصيفات توصيف آسان شكل خيش برگرد

تكنيك هاي گرافيكي . ابزار ، براي پيشگويي نيروهاي عكس العمل خاك ، تركيب كند -رياضي سطح را با مدل مكانيكي خاك

اين روش ها مستقيماً .يناميكي ، توسعه يافتندكامپيوتري ، توسط صنعت هوانوردي ، براي سطوح پيچيده و خم اجزاي موثر آيرود

نمايش گرافيكي ، وسيله ارتباطي بسيار موثري بين رايانه و مهندس .براي سطوح پيچيده خيش برگرداندار ، كاربردي هستند

 .طراح است

 نماد ها 15.2

  نماد ها
  خاك توده شتاب ܽ
  ابزار عرض ܾ
  خاك يچسبندگ ܥ
  خاك و ابزار نيب يچسبندگ ୟܥ
  ሻݐሺݔضرايب  ماتريس ستوني ୶ܥ
  ابزار عمق ݀
݀୮ مسافتي كه خاك روي ابزار طي ميكند.  
݀ୱ  مسافتي كه خاك در طول صفحه برش طي مي
  .كند
  )سطح تماس با خاك(مساحت سطح كاري ابزار  ଴ܨ
  مساحت پيشرو صفحه برشي خاك ଵܨ

F୶, ,௬ܨ   مولفه هاي نيروي عكس العمل خاك ௭ܨ
  شتاب گرانش ݃
  ن خاك روي ابزار خاكورزيوز ܩ
  بردار هرميت ௛ܩ
  مسافت بين صفحات متوالي برش ݄
  جرم خاك ݉

  نمادها
ܲԢنقاط روي منحني يا سطح سه بعدي ݏ  
୶ܲ,୷,୸  ماتريس مولفه هايx  وy  وz  نقطهP  
ܴԢبردارهاي مماس ݏ  
 sرديف بردار توان هاي  ܵ

,ݏ   پارامتر ݐ
 tماتريس رديفي توان هاي  ܶ

୮ܶ  زماني كه طول ميكشد تا خاك روي ابزار طي
  .كند
ୱܶ  ݀زماني كه طول ميكشد تا خاك مسافتୱ  را طي

  .كند
Δܶ  زماني كه براي سرعت مابين଴ܸ  وୟܸ  طول

  .ميكشد
ୟܸ قدرمطلق سرعت خاك  
଴ܸ سرعت اوليه خاك  
୲ܸ سرعت پيشرونده ابزار  

,ݔ ,ݕ   مختصات دكارتي ݖ
α  زاويه بين خطOB  و محورx ) 4شكل(  
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  ماتريس بزيه ௕ܯ
  ماتريس هرميت ୦ܯ
  ماتريس انتقال هرميت به ماتريس هاي بزيه ୦ౘܯ

଴ܰ  3شكل (نيروي عكس العمل ابزار(  
Nଵ, ଶܰ  3شكل (نيروي عكس العمل خاك(  

β  زاويه بين صفحه برش و محورx 

Ԅᇱ  زاويه بين خطOD  و محورz ) 5شكل(  
μ اصطكاك داخلي خاك  
  خاك -اصطكاك ابزار ଵߤ
γ دانسيته وزني خاك  
δ  زاويه بين خطOA  و محورx ) 4شكل(  

 

 اهداف 15.3

  :اهداف مقاله حاضر به قرار زيرند 

 :توسعه مدل رايانه اي كه  -1

a. استفاده از تكنيك گرافيكي سه بعدي رايانه اي براي توصيف خيش و شكل برگرداندار. 

b.  العمل سه بعدي تك تيغه خيشارزيابي نيروهاي عكس. 

c. اجازه به كاربر براي مشخص كردن شكل ، اندازه و حالات عمل خيش. 

 .بررسي نتايج مدل با استفاده از داده هاي آزمايشگاهي -2
 

 نمايش گرافيكي 15.4

بايد اجازه .روش گرافيك رايانه اي انتخاب شده براي مدلسازي خيش برگرداندار ، بايد دو ضابطه را برآورده كند

مايش آسان سطح معلوم و موجود خيش و همچنين تغيير دستي مدل رايانه اي را براي رسيدن به اشكال مختلف ن

يك سطح پارامتري بيكوبيك .راه هاي بسياري براي نمايش سه بعدي قطعه با مدل هاي رياضي وجود دارد.بدهد

)Bicubic ( ،)به طور مشخص و ويژه ، براي مدل  مشخصه هاي مطمئني دارد كه اين مشخصه ها سطح را) دوفضايي ،

سطوح پارامتري ، قابليت پذيرش توابع چند مقداري و تعداد بي نهايت .سازي خيش هاي برگرداندار مناسب مي سازند

دليل نام گذاري اين سطوح به سطوح پارامتري اينست كه ؛ .شيب را با تعويض شيب ها با بردارهاي مماس ، دارند

يك پارامتر .بيان ميكند.) از اين جهت بيكوبيك ناميده شدند(را ،  tو  sابع فضايي پارامتر هاي ، تو zو  yو  xمختصات 
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توابع فضايي .تكي ، يك منحني سه بعدي را ، با توجه به اينكه دو پارامتر براي توصيف سطح نياز است ، توصيف ميكند

وستگي موقعيت در نقطه پاياني تكه را ايجاد به دليل اينكه پايين ترين حاصل نمايش تكه هاي خميده كه شيب و پي

تقاريب خيلي بالا به نوسان هاي نا مطلوب ميل ميكند و چندجمله اي سطح پايين ، .ميكنند را دارند ، استفاده ميشوند

فرم بزيه گزينه اي .روش هاي زيادي براي تعريف سطح پارامتري بيكوبيك وجود دارد.شكل سطح را محدود ميكند

 وون دام  وفولي براي اطلاعات بيشتر به . ، شرحي مختصر از سطوح بزيه آمده است قبلاً.ين منظور استويژه براي ا
 .مراجعه كنيد پرات وفوكس 

 مدل خيش برگرداندار 15.5

. براي تعريف و رسم گرافيكي خيش برگرداندار از دو سطح بزيه ، يكي براي تيغه و ديگري براي برگرداندار ، استفاده ميشود

  : به اين ترتيب كه .شكل سطوح بزيه در مدل ، براي مطابقت با خيش آزمايش دست ساز ميشود

 .رگرداندار را تخمين ميزنيمنقطه واصف روي ب 29، هشت نقطه واصف روي تيغه و  zو  x  ،yمختصات  -1

 .روي سطوح بزيه ، در رايانه ، نقاط را رسم ميكنيم -2

 .سطوح را براي تطبيق نقاط واصف تغيير مي دهيم -3

  .نقاط رسم شده واصف را روي سطوح نمايش ميدهد 15.5.1شكل 

  
  تطابق سطوح بزيه براي توصيف لبه خيش برگرداندار – 15.5.1شكل 
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خيشي كه بر مبناي تخمين نقاط توصيفي حاصل شد ، به طور عمومي در سال هاي متمادي استفاده ميشده و نسبتاً 

بنابراين ، نقاط واصف روي تيغه و برگرداندار به بهترين نحو براي توصيف شكل خيش انتخاب . قديمي است

هر نقطه به سمت يك اشاره گر  نصب شده و Bridgeportخيش سپس روي ميز تراش دوكي شكل عمودي .ميشوند

ميليمتر  2مؤلف دقت هركدام از اندازه گيري ها را . سه نظام حركت مي كند ، مادامي كه سير و پيمايش ميز ثبت ميشود

چهار عدد از نقاط واصف ، به .تطابق سطوح بزيه روي نقاط واصف ، يك فرآيند آزمايش و خطا است.تخمين زده است

شه هاي سطح تيغه و چهار نقطه ديگر ، به دليل قرار داشتن آنها روي گوشه هاي سطح دليل وجود آنها روي گو

نقاط كنترل كه به صورت دستي رسم شدند، حداقل خطا را بين نقاط واصف و سطوح  .برگرداندار ، انتخاب مي شوند

نرم افزار همچنين قادر به .نندنرم افزار هايي ، ميتوانند اين عمل را بسيار ساده ك.بزيه در تخمين بصري تأمين ميكنند

  .توسعه مقداردهي رياضي و حداقل خطادهي است
 

 ابزار –مدل مكانيكي خاك  15.6

، سوان مدل مكانيكي  1956در سال .توسط نيكولز و ريد بيان شد 1930مطالعه مكانيك خاكورزي نخستين بار در سال 

 -اين روابط عبارتند از ؛ اصطكاك خاك.و توصيف رفتارها ، توسعه داد ابزار را براي تيغه مايل با استفاده از چهار معادله ساده -خاك

  :فرض هاي زير موجب شكل گيري اين روابط شده است.فلز ، شكست برشي ،نيروي شتاب هر بلوك خاك و مقاوت برش خاك

 .شكست خاك در جلوي ادوات ، يك سري صفحات شكست برشي را ايجاد ميكند -1

 .، تنها بستگي به خواص اصطكاكي  خاك داردزاويه جلويي صفحه شكست برشي  -2

مقاومت برشي و مقاومت سرخوردن خاك روي فلز ، ميتواند به طور تقريبي با تابعي خطي از تنش عمودي روي سطح  -3

 .برش يا سرش محاسبه شود

 .خاك منظور يك ماده ايزوتروپي و همگن است -4

و  ଵܨܥنيروهاي .روي تيغه ، عمل ميكنند را نشان ميدهد ، نيروهايي كه روي يك بلوك خاك پيشرو 15.6.1تصوير شماره 

ଵܰ  هستند –كه به علت برش خاك وجود دارند  -، به ترتيب ، چسبندگي و نيروي اصطكاك داخلي.  
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  .عكس العمل نيروهاي روي يك تكه خاك ، كه در دو بعد روي صفحه اريب ابزار خاكورزي عمل ميكنند - 15.6.1شكل 

به علت  ܤنيروي .فلز است -، نيروي اصطكاك خاك ଵN଴ߤنيروي .فقط در فرم هاي صفحه شكست برشي حضور دارد ଵܨܥ

سوان متوجه شد كه مقاومت خالص .نيروي مقاومت برشي خالص در گوشه هاي ابزار رخ ميدهد.وزن خاك است ܩشتاب خاك و 

ار كند باشد يا زماني كه در محل كار مواد آلي يا سنگ وجود داشته برشي خاك خيلي كوچك است و تنها زماني اهميت دارد كه ابز

را ميتوان با جمع نيروهاي روي بلوك خاك و تيغه اريب و حل  ୸ܨو نيروهاي عمودي  ୶ܨكشش .بنابراين، در نظر گرفته نميشود.باشد

  :گيل و وندنبرگ روابطي براي نيروي كششي ارائه كردند .براي مجهولات ، تعيين كرد

௫ܨ ൌ
ீ
௓
൅ ஼ிభା஻

௓ሺ௦௜௡ఉାఓ௖௢௦ఉሻ
 )18رابطه شماره ( ,

ܼ:                                                                                        كه در آن  ൌ ௖௢௦ఋିఓభ௦௜௡ఋ
௦௜௡ఋାఓభ௖௢௦ఋ

൅ ௖௢௦ఉିఓ௦௜௡ఉ
௦௜௡ఉାఓ௖௢௦ఉ

  

  :روي عمودي هم عبارتست از به طور مشابه ، ني

୸ܨ ൌ
F౮ሺ௖௢௦ఋିఓభ௦௜௡ఋሻ
ሺ௦௜௡ఋାఓ௖௢௦ఋሻ

  )19رابطه شماره ( 
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 مدل سه بعدي 15.7

 yرا ، چنانكه تيغه روي خاك حركت ميكند ؛ نيروي جانبي موازي محور  zمدل سه بعدي ، چرخش تيغه اريب ، حول محور 

  .شرح ميدهد xتيغه را حين حركتش در جهت مخالف محور تعيين جهت  15.7.1شكل شماره .هست ، به حساب مي آورد

يك پاره خط عمومي به  ܣܱ:  15.7.1در شكل شماره .دو زاويه ، براي توصيف جهت تيغه در فضاي سه بعدي بكار ميروند

است و  xو محور  ܤܱ، زاويه بين پاره خط  αاست،  zو محور  ܣܱ، زاويه بين پاره خط  δاست،  x‐zصفحه تيغه اريب و صفحه 

  .است x‐yپاره خط عمومي به صفحه تيغه اريب و صفحه  ܤܱپاره خط 

  :اين رابطه به گونه زير است.تعريف مي گردد δو  α، بر حسب  ᇱ׎به منظور ساده سازي محاسبات نيرويي ، يك زوايه 

ᇱ׎ ൌ tanିଵ൫ሺsinαሻሺtanδሻ൯ ) 20رابطه شماره(  

  .عمود است ܤܱدر صفحه تيغه اريب بر ܥܱ .ستا zو محور  ܥܱ، زاويه بين پاره خط  ᇱ׎كه 

  
  نمايش سه بعدي از صفحه اريب يك ابزار خاكورزي – 15.7.1شكل شماره 
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  دياگرام آزاد تكه خاكي براي صفحه سه بعدي اريب ابزار خاكورزي  – 15.7.2شكل شماره 

 x‐yنسبت به صفحه  ߚو با زاويه ) 15.7.1شكل شماره (عمود است  ܤܱسطح جلويي شكست برشي به طور فرضي بر خط 

  .نيروهاي شتاب و چسبندگي در طول اين صفحه عمل ميكنند). 15.7.2شكل شماره (مستقر است 

در جهتي ) adhesion(نيروي چسبندگي ، . فلز در نيروهاي مذكور فوق ، توسط راو و بارنز مطرح شد -اصطلاح چسبندگي خاك

و حل آن براي  ଴ܰبا جمع نيروها در راستاي بردار نيروي . فلز ، عمل مي كند -طكاك خاكمشابه و روي يك صفحه همچون اص

଴ܰ روبط زير حاصل ميشوند ،.  

଴ܰ:            داريم  ൌ ሺβ ൅ CFଵ െ µNଵ െ µNଶሻܿݏ݋ሺ׎ᇱ െ ሻߚ ൅ ሺ ଶܰ െ ଵܰሻsinሺ׎ᇱ െ ሻߚ ൅ Gsin׎ᇱ        

  )21رابطه شماره (

  .، روابط زير حاصل ميشوند 15.7.2در شكل شماره  ଶܰو  ଵܰبا جمع نيروها در جهت بردارهاي 

ଵܰ:                       داريم  െ ଶܰ ൅ ଴ܰsinሺ׎ᇱ െ βሻ െ ሺCୟF଴ ൅ µଵN଴ሻcosሺ׎ᇱ െ βሻ െ Gcosβ ൌ 0   

  )22رابطه شماره (
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بتوان متقابلاً با هم توصيف كرد ، سپس زماني كه اندازه بلوك خاك بين نهايت اگر مؤلفه هاي نيروهاي نرمال و اصطكاك را 

ଵܰبه شكل  22بنابر اين رابطه شماره  .كوچك شود ، وزن خاك به صفر ميل ميكند ؆ Nଶ ) در مي آيد) 23رابطه شماره.  

ଵܰمي تواند با عبارت  21از اينرو ، رابطه شماره  ൌ Nଶ ساده شود:  

଴ܰ ൌ ሺβ ൅ CFଵሻ cosሺ׎ᇱ െ βሻ ൅ G sin   )24رابطه شماره ( ᇱ׎

حركت بلوك خاك ، بسته به ابزار ، در راستاي جهت .عملكرد نيروهاي روي تيغه اريب را نشان مي دهد 15.7.2شكل شماره 

  :  با جمع كردن نيروها در هر كدام از جهات مؤلفه روابط زير را ارائه ميدهد .و در صفحه تيغه اريب ، است x، از محور  ηزاويه 

୶ܨ ൌ െሺCୟF଴ ൅ µଵN଴ሻcosηcosδ ൅ N଴cos׎ᇱsinα, ) 25رابطه شماره(  

୷ܨ ൌ െሺCୟF଴ ൅ µଵN଴ሻsinη ൅ N଴cos׎ᇱcosα, ) 26رابطه شماره(  

୸ܨ ൌ െሺCୟF଴ ൅ µଵN଴ሻcosηsinδ ൅ N଴sin׎ᇱ ) 27رابطه شماره(  

ܩ              :   وزن خاك را ميشود ، از حجم بين صفحات برش به طريق روبرو محاسبه كرد  ൌ ߛ ௕ ௗ௛
௦௜௡ఈ ௦௜௡ఉ

  )28ابطه شماره ر( 

ଵܨ                 :                                    مساحت صفحه جلويي برش نيز عبارتست از    ൌ
ୠୢ

ୱ୧୬஑ ୱ୧୬ஒ
  )29رابطه شماره ( 

ܤ        :                 نيروي شتاب از دومين قانون حركتي نيوتن به طريق روبرو محاسبه ميگردد   ൌ   )30رابطه شماره ( ܽ݉

݉           :                                    جرم بلوك خاك شتاب گرفته نيز برابر عبارت روبروست    ൌ ீ
௚

  )31رابطه شماره ( 

قدر مطلق جابجايي خاك ، فرض به ، بودن در .براي محاسبه تغييرات با زمان سرعت ، جابجايي خاك بايست مطرح شود

بعلاوه ، مفروض است كه سرعت  .است )15.7.1شكل شماره ( ܤܱمود به پاره خط راستاي صفحه جلويي برش و در جهت ع

زماني كه لازم است تيغه پيموده شود .پيشروي ابزار ، سرعت پيمايش تيغه توسط خاك روي خط توصيف شده فوق باشد

୮ܶ: عبارتست از  ൌ
ୢ౦
V౪

  )32رابطه شماره ( 
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زمانيست كه براي جابجايي خاك در طول سطح جلويي شكست لازم  زمان لازم براي پيمايش سطح اريب توسط خاك برابر

ୟܸ:                                                                    بنابراين قدر مطلق سرعت عبارتست از .است ൌ
ୢ౩
T౩

  )33رابطه شماره ( 

ܽ                                            :                                            و شتاب نيز عبارتست از  ؆ ௏ೌ ି௏బ
∆௧

  )34رابطه شماره ( 

، رابطه  30در رابطه  17و  31با جايگذاري روابط شماره .شروع ميكند) سكون(براي اين مورد بلوك خاك از سرعت صفر 

ܤ                                      :                                                         روبرو حاصل ميشود  ൌ ீ௏ೌ
௚∆்

  )35رابطه شماره ( 

  .ميتوانند محاسبه شوند zو  x  ،yمعلوم شدند و بنابراين نيروها در جهات  27و  26،  25حال همه متغيرها در روابط شماره 

 

 اجرا توسط رايانه 15.8

، كه براي نمايش اين روش گرافيكي رايانه اي ، اين سطوح بزيه توسعه يافته  PLOWيك نرم افزار فعل و انفالي رايانه اي ، به نام 

ابزار براي محاسبه  -است ، ميتواند براي نمايش ابزارهاي خاكورزي استفاده شود و سپس نتايج را با مدل مكانيكي خاك

نه هايي با قابليت هايي از قبيل ؛ زبان نرم افزار توسط رايا.نيروهاي اعمال شده توسط خاك روي ابزار خاكورزي ، تركيب ميكند

 .ايجاد شده است Tektronics 4000و ترمينال سري ) TCS(، سيستم كنترلي  Tektronics Plot-10 Terminal،يك  5فرترن 

كاربر حين كار با اين نرم .همچنين چندين نرم افزار كاربردي براي كاربرد ادوات و قابليت ها و سيستم ها نوشته شده است

فزارهاي كابردي چند انتخاب، براي مشاهده خيش از نقاط متفاوت با تعداد زيادي فاكتور بزرگ سازي ، براي مشاهده و كنترل ا

، براي تغيير تعداد عناصر سطح و ؛ تغيير حالات .) اين مورد به كاربر براي تغيير شمايل سطح خيش كمك ميكند(نقاط كنترل 

استفاده از مدل سه بعدي .به تعدادي صفحات متمايل به فضاي سه بعدي تقسيم شده استسطح خيش .عملكرد خاك و ابزار دارد

خاك ، توصيف سريع ترمؤلفه هاي نيروهاي عكس العمل خاك ، كه به طور جداگانه براي هر صفحه محاسبه  -مكانيكي ابزار

  .د جمع مي شونداين مولفه ها سپس براي محاسبه نيروي عكس العمل برآين.ميشود ، را ممكن مي سازد

به هر .در اين دو جهت تعداد عناصر يكسان است. sو  tهر سطح به يك تا صد عنصر تقسيم ميشود ؛ با حدود ده تا در جهات 

فرض ميشود كه همه چهار گوشه از تيغه مستقيم .حال ، تيغه و برگرداندار ميتوانند تعداد عناصر متفاوت داشته باشند
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گوشه برگرداندار مجاور تيغه نيز همچنين مستقيم فرض .شه مختصات براي توصيف سطح نيازندبنابراين فقط نقاط گو.هستند

. عناصر در بخش خميده سطح ، تمام نقاط چهارگوش در سطح را در برنميگيرد و فقط سه نقطه صفحه را شرح ميدهد.ميشود

چهار نقطه كنترل سطح .ل خيش به كار نميرودبنابراين ، دورترين نقطه از نقطه صفحه روي هر عنصر جهت محاسبه جهت و تماي

اين .آنها از نقاط معين يال ها محاسبه شده تا اينكه سطح بردارهاي پيچ صفر داشته باشد. مركزي توسط كاربر مشخص نميشود

  .عمل اختلالات سطح را حذف ميكند

كه عنصر خاك حين عمل شخم به منظور حل براي سير نيروهاي عكس العمل خاك روي سطح خيش ، لازم است ، مسيري 

تلاش . وقتي كه مسير مذكور نمايان باشد ، مي توان اقدام به تعيين نيروهايي كرد كه مسير را ايجاد كرده اند.لمس ميكند را بدانيم

، لايه نازكي از  Soehne Corley and Pfostآقايان . هايي در گذشته براي تعيين مسير خاك روي سطح خيش انجام شده است

آقايان . اثرهاي باقي مانده توسط خاك روي لايه لاكي مسير خاك را نشان داد.را روي سطح ابزار قبل از عمل شخم زدند لاك

Nicholas  و Kummer آقاي .از دستگاه رديابي اي استفاده كردند كه براي توسعه روابط تجربي توصيف مسير مفيد بودEmmet 

او سپس چند جمله اي هايي براي توصيف مسير و براي پيشگويي نيروها .ختراع كردوسيله اندازه گيري براي اثرات مسير ا يك

هر چند ، اين روش نيازمند عملكرد واقعي خيش است كه اگر كسي قصد داشته باشد نيروهاي شكل خيش متفاوتي را .ارائه داد

اساس نيروهاي اعمالي روي بلوك  در اين تحقيق مسير خاك بر. براي پيش بيني طرح آن پيش گويي كند ، ناممكن مي شود

و جهت هندسي عنصر  yو  zمسير خاك با كسينوس جهت نيروهاي .خاك قبل از حركت آن روي عنصر ديگر محاسبه ميشود

جدا كردن قيد .كاربرد ندارد ، زيرا قيد چهارمي به يك سيستم سه بعدي اضافه ميكند xكسينوس جهت .تشخيص داده ميشود

با ، حركت )  yو  zبه ترتيب ، جهات (قابل قبول است كه حركت مطلق خاك ، بالا و به طرف راست هنگامي  xكسينوس جهت 

قبل از اينكه خاك روي رديف ابتدايي تيغه حركت كند ، هيچ نيرويي به .مطلق خيلي كم خاك ، در جهت حركت خيش  باشد

حركت تنها در .بنابراين ، مسير خاك روي اولين رديف از عناصر موازي با جهت حركت فرض مي شود.خاك اعمال نميگردد

  :ر خاك به ترتيب زير محاسبه ميشوند كسينوس جهات براي سي.است zو  xجهات 

௬ܦ ൌ
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஽೤
௧௔௡ఈ

൅   )38رابطه شماره ( ߜ݊ܽݐ௭ܦ

تر عناصر ، اندازه كوچتر هر عنصر و تعداد زياد.تعداد عناصر روي هر سطح بزيه به طور آزادانه از بقيه سطوح مي تواند تغيير كند

زماني كه عناصر خيلي كوچك شوند و خاك ، بخشي از سطح اندك خميده بعد از بخشي .دقت بهتر نمايش هندسي را در بر دارد

با خميدگي تند ديده شود ، نيروي شتاب منفي خاك بزرگتر از نيروي گرانشي خاك است و بار نرمال محاسبه شده سطح منفي 

هرچند ، مسير خاك روي رديف .نظر به اينكه ، از نظر فيزيكي اين امر امكان ندارد ، بار نرمال صفر در نظر گرفته ميشود.ميشود

ابزار نيروها را نمي تواند محاسبه  –من تبع ، كاربر آگاه است كه مدل خاك .بعدي عناصر بستگي به نيروي روي رديف دارد

قبل از اينكه خاك ؛ ست كه بار نرمال صفر ، روي آخرين رديف از عناصر برخورد كند يك استثناء وجود دارد آن هم زماني.كند

افزايش اندازه عناصر ، تيزي بخش خميده را كاهش و وزن خاك را افزايش مي دهد و بنابراين باعث مثبت .از خيش عبور كند

) عدد در هر يال 6(عدد  Ford  ،36ش حداكثر تعداد عناصر براي تيغه و برگرداندار روي خي .شدن بار نرمال مي گردد

توجه شود كه ، اين مدل فرض بر اين است كه يك تعداد مساوي از عناصر در طول هر يال براي انحصاراً هر سطح وجود .است

د هر عنصر نيروهايي دار.عنصر نشان ميدهد 25عنصر و برگرداندار را با  16نمايش گرافيكي اي از تيغه را با  15.5.1شكل . دارد

مجموع نيروها در هر جهت روي سطوح يكپارچه ، نيروي لازم براي به جلو راندن خيش .محاسبه ميشوند zو  x  ،yكه در جهات 

طبق مفهومات قبلي ، زماني كه عناصر خيلي بزرگي استفاده شوند ، اشتباهات بزرگ هندسي رخ خواهد .در خاك است

بنابراين ، سطوح تيغه و .فرض اينكه عناصر در اندازه كوچك هستند تخمين ميزندابزار نيروها را با  -همچنين ، مكانيك خاك.داد

  .برگرداندار با يك يا چهار عنصر مطرح نميشوند

 

 نتايج 15.9

در  Emmetطراحي شده است را با تخمين ها و محاسبات نيروهايي كه توسط  Richeyنتايج نرم افزار رايانه اي كه توسط 

) ميليمتر 406.4(اينچ  16خيش آزمايشي .آلاباما بدست آمده اند مقايسه ميشوند Auburnآزمايشگاه خاكورزي ماشيني ملي در 

نمايش داده  15.9.1خاك و وضعيت هاي عمل در جدول . و نوع قابل تعويض تيغه است Fordبا كفش معمولي با استفاده عمومي 
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خاك براي جنس ماده خيش كه چسبندگي داشته باشد  -، زيرا اصطكاك مؤثر فلز خاك صفر است -چسبندگي فلز.شده اند

  .ارائه شده اند Emmetجزئيات پروسه آزمايش و نتايج توسط  .محاسبه ميشود

عنصر تركيب تيغه و  36و  25،  16،  9نتايج نيروها براي .نشان داده شده اند 15.9.2ميانگين مؤلفه هاي نيرو در جدول 

درصد از توانايي ها  2.4، و  5.1،  3.5همه نيروها ، بترتيب ، به اندازه  zو  x  ،yبراي جهات .بررسي شده اند برگرداندار

نيروي پيش بيني شده كشش . همچنين مقايسه بين نيروهاي پيش بيني شده و محاسبه شده را نشان ميدهد 15.9.2جدول .هستند

بزرگتر از زمانيست كه تخمين زده شده % ௬ ،53ܨنيروي جانبي پيش بيني شده ، .بزرگتر از نيروي تخمين زده شده است% ୶ ،15ܨ،

  .بزرگتر از مقدار تخمين زده شده آن است% ୸ ،115ܨاست و نيروي عمودي پيش بيني شده ،

  خاك و حالات عمل استفاده شده در بررسي مدل - 15.9.1جدول  

  نوع خاك Norfolkسندي لوم 
.૚ૠૠ૙ا ૙   دانسيته توده اي خاك  ૜࢓/ࢍ࢑

.૚ૢا ૠ   چسبندگي خاك ࢇࡼ࢑
.૜૝ا ૡ°  زاويه اصطكاك داخلي خاك  
.૙ا ૝૙  ضريب اصطكاك خاك با فلز  
૙ا   فلز -چسبندگي خاك ࢇࡼ࢑
.૚ا ૜૝   سرعت پيشروي ࢙/࢓
.૙ا ૛૙૜   عمق ابزار  ࢓

  

  مقايسه نيروهاي پيش بيني شده با تخمين زده شده خيش – 15.9.2جدول 

  نوع  نيروي كشش  نيروي جانبي  نيروي عمودي

  پيش بيني شده  3895  -1712  - 3319
  تخمين زده شده  3389  -1118  - 1542
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هرچند ، پيش بيني نيروي عمودي و جانبي ، خيلي خوب ، با .مدل به طور كافي و مناسب نيروي كشش را پيش بيني ميكند

اين را بايد دانست كه ، انتخاب مدل براي اثبات روش گرافيك .مقادير محاسبه شده آنها در آزمايش ها ، قابل مقايسه نيست

ارائه شده بودند ، شرايط و وضعيت  Emmetعاتي كه براي بررسي استفاده و توسط از طرفي ، اطلا.رايانه اي ، خيلي ساده بود

اين .مدل به دقت نمي تواند نيرو ها را براي پوشش كافي خيش پيش بيني كند.آزمايش خيش را براي مؤلف روشن نمي كردند

اين آزمايش بايد . يق نباشدامكان دارد كه روشي كه براي تعيين مسير حركت خاك روي سطح خيش استفاده شده است دق

  .بررسي شود

 

 نتيجه .16

مي توانند براي يك سطح خيش ) فرم بزيه(مقاله به طور روشن تشريح كرد كه ، سطوح پارامتري دو مكعبي سه بعدي 

ابزار مقاله نشان داد كه نيروي كشش را ميتوان بدون  -با استفاده از يك مدل ساده مكانيكي خاك.برگرداندار استفاده شوند

هر چند ، مدل و روش هاي .از مسير خاك روي سطح خيش برگرداندار پيش بيني كرد) بردن از علت به معلول(علم قياسي 

  .محاسباتي به كار گرفته شده در اينجا را نمي توان براي پيش بيني بقيه مؤلفه هاي نيرو به كار برد


