
چͽالͬ�یِ با ی�ͷنواخت طور به که ℓ ضلع̧ به مربع ͷی از ناشͬ الͺتریͺͬ�یِ پتانسیل̞
شده داده نشان A0 نقطه�یِ با شͺل در که آن، گوشه�یِ ͷی در شده باردار σ سطحͬ�یِ بارِ

است. ϕA0 = 2σℓ sinh−1(1)
متساوی�الساقین̞ قائم�الزاویه�یِ مثلثِ راس�هایِ B و A نقطه�ها�یِ در پتانسیل الف-

است؟ چه�قدر است، ℓ آن ساق�هایِ طولِ که ABC

ABC متساوی�الساقین̞ قائم�الزاویه�یِ مثلثِ ارتفاع̧ AD که D نقطه�یِ در پتانسیل ب-
است؟ چه�قدر است،

A

A

CB

D

0

١



در پتانسیل که است مربع ͷی معادلِ بچسبانیم هم به را مثلث دو اگر الف) حل:
پس مͬ�دانیم. را آن گوشه�یِ

ΦB = σℓ sinh−1(1)

در پتانسیل که کنیم توجه است کافͬ آوریم دست به را A نقطه�یِ در پتانسیل آن�که برایِ
در پتانسیل پس مͬ�آید. دست به ℓ/

√
2 ساقِ با مثلث دو پتانسیل̞ برهم�نهͬ�یِ از A نقطه�یِ

با مͬ�شود برابر A نقطه�یِ

ΦA = 2× σ
ℓ√
2
sinh−1(1) = σℓ

√
2 sinh−1(1)

دست به ℓ/
√
2 ساقِ با مثلث دو پتانسیل̞ برهم�نهͬ�یِ از D نقطه�یِ در پتانسیل ب)

پس مͬ�آید.
ΦD = 2σℓ

√
2 sinh−1(1)

٢



ͷی از ناشͬ الͺتریͺͬ�یِ پتانسیل̞ برهم�نهͬ اصل̞ و ابعادی تحلیل̞ از استفاده با الف)
قطاع آورید. دست به O نقطه�یِ قطاع، مرکزِ در را θ زاویه�یِ و R شعاع̧ به دایره�ای قطاع̧

است. شده باردار σ سطحͬ�یِ بارِ چͽالͬ�یِ با ی�ͷنواخت طور به

θ

O

را ب) بندِ ثابت این آوردنِ دست به برایِ مͬ�ماند. شما جوابِ در نامعلوم ثابتِ ͷی
کنید. حل

به دایره�ای حلقه�یِ ͷی از ناشͬ الͺتریͺͬ�یِ پتانسیل̞ الف) بندِ نتیجه از استفاده با ب)
به حلقه مرکزِ در را σ سطحͬ�یِ بارِ چͽالͬ�یِ و R+δR بیرونͬ�یِ شعاع̧ و R درونͬ�یِ شعاع̧
ͷکوچ قطعاتِ به حلقه کردن تقسیم با و مستقیم طورِ به را پتانسیل همین آورید. دست
ثابتِ جواب، دو مقایسه با آورید. دست به کولن قانون از استفاده و Rδθ δR مساحتِ به

آورید. دست به را الف) بندِ در نامعلوم

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

δ θ

R

R+ Rδ

RδR θδ

١



ابعادی تحلیل̞ از استفاده با هستند. θ و ϕ

σR
مساله بی�بعدِ کمیت�هایِ الف) حل:

ممͺن جوابِ کلͬ�ترین
Φ

σR
= F (θ)

ی�ͷسانِ شعاع�هایِ با هم�مرکز قطاع̧ دو از ناشͬ پتانسیل̞ برهم�نهͬ اصل̞ از استفاده با است.
طرفͬ از مرکز در θ2 و θ1 زاوایایِ و R

Φ = σRF (θ1 + θ2),

دیͽر طرفِ از و
Φ = σR [F (θ1) + F (θ2)],

پس است،
F (θ1 + θ2) = F (θ1) + F (θ2).

معادله این جوابِ
F (θ) = Cθ

دایره�ای قطاع̧ ͷی از ناشͬ الͺتریͺͬ�یِ پتانسیل̞ پس است.

Φ = CσRθ

است.
شعاع̧ به دایره�ای حلقه�یِ ͷی از ناشͬ الͺتریͺͬ�یِ پتانسیل̞ قبل بندِ از استفاده با ب)

حلقه مرکزِ در σ سطحͬ�یِ بارِ چͽالͬ�یِ و R+ δR بیرونͬ�یِ شعاع̧ و R درونͬ�یِ

Φ = 2πCσ(R+ δR)− 2πCσR = 2πCσδR

به مͬ�رسیم آوریم، دست به را پتانسیل مستقیم طورِ به اگر است.

Φ =
Q

R
=

2πR δRσ

R
= 2π δRσ

مͬ�شود. C = 1 قبلͬ نتیجه با مقایسه با که

٢



الف)

a⃗1 =
a

2 (ŷ + ẑ), a⃗2 =
a

2 (ẑ + x̂), a⃗3 =
a

2 (x̂+ ŷ). (1)

ب)

V = |⃗a1.(⃗a2 × a⃗3)| =
a3

4 . (2)

ج)

b⃗1 =
2πa⃗2 × a⃗3

|⃗a1.(⃗a2 × a⃗3)|
=

2π
a
(−x̂+ ŷ + ẑ). (3)

می آیند: دست به دیگر بردار دو تعریف، نوشتن یا و اندیس ها چرخاندن با ترتیب همین به و

b⃗2 =
2π
a
(x̂− ŷ + ẑ), b⃗3 =

2π
a
(x̂+ ŷ − ẑ). (4)

که: داد نشان می توان کلی طور به اما نگفتم کلاس راسر رابطه این من د)

b⃗1.(⃗b2 × b⃗3) =
(2π)3

a⃗1.(⃗a2 × a⃗3)
. (5)

است: چنین پاسخ مستقیم محاسبه ي با چه و رابطه این از استفاده با چه

b⃗1.(⃗b2 × b⃗3) = 4 × (
2π
a
)3. (6)

و دارد دوم همسایه ي 6 و اول همسایه ي 12 نقطه هر ه)

d1 =
a√2 , d2 = a. (7)

در که بردارهایی روي از یا و اینجا از است. bccشبکه ي ،fccبراي وارون شبکه ي که داده ام توضیح کلاس سر من و)

1



شبکه که دهند تشخیص می توانند گفته ام، سرکلاس bccکه براي متقارن بردارهاي با ومقایسه شده حساب ج بخش
به توجه با که است، اینجا مهم نکته ي دارد. دوم همسایه ي 6 و اول همسایه ي 8 شبکه این از نقطه یک است. bcc

ترتیب: این به است. k0 = 4π
a

وارون شبکه ي در سازنده مکعب اندازه ي ج، بخش

d1 =

√3k0
2 =

2√3π
a

, d2 = k0 =
4π
a
. (8)

بردار با متناظر [111] صفحه ي ز)

k⃗ =
2π
a
(x̂+ ŷ + ẑ) (9)

مجموعه صفحه این کرد. استفاده ساده مکعبی وارون شبکه ي از باید سوال قرارداد طبق است. وارون شبکه ي از
کند: صدق زیر رابطه ي در که است نقاطی

k⃗.R⃗ = 2π (10)

داریم: نهایت در است. صفحه بر عمود k⃗ بردار اینکه هم و می دانند را صفحه معادله ي هم بچه ها

cos θ =
a⃗1,2,3 .⃗k

|⃗a1,2,3||⃗k|
=

√
2
3 . (11)

2







و A: (x1, 0) دکارتی مختصات به B و A نقاط در ترتیب به خلاء در q2 و q1 نقطهای بار دو

بگیرید. نظر در x-y صفحهی از x محور روی B: (x2, 0)

دل�خ�واه ن�ق�ط�هی در را ب�ار دو ای�ن از ن�اش�ی ال�ک�ت�ری�ک�ی م�ی�دان Ey(x, y) و Ex(x, y) م�ؤل�ف�هه�ای آ)

نمره) ۱) بنویسید. x2 و x1 حسب بر P: (x, y)

است، مماس آن بر نقطه هر در الکتریکی میدان که است منحنی نیرو خط یک تعریف، طبق ب)

و خاصیت این از استفاده با (a است. d~r‖ ~E نیرو خط یک روی d~r طول عنصر برای یعنی

به که v و u متغیرهای حسب بر دیفرانسیلی معادله آوردید دست به آ) قسمت در که جوابی

از انتگرالگیری با (b آورید. دست به میشوند تعریف v =
x− x2

y
و u =

x− x1

y
صورت

صفحهی در را q2 و q1 نقطهای بار دو از ناشی نیروی خطوط معادلهی دیفرانسیل، معادلهی

نمره) ۲) آورید. دست به x-y

x محور مثبت جهت به نسبت زاویهها همهی همچنین .q2 > 0 و q1 > 0 کنید فرض بعد به این از

میشود. خواسته یا شده داده

در نیرویی خط دارند قرار یکدیگر از متناهی فاصلهی به که q2 و q1 نقطهای بار دو برای (a پ)

نیرو خط این روی بگیرید. نظر در را میشود خارج q1 بار از ϕ زاویهی با که x-y صفحهی

ب�ه را θ ،AP خ�ط زاوی�هی ب�گ�ی�ری�د. ن�ظ�ر در را P ن�ق�ط�هی ب�ار، دو از ب�ی�ن�ه�ای�ت ف�اص�ل�هی در و

شیب (c است؟ چقدر θ تغییرات محدودهی مختلف نیروی خطوط برای (b آورید. دست

نمره) ۳) است؟ a))چقدر قسمت در (مذکور P نقطهی در نیرو خط بر مماس خط

نیرویی خط دارند قرار یکدیگر از متناهی فاصلهی به که −q2 و q1 نقطهای بار دو برای (a ت)

نیرو خط این بگیرید. نظر در را میشود خارج q1 بار از ϕ زاویهی با که x-y صفحهی در

که نیرویی خط زوایهی بیشترین q1 > q2 ازای به (b میرسد؟ −q2 بار به زاویهای چه با

به نیرو خط آن از بزرگتر زوایای ازای به (یعنی میشود ختم q2 به و میآید بیرون q1 از

AB منصف عمود صفحهی x2 = a و x1 = −a ازای به (c است؟ چقدر میرود) بینهایت

به و میشود خارج q1 از منصف عمود صفحهی موازی که نیرویی خط بگیرید. نظر در را

۱



(d است؟ چقدر AB تا نقطه این فاصلهی میکند. قطع نقطهای در را صفحه میرسد −q2

AB منصف عمود صفحهی در واقع a شعاع به دایرهای از گذرنده خالص الکتریکی شار

نمره) ۴) است؟ چقدر است AB خط روی مرکزش که ((c قسمت در (مذکور

باشد: سودمند است ممکن زیر انتگرالهای
∫

xdx

(x2 + b2)3/2
= − 1√

x2 + b2∫
dx

(x2 + b2)3/2
=

x

b2
√
x2 + b2∫ √

b2 − x2

x
dx =

√
b2 − x2 − b ln(

b+
√
b2 − x2

x
)

∫ √
b2 − x2

x2
dx = −

√
b2 − x2

x
− arcsin(

x

b
)

۲





















 مستقل تشکیل شده. قسمتِ دواین مسئله از 

ها مولکول سرعتِی اندازه مولکول وجود دارد. فرض کنید توزیعِ N اتاقیدر  (الف

 ( ) یک ثابتِ معلوم.  0  و   ی سرعت استاندازه   داده شده است که          

     و   ی سرعتِ یک مولکول بین که اندازهتوزیع این است که احتمالِ این معنای تابعِ

∫داریم  پس.   ( ) باشد برابر است با   ( )   1 

توان گفت می ،ارزبه طورِ هم . 0  

باشد      و   ها که سرعتشان بینِ ها خیلی زیاد باشد، کسری از مولکولاگر تعدادِ مولکول

 مولکولِ این ظرف ارائه دهید. ترین تخمینی از سرعتِ سریع .  ( ) برابر است با 

∫با این رابطه به دست میاید:         پاسخ: سرعتِ بیشینه  ( ) ( )
 

    
 

1
 

که از این  

     به دست میاید 
1
 
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



–قسمت فرض کنید در  (ب  قرار دارد عایقِ باردار ی لایه N، از فضای سه بُعدی       

 zو  yدر راستای نظر کرد، و توان صرفها میهستند. از ضخامت لایه yzی صفحهکه موازی با 

 xی است. مختصه  صفحه هر  سطحِ واحدِ بارِچگالی توان بینهایت فرض کرد. ابعادشان را می

هر لایه از  انتخاب شده است، و مکانِ       ی در بازه)و یکنواخت( تصادفی  هر لایه به طورِ

این که روی هم بیفتند صفر  های دیگر مستقل است )چون ضخامت ندارند، احتمالِلایه مکانِ

های دیسکی خیلی ها در کهکشانی حرکت ستارهگاهی برای مطالعه ،هاطور مدلاین  است(.

، که گیریمرا در نظر می (0 0 0 )به مختصاتِ   Aی نقطهشوند. مسطّح استفاده می

0   0 را بیابید.   ⃗  متوسّطِ دهیم. مقدارِنشان می  ⃗ را با  Aی نقطهبرایند در  میدانِ.   

سپس با را به دست آورید.   Aی نقطهچگالی انرژی میدانِ الکتریکی در  متوسّطِ مقدارِ همچنین

 را ساده کنید. ها این پاسخمنطبق بر مبدأ باشد  Aی نقطه این فرض که

0 نیروی مستقل با بزرگی  Nپاسخ:   
 

2 0
داریم که طور تصادفی به سمت چپ یا راست    

  که هر کدام به سمتِ راست  باشد برابر است با هستند. احتمالِ این
   0

2 
که ، واحتمالِ این 

1  هر کدام به سمت راست  باشد برابر است با     
   0

2 
تا،  N. متوسّطِ جمعِ این 

ها )که چگالی میدان را متوسّطِ جمعِ مربّعاتِ این.  0    شود میهمانطور که در کلاس دیدیم، 

0   2(   )2     4 دهد( برابر است با می
منطبق بر مبدأ باشد، در  Aی . اگر نقطه2

    ها این پاسخ
1
2

 دهیم.را قرار می 

 







دارای یک نقطه است به نامِ کانون، که روی محورِ تقارنِ  2     ی یک سهمی به معادله  -2

1ی سهمی به فاصله
4  
از رأس قرار دارد، یعنی  

1 0 در مختصاتِ 
4 
. فرض کنید سهمی شروع  

کند )فرض می xبه غلتشِ محض روی محورِ 

کنید به سمت راست(. با غلتشِ سهمی، کانونش 

ی مسیری که کانونِ کند. معادلهحرکت میهم 

 بنویسید.        کند را بیابید. پاسخِ نهایی را به صورتِ سهمی طی می

 انتگرالِ زیر ممکن است مفید باشد: 

∫√1   2       
1
2
  √1   2  

1
2
  (  √1   2)   ثابت 

کنیم اگر خطّی بر اش این است که توجه ارز حل کرد. یکیتوان از چند راهِ همپاسخ: مسئله را می

توان به ی خط را میباشد، معادله   ̃  ̃  ی تماس خط با سهمی در سهمی مماس شود و نقطه

نوشت. اگر از کانون بر این خط عمود کنیم، طول این عمود    2̃      ̃  2   صورت 

    برابر است با 
√1 4 2 ̃2

4 
ابر است با ی تماس بری پای این عمود تا نقطهفاصله. همچنین، 

   
 ̃√1 4 2 ̃2

2
. حالا کافیست توجه کنیم غلتش محض یعنی طولِ کمانِ روی سهمی برابر   

 گیری به دست میاوریم: ی تماسِ سهمی با زمین. با انتگرالنقطه xباشد با 

  ∫ √1   2   2   
 ̃√1 4 2 ̃2

2
 

1
4 

   2  ̃  √1  4 2 ̃2   

. اگر از این دو     و        گام نهایی این است که توجه کنیم برای کانون، داریم: 

  را حذف کنیم، به دست میاوریم:  ̃ رابطه 
         

   
 



گلولهای به m یکنواخت جرم و l طول به طنابی (۳

در و t = 0 ل�ح�ظ�هی در اس�ت. ش�ده وص�ل M ج�رم ب�ه

ی�ع�ن�ی دارد ق�رار زم�ی�ن س�ط�ح روی ط�ن�اب ک�ل ک�ه ح�ال�ی

ب�الا ب�ه و ر v0 اول�ی�هی س�رع�ت گ�ل�ول�ه ب�ه اس�ت y = 0

در t دلخواه لحظهی در مجموعه این وضعیت میدهیم.

است. شده داده نشان شکل

M

y(t)

O
m, l

�g

نمره) ۷) آورید. دست به زمین سطح از طناب شدن جدا از قبل تا y حسب بر را گلوله سرعت آ)

شود. جدا زمین سطح از بتواند طناب تمام تا باشد چقدر ،v0min
اولیه، سرعت مقدار کمترین ب)

نمره) ۱)

نمره) ۲) آورید. دست به را گلوله اوج ارتفاع v0 > v0min
ازای به پ)

راهنمایی:

شکل به دیفرانسیلی معادلهی چپ سمت

dy(x)

dx
+ p(x)y(x) = q(x)

درآورد. کامل مشتق صورت به میتوان مناسبی g(x) در معادله ضرب با را

۱







اند. مستقل هم از ب) و آ) بخش دو (۴

ب�ا داری�م. دس�ت در زی�رلای�ه ع�ن�وان ب�ه س�اده م�ک�ع�ب�ی ش�ب�ک�هی ب�ا ک�ری�س�ت�ال ی�ک ک�ن�ی�د ف�رض آ)

بین زاویهی اگر مینشانیم. آن [100] صفحهی روی بر را ماده همان از لایهای لایهنشانی،

در را لایه از [100] صفحهی میلر اندیسهای باشد، 63.43 ◦ زیرلایه و لایه از [100] صفحات

نمره) ۵) آورید. دست به لایه زیر دستگاه

یادآوری:

برای میلر اندیسهای که آن حال است، فیزیکی موجودی کریستال در صفحه یک •

در ص�ف�ح�ه ی�ک ب�رای ن�ت�ی�ج�ه در م�یش�ود. اس�ت�ف�اده ص�ف�ح�ه آن ری�اض�ی ب�ی�ان و ن�م�ای�ش

یا برد، کار به را ساده مکعبی شبکهی با متناظر میلر اندیسهای میتوان fcc شبکهی

آن موقعیت بیان نمایش، دو هر اما .fcc شبکهی خود با متناظر میلری اندیسهای

است. صفحه

مکعبی شبکهی بردارهای گرفتن نظر در با میلرش اندیسهای که fcc شبکهی از صفحهای ب)

خ�واه�د ان�دی�سه�ای�ی چ�ه fcc ش�ب�ک�هی اول�ی�هی ب�رداره�ای گ�رف�ت�ن ن�ظ�ر در ب�ا اس�ت، [321] س�اده

است. شده داده نشان t3 و t2 ،t1 یعنی fcc شبکهی اولیهی بردارهای زیر شکل در داشت؟

نمره) ۵)







نیرویِ تاثیر تحتِ و ͬ شود م رها صفر اولیه یِ سرعتِ با m جرم̧ به ذره ای (١ مسئله یِ
خطͬ بخش̞ دو از است سرعت از تابعͬ که هوا مقاومتِ نیرویِ ͬ کند. م سقوط خود وزنِ
و b که است، شده تشͺیل ،−δv2 ، سرعت به نسبت مجذوری و ،−bv ، سرعت به نسبت
است ͬͺکوچ نیرویِ سرعت مجذوری یِ بخش̞ است. ذره سرعتِ v و ثابت پارامترِ دو δ

است عبارت ذره این حرکتِ برایِ نیوتن قانونِ کنیم. بررسͬ اختلالͬ را آن ͬ خواهیم م که
از

mv̇ = mg − bv − δv2,

آورید. دست به را vf بنامید. vf را ذره ِّ حد سرعتِ الف‐
متغیرِ تغییرِ با ب‐

u := v − vf

آورید. در زیر صورتِ به را ذره حرکتِ معادله یِ مناسب، پارامترِ با زمان کردنِ مقیاس و

du

dτ
= −u− εu2.

ثابت هایِ حسبِ بر را ε پارامترِ همچنین و ،t زمان، با را ،τ مقیاس شده، زمانِ رابطه یِ
آورید. دست به مساله

معادله یِ حالا ج‐
du

dτ
= −u− εu2.

بزنید. n دل خواه˼ مرتبه یِ تا حل برایِ حدسͬ کنید. حل ε سوم̧ مرتبه یِ تا اختلالͬ را
معادله یِ جوابِ راه نمایی‐

y′ + y = C1e
αx + C2e

βx, α, β ̸= 1

صورتِ به
y(x) = A0e

−x +A1e
αx +A2e

βx

ضرایبِ دادنِ قرار برابر و معادله در جواب این جای گذاری یِ با A2 و A1 ثابت هایِ که است
دست به اولیه شرط˼ از استفاده با هم A0 ثابت ِ ͬ آید. م دست به یͷ سان نمایی یِ تابع هایِ

ͬ آید. م
بدونِ و بنویسید سری ͷی صورتِ به را آورده اید دست به قبل بندِ در که جوابی د‐
به را u(τ) ͬ یِ اختلال غیرِ جوابِ و ببندید جمع را آن باشید سری هم گرایی یِ نگران آن که

آورید. دست

١



الف‐

mg − bvf − δv2f = 0,

vf =
1

2δ

[
−b±

√
b2 + 4mgδ

]
است. قبول قابل̞ دارد وجود δ → 0 حدِّ در آن که بالا جوابِ دو از

vf =
1

2δ

[
−b+

√
b2 + 4mgδ

]
متغیرِ تغییرِ با ب‐

u := v − vf

آورید. در زیر صورتِ به را ذره حرکتِ معادله یِ

ü = −(
b

m
+

2δa

m
)u− δ

m
u2.

متغیرِ تغییرِ
u := v − vf

آورید. در زیر صورتِ به را ذره حرکتِ معادله یِ زمان کردنِ مقیاس با

du

dτ
= −u− εu2.

که

τ := (
b

m
+

2δa

m
)t,

ε :=
δ

m( b
m + 2δa

m )

u = u(0) + εu(1) + ε2u(2) + · · ·

d

dτ
u(0) = −u(0), u(0) = u0e

−τ

d

dτ
u(1) = −u(1) − [u(0)]2, u(1) = u2

0e
−τ (e−τ − 1)

d

dτ
u(2) = −u(2) − 2u(0)u(1), u(2) = u3

0e
−t(e−τ − 1)2

d

dτ
u(3) = −u(3) − 2u(0)u(2) − [u(1)]2, u(2) = u4

0e
−t(e−τ − 1)3

d

dτ
u(n) = un+1

0 e−τ (e−τ − 1)n

٢



u0 = −vf که

u = u0 e−τ
∞∑

n=0

εnun
0 (e

−τ − 1)n

=
−vf e−τ

1− ε(e−τ − 1)

v = vf + u و



 مستقل تشکیل شده. قسمتِ دواین مسئله از 

ها مولکول سرعتِی اندازه مولکول وجود دارد. فرض کنید توزیعِ N اتاقیدر  (الف

 ( ) یک ثابتِ معلوم.  0  و   ی سرعت استاندازه   داده شده است که          

     و   ی سرعتِ یک مولکول بین که اندازهتوزیع این است که احتمالِ این معنای تابعِ

∫داریم  پس.   ( ) باشد برابر است با   ( )   1 

توان گفت می ،ارزبه طورِ هم . 0  

باشد      و   ها که سرعتشان بینِ ها خیلی زیاد باشد، کسری از مولکولاگر تعدادِ مولکول

 مولکولِ این ظرف ارائه دهید. ترین تخمینی از سرعتِ سریع .  ( ) برابر است با 

∫با این رابطه به دست میاید:         پاسخ: سرعتِ بیشینه  ( ) ( )
 

    
 

1
 

که از این  

     به دست میاید 
1
 
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



–قسمت فرض کنید در  (ب  قرار دارد عایقِ باردار ی لایه N، از فضای سه بُعدی       

 zو  yدر راستای نظر کرد، و توان صرفها میهستند. از ضخامت لایه yzی صفحهکه موازی با 

 xی است. مختصه  صفحه هر  سطحِ واحدِ بارِچگالی توان بینهایت فرض کرد. ابعادشان را می

هر لایه از  انتخاب شده است، و مکانِ       ی در بازه)و یکنواخت( تصادفی  هر لایه به طورِ

این که روی هم بیفتند صفر  های دیگر مستقل است )چون ضخامت ندارند، احتمالِلایه مکانِ

های دیسکی خیلی ها در کهکشانی حرکت ستارهگاهی برای مطالعه ،هاطور مدلاین  است(.

، که گیریمرا در نظر می (0 0 0 )به مختصاتِ   Aی نقطهشوند. مسطّح استفاده می

0   0 را بیابید.   ⃗  متوسّطِ دهیم. مقدارِنشان می  ⃗ را با  Aی نقطهبرایند در  میدانِ.   

سپس با را به دست آورید.   Aی نقطهچگالی انرژی میدانِ الکتریکی در  متوسّطِ مقدارِ همچنین

 را ساده کنید. ها این پاسخمنطبق بر مبدأ باشد  Aی نقطه این فرض که

0 نیروی مستقل با بزرگی  Nپاسخ:   
 

2 0
داریم که طور تصادفی به سمت چپ یا راست    

  که هر کدام به سمتِ راست  باشد برابر است با هستند. احتمالِ این
   0

2 
که ، واحتمالِ این 

1  هر کدام به سمت راست  باشد برابر است با     
   0

2 
تا،  N. متوسّطِ جمعِ این 

ها )که چگالی متوسّطِ جمعِ مربّعاتِ این.  0  (   ) شود میهمانطور که در کلاس دیدیم، 

0   2(   )2     4 دهد( برابر است با میدان را می
اگر ساده کنیم، این تبدیل   .2

(1  )    میشود به     0
2

 2   0
2  

    ها منطبق بر مبدأ باشد، در این پاسخ Aی اگر نقطه
1
2

 دهیم.را قرار می 

 

 

 

 



داده شده و  2    دهد که یکی با دو مسیرِ موازی )مثلاً دو پیاده رو( را نشان می زیر شکلِ( 3

تواند یک درخت ای قرار دارد )مثلاً میدایره . میانِ این دو مسیر، یک مانع1ِ     دیگری با 

در پیاده طبعاً از بالاست(.  ،گیریم )نمای شکلکه مرکزش را مبدأ مختصات می R باشد( به شعاعِ

در  Aاست.  به سمتِ راست راه رفتن در حالِ دهیم(نشان می A)که او را با شخصی روی پایینی، 

 در حالِ Bروی بالایی، شخصِ در پیادهکه  شودمتوجّه میناگهان  گیریم،می t=0ای که آن را لحظه

  .حرکت به سمتِ چپ است

 

خوبی دو شخص را  شود با تقریبِکنیم میمیبیند. فرض باو را ،  Bخواهد که نمی Aبنا به عللی، 

بر آن یا  داشته باشددو شخص با درخت تقاطع  ، به این معنا که اگر خطّ واصلِنقطه فرض کرد

حتماً دیده  Aاین حالات،  خواهد شد، و در غیرِ Aدرخت مانعِ دیده شدنِ گاه آنمماس باشد، 

در آن  Aروی پایینی وجود دارد که اگر ای از پیادهدیگر، در هر لحظه، قطعه به عبارتِ شود.می

در کنیم. به این قطعه اشاره می "ی کورناحیه" قطعه باشد، دیده نخواهد شد. در ادامه  با عبارتِ

t=0، ِخطّ واصل A  وB، (، که همان طور که در شکل نشان داده شده)مماس است بر درخت

 است. x2= +L   در Bمکانِ  ،. در این لحظهی کور قرار داردسمتِ راستِ ناحیه انتهایدر  Aیعنی 

در  دهیم.نشان می v2را با  B سرعتِی اندازهاست.  و جهتش به سمتِ چپ ثابت  Bسرعتِ 

ترین حالتِ ممکن، این است که در سریع Aقرار دارد. هدفِ  ایدربِ مغازه، (D, - h1)ی نقطه

 درب برسد.بدونِ دیده شدن، به 



 و ثوابتِ مسئله بیابید.  tرا بر حسبِ  ی کورناحیه،  طولِ tدر زمانِ الف( 

1  2
 0   2 

 

√( 0   2  )2   2
2  2

 2
 0   2 

 
 

√( 0   2  )2   2
2  2

  

1  2
 0   2 

 

√( 0   2  )2   2
2  2

 2
 0   2 

 
 

√( 0   2  )2   2
2  2

  

خیلی از  Rمرتبه هستند و هم  h2و   h1کنیم می برای سادگی محاسبات، از اینجا به بعد فرض

   ی اوّلِمحاسبات را تا مرتبه تر است.آنها کوچک

 2
 دهیم. انجام می 

تواند سرعتش را به دلخواه تنظیم کند )طبعاً با شتابِ محدود(. در می Aکنیم فرض میب( 

 مغازه برساند؟ تواند خود را بدونِ دیده شدن به دربِدر چه زمانی می Aزودترین حالت، 

زود   (
 0

 2
 

 2

 1

 

 2
)  

 

 2
(1  

 2

 1
)√1  (

 

 1
)

2
  

مغازه  دربِترین حالت خود را به قبل عمل کرد و در سریع قسمتِ مطابقِ Aپ( فرض کنیم 

 حداکثر چه قدر فرصت دارد؟ Aمغازه و وارد شدن،  دربِ رساند. برای باز کردنِ

فرصت  2  

 2
(1  

 2

 1
)√1  (

 

 1
)

2
  

ثابت است. برای سادگی محاسبات  A حالا فرض کنیم مسئله این قید را هم دارد که سرعتِ

1 کنیم فرض می   2 هر دو   و   ، که       و          است، و همچنین   

مرتبه اند و همه هم       پستر است. بزرگ  از    هستند و  1ی ثوابتی مثبت از مرتبه

  ی اوّلِمحاسبات را تا مرتبه

 
در وسطِ  t=0 ،Aکنیم که در فرض میدهیم. همچنین انجام می 

 های قبل فرق دارد(.ی کور قرار دارد )دقّت کنید این با قسمتناحیه

که بدونِ دیده شدن خودش را به دربِ مغازه باید داشته باشد برای این Aحداقل سرعتی که ت( 

 برساند چه قدر است؟



      2 (1  
 

 
2 √2 √1  

 

√1  2
)  

که بدونِ دیده شدن خودش را به دربِ داشته باشد برای این تواندمی  Aث( حداکثر سرعتی که 

 مغازه برساند چه قدر است؟

      2 (1  
 

 
2 √2 √1  

 

√1  2
)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



نقاطی را که در  مبدأ مختصات در نظر بگیرید. فرض کنید تمامِ و به مرکزِ R نارسانا به شعاعِ ی توپُرِیک کره( 4

2 ی معادله   2 حفر  کرهدر  b شعاعِاین است که چاهی به  کنند از کره خارج کنیم )مثلِصدق می 2  

 یماده در حجمِ     الکتریکی با چگالی حجمی مثبتِ دیگر برسیم(.  بارِ کنیم و از مرکز بگذریم و به سمتِ

 های مسئله، فرض کنید ی  قسمتنارسانا توزیع شده است. در همه

 
توان به طوری که می ،خیلی کوچک است 

 نظر کرد.آن صرف و بالاترِ سوم از توانِ

  نقاطِ، برای فاصله از مبدأ بر حسبِ   z الکتریکی را روی محورِ میدانِ الف(
 

2
   

 

2
 حساب کنید.   

  
 

 0
[  

 2

 2  (
   4

3( 2  2)2  
  2

2( 2   2)
)]  

میتوان میدان را حاصل بر هم نهش سه توزیع دید: یکی کره ی بدون چاه، یکی استوانه ای که هم مقطع چاه 

دارد و توزیع های دوم و    است، و یکی هم مربوط به دو عرقچین بالا و پایین استوانه. توزیع اول چگالی 

سوم منفی این مقدار. در عبارتی که برای میدان نوشتیم، جمله ی اول مربوط به کره است، جمله ی دوم مربوط 

 به دو عرقچین بالا و پایین، و جمله ی آخر مربوط به یک استوانه. 

 ، برای نقاطِفاصله از مبدأ حسبِبر   z الکتریکی را روی محورِ پتانسیلِپتانسیلِ مبدأ را صفر فرض کنید و  ب(

 
 

2
   

 

2
 حساب کنید.   
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 2)]  

 رد هم با انتگرال گیری از میدان.هم میشود مستقیم این را به دست آو

 

 از حالتِ  (0 ,0،0)ی حرکت کند، از نقطه z تواند آزادانه روی محورِرا که می m به جرمِ q–ای نقطه یک بارِ

 . فرض کنید کنیمسکون رها می
 

2
  0  

 

2
 است. 

 بیابید. z ای را بر حسبِنقطه بارِ سرعتِپ( 

 ( )  √
   ( 02  2)

   0
 [1  (

 

 
)

2  4

6( 2  02)( 2  2)
  (

 

 
)

2  2

4( 02  2)
  (

 2  2

 2  02
)]  



 هم با بقای انرژی و هم با انتگرال گیری از نیرو میتوان این را به دست آورد. 

 

 عبور از مبدأ بیابید.  هنگامِرا ای نقطه بارِ سرعتِ (ت 

 (0)   0√
   

   0
 [1  (

 

 
)

2  2

6( 2  02)
  (

 

 
)

2  2

4 02
  (1  

 0
2

 2)]  

 

 خیلی کوچک است.  0 حالا فرض کنید 

 ای حول مبدأ را بیابید.نقطه بارِ کوچکِ نوساناتِ ( بسامدِث

 : یدهای خیلی کوچک، به دست میا zبرای  2 با بسط دادن پتانسیل تا 

   √
   
   0

  [1  5
24 (

 
 
)

2
]  

 

 



k > 0 که طوری به دارد قرار U(x) =
kx2n

2n
پتانسیل̞ تحتِ m جرم̧ به ذره ای (١ مسئله یِ

هر ͬ یِ زمان متوسط˼ است. T دوره یِ با دوره ای ذره حرکتِ است. صحیح عددی n و
از است عبارت T دوره یِ ͷی در A(t) مثل̞ کمیت

Ā :=
1

T

∫ T

0

A(t)dt

ͬ کنیم م تعریف زیر صورتِ به را G(t) تابع̧ الف‐

G(t) := mxẋ.

است؟ چه قدر Ḡ یعنͬ دوره ͷی در G(t) یِ زمانͬ متوسط˼

ͬ یِ زمان متوسط˼ و K جنبشͬ، انرژی یِ ͬ یِ زمان متوسط˼ نسبتِ ،dG
dt

محاسبه یِ ب‐با
یعنͬ ،U پتانسیل، انرژی

K

U

آورید. دست به را
فرض است. ساده هم آهنگِ نوسان گرِِ ͷی مساله و n = 1 کنید فرض بند این در ج‐
زمان به نسبت کندی تغییرِ آن ͬ یِ سخت ضریب و جرم یعنͬ نوسان گر پارامترهایِ کنید

مثلا́ باشند، داشته
m(t) = m0(1 + ϵt), ϵ ≪ 1/T,

آن قدر تغییر این ͬ ماند. م T = (2π)/ω0 دوره یِ با دوره ای تقریباً حرکت صورت این در
یعنͬ است ناچیز بسیار سختͬ ضریب و جرم تغییرِ دوره ͷی در که است کند

ṁ

m
≪ 1

T
,

k̇

k
≪ 1

T
.

اولِ مرتبه مشتق̞ ِͷی از بیش توانِ از چشم پوشͬ با نیست. پایسته دیͽر نوسان گر انرژی یِ
به را تابع این است. ثابت Emαkβ مثل̞ m و ،k ،E از تابعͬ ͬ یِ زمان متوسط˼ پارامترها،

آورید. دست
ولͬ است ثابت m جرم̧ کنید فرض و بͽذارید کنار را n = 1 قیدِ بند این در د‐
با ولͬ نیست پایسته دیͽر نوسان گر انرژی یِ دارد. زمان به نسبت کندی تغییراتِ k

k و ،E از تابعͬ ͬ یِ زمان متوسط˼ ،k اولِ مرتبه مشتق̞ ِͷی از بیش توانِ از چشم پوشͬ
آورید. دست به را β است. ثابت Ekβ مثل̞

١



الف) حل‐

G = mẋx =
d

dt

(
mẋ2

2

)

Ḡ =
1

T

∫ T

0

G(t)dt =
1

T

∫ T

0

dt
d

dt

(
mẋ2

2

)
=

(
mẋ2

2

) ∣∣T
0
= 0

ب‐

dG

dt
= mẋ2 +mxẍ = mẋ2 + xF (x)

= 2K − 2nU(x)

0 =
dG

dt
= 2K̄ − 2nŪ(x)

K

U
= n

ج‐

Ė =
1

2
ṁẋ2 +mẋẍ+ kẋx+

k̇x2

2

=
1

2

(
−ṁẋ2 + k̇x2

)

J̇ = Ėmαkβ + αEṁmα−1kβ + βEmαk̇kβ−1

=
1

2

(
−ṁẋ2 + k̇x2

)
mαkβ +

α

2

(
mẋ2 + kx2

)
ṁmα−1kβ +

β

2

(
mẋ2 + kx2

)
mαk̇kβ−1

=
ṁ

2

[
ẋ2mαkβ(α− 1) + αmα−1kβ+1x2

]
+

k̇

2

[
x2mαkβ(β + 1) + βmα+1kβ−1ẋ2

]

0 = ¯̇J =
ṁ

2
(2α− 1)mα−1kβ+1x2

0 +
k̇

2
(2β + 1)x2

0m
αkβ

⇒ α = 1/2, β = −1/2, J = E
√
m/k

د‐

E =
mẋ2

2
+

kx2n

2n

= mẋẍ+
k̇x2n

2n
+ kx2n−1ẋ

٢



mẍ = −kx2n−1

J̇ = Ėkβ + βEk̇kβ−1

=
k̇

2

[
βmẋ2kβ−1 +

(β + 1)

2n
kβx2n

]
T̄ = nŪ از استفاده با

J̇ = k̇
[
βnŪkβ−1 + (β + 1)kβŪ

]
= k̇kβ−1Ū [β(n+ 1) + 1]

⇒ J = E k−1/(n+1)



 (2مسئله ی 

توزیع شده است. بردارِ میدانِ   روی محور  0  ی روی ناحیه   بارِ الکتریکی با چگالی خطی  الف(

 مقداری مثبت است.   بیابید.        ی الکتریکی را در نقطه

    
 

√ 2   2          
 

 
 (1  

 

√ 2  2)  

چگالی بارِ است.   ها با محورِ افقی  ی میلهقرار دارند. زاویهنهایت مطابق شکل چهار بارِ خطی نیمه بی ب(

بارِ الکتریکی است.    ها  خطی میله

 حالتِ در مبدأ به  mبه جرمِ  qای نقطه

اش از انتهای تعادل قرار دارد و فاصله

است. بسامدِ نوساناتِ کوچکِ  Dها میله

ی تعادل نقطه حولِ افقیبار روی محور 

  را بیابید.

  √
4     

   2  

 

قسمت قبل را برای حالتی تکرار  پ(

ی ای، یک میلهکنید که به جای بارِ نقطه

و چگالی بارِ خطی  2Lبا طولِ نارسانا با 

روی محور افقی به مرکز مبدأ    

 مختصات قرار داشته باشد. 

  √
8      

    2   2 
 

 



 (3مسئله ی 

 این مسئله از دو بخشِ مجزا تشکیل شده که ربطی به هم ندارند.

-گرد و غبار روی دیوار را بررسی می ای از نشستنِشدهسادهخیلی در این مسئله مدلِ (الف

عدی فرود بُیک روی یک سطحِ  ثابتِ  غبار با آهنگِ ذرّاتِکنیم گی، فرض میبرای ساده کنیم.

 گیریمدر نظر میو نامتناهی سطح را گسسته . ترتیبی که توضیح داده خواهد شد، به آیندمی

به فواصلِ مساوی هایی خانه )مانند شکل(، که در آن

. شینندبنها آن توانند رویمیوجود دارد که ذرّات 

یا ها توانند در حدّ فاصلِ این خانهیعنی ذرّه ها نمی

ها ی خانههمه   0  . در بنشینندهای پُر در خانه

ی را در لحظه ی دلخواهخالی اند. یک خانه

در اگر خانه خالی باشد، دلخواهی در نظر بگیرید. 

روی  هیک ذرّ    با احتمالِ ،   مدّت زمانِ کوتاهِ 

اگر خانه پرُ . کندو آن را پُر می آیداین خانه فرود می

رود ای که در خانه قرار دارد بیرون میذرهّ    با احتمالِ ،   در مدّت زمانِ کوتاهِ باشد، 

 متوسّطِ  دهیم.نشان می ( ) پر هستند را با  tدر زمانِ ها که کسری از خانه . )مثلاً در اثرِ باد(

به زمان و ثوابتِ بیان شده در صورتِ مسئله فقط را بر حسبِ زمان بیابید. )پاسخ باید  ( ) 

 بستگی داشته باشد.(



 ̇  (1  )    ⇒     

   
(1    (   ) )  

دیوار روی زمین در چند متری نگارنده در حالِ  در حینِ تایپِ این مسئله، یک مورچه در کنارِ (ب 

تر، یک عنکبوت قرار دارد که گویا مورچه از حضورش آگاه نیست. مورچه طرفحرکت است، و کمی آن

گیرند، ی زیادی میفاصله مسیر معمولشاناز اید که وقتی مورچه ها اش دور است، و احتمالاً دیدهاز لانه

. فرض کنید گیرندمیکنند در مسیریابی حالتِ گیجی گم می ار اندردّ فرومونی که از خود به جا گذاشته

 xروی محور  مورچه کنیم. فرض میمدل کنیمتصادفی به صورتِ حرکتِ ی گیج را بتوانیم مورچه حرکتِ

 در جهتِ pزمانی، با احتمالِ  است، و  در هر گامِ x=0کند، به این ترتیب که ابتدا در تصادفی می حرکتِ

 1به اندازه  xدر جهتِ منفی محورِ  q=1-pرود، و با احتمالِ واحد جلو می 1ی به اندازه x محورِ مثبتِ

 عددی طبیعی است( 0  گیریم )که را در نظر می x=+Lواقع در  Aی حالا نقطه کند. واحد حرکت می

اش رژیم غذایی فرض کنیم عنکبوت، هم گرسنه است، هم مورچه جزوِ .جا ساکن استکه عنکبوت آن

احتمالِ این را حساب کنید که  عبور کند حتماً خورده خواهد شد.  Aکه اگر مورچه از هست، و هم این

 توجّه کنید: هم نکات  به اینتوانید می .نشودعنکبوت خورده  مورچه توسّطِ

تعدادی محدود  ینشدهساده یا ضربِ سِری باشد، و پاسخی به صورتِ به شکلِ بستهپاسخ باید توجه:  -

 .یا نامحدود از جملات ناپذیرفتنیست

 .ی شروع بستگی دارداز نقطه Aی ی نقطهفقط به فاصله ، p، علاوه بر راهنمایی: پاسخ -

ی بازگشتی برای احتمالِ خورده شدن بنویسید، این است که یک رابطه رهیافتِ ممکن، راهنمایی: یک -

   را حل کنید، و سپس از روی آن، احتمالِ خورده نشدن را بیابید.آن



در موردِ به طورِ مختصر چه سرِ کلاس مانندِ آن ایایده، فوق رهیافتِممکن است در راهنمایی شدید: -

 گرُف گفتیم، مفید باشد. کُلمُ-نپمَی چَمعادله

 (               )   {
1  ( 

 
)
 
           

1
2

0                         1
2

  



 (4مسئله ی 

ای از شدهسادهخیلی های فیزیکی که در کلاس آموختیم، مدلِبا روشخواهیم این مسئله می در

 مثلِ . اوّلین گام در تولیدِهای زیستی )شاید مهم ترینشان( را بررسی کنیمترین پدیدهیکی از مهم

)که  حرکت در محیطی هستند که در حالِ، های جنسیهای جانوری این است که سلولگونه اکثرِ

باید در آن محیط  (،است بدن بیرونِ بدن است و برای بعضی درونِاین محیط ها برای بعضی گونه

این بود که این حرکت و رسیدنِ  غالب ی پیش، تصوّرِتا کمتر از سه دههبا هم برخورد کنند.  

-های ردهی گونهبیش همهوکم موردِ. این فرض در شودانجام میتصادفی  به طورِها به هم، سلّول

و  ،حرکت استجنسی ماده منفعل و بی ولِی پستانداران وجود داشت. فرض این بود که سلّ

های صورت گیرد. یافتهشان بینکنند تا برخوردی تصادفی حرکت می های جنسی نر به طورِسلول

سلولِ جنسی ماده با ده است که معلوم شچندان اخیر، غلط بودنِ این دید را نشان داده است. نه

، (شودانجام می ی سلّول جنسی مادههای کومولوس دیوارهپروژسترون )که توسّطِ سلول  ترشّحِ

 بگذاردهای جنسی نر اثر سلّول روی حرکتِ تواند، میبا آنفرستد که ای میهای شیمیاییسیگنال

. طبقِ این دیدِ جدید، سلولِ ماده (CatSperهای یونی در کانال  2  های )با تحریکِ یون

 نقشی فعّال در فرایند تولید مثل دارد.

 گیریم. های جنسی نر را در نظر میای از حرکت سلولشدهمدل خیلی ساده ،در این مسئله

ای از دیدِ جدید )که در آن سلّولِ ماده فعّال است( در نظر شدهسادهابتدا مدلِ خیلی    الف(

طور که در کلاس دیدیم، در نظر بگیرید.  بُعدی را، همانی حرکتِ تصادفی یکگیریم.  مسئلهمی

0   ابتدا  سلّولِ نر به  x محورِ در جهتِ مثبتِ pزمانی، با احتمالِ  است، و  در هر گامِ  0 

واحد  1ی به اندازه xدر جهتِ منفی محورِ  q=1-pبا احتمالِ  رود، وواحد جلو می 1ی اندازه

-های دریافتی از سلولِ ماده بروز میکند. این عدمِ تقارن در حرکت، به خاطرِ سیگنالحرکت می



-برسد، موفّق به تولیدِمثل می    ثابت است. اگر سلّولِ نر به       کند. سلّولِ ماده در 

برسد،  0  است(.  اگر سلّولِ نر به   0   هستند و و طبیعی مثبت  اعدادی  Lو  0 شود )

احتمالِ موفّقیّتِ را  )یادآوری مفهومی: احتمالِ موفّقیّتِ سلّول را بیابید.میرد.  بدونِ تولیدِمثل می

اگر این فرایند تعدادِ دفعاتِ زیادی تکرار شود،  احتمالِ موفقّیّتِ  کنیم کهاین طور تعریف می

عبور کند، از    0   ازکه این سلّولِ نر برابر است با کسری از این دفعات که سلّولِ نر قبل از

 ممکن است مفید باشد( ،)راهنمایی ریاضیِ پایانِ سئوالعبور کند(.     

1 ( 
 
)
 0

1 ( 
 
)
   

، عمرش در همان لحظه به 0   به برسد و چه    اوّل  به   دقّت کنید چه سلّول   ب(

آغازِ یک زندگی جدید، در حالتِ شود با رسد )که خب در حالتِ اوّل این مصادف میپایان می

اُم  Tعمر تعریف کنیم، به این ترتیب که اگر ذرّه در گامِ  سلّولِ نر،فرض کنید برای  دوم با هیچ(.

است. نشان  Tیابد و عمرش پایان می شبرسد، حرکت     ی یا به نقطه 0  ی به نقطه

( ) دهید متوسّطِ عمرِ ذرّه در این معادله صدق میکند:   1     (  1)     (  1) ، 

عمر،  ثوابتی هستند که باید تعیین کنید. )یادآوریِ مفهومی: منظور از متوسّطِ bو  aکه در آن 

بالا تکرار شود و از مقادیرِ  طور که در کلاس دیدیم، این است که تعداد دفعات زیادی فرایندِهمان

T ).توانید از راهنمایی پایانِ ادله )که برایش میبا حلّ این مع های این دفعات، متوسّط گرفته شود

 متوسّطِ عمرِ سلّولِ نر را بیابید. مسئله کمک بگیرید(، 

 

   

1 ( 
 
)
 0

1 ( 
 
)
  

 

    
  



 ی بعد()مسئله ادامه دارد، در صفحه

 

 

 .ای از دیدِ قدیمی را در نظر بگیریمشدهسادهخواهیم مدلِ خیلیحالا می

دهد. بُعد انجام میسه  رتصادفی د گیریم که حرکتِیک ذرّه را در نظر میرا به عنوانِ  نر سلّولِ

-ای به اندازهجایی،  جابه کنیم حرکتش این طور است که در زمانِ کوتاهِ فرض می گیبرای ساده

منفی  ، یا در جهتxِمحورِ  مثبتِ ها است: یا در جهتِدارد که جهتِ آن یکی از این حالت  ی 

، و یا zمحورِ  مثبتِ ، یا در جهتyِمنفی محورِ  ، یا در جهتyِمحورِ  مثبتِ ، یا در جهتxِمحورِ 

    0   0  کنیم در حدّ طور که در کلاس دیدیم، فرض میهمان. zمنفی محورِ  در جهتِ

2 داریم 

 
همسانگرد کاملاً تصادفی و  ،حرکتکه کنیم فرض میثابتی معلوم است.  D، که   

 ، "کاملاً تصادفی بودن" این فرضِ  هم احتمال هستند. ی مذکورهای جهتاست، یعنی همه

قدیمی است )که گفتیم غلط از آب در آمد، که البتّه اصلاً معلوم هم نیست از اوّل  دیدِ متناظر با 

  بوده(.می آنچرا فرضِ دیفالت باید 

اگر ذرّه به دهیم. نشان می 2  1 ها را با گیریم و آنی مجزاّ در فضا در نظر میی بستهدو ناحیه

شود. اگر قبل از انجام می با موفّقیّت یابد و تولیدمثلحرکتش پایان میبرسد،  1  ازای نقطههر 

در  پذیرد.میرد و حرکتش پایان میبرسد، می  2 از  ای نقطهبه برسد،  1 ای از که به نقطه آن

حرکتِ تصادفی یعنی است که در بالا بیان شد ) به شکلیحرکت  ،از این دو ناحیه جنقاطِ خار

 کاملاً همسانگرد(. 



احتمالِ  (⃗ ) یعنی  دهیم. نشان می (⃗ ) است با   ⃗ احتمالِ موفّقیّتِ سلّول را وقتی در مکانِ  

موفّقیّت به کارِ خود پایان دهد.  اببالاخره ، سلّول رها کنیم ⃗ ی این است که اگر سلّول را در نقطه

رها کنیم،  ⃗ ی بسیار زیادی سلّول را از نقطه اگر تعدادِ دفعاتِتوان گفت که ارز میطورِ همبه 

به عبارتِ دیگر، دهد. میبا موفقّیّت به کارش پایان کسری از این دفعات است که سلّول  (⃗ ) 

عبور کند، به   2 ی لّول قبل از اینکه از ناحیهها، سکسری از این دفعات است که در آن (⃗ ) 

 برسد.   1 ی ناحیه

کند، و اگر ر آن صدق مید  (⃗ ) بیابید که )در مختصاتِ دکارتی( رانسیلی فدیی معادله   پ(

شرایطِ مرزی این معادله را هم پس دقّت کنید که شود )به طورِ یکتا تعیین می (⃗ ) حل شود 

 . (بنویسیدباید 

 2  0  ( 1)  1  ( 2)  0  

 ،مرکز با آنهم ،ترای بزرگداریم و کره 1 ای به شعاعِ مبدأ مختصات، کره  فرض کنید به مرکزِ

2 به شعاعِ  از مبدأ قرار دارد،  rی در ابتدا در فاصله سلّول. همچنین فرض کنید قرار دارد 1  

برسد، از مبدأ   1  یفاصلهبه  سلّول است. فرض کنید اگر  1 و بیشتر از  2 کمتر از  rکه 

-برسد، میاز مبدأ   2  یفاصلهشود. اگر قبل از آن به تولیدمثل انجام مییابد و حرکتش پایان می

   .پذیردو حرکتش پایان می میرد

فقط به  (⃗ ) ایم مسئله تقارن کروی دارد.  بنابراین، دقّت کنید برای سادگی فرض کرده  (ت

ی دیفرانسیلی را که در بخش قبل یافته بودید، فاصله از مبدأ بستگی دارد. با این فرض، معادله

 .احتمالِ موفّقیّتِ سلّول را بیابید کنید. با حلّ این معادله و اِعمالِ شرایطِ مرزی، بازنویسی 
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هم شرایطِ مرزی را . ی دیفرانسیلی بیابید که متوسّطِ عمرِ سلّول در آن صدق کندمعادله   ث(

با توجّه به تقارنِ . معادله را متوسطِّ عمر را بنویسید( 2   و در  1   )یعنی برای  بنویسید

  حل کنید و متوسّطِ عمرِ سلّول را بیابید. کروی، ساده کنید. سپس آن را 
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  1 راهنمایی ریاضی

( ) ای به شکلِ برای حلّ معادله     (  1) عدد  nکه در آن   ،(1  )    

( ) ،  پاسخی به شکلِ ثابت اند bو  aو  صحیح است ی بالا جاگذاری کنید در معادله    

دهیم. سپس پاسخِ کلی را به نشان می 2  1 ها را با بیابید، که آن  rو دو پاسخِ ممکن برای 

( ) صورتِ    1 1
   2 2

 .را  از روی شرایط مرزی تعیین کنید  2  1 بنویسید  و    

( ) مساوی بودند، شکلِ پاسخ را   2  1 اگر احیاناً    1   1
   2 2

 گیریم.می  

( ) ای به شکلِ برای حلّ معادله     (  1)     (  1) بتدا پاسخی به ا  ،  

( )خ شکلِ  را با برابر گذاشتنِ  2  1 کنیم و در این معادله جاگذاری می 2    1  

، ( )خ یابیم. به معادله )بدونِ توجّه به شرایطِ مرزی(، می در دو طرفِ nهای مختلفِ توان

عمل  مانندِ پاراگرافِ قبلگیریم و را صفر می cگویند. قدمِ بعدی این است: می "پاسخِ خصوص"

را )آن دهیمنشان می ( )  با  ) که دو ثابتِ مجهول هم دارد( راپاسخِ به دست آمده و کنیم، می



( ) پاسخِ نهایی را به صورتِ نامند(. می "پاسخِ همگن"    ( ) نویسیم. می  ( )خ  

 این پاسخ دو ثابتِ مجهول دارد که با توجّه به شرایطِ مرزی باید تعیین شوند. 

 

  2 راهنمایی ریاضی

( )  برای حلّ معادله ای به شکلِ 

  
   ( ) ( ) یک راه این است که تابعِ ، ( )  

 ( ) سمتِ چپ برابر کنیم که را در دو طرف ضرب کنیم  و دقت می  [  ( )  ]    

 شود با می

  
[ ( ) ( )]  . 



ل�ح�ظ�هی در ش�ک�ل م�ط�اب�ق m ج�رم ب�ه پ�رت�اب�های

س�رع�ت ب�ا زم�ی�ن س�ط�ح ب�ه ن�س�ب�ت y0 ارت�ف�اع از t = 0

پ�رت�اب�ه م�یش�ود. پ�رت�اب زم�ی�ن س�ط�ح م�وازی v0 اول�ی�هی

میکند. حرکت x-y مانند قائم صفحهی یک در xهمواره

y

O

~g~v0

y0

اعمال پرتابه به مسیر تمام در −mbv(t)~v(t) صورت به هوا مقاومت نیروی وزن، نیروی بر علاوه

کمیتهای است. ثابتی پارامتر b است. آن اندازهی v(t) و لحظهای سرعت بردار ~v(t) که میشود

بگیرید. نظر در را B =
v2
0

g
b و T =

g

v0
t ،Y =

g

v20
y ،X =

g

v20
x بعد بدون

در و ش�ده ت�ع�ری�ف ب�ع�د ب�دون ک�م�ی�ته�ای ح�س�ب ب�ر پ�رت�اب�ه، ح�رک�ت ب�رای را ن�ی�وت�ن دوم ق�ان�ون آ)

نمره) ۱) بنویسید. دکارتی مختصات

نیز و اختلال پارامتر عنوان به B گرفتن نظر در با ب)

X(T ) = X(0)(T ) +BX(1)(T ) +B2X(2)(T ) + · · ·

Y (T ) = Y (0)(T ) +BY (1)(T ) +B2Y (2)(T ) + · · ·

ب�ه Y (2)(T ) و Y (1)(T ) ،Y (0)(T ) ،X(2)(T ) ،X(1)(T ) ،X(0)(T ) آنه�ا ح�ل از ک�ه م�ع�ادلات�ی

نمره) ۲) بنویسید. میآید، دست

نمره) ۴) آورید. دست به B اول مرتبهی تا را Y (T ) و X(T ) پ)

(برد مختصات مبدأ تا زمین به برخورد نقطهی فاصلهی و زمین سطح به پرتابه رسیدن زمان ت)

نمره) ۳) آورید. دست به b اول مرتبهی تا را پرتابه)

باشد: سودمند است ممکن زیر انتگرالهای
∫ √

x2 + a2 dx =
x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln(x+

√
x2 + a2)∫

(x2 + a2)3/2 dx =
x

4
(x2 + a2)3/2 +

3a2x

8

√
x2 + a2 +

3a4

8
ln(x+

√
x2 + a2)∫

ln(x+
√
x2 + a2) dx = x ln(x+

√
x2 + a2)−

√
x2 + a2∫

x ln(x+
√
x2 + a2) dx = (

x2

2
+

a2

4
) ln(x+

√
x2 + a2)− x

4

√
x2 + a2
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