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پیشگفتار
سایت در و شده تدریس گذشته ترمهاي در که است دانشگاه 2 ریاضی کلاس مطالب شامل فایل این
بود. خواهد مخاطبان دسترس در عمومی استفاده جهت به اکنون بود. شده ارائه teacher16.blog.ir

میگردد. توصیه بسیار آنها حل که شده اضافه دانشجویان ارزیابی خود جهت تمریناتی فایل، انتهاي در
ارائه مطالب آنکه آرزوي با میگیرد. قرار سایت در مناسب زمان در تمرینات حل فایل است ذکر به لازم

باشد. مفید محترم دانشجویان براي شده

������	
������

https://teacher16.blog.ir/


4AvaEducation16.blog.ir

مقدمه 1
سهگانه، و دوگانه انتگرال در اما بود. بازه یک روي دیفرانسیل عنصر تغییرات تعریف متغیره، یک انتگرال در
انتگرال، نوع این در مهم موضوع میشود. انتخاب حجم یک یا سطح یک روي ترتیب به دیفرانسیل عنصر
برخی مرور به ادامه در شود. حل سادهتر انتگرال که طوري به کرانهاست تغییر یا مناسب کران انتخاب
میگردند. ارائه سهگانه و دوگانه انتگرال به مربوط سپسمطالب میشود. پرداخته تکمتغیره انتگرالی روابط
متغیر تغییر از استفاده یا قطبی به مختصات دستگاه تبدیل به نیاز انتگرالها برخی حل براي همچنین

شد. خواهند ارائه فایل این در که هستند مباحثی دیگر از اینها میباشد.
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نامعین انتگرال چند بر مروري 2
مرور انتگرال به مربوط مهم رابطه چند شد، خواهد استفاده نامعین انتگرال از آنکه دلیل به بخش این در

میشود.

∫
kdx =kx+ C∫
xndx =

1

n+ 1
xn+1 + C n ̸= −1∫

eaxdx =
1

a
eax + C∫

sin axdx = −1

a
cos ax+ C∫

cos axdx =
1

a
sin ax+ C∫

(1 + tan2 x)dx = tan x+ C∫
dx

1 + x2
= tan−1 x+ C∫

dx√
1− x2

= sin−1 x+ C∫
dx

x
= ln |x|+ C∫

axdx =
1

ln a
ax + C∫

tanxdx = − ln | cosx|+ C∫
u′f ′(u)dx = f(u) + C

تغییر قطبی، تبدیلات متغیر، تغییر کسري، توابع جزء، به جزء چون تکنیکهایی از فوق، روابط بر علاوه
میشود. استفاده مختلف انتگرالهاي حل براي ... و مثلثاتی متغیر
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آورید. بدست را زیر نامعین انتگرالهاي پاسخ 1 مثال
∫
(sin 2x− x4

1+x5 )dx د- ∫ √
3x− 2dx ج- ∫

(x−1)7dx ب- ∫
(x3− 5

√
x3)dx الف-

پاسخ:

∫الف-
(x3 − 5

√
x3)dx =

1

4
x4 − 5

8
x

8
5 + C

x− 1 = u, ⇒ dx = du متغیر تغییر با ∫ب-
(x− 1)7dx =

∫
u7du =

1

8
u8 + C =

1

8
(x− 1)8 + C

3x− 2 = u, ⇒ dx = 1
3
du متغیر تغییر با ∫ج- √

3x− 2dx =

∫ √
u
1

3
du =

1

3
(
2

3
u

3
2 ) + C =

2

9
(3x− 2)

3
2 + C

1+x5 = u متغیر تغییر از باید دوم جمله از انتگرال براي اما ندارد وجود مشکلی اول جمله براي د-
نمود: استفاده میشود 5x4dx = du به منجر ∫که

sin 2xdx = −1

2
cos 2x+ C1∫

x4

1 + x5
dx =

∫
1

5

du

u
=

1

5
lnu+ C2 =

1

5
ln(1 + x5) + C2

⇒
∫

(sin 2x− x4

1 + x5
)dx = −1

2
cos 2x− 1

5
ln(1 + x5) + C
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مستطیلی سطح روي انتگرال 3
به منجر عموماً دیفرانسیلی عنصر انتخاب میباشد. دوگانه انتگرال براي سطح سادهترین مستطیل سطح
به هم را مکعب کران با سهگانه انتگرال میتوان روش این تعمیم با نمیشود. مسئله پیچیده یا ساده حل

است. مستطیل انتگرال یک براي نظر مورد سطح زیر مثال در کرد. حل سادگی

آورید. بدست را زیر دوگانه انتگرال حاصل 2 مثال

∫ 2

0

∫ 1

0

(2x+ y)2dxdy

و dxdy بین تفاوتی است، عدد حسب بر شده داده قبل از بازه چون انتگرالها نوع این در پاسخ:
انتگرال براي و مستطیل یک بعدي دو انتگرال براي بازهها از نوع این همواره داشت. نخواهد وجود dydx
و 0 ≤ x ≤ 1 بازههاي در متغیرها مقادیر سوال این در مثال عنوان به هستند. مکعب یک بعدي سه
نشان را مستطیل یک شود، رسم بعدي دو صفحه روي ناحیه این اگر که شدهاند تعریف 0 ≤ y ≤ 2

زیر) (شکل میدهد.

x

2

1

y

∫ 2

0

∫ 1

0

(2x+ y)2dxdy =

∫ 2

0

[
1

2
× 1

3
(2x+ y)3

]1
0

dy

=
1

6

∫ 2

0

(
(2 + y)3 − y3

)
dy

=
1

6

[
1

4
(2 + y)4 − 1

4
y4
]2
0

=
1

24

(
44 − 24 − 24 + 04

)
=

28

3
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آورید. بدست را زیر دوگانه انتگرال حاصل 3 ∫مثال 4

1

∫ 2

1

(
x

y
+

y

x
)dydx

است: قبل حالت مانند نیز سوال این ∫پاسخ: 4

1

∫ 2

1

(
x

y
+

y

x
)dydx =

∫ 4

1

[
x ln y +

y2

2x

]2
1

dx

=

∫ 4

1

(
(x ln 2 +

22

2x
)− (x ln 1 +

12

2x
)

)
dx

=

∫ 4

1

(
x ln 2 +

2

x
− 1

2x

)
dx

=

[
x2

2
ln 2 + 2 ln x− 1

2
lnx

]4
1

= 10.5 ln 2

آورید. بدست را زیر دوگانه انتگرال حاصل 4 ∫مثال π
2

0

∫ π

0

cos(x+ 2y)dxdy

∫پاسخ: π
2

0

∫ π

0

cos(x+ 2y)dxdy =

∫ π
2

0

[
sin(x+ 2y)

]π
0

dy

=

∫ π
2

0

(sin(π + 2y)− sin(0 + 2y)) dy

=

∫ π
2

0

−2 sin 2ydy

= [cos 2y]
π
2
0

= −2

������	
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آورید. بدست را زیر دوگانه انتگرال حاصل 5 ∫مثال 1

0

∫ 2

1

xex

y
dydx

∫پاسخ: 1

0

∫ 2

1

xex

y
dydx =

∫ 1

0

[
xex ln y

]2
1

dx

=

∫ 1

0

(xex ln 2− xex ln 1) dx

= ln 2

∫ 1

0

xexdx

= ln 2 [(x− 1)ex]10

= ln 2

شد. استفاده جز به جز روش از ∫ xexdx انتگرال محاسبه در

آورید. بدست را زیر دوگانه انتگرال حاصل 6 ∫مثال 1

0

∫ 1

0

dxdy√
(1− x2)(1− y2)

∫پاسخ: 1

0

∫ 1

0

dxdy√
(1− x2)(1− y2)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy
√
1− x2

√
1− y2

=

∫ 1

0

[
sin−1 x

]1
0

1√
1− y2

dy

=
π

2

[
sin−1 y

]1
0

=
π2

4
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آورید. بدست را زیر سهگانه انتگرال حاصل 7 ∫مثال 3

0

∫ 1

−1

∫ 0

−1

(x2y3 + z2y4)dzdydx

∫پاسخ: 3

0

∫ 1

−1

∫ 0

−1

(x2y3 + z2y4)dzdydx =

∫ 3

0

∫ 1

−1

[
x2y3z +

1

3
z3y4

]0
−1

dydx

=

∫ 3

0

∫ 1

−1

(x2y3 +
1

3
y4)dydx

=

∫ 3

0

[
1

4
x2y4 +

1

15
y5
]1
−1

dx

=

∫ 3

0

2

15
dx

=
2

5

آورید. بدست را زیر سهگانه انتگرال حاصل 8 ∫مثال 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

ρ2 sinϕdρdϕdθ

∫پاسخ: 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

ρ2 sinϕdρdϕdθ =

∫ 2π

0

∫ π

0

[
1

3
ρ3
]R
0

sinϕdϕdθ

=
1

3
R3

∫ 2π

0

∫ π

0

sinϕdϕdθ

=
1

3
R3

∫ 2π

0

[
− cosϕ

]π
0

dθ

=
2

3
R3

∫ 2π

0

dθ

=
2

3
R3(2π)

=
4

3
πR3

شد. خواهد مطرح جزئیات با ادامه در که است R شعاع به کره حجم اثبات فوق محاسبه

������	
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انتگرالگیري سطوح به توجه با کلی حالت در بود. مکعب ساده یکسطح اخیر مثالهاي در رفته کار به کران
است. چندگانه انتگرال حل بخش مهمترین موضوع این و گردد انتخاب دیفرانسیلی مناسب عنصر باید

دیفرانسیلی عنصر انتخاب 4
سهگانه و دوگانه انتگرال حل بخشهاي مهمترین از یکی دیفرانسیلی عنصر انتخاب شد بیان که طور همان

میباشد.
دیفرانسیلی عنصر دکارتی مختصات در داشتکه توجه نکته این به باید بازه و دیفرانسیلی عنصر انتخاب براي
زودتر کدام اینکه میباشد. dydx یا dxdy دیفرانسیلی عنصر داراي سطح روي انتگرال است. dy یا dx
انتگرالگیري طول در بالا و پایین کران تابع بودن یکسان به باشد چگونه آن به مربوط کران و شوند انتخاب

برمیگردد. دیفرانسیلی عنصر یک براي
هر براي که میشوند تقسیم نوع سه به حداقل دکارتی مختصات در انتگرالگیري سطوح کلی حالت در

شود: بسته کار به مناسب دیفرانسیلی عنصر باید یک

زیر عبارت که آنست سادهتر موارد این در میباشد. y از تابعی x براي پایین و بالا کران اول نوع در •

شود: ∫∫محاسبه
D

f(x, y)dA =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y)dxdy

x=h¡(y) x=h™(y)

d

0 x

y

c

D

������	
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زیر عبارت که آنست سادهتر موارد این در میباشد. x از تابعی y براي پایین و بالا کران دوم نوع در •

شود: ∫∫محاسبه
D

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx

xba

D

y=g™(x)

y=g¡(x)

موارد این در .y از تابعی x براي هم و است x از تابعی y براي هم پایین و بالا کران سوم نوع در •

شود: تبدیل قسمت دو به انتگرال ∫∫باید
D

f(x, y)dA =

∫∫
D1

f(x, y)dydx+

∫∫
D2

f(x, y)dxdy

x0

y

D

x0

y

D¡

D™
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کنید. مشخص ∫∫
D
f(x, y)dA انتگرال براي را زیر شکل در انتگرالگیري ترتیب 9 مثال

(5, 4)

0

y

x_3

y=x-1

(_1, _2)
y=_œ„„„„„2x+6

x=       -3
¥
2

(5, 4)

x=y+1

(_1, _2)

0

y

x

_2

y=œ„„„„„2x+6

متناسب بازههاي باید شوند انتخاب که dydx یا dxdy سطح دیفرانسیل عناصر از کدام هر پاسخ:
کران از dy عنصر یک اگر چون چپ) سمت عکس (براي خاص حالت این براي گردند. تعیین آن براي
یکبار با نمیتوان نیستند) یکسان پایین (کرانهاي میباشد پایین کران دو داراي کند حرکت بالا به پایین

کرد: تبدیل قسمت دو به را دلخواه تابع انتگرال باید بلکه نمود. حل را آن ∫∫انتگرالگیري
D

f(x, y)dA =

∫ −1

−3

∫ √
2x+6

−
√
2x+6

f(x, y)dydx+

∫ 5

−1

∫ √
2x+6

x−1

f(x, y)dydx

است. محاسبه قابل انتگرال یک با تنها شود، انتخاب انتگرالگیري براي dx عنصر ابتدا اگر ∫∫اما
D

f(x, y)dA =

∫ 4

−2

∫ y+1

y2

2
−3

f(x, y)dxdy

������	
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تکمیلی مثالهاي 5
آورید. بدست شده مشخص نواحی روي را زیر انتگرالهاي 10 ∫مثال 1

0

∫ 3√x

x

√
1− y4dydx الف-

است. پیچیده انتگرال محاسبه اما است، شده داده قبل از بازه انتگرالها نوع این در پاسخ:

است. بالعکس یا dxdy به dydx از انتگرالگیري ترتیب تغییر انتگرال حل براي تکنیکها از یکی
در نمونه عنوان به گردد. اصلاح باید نیز انتگرال کرانهاي ترتیب، تغییر صورت در که است واضح
را اخیر رابطه میباشد. y ≤ 3

√
x و x ≤ y یعنی دارد، قرار x ≤ y ≤ 3

√
x بازه در y سوال این

نوشت سوم توان به طرف دو رساندن با میتوان
x ≥ y3

بازه در y مثال این در همچنین بود. خواهد y3 ≤ x ≤ y صورت به x براي جدید بازه بنابراین
زیر) (شکل میکند. کمک جدید کرانهاي یافتن به ناحیه این ترسیم است. 0 ≤ y ≤ 1

x
1

y

y=x _ 
y=√x

3

1

∫ 1

0

∫ 3
√
x

x

√
1− y4dydx =

∫ 1

0

∫ y

y3

√
1− y4dxdy

=

∫ 1

0

[
x
√
1− y4

]y
y3
dy

=

∫ 1

0

(
y
√
1− y4 − y3

√
1− y4

)
dy

=

∫ 1

0

y
√
1− y4dy −

∫ 1

0

y3
√
1− y4dy

������	
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بود: خواهد زیر صورت به u = y2 متغیر تغییر با اول انتگرال
u = y2, du = 2ydy ⇒

∫ 1

0

y
√

1− y4dy =
1

2

∫ 1

0

√
1− u2du =

π

8

ضریب دلیل به و است π
4
آن مساحت که است واحد شعاع به دایره یک-چهارم انتگرال فوق رابطه

است. شده π
8
آن مقدار 1

2

داریم: دوم انتگرال ∫براي 1

0

y3(1− y4)
1
2dy =

[
1

−4
× 2

3
(1− y4)

3
2

]1
0

=
1

6

میآید: بدست زیر صورت به مسئله صورت انتگرال نتیجه ∫در 1

0

∫ 3
√
x

x

√
1− y4dydx =

π

8
− 1

6 ∫ 2

0

∫ 2y

y

xydxdy ب-

صفحه در نمودار رسم با اما میشود، حل انتگرالگیري با سادگی به مثال این اگرچه پاسخ:
سوال این در کرد. عوض را آن ترتیب نیاز صورت در تا نمود تعیین را انتگرالگیري محدوده میتوان

است. 2y ≤ x ≤ y صورت به x براي انتگرالگیري بازه

x
2

y

y=x 
1_ y=   x22

4

∫ 2

0

∫ 2y

y

xydxdy =

∫ 2

0

[
x2

2
y

]2y
y

dy

=
1

2

∫ 2

0

3y3dy

=
3

8

[
y4
]2
0

= 6
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D = {(x, y)|1 ≤ x ≤ e, 0 ≤ y ≤ lnx} آن در که
∫∫

D

x3dA ج-
کرد انتخاب را ترتیبی باید است، نشده داده انتگرالگیري ترتیب چون سوال این در پاسخ:
انجام را انتگرالگیري عمل بتوان کران یک تعیین با تنها ثانیاً و باشد سادهتر انتگرال محاسبه اولاً که

داشت: خواهیم شده داده ناحیه رسم با داد.

x
1

y

y=ln x

e

کرد: تعیین ناحیه همین براي نیز دیگري بازه میتوان شکل به توجه با
y ≤ lnx ⇒ x ≥ ey

داده نمایش زیر صورت به جدید بازه ترتیب بدین و است e با برابر x مقدار بیشترین همچنین
میشود:

ey ≤ x ≤ e, ⇒ 0 ≤ y ≤ 1∫∫
D

x3dA =

∫ e

1

∫ lnx

0

x3dydx

=

∫ 1

0

∫ e

ey
x3dxdy

=

∫ 1

0

[
x4

4

]e
ey
dy

=
1

4

∫ 1

0

(
e4 − e4y

)
dy

=
1

4

[
e4y − 1

4
e4y

]1
0

=
1

4

(
e4 − 1

4
e4 +

1

4

)
=

3e4 + 1

16
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که میشد ظاهر ∫
x3 lnxdx عبارت ابتدا همان در نمیکردیم عوض را انتگرال ترتیب اگر نکته:

است. دشوار آن از گرفتن انتگرال

است. (0, 3) و (1, 2) ،(0, 0) رئوس به مثلث یک داخل ناحیه D آن در که
∫∫

D

2xydA د-

شود: رسم مذکور ناحیه باید ابتدا پاسخ:

x

(1,2)

y

y=2x 

(0,3) y=-x+3 

قابل زیر صورت به ناحیه این نتیجه در است. شده ارائه نیز شده داده نقاط از عبوري خط شکل در
است: نمایش

2x ≤ y ≤ −x+ 3, 0 ≤ x ≤ 1

∫∫
D

2xydA =

∫ 1

0

∫ −x+3

2x

2xydydx

=

∫ 1

0

[
xy2

]−x+3

2x
dx

=

∫ 1

0

(
x(−x+ 3)2 − x(2x)2

)
dx

=

∫ 1

0

(
−3x3 − 6x2 + 9x

)
dx

=

[
−3

4
x4 − 2x3 +

9

2
x2

]1
0

=
7

4 ∫ 4

0

∫ 2

√
x

1

y3 + 1
dydx ه-

عوض انتگرالگیري ترتیب باید است، پیچیده y به نسبت 1
y3+1

از گرفتن انتگرال چون پاسخ:
کند. تغییر نیز انتگرال کران باید نتیجه در و شود

√
x ≤ y ≤ 2, ⇒ x ≤ y2
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است: برقرار زیر بازه هم y براي
0 ≤ y ≤ 2

میشود. تعیین سادهتر شکل، رسم با کران تغییر این

x
4

y

y=√x
_

2

∫ 4

0

∫ 2

√
x

1

y3 + 1
dydx =

∫ 2

0

∫ y2

0

1

y3 + 1
dxdy

=

∫ 2

0

y2

y3 + 1
dy

=

[
1

3
ln(y3 + 1)

]2
0

=
1

3

(
ln(23 + 1)− ln(03 + 1)

)
=

1

3
ln 9

∫ 1

0

∫ cos−1 y

0

cos2(sinx)dxdy و-

عنصر ترتیب میتوان پس است. پیچیده کنونی صورت همین در انتگرال حل پاسخ:
کرانها: به توجه با داد. تغییر را دیفرانسیلی

0 ≤ x ≤ cos−1 y, 0 ≤ y ≤ 1 ⇒ 0 ≤ y ≤ cos x, 0 ≤ x ≤ π

2

است. شده داده نمایش انتگرال مورد ناحیه زیر، شکل در

∫ 1

0

∫ cos−1 y

0

cos2(sinx)dxdy =

∫ π
2

0

∫ cosx

0

cos2(sinx)dydx

=

∫ π
2

0

cos x cos2(sinx)dx

������	
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به جدید کران همچنین .du = cos xdx نتیجه در میشود. استفاده u = sin x متغیر تغییر از
است. زیر صورت

x = 0, ⇒ u = 0

x =
π

2
, ⇒ u = 1

∫ π
2

0

cos x cos2(sinx)dx =

∫ 1

0

cos2 udu

=
1

2

∫ 1

0

(1 + cos 2u)du

=
1

2

[
u+

1

2
sin 2u

]1
0

=
1

2
+

1

4
sin 2
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قطبی مختصات در انتگرال 6
زیر، شکل به توجه با قطبی مختصات در اما است. dydx یا dxdy دکارتی مختصات در دیفرانسیل عنصر

است. rdrdθ دیفرانسیل عنصر این

x

dș 

y

rdș dr 

dx
dy

dxdy = rdrdθ

بود: خواهد زیر صورت به انتگرال شکل نتیجه ∫∫در
A

f(x, y)dxdy =

∫∫
A

f(r, θ)rdrdθ

تغییر گاهی البته میشود. استفاده y = r sin θ و x = r cos θ متغیر تغییر از y و x تغییر براي عموما
شد. خواهد بحث ادامه در که است دیگر فرم به متغیر

آورید. بدست را زیر انتگرالهاي حاصل 11 مثال

است. x2 + y2 ≤ 1 ناحیه R آن در که
∫∫

R

e−(x2+y2)dA الف-

انتگرال مورد تابع یا ناحیه که مواردي در است. دایره یک داخل انتگرال مورد ناحیه پاسخ:
نمود. استفاده قطبی مختصات در انتگرال از میتوان باشد دایروي
x = r cos θ, y = r sin θ

ناحیه این در شعاع مقدار است مشخص که طور همان است. زیر صورت به انتگرال مورد ناحیه شکل
میکند. تغییر 2π تا صفر از θ زاویه همچنین میکند. تغییر 1 تا صفر از

������	
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x-1

y

1

-1

1

∫∫
R

e−(x2+y2)dA =

∫ 2π

0

∫ 1

0

e−r2rdrdθ

=

∫ 2π

0

([
− 1

2
e−r2

]1
0

)
dθ

=

∫ 2π

0

1

2
(1− e−1)dθ

=

[
1

2
(1− e−1)θ

]2π
0

=
1

2
(1− e−1)(2π)

= π(1− e−1)

میباشد. زیر شکل به و دایره قطاع یک از بخشی D آن در که
∫∫

D

2x√
x2 + y2

dA ب-

x

y

1 2

ș=3ʌ/4

متغیرهاي تغییر و قطبی مختصات در انتگرال از استفاده با پاسخ:
x = r cos θ, y = r sin θ
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میکند، تغییر 3π
4
تا صفر از θ زاویه و 2 تا 1 از انتگرالگیري ناحیه شعاع مقدار اینکه به توجه با و

میشود: تعیین زیر صورت به انتگرال

∫∫
D

2x√
x2 + y2

dA =

∫ 3π
4

0

∫ 2

1

2r cos θ√
r2

rdrdθ

=

∫ 3π
4

0

∫ 2

1

2r cos θdrdθ

=

∫ 3π
4

0

cos θ

([
r2
]2
1

)
dθ

=

∫ 3π
4

0

3 cos θdθ

=

[
3 sin θ

] 3π
4

0

=
3
√
2

2
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است. x2 + y2 = 2x دایره درون ناحیه D آن در که
∫∫

D

dxdy√
4− x2 − y2

ج-

میکنیم: ساده استاندارد فرم به کردن رسم براي را شده داده ناحیه ابتدا پاسخ:
x2 + y2 = 2x, ⇒ x2 + y2 − 2x±1 = 0, ⇒ (x− 1)2 + y2 = 1

متغیرهاي تغییر و قطبی مختصات در انتگرال از استفاده با
x = r cos θ, y = r sin θ

است: زیر صورت به قطبی مختصات در فوق دایره نمایش
x2 + y2 = 2x ⇒ r2 = 2r cos θ, ⇒ r = 2 cos θ

2 cos θ تا صفر از مختصات) مبدا با مقایسه (با شعاع مقدار میشود مشاهده دایره این شکل رسم با
است. متغیر π

2
تا −π

2
از شکل به توجه با θ زاویه همچنین میکند. تغییر

x

y

1 2

r

ș

������	
������



24AvaEducation16.blog.ir

∫∫
D

dxdy√
4− x2 − y2

=

∫ π
2

−π
2

∫ 2 cos θ

0

rdrdθ√
4− r2

=

∫ π
2

−π
2

∫ 2 cos θ

0

r(4− r2)−
1
2drdθ

=

∫ π
2

−π
2

([
− 1

2
(2)(4− r2)

1
2

]2 cos θ
0

)
dθ

=

∫ π
2

−π
2

(
2−

√
4− (2 cos θ)2

)
dθ

=

∫ π
2

−π
2

(
2− 2| sin θ|

)
dθ

= 2

∫ π
2

0

(
2− 2| sin θ|

)
dθ

= 4

∫ π
2

0

(1− sin θ)dθ

= 4

[
θ + cos θ

]π
2

0

= 4(
π

2
− 1)

= 2π − 4

است. x2 + y2 = x+ y منحنی درون ناحیه D آن در که
∫∫

D

(x2 + y2)
3
2

(x+ y)2
dA د-

میکنیم: ساده استاندارد فرم به کردن رسم براي را شده داده ناحیه ابتدا پاسخ:
x2+y2 = x+y, ⇒ x2+y2−x−y±1

4
±1

4
= 0, ⇒ (x− 1

2
)2+(y− 1

2
)2 =

1

2

نمایش x = r cos θ, y = r sin θ متغیرهاي تغییر و قطبی مختصات در انتگرال از استفاده با
است: زیر صورت به قطبی مختصات در فوق دایره

x2 + y2 = x+ y ⇒ r2 = r cos θ + r sin θ, ⇒ r = cos θ + sin θ

همچنین میکند. تغییر cos θ+sin θ تا صفر از شعاع مقدار میشود مشاهده دایره این شکل رسم با
است. متغیر 3π

4
تا −π

4
از شکل به توجه با θ زاویه
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x

y

0.5

r

ș

3ʌ/4

-ʌ/4

0.5

∫∫
D

(x2 + y2)
3
2

(x+ y)2
dA =

∫ 3π
4

−π
4

∫ cos θ+sin θ

0

r3(rdrdθ)

(r cos θ + r sin θ)2

=

∫ 3π
4

−π
4

∫ cos θ+sin θ

0

r2drdθ

(cos θ + sin θ)2

=

∫ 3π
4

−π
4

1

(cos θ + sin θ)2

[
1

3
r3
]cos θ+sin θ

0

dθ

=
1

3

∫ 3π
4

−π
4

(cos θ + sin θ)3

(cos θ + sin θ)2
dθ

=
1

3

∫ 3π
4

−π
4

(cos θ + sin θ)dθ

=
1

3

[
sin θ − cos θ

] 3π
4

−π
4

=
1

3
(sin

3π

4
− cos

3π

4
)− 1

3
(sin(−π

4
)− cos(−π

4
))

=
2
√
2

3
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دوگانه انتگرال در متغیر تغییر 7
آنگاه باشند، v و u از تابعی y و x ∫∫اگر

D

f(x, y)dA =

∫∫
D′

f
(
x(u, v), y(u, v)

)
|J |dudv

آن در که
J =

∂(x, y)

∂(u, v)

نمایش زیر صورت به ماتریس دترمینان این باشد. ناصفر باید و میشود نامیده ژاکوبین ماتریس دترمینان
شود: می داده

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣
یا صورت این در هستند. متغیر y و x و میشوند گرفته نظر در تابع عنوان به v و u گاهی نکته:

رابطه از آنکه یا آورد بدست v و u حسب بر را y و x میتوان
1

J
=

∂(u, v)

∂(x, y)

است: برقرار زیر رابطه همواره واقع در کرد. استفاده
dxdy = |J |dudv

آورید. بدست مناسب متغیر تغییر با را زیر انتگرالهاي حاصل 12 مثال

است. x2

4
+ y2

16
= 1 بیضی داخل ناحیه R آن در که

∫∫
R

(x2 +
y2

4
)3dA الف-

کرد: تبدیل واحد شعاع به دایرهاي به میتوان متغیر تغییر با را دادهشده بیضی ناحیه پاسخ:
x

2
= r cos θ,

y

4
= r sin θ, ⇒ x = 2r cos θ, y = 4r sin θ

باید ژاکوبین ماتریس دترمینان بیفتد، اتفاق θ و r به y و x متغیرهاي از متغیر تغییر اینکه براي
شود: تعیین

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
2 cos θ −2r sin θ

4 sin θ 4r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ = 8r
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∫∫
R

(x2 +
y2

4
)3dA =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(4r2)38rdrdθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

512r7drdθ

=

∫ 2π

0

([
64r8

]1
0

)
dθ

=

∫ 2π

0

64dθ

= 128π

x+2y = 1 ،x−2y = 2 ،x−2y = خطوط1 به محصور Dناحیه آن در که
∫∫

D

(
x− 2y

x+ 2y
)2dxdy ب-

میباشد. x+ 2y = 3 و

میگیریم: نظر در زیر صورت به را v و u پاسخ:
u = x− 2y, v = x+ 2y

است: زیر شکل صورت به شده داده ناحیه

y

x

x+2y=1

x+2y=3

x-2y=1

x-2y=2

معکوس از باید گشتهاند ظاهر متغیر عنوان به y و x و تابع عنوان به v و u چون مسئله این در
. 1
J
= ∂(u,v)

∂(x,y)
و J = ∂(x,y)

∂(u,v)
باشیم داشته خاطر به شود. استفاده ژاکوبین ماتریس دترمینان

1

J
=

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 −2

1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4, ⇒ |J | = 1

4
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∫∫
D

(
x− 2y

x+ 2y
)2dxdy =

∫ 3

1

∫ 2

1

(
u

v
)2
1

4
dudv

=
1

4

∫ 3

1

∫ 2

1

u2

v2
dudv

=
1

4

∫ 3

1

1

v2

([
1

3
u3

]2
1

)
dv

=
7

12

∫ 3

1

v−2dv

=
7

12

[
− v−1

]3
1

=
7

12
(1− 1

3
)

=
7

18

2x + y = 2 و x + y = 2 ،y = 2x ،y = x خطوط به محصور ناحیه D آن در که
∫∫

D

dxdy

x2y
ج-

میباشد.

داراي انتگرالگیري بازه امکان حد تا که گرفت نظر در طوري را جدید متغیرهاي باید پاسخ:
D ناحیه که اول خط دو توجه با میشود. گرفته نظر در u = y

x
اینجا در مثلا باشد. ثابت کرانهاي
داشت خواهیم نمودهاند محصور را

1 ≤ u ≤ 2

ویژگیهاي از مجبوریم نتیجه در نمود. ایجاد ثابت کران بتوان که نیستند طوري دوم خط دو اما
با میشود. استفاده ایده همین از اما نیست، یکسان مسائل تمام در روش این کنیم. استفاده مسئله

میآید: بدست زیر رابطه دوم خط دو در x بر کردن تقسیم
1 +

y

x
=

2

x
, 2 +

y

x
=

2

x

است: زیر صورت به v کران نمود. تعریف v = 1
x
را جدید متغیر میتوان پس

1

2
(1 + u) ≤ v ≤ 1

2
(2 + u)

شدهاند: گرفته نظر در زیر صورت به جدید متغیرهاي خلاصه طور به
u =

y

x
, v =

1

x
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معکوس از باید گشتهاند ظاهر متغیر عنوان به y و x و تابع عنوان به v و u چون مثال این در
شود. استفاده ژاکوبین ماتریس دترمینان

1

J
=

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
− y

x2
1
x

− 1
x2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

x3
, ⇒ |J | = x3

∫∫
D

dxdy

x2y
=

∫ 2

1

∫ 1
2
(2+u)

1
2
(1+u)

1

x2y
x3dvdu

=

∫ 2

1

∫ 1
2
(2+u)

1
2
(1+u)

x

y
dvdu

=

∫ 2

1

∫ 1
2
(2+u)

1
2
(1+u)

1

u
dvdu

=

∫ 2

1

1

u

(1
2
(2 + u)− 1

2
(1 + u)

)
du

=

∫ 2

1

1

2u
du

=
1

2

[
lnu

]2
1

=
1

2
ln 2

میباشد. x2

a2
+

y2

b2
= 1 رابطه با بیضی یک درون ناحیه D آن در که

∫∫
D

dxdy د-

و x
a
= r cos θ کافیست میشود. دایره یک به تبدیل متغیر تغییر با بیضی یک پاسخ:

در .r2 = 1 داشت خواهیم بیضی رابطه در متغیر دو این جایگذاري با شود. انتخاب y
a
= r sin θ

تغییر از چون دارد. قرار 2π و 0 بین زاویه مقدار همچنین بود. خواهد 1 و 0 بین شعاع مقدار نتیجه
استفاده دیفرانسیلی عنصر تعیین براي ژاکوبین ماتریس دترمینان از باید است شده استفاده متغیر

گردد.

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a cos θ −ar sin θ

br sin θ br cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ = abr
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∫∫
D

dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

abrdrdθ

=

∫ 2π

0

[
ab

2
r2
]1
0

dθ

=

∫ 2π

0

ab

2
dθ

= πab

میباشد. (x+2y)2 +4(x− 3y)2 = 1 رابطه با بیضی یک درورن ناحیه D آن در که
∫∫

D

dxdy ه-

به را آن میتوان متغیر تغییر از استفاده با نیست. استاندارد نمایش داراي بیضی این پاسخ:
آورد. در استاندارد نمایش

u = x+ 2y, v = x− 3y, ⇒ u2 + 4v2 = 1, ⇒ u2 +
v2

(1
2
)2

= 1

با است برابر قبل مثال طبق میشود تعریف D′ نام به دیگري ناحیه روي که فوق بیضی مساحت
گردد: محاسبه هم ژاکوبین باید شده داده انتگرال تعیین براي اما .πab = π

2

1

J
=

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1 2

1 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = −5, ⇒ |J | = 1

5

∫∫
D

dxdy =

∫∫
D′

1

5
dudv

=
1

5

∫∫
D′

dudv

=
1

5
(
π

2
)

=
π

10
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سهگانه انتگرالهاي محاسبه 8
میشوند مشخص کرانها میشوند. محاسبه دوگانه انتگرالهاي مانند کلی حالت در سهگانه انتگرالهاي
ناحیه تعیین انتگرالها این در مهم نکته میگیرد. انجام متغیرها ترتیب به توجه با عملانتگرالگیري و

میگیرد. انجام ناحیهها رسم با عمدتاً که کرانهاست یا انتگرالگیري

دکارتی مختصات در سهگانه انتگرال 1.8
میشود: تعریف زیر صورت به حجم دیفرانسیل عنصر

dV = dxdydz

.dydzdx مانند شوند گرفته نظر در میتواند هم جایگشتها دیگر البته

مختصات اول ناحیه در y + x = 1 صفحه و z = x2 + y2 سهمیگون به محصور ناحیه حجم 13 مثال
آورید. بدست را

توضیحات روي از اگرچه شد. خواهند مشخص کرانها شود، رسم شده تعریف ناحیه اگر پاسخ:
یافت: را کرانها میتوان نیز مسئله

0 ≤ y ≤ 1− x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y2

x

y

z

y+x=1

z=x2+y2
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V =

∫∫∫
dzdydx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ x2+y2

0

dzdydx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

([
z

]x2+y2

0

)
dydx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(x2 + y2)dydx

=

∫ 1

0

([
x2y +

1

3
y3)

]1−x

0

)
dx

=

∫ 1

0

(
x2(1− x) +

1

3
(1− x)3

)
dx

=

∫ 1

0

(
x2 − x3 +

1

3
(1− x)3

)
dx

=

[
1

3
x3 − 1

4
x4 − 1

12
(1− x)4

]1
0

=
1

6

را z ≥ 0 ازاي به y = x2 و y = x صفحه و z = x2 + y2 سهمیگون به محصور ناحیه حجم 14 مثال
آورید. بدست

توضیحات روي از اگرچه شد. خواهند مشخص کرانها شود، رسم شده تعریف ناحیه اگر پاسخ:
یافت: را کرانها میتوان نیز مسئله

x2 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y2
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x

y

z

y=x2

y=x

z=x2+y2

V =

∫∫∫
dzdydx

=

∫ 1

0

∫ x

x2

∫ x2+y2

0

dzdydx

=

∫ 1

0

∫ x

x2

([
z

]x2+y2

0

)
dydx

=

∫ 1

0

∫ x

x2

(x2 + y2)dydx

=

∫ 1

0

([
x2y +

1

3
y3)

]x
x2

)
dx

=

∫ 1

0

(
4

3
x3 − x4 − 1

3
x6)dx

=

[
1

3
x4 − 1

5
x5 − 1

21
x7

]1
0

=
3

35

������	
������



34AvaEducation16.blog.ir

آورید. بدست را z = 0 و y = 0 و y = x و x+ y
2
+ z

2
= 1 به محصور ناحیه حجم 15 مثال

نقاط در که است صفحه یک معادله x
a
+ y

b
+ z

c
= 1 رابطه که است ذکر به لازم نکته یک پاسخ:

کرانها شود، رسم شده تعریف ناحیه اگر دارد. تقاطع مختصات محورهاي با x = a, y = b, z = c

یافت: را کرانها میتوان نیز مسئله توضیحات روي از اگرچه شد. خواهند مشخص
0 ≤ y ≤ 2

3
, y ≤ x ≤ 1− y

2
, 0 ≤ z ≤ 2− y − 2x

x

y

z

y=x
1

2

2

 دروم مجح
لارگتنا

صفر به محدود پایین از z که است مشخص شکل روي از ابتدا آمدند. بدست صورت بدین فوق کرانهاي
جملات بقیه انتقال و سمت یک در z داشتن نگاه با است. x+ y

2
+ z

2
= 1 صفحه سقف به محدود بالا از و

میآید: بدست زیر رابطه دیگر طرف به
z = 2− y − 2x

x = y آن اضلاع از یکی که است مثلث یک صورت به xy صفحه روي دادهشده حجم تصویر x کران براي
صفحه این در چون است. شده حاصل xy صفحه با x + y

2
+ z

2
= 1 صفحه برخورد از آن دیگر ضلع و

.x+ y
2
= 1 داشت خواهیم مقدار این جایگذاري با است، z = 0
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x

y

z

y=x

1

2

2

x=1-
y
2

(    ,    )2
3

2
3

V =

∫∫∫
dzdxdy

=

∫ 2
3

0

∫ 1− y
2

y

∫ 2−y−2x

0

dzdxdy

=

∫ 2
3

0

∫ 1− y
2

y

(2− y − 2x)dxdy

=

∫ 2
3

0

[
2x− yx− x2

]1− y
2

y

dy

=

∫ 2
3

0

(
2
(
(1− y

2
)− y

)
− y

(
(1− y

2
)− y

)
− (1− y

2
)2 + y2

)
dy

=

∫ 2
3

0

(
2− 4y +

5

2
y2 − (1− y

2
)2
)
dy

=

[
2y − 2y2 +

5

6
y3 +

2

3
(1− y

2
)3
] 2

3

0

=
2

9
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استوانهاي مختصات در سهگانه انتگرال 2.8
داشت: خواهیم زیر شکل به توجه با شود، استفاده x = r cos θ, y = r sin θ, z = z متغیر تغییر از اگر

x

y

z

r
ș

∫∫∫
f(x, y, z)dV =

∫∫∫
f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz

را x2 + y2 = a2 استوانه و z = 2x2 + 2y2 سهمیگون بین و xy صفحه بالاي محصور حجم 16 مثال
کنید. تعیین

داشت: خواهیم استوانهاي متغیر تغییر با پاسخ:
0 ≤ z ≤ 2x2 + 2y2, ⇒ 0 ≤ z ≤ 2r2

کرد. خواهد تغییر a و صفر بین ناحیه شعاع 2π تا صفر از θ زاویه
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x

y

z

z=2x2+2y2

x2+y2=a2

V =

∫∫∫
dzdydx

=

∫ 2π

0

∫ a

0

∫ 2r2

0

dzrdrdθ

=

∫ 2π

0

∫ a

0

2r3drdθ

=

∫ 2π

0

1

2
a4dθ

= πa4

آورید. بدست را دارد قرار xy صفحه بالاي که z = 1− 2x2 − y2 نمودار از بخشی حجم 17 مثال
شود: حل حجم تعیین براي زیر سهگانه انتگرال باید پاسخ:

V =

∫∫∫
dV =

∫∫∫
dzdydx =

∫∫
D

(1− 2x2 − y2)dydx

رابطه با نمودار این میشود. ایجاد xy صفحه با نمودار تقاطع از که است بیضی یک D فوق، رابطه در
اندکی با متغیرها در کردن قطبی روش از باید انتگرال این حل براي میشود. داده نشان 2x2 + y2 = 1

.y = r sin θ و x = 1√
2
r cos θ مثلاً نمود. استفاده تغییر

شود. حساب ژاکوبین ماتریس دترمینان باید باشد، داشته وجود دوگانه انتگرال در متغیر تغییر که هنگامی

J =
∂(x, y)

∂(r, θ)
, ⇒ J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1√
2
cos θ − 1√

2
r sin θ

sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
r√
2
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میشود: تبدیل زیر صورت به متغیر تغییر با دوگانه ∫∫انتگرال
D

(1− 2x2 − y2)dydx =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1− r2)
r√
2
drdθ

=
1√
2

∫ 2π

0

∫ 1

0

(r − r3)drdθ

=
1√
2

∫ 2π

0

[
1

2
r2 − 1

4
r4
]1
0

dθ

=
1√
2

∫ 2π

0

1

4
dθ

=
1√
2

2π

4
=

π

2
√
2

سهمیگون زیر و z = 0 صفحه بالاي نظر مورد حجم است. شده داده نمایش زیر شکل در حجم این
میباشد.

−1 −0.5 0
0.5 1 −1

0

1

0

1

x

y

z

Figure 1: Example 5

1
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آورید. بدست را دارد قرار z = 4 صفحه زیر که z =
√

2x2 + 3y2 رابطه با مخروط یک حجم 18 مثال
شود: حل حجم تعیین براي زیر سهگانه انتگرال باید پاسخ:

V =

∫∫∫
dV =

∫∫∫
dzdydx

رابطه با نمودار این میشود. ایجاد z = 4 صفحه با نمودار تقاطع از که است بیضی یک D فوق، رابطه در
با متغیرها در کردن قطبی روش از باید انتگرال این حل براي میشود. داده نشان √2x2 + 3y2 = 4

.y = 1√
3
r sin θ و x = 1√

2
r cos θ مثلاً نمود. استفاده تغییر اندکی

شود. حساب ژاکوبین ماتریس دترمینان باید باشد، داشته وجود دوگانه انتگرال در متغیر تغییر که هنگامی

J =
∂(x, y)

∂(r, θ)
, ⇒ J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1√
2
cos θ − 1√

2
r sin θ

1√
3
sin θ 1√

3
r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
r√
6

کران مقدار بیضی، رابطه در قطبی صورت به y و x دادن قرار با قطبی مختصات در که داشت توجه باید
میآید: بدست زیر صورت به √شعاع

2x2 + 3y2 = 4, ⇒ 2x2 + 3y2 = 16, ⇒ 2(
1√
2
r cos θ)2 + 3(

1√
3
r sin θ)2 = 16

داشت: خواهیم شعاع براي فوق عبارت نمودن ساده با
⇒ r2 = 16, ⇒ r = 4

میشود: تبدیل زیر صورت به متغیر تغییر با دوگانه انتگرال

V =

∫∫∫
dzdydx

=

∫ 2π

0

∫ 4

0

∫ 4

√
2x2+3y2

r√
6
dzdrdθ

=
1√
6

∫ 2π

0

∫ 4

0

(4r − r2)drdθ

=
1√
6

∫ 2π

0

([
2r2 − 1

3
r3
]4
0

)
dθ

=
1√
6

32

3
(2π) =

64π

3
√
6
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است. شده داده نمایش z = 4 صفحه زیر مخروط حجم زیر شکل در

−4 −2 0
2

4−4
−2

0
2

4
0

2

4

x
y

z

Figure 1: Example 5
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کروي مختصات در سهگانه انتگرال 3.8
صورت به z و y ،x نقاط نتیجه در میشوند. داده نمایش زاویه دو و شعاع یک با نقاط کروي مختصات در

شد: خواهند تعریف زیر

x = ρ sinϕ cos θ

y = ρ sinϕ sin θ

z = ρ cosϕ

میشود: نگاشته کروي مختصات به زیر شکل صورت به دکارتی مختصات در دلخواه نقطه هر

x

y

z

ȡ 

ș

 

داشت: خواهیم ژاکوبین دترمینان ماتریس از استفاده با

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂x
∂θ

∂y
∂ρ

∂y
∂ϕ

∂y
∂θ

∂z
∂ρ

∂z
∂ϕ

∂z
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ρ2 sinϕ

شود: می تبدیل زیر صورت به انتگرال ∫∫∫بنابراین
f(x, y, z)dV =

∫∫∫
f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ2 sinϕdρdϕdθ

است. ρ2 sinϕdρdϕdθ صورت به حجم دیفرانسیلی عنصر میدهد نشان رابطه این
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آورید. بدست را R شعاع به کره یک حجم 19 مثال
پاسخ:

V =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

ρ2 sinϕdρdϕdθ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

1

3
R3 sinϕdϕdθ

=
1

3
R3

∫ 2π

0

([
− cosϕ

]π
0

)
dθ

=
2

3
R3

∫ 2π

0

dθ

=
4

3
πR3

مرکز و 4 و 1 شعاع به کره دو بین حجم D که هنگامی را
∫∫∫

D

dxdydz

(x2 + y2 + z2)
3
2

حاصل 20 مثال
آورید. بدست باشد، مبدا

∫∫∫پاسخ:
D

dxdydz

(x2 + y2 + z2)
3
2

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 4

1

1

ρ3
ρ2 sinϕdρdϕdθ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 4

1

dρ

ρ
sinϕdϕdθ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

ln 4 sinϕdϕdθ

= ln 4

∫ 2π

0

([
− cosϕ

]π
0

)
dθ

= 2 ln 4

∫ 2π

0

dθ

= 4π ln 4
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آورید. بدست
∫ 0

−∞

∫ +∞

0

∫ 0

−∞

e−x2−y2−z2√
x2 + y2 + z2

dxdydz حاصل 21 مثال

مربوط بازههاي میتوان رو این از است. شده داده نمایش زیر شکل در انتگرال این کرانهاي پاسخ
نمود. تعیین را کروي مختصات زاویه دو به

x

y

z

∫ 0

−∞

∫ +∞

0

∫ 0

−∞

e−x2−y2−z2√
x2 + y2 + z2

dxdydz =

∫ π

π
2

∫ π

π
2

∫ ∞

0

e−ρ2

ρ
ρ2 sinϕdρdϕdθ

=

∫ π

π
2

∫ π

π
2

∫ ∞

0

ρe−ρ2 sinϕdρdϕdθ

=

∫ π

π
2

∫ π

π
2

([
− 1

2
e−ρ2

]∞
0

)
sinϕdϕdθ

=
1

2

∫ π

π
2

∫ π

π
2

sinϕdϕdθ

=
1

2

∫ π

π
2

([
− cosϕ

]π
π
2

)
dθ

=
1

2

∫ π

π
2

dθ

=
π

4
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تمرین 9
کنید. تعیین را زیر انتگرالهاي حاصل .1∫ 1

0

∫ π

0

sin(x− y)dxdy ب-
∫ 1

0

∫ π
4

0

sin(2x− y)dxdy ∫الف- 2

1

∫ ∞

0

e−xydxdy د-
∫ 8

−8

∫ 32

1

( 3
√
x+ 5

√
y)dydx ∫ج- π

2

−π
2

∫ cos θ

0

esin θdrdθ و-
∫ 1

0

∫ 1

x2

x3ey
3

dydx ه-

آورید. بدست شده مشخص نواحی روي را زیر انتگرالهاي حاصل .2

.(3, 2) و (1, 1) ،(0, 2) رئوس با است مثلثی D آن در که
∫∫

D

y2dA الف-

x = π و x = y ،x2 + y = 0 نمودارهاي بین محصور ناحیه D آن در که
∫∫

D

sin x

x
dA ب-

است.

است. x = y و y = 2− x2 نمودارهاي بین محصور ناحیه D آن در که
∫∫

D

xdA ج-

است. زیر مشخصشده ناحیه D آن در که ∫∫
D
(x2 − xy)dA د-

x
2

y

3

-2

-1

آورید. بدست قطبی روش به را زیر انتگرالهاي حاصل .3

است. x2+ y2 = 2 دایره داخل و x محور پایین قسمت R آن در که
∫∫

R

cos(x2 + y2)dA الف-

است. R = {(x, y)|1 ≤ x2 + y2 ≤ 3, 0 ≤ y ≤ x} آن در که
∫∫

R

tan−1(
y

x
)dA ب-

است. زیر شکل صورت به R آن در که
∫∫

R

(x− 2y)dA ج-
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x

y

1

-2

3

32
-1-3

-3

آورید. بدست متغیر تغییر روش به را زیر انتگرالهاي حاصل .4

xy2 = 2 و xy2 = 1 ،xy = 2 ،xy = 1 منحنیهاي بین ناحیه R آن در که
∫∫

R

xy3dA الف-
است.

،x− 2y = 1 ،x− 2y = 0 منحنیهاي بین ناحیه R آن در که
∫∫

R

(x+ 2y)ex
2−4y2dA ب-

است. x+ 2y = 1 و x+ 2y = 0

آورید. بدست را زیر سهگانه انتگرالهاي حاصل .5

.E = {(x, y, z)|0 ≤ y ≤ 2, |x| ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} آن در که
∫∫∫

E

(x2z3−y3)dzdydx الف-

زیر و (x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0) مختصات دستگاه اول ناحیه در E آن در که
∫∫∫

E

ydV ب-
است. z = 1− x2 − 4y2 سهمی

ناحیه در x2 + y2 + z2 = 9 و x2 + y2 + z2 = 1 کره دو بین E آن در که
∫∫∫

E

zdV ج-
است. گرفته قرار x < 0, y < 0, z > 0
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