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 قدم زدن تصادفی

 
 :الگوریتم•

با احتمال یکنواخت یکی از همسایه هایت –
 .را انتخاب کن

 تکرار–
 
 
 
 

 
 O(mn) :متوسط زمان دیدن همه ی رأسها در گراف همبند•

• Antony Gormley, Quantum Cloud, London 2000 
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 زنجیره مارکوف

 قدم زدن تصادفی روی گراف جهت دار•
 (غیریکنواخت)احتمال دلخواه –

 
 :شرط همگرایی•

 .گراف قویاً همبند باشد–
 .باشد ۱م طول دورها .م.ب–



 ماتریس قدم زدن تصادفی

 

Adjacency matrix A Transition matrix P 
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 (mixing time)زمان همگرایی 

𝑝0 = [0 0 … 0 1 0…0]𝑇  𝑝𝑡+1 = 𝐴𝑡𝑝0 

 :زمان همگرایی
حداقل زمان لازم برای 

از   𝑝𝑡اینکه فاصله ی 
]بردار 

1

𝑛
 … 

1

𝑛
یک  از  [
 .ثابت کمتر شودمقدار 



 مقدار ویژه های ماتریس قدم زدن تصادفی

1 = 𝜇1 ≥ …  ≥  𝜇𝑛 ≥ −1 𝜇 = max {𝜇2, 𝜇𝑛 } 
 

1 = (spectral gap)اختلاف مقدار ویژه ها • − 𝜇 
 

)𝑂 =کران بالای زمان همگرایی •
log 𝑛

1−𝜇
) 

 

𝑇𝑚𝑖𝑥 = 𝑝𝑡 −
1

𝑛
≈ 𝑂 𝑛 𝜇𝑡 = 𝑂 1  

⇒ 𝑡 = −
log 𝑛

log 𝜇
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log 𝑛
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 قدم زدن تصادفی تنبل

 :نامساوی چیگر•
1

2
1 − 𝜇2 ≤ 𝜙 𝐺 ≤ 2 1 − 𝜇2  

 پس•
1 − 𝜇2 = Ω 𝜙

2 𝐺  

 𝜇𝑛حل مشکل •
 .کاری می کنیم که همیشه نامنفی باشد–
 (اضافه کردن طوقه)قدم زدن تصادفی تنبل –



 چقدر تنبل؟

 (قدم زدن تصادفی)احتمال های یکنواخت : مثال•
 :ایراد•

 وابستگی به درجه–

 :راه حل•
 احتمال ثابت–

 :بهبود•
 چه احتمالی؟–



 قدم زدن تصادفی تنبل

 .در همان رأسی که هستی بمان ۱/۲با احتمال •
 :مقدار ویژه های ماتریس جدید•

• 𝐴′ = 
1

2
𝐴 +

1

2
𝐼 

• 𝐴 − 𝜇𝐼 = 0 

• 𝐴′ − 𝜇′𝐼 =
1

2
𝐴 +

1

2
𝐼 − 𝜇′𝐼

=
1

2
𝐴 − 2𝜇′ − 1 𝐼 = 0 

• −1 ≤ 𝜇 ≤ 1 ⇒  0 ≤ 𝜇′ ≤ 1 



 مجموعه های تکمیل شونده

 زنجیره ی مارکوف•
  [0,1]را به صورت تصادفی یکنواخت از بازه ی  Uعدد •

 :مجموعه ی بعدی. انتخاب کن
 



 مجموعه های تکمیل شونده

هر زنجیره مارکوف، متناظر برش روی گراف وزن دار با وزن  •
 .یالهای متناسب با احتمالها است

 
 prAباشد و  S0,S1,…,Snبا فرض اینکه ترتیب دیدن •

باشد، احتمال قدم زدن تصادفی بر  Aاحتمال شروع از 
 :حسب مجموعه تکمیل شونده

𝑝𝑟 𝑥, 𝑦 =  
𝑝𝑟  𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 = 𝑦

𝑝𝑟  𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 = 𝑥
𝑝𝑟 𝑥 (𝑦 ∈ 𝑆𝑛) 



 زمان همگرایی قدم زدن تصادفی

 پیمانه ی یک مجموعه و یک گراف•
 

 
 
 :در گراف تنبل  :زمان همگرایی•



 اثبات ترکیبیاتی زمان همگرایی

 .به جای نصف رأسها، یک کسر ثابت از آنها را می گیریم•

• 𝛿-small set expansion (0 < 𝛿 ≤
1

2
) 

𝜙𝛿 𝐺 ≔ min
𝑆:|𝑆|≤𝛿𝑛

𝜙(𝑆) 

 
 :زمان همگرایی قدم زدن تصادفی تنبل•

𝑇𝑚𝑖𝑥 ≤  
𝑑𝛿

𝛿𝜙𝛿(𝐺)
2

1/2

1/𝑛

 



 حدس مجموعه های کوچک

به ازای هر اپسیلون، دلتایی وجود دارد که تشخیص دو حالت  •
 :سخت است-زیر از هم ان پی

 
 

 
 مسایل مرتبط•

 تصادفیبهبود زمان پیدا کردن برش چندگانه با قدم زدن –
 حدس بازی یکتا–
 افراز محلی گراف–



 حدس اویس قرن

 روش مبتنی بر مجموعه های تکمیل شونده•
همه ی مجموعه های دیده شده در یک فرایند : حدس•

 .دارند O(|S*|)مجموعه ی تکمیل شونده اندازه ی 
اویس قرن ثابت کرده است که در صورتی که این حدس  •

کوچک رد  -درست باشد، فرضیه گسترش مجموعه
 .می شود

 ابرمکعب نویزی: مثال نقض•



 (مرور)ابرمکعب 

• n=2d 

• m=dn/2 = d2d-1 

 :گسترش گراف وقتی به دست می آید که روی یک بعد ببریم•

• 𝜙 𝐺 =
𝐸(𝑆,𝑉−𝑆)

𝑑|𝑆|
=

2𝑑−1

𝑑×2𝑑−1
=
1

𝑑
 



 (ابرمکعب غیردودویی)گراف همینگ 

 رأسی-kگراف کامل  dحاصل ضرب •
• H(d,k) 

 H(d,2)=ابرمکعب: حالت خاص•
 kd= تعداد رأسها •

𝑘𝑑×𝑑×(𝑘−1)= تعداد یالها •

۲ 
•(d(k-1))-منتظم 

𝑘−1= گسترش یالی •

𝑑
 



 ابرمکعب نویزی

 kتا  ۱بعدی با الفبای -dابرمکعب •

 احتمال رفتن از سر اول به سر دوم= وزن یالها •
یکسان و در  ԑ-1، با احتمال ۰شروع از همه :ساخت گراف•

 غیر این صورت تصادفی یکنواخت
 منتظم-۱گراف •
 δnگسترش اپسیلون و اندازه = برش روی یک بعد •

 گسترش مجموعه کوچک حداکثر اپسیلون•
 .دارد ε-1گسترش  ۱با احتمال  δεnهر مجموعه با اندازه ی •



 نتیجه رد شدن حدس

 :تعمیم محدودیت به•
 pagerankالگوریتم •
 الگوریتم محلی تقسیم گراف•
 heat kernelالگوریتم •
 :کران پایین برای ضریب تقریب مجموعه های کامل شونده•

• 𝑂 𝜙 𝑆 log(|𝑆|  

• 𝜀 =
1

log |𝑆|
 



 تأثیر روی افراز محلی گراف

  و اپسیلون مثبت، *Sبه ازای هر مجموعه ی هدف •
وجود دارد که   S*|/2|با اندازه ی حداقل  ’Sزیرمجموعه ی 

فرایند مجموعه ی تکمیل شونده را   Sعضو  vاگر از رأس 
می رسیم  Sاجرا کنیم، با احتمال ثابت به مجموعه ی 

 :که
 
 :زمان الگوریتم•

 



 چهار اثبات نامساوی چیگر

•  graph spectral method 

•  random walks 

•  PageRank 

•  heat kernel 

local partition algorithms  

spectral partition algorithm  



PageRank         versus       heat kernel 
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 سیمینوویتس-منحنی لواژ

 𝑝𝑖تابع تجمعی •
 

 
 تکه ای خطی•
𝜌= شیب • 𝑒𝑖  =تابعی از رأس مبدأ یال 
 انتگرال یک تابع نزولی: مقعر•
 𝑥/𝑛رسیدن به خط = همگرایی •



 سیمینوویتس-منحنی لواژ

 :به دست می آید tاز رابطه زیر •
 

 
 با اعمال استقرایی نامساوی زیر برای : اثبات•

 (توابع مقعر)نامساوی ینسن –

 
 



 اثبات نامساوی

 احتمال پس از یک گام از قدم زدن تصادفی•
•dS : متغیر مشخصه ی حضور رأسi  درS 
 Sرأسهای دلخواه •
•dS نزولی مرتب 
 (افقی روی نمودار)جمع تلسکوپی •

 



 (رأس) iبر حسب  dSمنحنی 

 



 ادامه اثبات

 نامساوی ینسن•
 
 
 
 نتیجه تعریف شکاف طیفی ترکیبیاتی•



 (توابع محدب)نامساوی ینسن 

 .(مقعر جهت نامساوی برعکس می شود)•



 بهبود این مقاله

 نسخه ی ترکیبیاتی اختلاف مقدار ویژه ها•
 :گسترش یالی•

 
 
 :نسخه ی ترکیبیاتی•

 
 
 نامساوی•



 بهبود این مقاله

بدون نیاز به تنبل بودن قدم زدن تصادفی، مسئله را حل •
 .می کنند

 جایگزین کردن با نسخه ترکیبیاتی•

𝑥به ازای هر  >
𝑛

2
 

 
 
 



 توان های بالاتر گراف

 :طبق نامساوی برای توابع مقعر•
 قبلاً بر حسب گسترش مجموعه کوچک–
 فقط برای گرافهای تنبل–
 
 
 حالا بر حسب نسخه ی ترکیبیاتی آن–

 



 توان های بالاتر گراف

 بر حسب نسخه ی ترکیبیاتی آن•
 
 
 نامساوی بین این دو نسخه•

 
 
 تعمیم به گرافهای کلی: نتیجه•

 
 
 .است tightبرای یک دور تنبل این نتیجه به طور مجانبی •



 تعمیم نتایج به گرافهای کلی

 گسترش•
 
 شکاف ترکیبیاتی•

 
 :در حالتی که همه حجم های متمایز داشته باشند•

–d بردار درجه گراف 



 (ادامه)تعمیم نتایج به گرافهای کلی 

 سیمینوویتس-منحنی لواژ•
 
 
 
 نزولی مرتب شده pبرای  C(p)نقاط مرزی منحنی •

 
 
 



 (ادامه)تعمیم نتایج به گرافهای کلی 

 منحنی میله ای•
 dS/degمرتب سازی روی –

 degعرض هر میله –

 dS/degارتفاع هر میله –

 vol(V)= عرض کل –
 

 
 



 مسایل حل نشده

کران داده شده به طور مجانبی بهترین بود، تعمیم به •
 (مقالهخود . )حالت کلی حل نشده است

 



 پایان

 


