
  )    6صفحه   ‐ 2جزوه درس رياضيات عمومي   -محيط زيست دانشگاه:  ( 

 

,ݔሺܨبررسي كنيد؟  )1,0(پيوستگي تابع زير را در نقطه  : 126 ك ሻݕ ൌ ௫మାଶ௬

௫ା௬మ
				  

  

  

  اط داده شده بررسي كنيد؟نق زير را درتوابع پيوستگي 

,ݔሺܨ :ك 127   ሻݕ ൌ ඥ9 െ ଶݔ െ ,ሺ0				ଶݕ √5ሻ  334 ܨ  :پሺݔ, ሻݕ ൌ ൝
௫௬మ

௫యା௬య
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

3														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
   

,ݔሺܨ:ك 127   ሻݕ ൌ ൝
௫మି௬మ

௫ା௬
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ1,െ1ሻ

3														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ1,െ1ሻ	
,ݔሺܨ:ك 127    ሻݕ ൌ ቊ

௫ି௬

௫ା௬
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

3														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
 

,ݔሺܨ:پ 334  ሻݕ ൌ ൝
௦௜௡௫௬

௫మା௬మ
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

0														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
,ݔሺܨ: پ 334     ሻݕ ൌ ൝

௫య௬య

௫భమା௬ర
					ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ

0														ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ	
 

  :مشتق گيري از توابع چند متغيره

  تعبير هندسي 

,୶ሺaܨاست. بنابراين  y=bدر صفحه  =Fz)(x,yدر واقع اثر سطح  =Fz)(x,bنمودار معادله  :340پ bሻ ൌ
ப୊

ப୶
 

  است. (a,b,F(a,b))در نقطه z=F(x,y) ضريب زاويه منحني

  :عبارت است    y=bبر اين منحني در صفحه Lمعادله خط مماس  نكته ارشدي:

ݖ െ ,ሺܽܨ ܾሻ ൌ ,୶ሺaܨ bሻሺx െ aሻ 

  معادلات دكارتي (يا متقارن) اين خط مماس را داريم: نكته ارشدي:

ݕ ൌ ܾ		, ݔ െ ܽ ൌ
ݖ െ ,ሺܽܨ ܾሻ
,୶ሺaܨ bሻ
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,୷ሺaܨاست. بنابراين  y=aدر صفحه  z=F(x,y)در واقع اثر سطح  z=F(a,y)نمودار معادله  bሻ ൌ
ப୊

ப୷
 

  است. (a,b,F(a,b))در نقطه z=F(x,y) ضريب زاويه منحني

  معادلات دكارتي (يا متقارن) اين خط مماس را داريم: نكته ارشدي:

ݔ ൌ ܽ		, ݕ െ ܾ ൌ
ݖ െ ,ሺܽܨ ܾሻ
,୷ሺaܨ bሻ

 

 

 

 

limاگر  يك تابع دو متغيره باشد =x,y)(FZفرض كنيد  :128ك 
௛→଴

ிሺ௫ା௛,௬ሻିிሺ௫,௬ሻ

௛
موجود باشد گوئيم  

ثابت نگه مي  F(x,y)را در  yمتغير ௫ሖܨموجود است لذا براي محاسبه xنسبت به  Fمشتق جزئي مرتبه اول 
  و مقدار آن را با نمادهاي زير نشان ميدهيم. داريم

߲Fሺx, yሻ
∂x

	 ,
߲z
∂x
	 ,

߲F
∂x
	, ,୶ሺxܨ yሻ, ௫ሖܨ 	 

limبه طور مشابه اگر 
௛→଴

ிሺ௫,௬ା௛ሻିிሺ௫,௬ሻ

௛
موجود  yنسبت به  Fموجود باشد گوئيم مشتق جزئي مرتبه اول  

ثابت نگه مي داريم و مقدار آن را با نمادهاي زير نشان  F(x,y)را در  xمتغير ௬ሖܨاست لذا براي محاسبه
  ميدهيم.

߲Fሺx, yሻ
∂y

	 ,
߲z
∂y
	,

߲F
∂y
	, ,୷ሺxܨ yሻ, ௬ሖܨ 	 

డ୊مثالهاي زير در 

ப୷
డ୊و  

ப୶
  را داريم؟ 	

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ  ݕݔ2

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ  ଷݕଶݔ

,ݔሺܨ	:پ346 ሻݕ ൌ 9 ൅ ݔ2 െ  ଶݕ3

,ݔሺܨ	:346 ك ሻݕ ൌ ଷݕଶݔ ൅ ݕݔ2 െ 2 

,ݔሺܨ	:338 پ ,ݕ ሻݖ ൌ ݕݏ݋ଶܿݔ ൅ డ୊ در اين تابع را نيز بدست آوريد     ଶݖ
ப௭
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,Fሺxمقادير مشتق جزئي مرتبه اول  :پ 338 yሻ ൌ xଷyଶ ൅ 2xy െ 4y  ؟بدست آوريد (1,2)را در نقطه  

  

  

,ݔሺܨ	:338 پ ,ݕ ሻݖ ൌ ݖ݊݅ݏଶݕଷݔ ൅ ݁௬௭  در اين تابع را نيز بدست آوريدడ୊
ப௭
 

  

,ݔሺܨ	:129 ك ሻݕ ൌ
௫

௬ା௫మ
 

  مشتقات جزئي مرتبه هاي بالاتر

  : 129و ك  343پ

డమ୸

ப୶మ
ൌ

డ

ப୶
ቀ
డ୸

ப୶
ቁ ൌ                 ୶୶ܨ

డమ୸

ப୷మ
ൌ

డ

ப୷
ቀ
డ୸

ப୷
ቁ ൌ  ୷୷ܨ

డమ୸

ப୷ப୶
ൌ

డ

ப୷
ቀ
డ୸

ப୶
ቁ ൌ                 ୷୶ܨ

డమ୸

ப୶ப୷
ൌ

డ

ப୶
ቀ
డ୸

ப୷
ቁ ൌ  ୶୷ܨ

  را بدست آوريد؟توابع زير جزئي مرتبه اول و دوم  هاي مشتقهمه 

,Fሺx :ك 129 yሻ ൌ xଷyସ 

,Fሺx :پ 343   yሻ ൌ  yଶݔ݊݅ݏ

డమ୸جزئي مرتبه دوم  مشتق

ப୶ப୷
  )92(كارشناسي ارشد حسابداري  بدست آوريد؟ (2,4)در نقطه را زيرتابع   

ݖ ൌ ௬ି௫݁ݔ
మ
൅  ଶݕݔ
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  مشتق تركيب توابع و ضمني

 THE CHAIN RULEقاعده زنجيره اي : 

مشتق پذير  v(x,y)و   u(x,y)پيوسته بوده و توابع  z=F(x,y)فرض مي كنيم مشتقات جزئي مرتبه اول 
  تابعي مشتق پذير است و داريم: zباشند در اين صورت 

ݖ ൌ ,ݑሺܨ ሻݒ ൌ ൜
ݑ ൌ ,ݔሺݑ ሻݕ
ݒ ൌ ,ݔሺݒ  	ሻݕ

߲z
∂x

ൌ
߲z
∂u

.
߲u
∂x

൅
߲z
∂v
.
߲v
∂x

 

߲z
∂y

ൌ
߲z
∂u

.
߲u
∂y

൅
߲z
∂v
.
߲v
∂y

 

  : 235مجموعه كتب كارشناسي ارشد رشته حسابداري انتشارات علوي: علوي اينترنت 

ݖ در تابع ൌ ଶݔ൫ܨ ൅ ,ଶݕ ݕ ൗݔ ൯  مشتقاتப୸

ப୶
ப୸و  z୶يا  

ப୷
  را حساب كنيد؟ z୷يا  

  

ݖ درتابع  جزوه ايترنت دست نوشت: ൌ
௨

௩
െ

௩

௨
ݑو   ൌ ଶݔ െ ݒو  ଶݕ ൌ డ୸مشتقات  ݕݔ

ப୶
డ୸و  

ப୷
  كنيد؟را محاسبه  

  

ݖدرتابع    :235علوي  ൌ ଶݑ√݈݊ ൅ ݑو  ଶݒ ൌ ݑو  ௬݁ݔ ൌ డ୸مشتقات  ௬ି݁ݔ

ப୶
డ୸و  

ப୷
  را محاسبه كنيد؟ 

ݕ ൌ ln ݕ́				ݑ ൌ
௨́

௨
ݕ   ,    ൌ ݕ́			ݑ√ ൌ

௨́

ଶ√୳
		 

  

ݖدرتابع  ترنت چاپي:نجزوه اي ൌ ଶݑ െ ݒݑ ൅ ݑو  ଶݒ2 ൌ
ଵ

௫ାଵ
ݑو   ൌ 1 ൅ డ୸مشتقات  ݔ√

ப୶
محاسبه  x=1را در نقطه  

  در منزل كنيد؟
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  مشتق توابع ضمني:

از هم مجزا نباشند را تابع ضمني مي گويند تمام توابعي كه تا بحال ديده ايم حالت  X,Yتوابعي كه  :92ماهان
  در نظر ميگيرم و داريم: F(X,Y)=0خاصي از توابع ضمني اند. براي مشتق اين توابع 

డ୷

ப୶
ൌ െ

ி౮ሺ୶,୷ሻ

ி౯ሺ୶,୷ሻ
                    

డ୶

ப୷
ൌ െ

ி౯ሺ୶,୷ሻ

ி౮ሺ୶,୷ሻ
 

 كه با رابطه =x F(y)توان انتظار داشت كه توابع مختلفچه موقع مي: دانشنامه رشد  :و : ///:a.wikipedia.orgFhttpسايت 

F(x,y)=0 شوند مشتقپذير باشند؟تعريف مي 

تا در هر نقطه آن خطي مماس وجود داشته باشد،  پاسخ: هنگامي كه نمودار رابطه به اندازه كافي هموار باشد
باشد. براي محاسبه مشتق توابعي  y,x تركيبي جبري از توانهاي F از جمله اين موارد وقتي است كه فرمول

گيريم و در نظر مي x را به عنوان تابعي هر چند ناشناخته، مشتق پذير از Yشوند، كه بطور ضمني تعريف مي
 .نامندگيريم. اين روش را مشتق گيري ضمني ميمشتق مي x بت بهاز دو طرف معادله نس

  بدست آوريد؟ Xمشتق ضمني تابع زير را بر حسب  :92ماهان 

ସݕଶݔ ൅ ହݕ ൅ ଷݔ ൅ ଶݕଷݔ ൌ 0 

߲y
∂x

ൌ 

߲y
∂y

ൌ 

  : 363پ 
	

ସݕ ൅ 3y െ ଷݔ4 െ ݔ5 െ 1 ൌ 0 

߲y
∂x

ൌ 

߲y
∂y

ൌ 

డ୸و براي محاسبه  در مي اوريم 0F=(x,y,z)نيز ابتدا تابع را به صورت  F(x,y,z)در توابع  :133ك

ப୶
 x,yيك بار  

را ثابت نگه مي داريم و  y,zرا محاسبه مي كنيم و بار ديگر  zنسبت به  Fو مشتق  را ثابت نگه مي داريم
  و داريم: را محاسبه مي كنيم  xنسبت به  Fمشتق 
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߲z
∂x

ൌ െ
,୶ሺxܨ yሻ

,୸ሺxܨ yሻ
 

డ୸به طور مشابه براي حل 

ப୷
	                                                                نيز داريم: 

డ୸

ப୷
ൌ െ

ி౯ሺ୶,୷ሻ

ி౰ሺ୶,୷ሻ
  

,ݔሺܨتابع در  :133ك ,ݕ ሻݖ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ డ୸مشتقات ضمني  1

ப୶
డ୸و  

ப୷
  را بدست آوريد؟ 

  

ݖݔدر تابع  :133ك ൅ ݖ݈݊ݕ ൌ డ୸مشتقات ضمني  ݕଶݔ

ப୶
డ୸و  

ப୷
  را بدست آوريد؟ 

  

  

  

  مينيمم توابع چند متغيره:ماكزيمم و 

,୶ሺxܨدستگاه  يك تابع با مشتقات اول و دوم پيوسته باشد =Fz(x,y)فرض مي كنيم   و جهش ::151ك yሻ ൌ 0 
,୷ሺxܨو  yሻ ൌ ,ሺx଴را حل مي كنيم فرض مي كنيم  0 y଴ሻ  جواب دستگاه باشند سپس با محاسبه∆ൌ

୷୷ܨ୶௫ܨ െ ൫ܨ୶୷൯
ଶ : داريم  

൐∆اگر  -1 ୶௫ܨو    0 ൐ ,ሺx଴تابع در نقطه   0 y଴ሻ نسبي دارد. مينيمم 

൐∆اگر  -2 ୶௫ܨو    0 ൏ ,ሺx଴تابع در نقطه   0 y଴ሻ نسبي دارد. ماكزيمم  
൏∆اگر  -3 ,ሺx଴آنگاه تابع در نقطه   0 y଴ሻ .اكسترمم نسبي نيست اين نقطه را نقطه زيني مي گويند 

ൌ∆اگر  -4  نتيجه اي از اين آزمون بدست نمي آيد كه بايد از روش هاي ديگري استفاده نمود.  0

,ሺx଴در نقطه  zتعريف : اگر تابع  y଴ሻ  ماكزيمم نسبي يا مينيمم نسبي داشته باشد گوئيمz  در آن نقطه
  اكسترمم نسبي دارد.

نقطه  است كه يك تابع يك دامنه اي درنقطه زيني ◌ٔ نقطه در رياضيات، يك : //:a.wikipedia.org/Fhttpتعريف :
 ده كه در حالتي كه دامنه تابعنيست. نام آن از اين موضوع گرفته ش اكسترمم موضعي بوده ولي سكون باشد،  

شود است كه در يك راستا به بالا و در راستاي ديگر به پايين خم مي سطحي زيني، ◌ٔ نمونه مشخص نقطه
  .كنندزيني يكديگر را قطع مي ◌ٔ تابع در نقطه خطوط كانتوري در حالت دوبعدي، .(گردنه يا زين (مانند يك
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  یک نقطهٔ زینی (با رنگ قرمز) بر روی نمودار                               )      (به شکل خطوط کانتوری نقطهٔ زینی بين دو تپه (محل تقاطع  

  )83(ارشد معدن بدست آوريد؟ ,1)‐(1اكسترمم نسبي تابع را در نقطه  جهش:294

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ଷݔ െ ଷݕ ൅  ݕݔ3

  

  )78بدست آوريد؟(ارشد سيستم  (3,2)اكسترمم نسبي تابع را در نقطه  جهش:294

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ 1 ൅ ݔ2 ൅ ݕ3 െ  ݕݔ

  

  )78بدست آوريد؟(ارشد رياضي  (0,0)اكسترمم نسبي تابع را در نقطه  جهش:295

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ݕଶݔ െ ଶݕ െ ଷݔ ൅  ݕݔ

  نقطه بحراني:

 ሺx଴, y଴ሻ ∈   مي گوئيم هرگاه يكي از دو شرط زير برقرار باشد z=F(x,y)را يك نقطه بحراني  ௭ܦ

,ݔ௫ሺܨ -1 ሻݕ ൌ ,ݔ௬ሺܨو   0 ሻݕ ൌ 0 

 وجود نداشته باشد. مشتق -2

  نقاط بحراني و اكسترمم تابع را در صورت وجود بيابيد؟ :153ك

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ

  

  )81نقاط بحراني و اكسترمم تابع را در صورت وجود بيابيد؟(ارشد مكانيك : 294جهش 
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,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ଶݔ െ ݕݔ3 ൅ ଶݕ2 െ ݔ5 ൅  ݕ7

  

  منزل)81نقاط بحراني و اكسترمم تابع را در صورت وجود بيابيد؟(ارشد مكانيك  :152ك

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ݕݔ2 െ ଶݕ5 ൅ ݔ4 െ ଶݔ2 ൅ ݕ4 െ 4 

  

  تابع را در صورت وجود بيابيد؟ منزل نقاط بحراني و اكسترمم :390و پ  152ك 

,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ଶݔ െ ݕݔ2 ൅
1
3
ଷݕ െ  ݕ3

  

,ሺx଴فرض مي كنيم  y଴ሻ ∈ ௫ܨ ،نقاط بحرانيباشد با توجه به تعريف و يك نقطه بحراني  ௭ܦ ൌ   و   0

௬ܨ  ൌ   را با توجه به مفهوم مشتق چگونه ارزيابي مي كنيد؟0

  

  

  انتگرال:

  انتشارت فاطمي –قسمت اول جلد اول ويرايش ششم  –ارشك حميدي جيمز استورات ترجمه:  –حساب و ديفرانسيل 

  را تخمين بزنيم؟ 1تا  0از  2y=xمثال: با استفاده از مستطيلها مي خواهيم مساحت زير سهمي 

  شكل:

  

  

  

  

  براي محاسبه مساحت مي توانيم دو شكل زير را داشته باشيم:


