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پیشگفتار
سایت در و شده تدریس گذشته ترم�هاي در که است دانشگاه 2 ریاضی کلاس مطالب شامل فایل این
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مقدمه 1
چند توابع در می�دهد. نشان را مشتق مورد متغیر به نسبت تابع آن تغییرات میزان تابع یک از مشتق
متغیرها، از کدام هر ازاي به می�توان بنابراین گردند. تابع تغییر باعث می�توانند متغیرها از کدام هر متغیره
از مشتق همان مانند متغیره چند مشتق�هاي مورد در تعاریف و قضایا از بسیاري نمود. تعریف را مشتق
و می�شود پرداخته متغیره چند مشتق تعریف به ادامه در گسترده�تر. کمی اما است، متغیره تک توابع

می�گردد. ارائه مشتق نوع این به مربوط موضوعات

متغیره چند مشتق تعریف 2
است: زیر صورت به f(x) متغیره تک تابع براي مشتق تعریف

df(x)

dx
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

می�شود: تعریف زیر صورت به مشتق هم f(x, y) متغیره دو تابع براي تعریف همین تعمیم با
∂f(x, y)

∂x
= lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
∂f(x, y)

∂y
= lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

می�شود فرض می�شود، گرفته مشتق متغیر یک به نسبت f تابع از که هنگامی گفت می�توان دیگر بیانی به
می�شود). رفتار آن�ها با ثابت عدد (مثل هستند ثابت دیگر متغیرهاي

دارد: وجود مراجع در عمده صورت دو به مشتق نمایش
∂f

∂x
= fx,

∂f

∂y
= fy

می�نامند. هم جزئی1 مشتق یا پاره�اي مشتق را چندمتغیره مشتق

آورید. بدست y و x به نسبت را f(x, y) = 3x− 7y + 5x2 − 6y2 − xy3 تابع مشتق 1 مثال
بالعکس. و �می�شود فرض ثابت y می�شود، گرفته مشتق x به نسبت وقتی پاسخ:

∂f

∂x
= 3− 0 + 10x− 0− y3 = 3 + 10x− y3

∂f

∂y
= 0− 7 + 0− 12y − x(3y2) = −7− 12y − 3xy2

1partial derivative
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آورید. بدست y و x به نسبت را زیر تابع مشتق 2 مثال
f(x, y) = x3 + xy2 + y4

بالعکس. و �می�شود فرض ثابت y می�شود، گرفته مشتق x به نسبت وقتی پاسخ:
∂f

∂x
= 3x2 + y2

∂f

∂y
= 2xy + 4y3

آورید. بدست f(x, y) = x− sin(yx2 + xy2) دومتغیره تابع در ∂f
∂y

و ∂f
∂x

حاصل 3 مثال
بالعکس. و �می�شود فرض ثابت y می�شود، گرفته مشتق x به نسبت وقتی پاسخ:

∂f

∂x
= 1− (2xy + y2) cos(yx2 + xy2)

∂f

∂y
= −(x2 + 2xy) cos(yx2 + xy2)

متغیره دو از بیش توابع مشتق 1.2
مشتق هنگام نمی�شود. عوض متغیره چند مشتق قانون هم، باشد دو از بیشتر متغیرهاي داراي تابعی اگر

می�شوند. گرفته نظر در ثابت متغیرها بقیه متغیر، یک به نسبت تابع از گرفتن

آورید. بدست را ∂f
∂z

و ∂f
∂y

،∂f
∂x

زیر توابع در 4 مثال

f(x, y, z) = ln(xz + y − z2) ب- f(x, y, z) = x3y2z +
x2

yz
الف-

f(x, y, z) = exyz cos xyz د- f(x, y, z) = sin(2x+ 3y − 4z) ج-

f(x, y, z) =
√

x2 − y2 − z2 و- f(x, y, z) =
x

y + z
ه-

پاسخ:
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الف-
∂f

∂x
= 3x2y2z +

2x

yz

∂f

∂y
= 2x3yz − x2

y2z

∂f

∂z
= x3y2 − x2

yz2

ب-
∂f

∂x
=

z

xz + y − z2

∂f

∂y
=

1

xz + y − z2

∂f

∂z
=

x− 2z

xz + y − z2

ج-
∂f

∂x
= 2 cos(2x+ 3y − 4z)

∂f

∂y
= 3 cos(2x+ 3y − 4z)

∂f

∂z
= −4 cos(2x+ 3y − 4z)

د-
∂f

∂x
= yzexyz cos xyz − yzexyz sinxyz

∂f

∂y
= xzexyz cosxyz − xzexyz sinxyz

∂f

∂z
= xyexyz cos xyz − xyexyz sinxyz

������	
���
���



7AvaEducation16.blog.ir

ه-
∂f

∂x
=

1

y + z

∂f

∂y
= − x

(y + z)2

∂f

∂z
= − x

(y + z)2

و-
∂f

∂x
=

x√
x2 − y2 − z2

∂f

∂y
= − y√

x2 − y2 − z2

∂f

∂z
= − z√

x2 − y2 − z2

متغیره چند توابع در بالاتر مراتب مشتق 2.2
گرفت. مشتق آن از ترتیب به باید مشتق، مورد متغیر به توجه با تابع، یک از ... یا سوم دوم، مشتق براي

می�شود: نوشته زیر صورت به x متغیر به نسبت دوم مشتق مثال عنوان به
fxx =

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(∂f
∂x

)
می�شود. گرفته مشتق x به نسبت بار دو یعنی

است: زیر صورت به x به نسبت سپس و y به نسبت اول مشتق، نمایش
fxy =

∂2f

∂xy
=

∂

∂x

(∂f
∂y

)
داشت: خواهیم باشند، پیوسته fyx و fxy توابع وقتی که می�شود ثابت

fxy = fyx

می�شود. داده نمایش ∂2f
∂x∂y

یا ∂2f
∂xy

صورت دو هر به fxy عبارت توجه:

آورید. بدست را ∂2f
∂y2

و ∂2f
∂xy

،∂2f
∂x2 زیر توابع در 5 مثال

f(x, y) = tan(2x− y) ب- f(x, y) = xey الف-
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f(x, y) = x cos y د- f(x, y) = 5
√
x3 + y2 ج-

پاسخ:

می�آوریم: بدست متغیر دو به نسبت را اول مشتق ابتدا الف-
∂f

∂x
= ey

∂f

∂y
= xey

شود: گرفته مشتق دیگر یکبار اول، مشتق از باید دوم مشتقات یافتن براي
∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(∂f
∂x

)
=

∂

∂x

(
ey
)
= 0

∂2f

∂xy
=

∂

∂x

(∂f
∂y

)
=

∂

∂x

(
xey

)
= ey

∂2f

∂yx
=

∂

∂y

(∂f
∂x

)
=

∂

∂y

(
ey
)
= ey

می�آوریم. بدست را fxy تنها دیگر مثال�هاي در .∂2f
∂xy

= ∂2f
∂yx

که می�بینیم بخش همین در
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(∂f
∂y

)
=

∂

∂y

(
xey

)
= xey

می�آوریم: بدست متغیر دو به نسبت را اول مشتق ابتدا ب-
∂f

∂x
= 2

(
1 + tan2(2x− y)

)
∂f

∂y
= −

(
1 + tan2(2x− y)

)
شود: گرفته مشتق دیگر یکبار اول، مشتق از باید دوم مشتقات یافتن براي

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(∂f
∂x

)
=

∂

∂x

(
2
(
1 + tan2(2x− y)

))
= 8 tan(2x− y)

(
1 + tan2(2x− y)

)

∂2f

∂xy
=

∂

∂x

(∂f
∂y

)
=

∂

∂x

(
−
(
1+tan2(2x−y)

))
= −4 tan(2x−y)

(
1+tan2(2x−y)

)

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(∂f
∂y

)
=

∂

∂y

(
−
(
1+ tan2(2x− y)

))
= 2 tan(2x− y)

(
1+ tan2(2x− y)

)
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می�آوریم: بدست متغیر دو به نسبت را اول مشتق ابتدا ج-
∂f

∂x
=

1

5
(3x2)(x3 + y2)−

4
5

∂f

∂y
=

1

5
(2y)(x3 + y2)−

4
5

شود: گرفته مشتق دیگر یکبار اول، مشتق از باید دوم مشتقات یافتن براي
∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(∂f
∂x

)
=

∂

∂x

(
3x2

5
(x3 + y2)−

4
5

)
=

6x

5
(x3 + y2)−

4
5 − 4

5
(
9

5
x4)(x3 + y2)−

9
5

∂2f

∂xy
=

∂

∂x

(∂f
∂y

)
=

∂

∂x

(
2y

5
(x3 + y2)−

4
5

)
=

2y

5
(−4

5
)(3x2)(x3 + y2)−

9
5

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(∂f
∂y

)
=

∂

∂y

(
2y

5
(x3 + y2)−

4
5

)
=

2

5
(x3 + y2)−

4
5 − 4

5

4y2

5
(x3 + y2)−

9
5

می�آوریم: بدست متغیر دو به نسبت را اول مشتق ابتدا د-
∂f

∂x
= cos y

∂f

∂y
= −x sin y

شود: گرفته مشتق دیگر یکبار اول، مشتق از باید دوم مشتقات یافتن براي
∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(∂f
∂x

)
=

∂

∂x

(
cos y

)
= 0

∂2f

∂xy
=

∂

∂x

(∂f
∂y

)
=

∂

∂x

(
− x sin y

)
= − sin y

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(∂f
∂y

)
=

∂

∂y

(
− x sin y

)
= −x cos y
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آورید. بدست f(x, y) = x2y3 + x5y تابع در را ∂3f
∂x2y

حاصل 6 مثال
پاسخ:

∂3f

∂x2y
= fxxy

fx = 2xy3 + 5x4y

fxx = 2y3 + 20x3y

fxxy = 6y2 + 20x3

همگن تابع 3.2
.f(λx, λy) = λαf(x, y) باشیم داشته λ ∈ R ازاي به هرگاه است α درجه از همگن f تابع

کنید. تعیین را وجود) صورت (در زیر توابع بودن همگن درجه 7 مثال

f(x, y) = sin
x

y
+ cos

xy

x2 + y2
ب- f(x, y) = x3 + 4x2y الف-

f(x, y) = x2 + xy3 د- f(x, y) =
5
√
x2 − y2

x
ج-

f(x, y, z) = ln(x4y + x2y2z + xy2z2 + y2z3)− ln(x5 + y5 + z5) ه-

پاسخ:

سپس و گیرد قرار λx ،x قبیل از متغیرهایی جاي به باید تابع بودن همگن درجه تعیین براي الف-
α مقدار صورت، این در آید. وجود به اصلی تابع در λα ضرب از که شود ایجاد تابعی فاکتورگیري با

است. تابع بودن همگن درجه
f(λx, λy) = (λx)3 + 4(λx)2(λy) = λ3(x3 + 4x2y) = λ3f(x, y)

⇒ α = 3

است 3 فوق تابع بودن همگن درجه
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ب-
f(λx, λy) = sin

λx

λy
+ cos

(λx)(λy)

(λx)2 + (λy)2
= λ0

(
sin

x

y
+ cos

xy

x2 + y2

)
⇒ α = 0

است 0 فوق تابع بودن همگن درجه

ج-
f(λx, λy) =

5
√

(λx)2 − (λy)2

λx
=

λ
2
5

5
√
x2 − y2

λx
= λ− 3

5f(x, y)

⇒ α = −3

5

است −3
5
فوق تابع بودن همگن درجه

د-
f(λx, λy) = (λx)2 + (λx)(λy)3 = λ2

(
x2 + λ2xy3

)
در باشیم. داشته را f(x, y) فقط که طوري به نیست فوق عبارت از شدن جدا قابل λ فوق تابع در

نیست. همگن فوق تابع نتیجه

ه-
f(x, y, z) = ln

x4y + x2y2z + xy2z2 + y2z3

x5 + y5 + z5

f(λx, λy, λz) = ln
(λx)4(λy) + (λx)2(λy)2(λz) + (λx)(λy)2(λz)2 + (λy)2(λz)3

(λx)5 + (λy)5 + (λz)5

= ln
λ5(x4y + x2y2z + xy2z2 + y2z3)

λ5(x5 + y5 + z5)

= ln
x4y + x2y2z + xy2z2 + y2z3

x5 + y5 + z5

= f(x, y, z)

= λ0f(x, y, z)

⇒ α = 0

است 0 فوق تابع بودن همگن درجه
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داریم: α درجه از f همگن تابع براي اویلر: قضیه
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= αf(x, y)

x2∂
2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂xy
+ y2

∂2f

∂y2
= α(α− 1)f(x, y)

کنید. تعیین را xfx + yfy عبارت مقدار باشد، f(x, y) = sin x
y
اگر 8 مثال

حساب y و x به نسبت مشتقات ابتدا اول روش در دارد. وجود مسئله این حل براي روش دو پاسخ:
اویلر قضیه از تابع بودن همگن به توجه با دوم روش در می�دهیم. تشکیل را شده خواسته عبارت و می�شود

می�کنیم. استفاده
∂f

∂x
=

1

y
cos

x

y

∂f

∂y
= − x

y2
cos

x

y

⇒ xfx + yfy = x
(1
y
cos

x

y

)
+ y

(
− x

y2
cos

x

y

)
= 0

می�گردد: استفاده اویلر قضیه از سپس و می�شود تعیین تابع بودن همگن درجه دوم روش در
f(λx, λy) = sin

λx

λy
= sin

x

y
= λ0f(x, y)

بنابراین است، 0 بودن همگن درجه
xfx + yfy = αf(x, y) = 0

کنید. تعیین را x∂f
∂x

+ y ∂f
∂y

عبارت مقدار باشد، f(x, y) = x tan x
y
+ y tan y

x
اگر 9 مثال

اما کنیم. استفاده اویلر قضیه از وجود، صورت در تا می�کنیم بررسی را تابع بودن همگن ابتدا پاسخ:
کنیم. ساده را شده داده عبارت اصلی روش از باید نبود همگن اگر

f(λx, λy) = λx tan
λx

λy
+ λy tan

λy

λx
= λ(x tan

x

y
+ y tan

y

x
) = λf(x, y)

بنابراین است، 1 بودن همگن درجه
xfx + yfy = αf(x, y) = x tan

x

y
+ y tan

y

x
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زنجیري قاعده 3
متغیر یک از تابعی هم متغیرها که طوري به متغیره چند توابع مشتق محاسبه براي زنجیري2 قاعده از

می�شود. استفاده باشند دیگر
آنگاه باشند، t از مشتق�پذیر توابعی هم y و x و باشد پذیر مشتق تابعی w = f(x, y) اگر

dw

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+

∂w

∂y

dy

dt

مشتق هستند، متغیره تک که توابعی در است. بوده ∂
∂x

با گاهی و d
dt
با گاهی فوق رابطه در مشتق نمایش

∂
∂x

با متغیر هر به نسبت مشتق متغیره، چند توابع در اما می�شود. داده نمایش d
dt
با متغیر آن به نسبت
می�شود. داده نشان

را dw
dt

مقدار ،t = π
2
نقطه در آنگاه باشد، y(t) = e−t و x(t) = sin t آن در که w = x2y3 اگر 10 مثال

کنید. تعیین
داده�شده نقطه سپس و می�شود تعیین w تابع براي مشتق رابطه زنجیري مشتق کمک به ابتدا پاسخ:

می�شود. جایگذاري آن در
dw

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+

∂w

∂y

dy

dt

= (2xy3) cos t+ 3x2y2(−e−t)

t =
π

2
, ⇒ x = sin

π

2
= 1, y = e−

π
2

dw

dt
= −3e−

3π
2

به نمودار یک از می�توان هستند، متغیر یک از بیش با تابعی خود تابع، یک متغیرهاي که موارد برخی در
است. شده داده توضیح نمودار این زیر مثال در گرفت. کمک مشتق محاسبه براي درختی نمودار نام

آورید. بدست را ∂z
∂t
و ∂z

∂s
آنگاه ،ϕ = s2t و θ = st2 که طوري به باشد، z = sin θ cosϕ اگر 11 مثال

خطوطی اتصال با کار این می�شود. رسم متغیرها و توابع بین ارتباطات تمام درختی نمودار در پاسخ:
تابعی نیز θ همچنین است. ϕ و θ از تابعی z شده، داده تابع به توجه با می�گیرد. صورت متغیرها به توابع از

2Chain Rule
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داشت: خواهیم درختی نمودار رسم با طور. همین نیز ϕ براي می�باشد. t و s از

ĳ 

z

ș 

s t ts

نتیجه در می�کنیم. مشخص ∂z
∂s

عبارت تعیین براي را می�شود منتهی s به z از که مسیرهایی تمام اکنون
است: زیر صورت به شده خواسته مشتق

∂z

∂s
=

∂z

∂θ

∂θ

∂s
+

∂z

∂ϕ

∂ϕ

∂s

= (cos θ cosϕ)(t2) + (− sin θ sinϕ)(2st)

مشتق نتیجه در می�کنیم. مشخص ∂z
∂t
عبارت تعیین براي را می�شود منتهی t به z از که مسیرهایی تمام

است: زیر صورت به شده خواسته
∂z

∂t
=

∂z

∂θ

∂θ

∂t
+

∂z

∂ϕ

∂ϕ

∂t

= (cos θ cosϕ)(2st) + (− sin θ sinϕ)(s2)

آورید. بدست (x, y) = (1, 1) نقطه در را ∂R
∂y

و ∂R
∂x

جزیی مشتقات زنجیري قاعده از استفاده با 12 مثال

R = ln(u2 + v2 + w2), u = x+ 2y, v = 2x− y, w = 2xy

است: زیر صورت به متغیرها مقادیر نظر مورد نقطه در پاسخ:
u = 3, v = 1, w = 2

داشت: خواهیم درختی نمودار رسم با

∂R

∂x
=

∂R

∂u

∂u

∂x
+

∂R

∂v

∂v

∂x
+

∂R

∂w

∂w

∂x

=
2u

u2 + v2 + w2
(1) +

2v

u2 + v2 + w2
(2) +

2w

u2 + v2 + w2
(2y)

=
2(3)

32 + 12 + 22
(1) +

2(1)

32 + 12 + 22
(2) +

2(2)

32 + 12 + 22
(2) =

9

7
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v

R

u

x y yx

w

yx

∂R

∂y
=

∂R

∂u

∂u

∂y
+

∂R

∂v

∂v

∂y
+

∂R

∂w

∂w

∂y

=
2u

u2 + v2 + w2
(2) +

2v

u2 + v2 + w2
(−1) +

2w

u2 + v2 + w2
(2x)

=
2(3)

32 + 12 + 22
(2) +

2(1)

32 + 12 + 22
(−1) +

2(2)

32 + 12 + 22
(2) =

9

7

ضمنی مشتق 4
و u(x) = x آن در که w = F (u, v) تعریف با آنگاه شود، تعریف F (x, y) = 0 و باشد x از تابعی y اگر

داریم: v(x) = y

dw

dx
=

∂w

∂u

du

dx
+

∂w

∂v

dv

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

dy

dx
= −Fx

Fy

است. ∂F
∂y

و ∂F
∂x

ترتیب به Fy و Fx از منظور فوق رابطه در
آنگاه باشد، y و x از تابعی z و F (x, y, z) = 0 باشیم داشته اگر توصیف همین با

∂z

∂x
= −Fx

Fz

,
∂z

∂y
= −Fy

Fz

کنید. حساب yz = ln(x+ z) عبارت در را ∂z
∂y

و ∂z
∂x

مقدار 13 مثال
شود. نوشته هم با و تساوي طرف یک در عبارت تمام باید پاسخ:

yz − ln(x+ z) = 0

شود: عمل ضمنی مشتق رابطه اساس بر سپس
∂z

∂x
= −Fx

Fz

= −
− 1

x+z

y − 1
x+z
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∂z

∂y
= −Fy

Fz

= − z

y − 1
x+z

کنید. حساب x2 − z2 = y3z3 − xyz4 عبارت در را ∂z
∂x

مقدار 14 مثال
شود. نوشته هم با و تساوي طرف یک در عبارت تمام باید پاسخ:

x2 − z2 − y3z3 + xyz4 = 0

شود: عمل ضمنی مشتق رابطه اساس بر سپس
∂z

∂x
= −Fx

Fz

= − 2x+ yz4

−2z − 3z2y3 + 4xyz3

گرادیان بردار 5
می�شود: تعریف زیر صورت به p نقطه در f تابع براي گرادیان بردار

∇f(p) =

(
∂f

∂x1

(p),
∂f

∂x2

(p), . . . ,
∂f

∂xn

(p)

)
برخی در است. سطري بردار یک در آن�ها دادن قرار و متغیرها تک�تک از گرفتن مشتق گرادیان واقع در

می�شود. استفاده تابع گرادیان بردار نمایش براي ستونی بردار از مراجع

بیابید زیر توابع گرادیان 15 مثال
f(x, y) = cos2 y + sin2 x ب- f(x, y) = x sin y + x2 الف-

f(x, y) = (xy)2 − sin xy د- f(x, y, z) = e
√

x2+y2+z2 ج-

می�آید. بدست y و xحسب بر و کلی حالت در گرادیان نشده، مطرح خاصی نقطه مثال این در چون پاسخ:

∇f = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
) = (sin y + 2x, x cos y) الف-

ب-
∇f = (

∂f

∂x
,
∂f

∂y
) = (2 cosx sinx,−2 sin y cos y)

ج-
∇f = (

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
) = (

xe
√

x2+y2+z2√
x2 + y2 + z2

,
ye
√

x2+y2+z2√
x2 + y2 + z2

,
ze
√

x2+y2+z2√
x2 + y2 + z2

)
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د-
∇f = (

∂f

∂x
,
∂f

∂y
) = (2xy2 − y cosxy, 2yx2 − x cos xy)

آورید. بدست (−3, 2) نقطه در را f(x, y) = x2y − 2y2 تابع گرادیان یکه بردار 16 مثال
گردد. یکه سپس و آید بدست شده داده نقطه در گرادیان بردار باید پاسخ:

∇f = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
) = (2xy, x2 − 4y)

x=−3, y=2
= (−12, 1), ⇒ ∇̂f =

1√
145

(−12, 1)

گرادیان بردار از استفاده با تابع تغییرات 6
می�شود. مطرح جهت�دار یا سویی3 مشتق باشد، نظر مورد خاصی جهت در تابع یک تغییر مقدار وقتی
بیشترین باشد، تراز سطوح بر عمود و گرادیان بردار جهت در تابع ورودي مقادیر تغییر اگر حالت این در

می�شود. پرداخته سویی مشتق و تراز سطوح مفهوم دو معرفی به ادامه در می�دهد. رخ تابع در افزایش

منحنی یک تراز سطوح 1.6
چند زیر شکل�هاي در است. بوده یکسان تابع مقدار آن در که است نمودار از بخشی تابع یک تراز سطوح

است. شده داده نمایش آن�ها تراز سطوح و منحنی�ها از نمونه

x

y

y

z

x

3Directional derivative
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(a) Level curves of f(x, y)=_xye_≈_¥

x

y

(b) Two views of f(x, y)=_xye_≈_¥

z

y
x

z

(c) Level curves of f(x, y)=
_3y

≈+¥+1

y

x

(d) f(x, y)=
_3y

≈+¥+1

z

y

x

تابع تراز سطوح زیر شکل در است. تابع یک تراز سطوح بر عمود همواره گرادیان بردار جهت نکته:
بر که شده داده نشان نقطه چند در گرادیان بردار همچنین است. شده داده نمایش f(x, y) = x2 + 4y2

است. عمود تراز سطح

y

x
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نقطه در f(x, y) =
√

x2 − 2x+ y2 تابع تراز منحنی بر که کنید تعیین را یکه�اي بردار 17 مثال
باشد. عمود (−1, 3)

به هستند. دایروي مخروط این تراز سطوح است. بالا به رو مخروط یک داده�شده منحنی پاسخ:
کنید. توجه زیر شکل

y

x(1,0)

(-1,3)

عمود تراز سطوح بر که است برداري خاص نقطه در تابع گرادیان تراز، سطوح در شده ارائه شکل اساس بر
پاسخ که است مشخص شکل از ضمن در است. نقطه آن در گرادیان بردار مثال این پاسخ نتیجه در است.

باشد. داشته مولفه y محور مثبت و x محور منفی جهت در باید آمده بدست
v⃗ = ∇f = (

x− 1√
x2 − 2x+ y2

,
y√

x2 − 2x+ y2
)
(−1,3)
= (

−2√
12

,
3√
12

) = (
−1√
3
,

√
3

2
)

شود: یکه جدید بردار باید و است شده خواسته یکه بردار که داشت توجه باید البته
v̂ =

v⃗

|v⃗|
=

2
√
3√
13

(
−1√
3
,

√
3

2
) = (− 2√

13
,

3√
13

)
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را گرادیان بردار جهت تقریبی طور به است. شده داده نشان زیر شکل در تابع یک تراز سطوح 18 مثال
دهید. نشان D و C ،B ،A نقاط در

ǦͳǤͷ

ǦͳǤͷ

ǦͳǤͷ

ǦͳǤͷͳ
Ǧͳ Ǧͳ

Ǧͳ

ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷ
ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷ
ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷͲ
Ͳ

Ͳ
Ͳ

Ͳ

Ͳ
Ͳ

Ͳ
ͲǤͷ

ͲǤͷ
ͲǤͷ

ͲǤͷ

ͲǤͷ

ͲǤͷ

ͳ
ͳ ͳ

ͳͳǤͷ

ͳǤͷͳǤͷ

x

y

A
B

CD

Ǧ͵ Ǧʹ Ǧͳ Ͳ ͳ ʹ ͵Ǧ͵
Ǧʹ
Ǧͳ
Ͳ
ͳ
ʹ
͵

داشت: خواهیم است، افزایش جهت در و تابع تراز سطوح بر عمود گرادیان راستاي چون پاسخ:

ǦͳǤͷ

ǦͳǤͷ

ǦͳǤͷ

ǦͳǤͷͳ

Ǧͳ Ǧͳ

Ǧͳ

ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷ

ǦͲǤͷͲ
Ͳ

Ͳ
Ͳ

Ͳ

Ͳ
Ͳ

Ͳ
ͲǤͷ

ͲǤͷ
ͲǤͷ

ͲǤͷ

ͲǤͷ

ͲǤͷ

ͳ

ͳ ͳ

ͳͳǤͷ

ͳǤͷͳǤͷ

x

y

A
B

CD

Ǧ͵ Ǧʹ Ǧͳ Ͳ ͳ ʹ ͵Ǧ͵
Ǧʹ
Ǧͳ
Ͳ
ͳ
ʹ
͵

������	
���
���



21AvaEducation16.blog.ir

گرادیان بردار سویی مشتق 2.6
نمایش زیر صورت�هاي از کدام هر به û یکه بردار جهت در و p نقطه در f تابع گرادیان بردار سویی مشتق

می�شود: داده
∂f

∂u
f(p), Duf(p)

است: زیر صورت به û یکه بردار جهت در و p نقطه در f تابع گرادیان بردار سویی مشتق تعریف
Duf(p) = ∇f(p).û

است. ∂f
∂x

جهتی مشتق باشد، û = (1, 0) = î اگر
است. ∂f

∂y
جهتی مشتق باشد، û = (0, 1) = ĵ اگر

است. آن گرادیان بردار جهت در تابع یک افزایش بیشترین نکته:

u⃗ = î− ĵ بردار جهت در و (0, π
4
) نقطه در را f(x, y) = ex tan y+2x2y تابع دار جهت مشتق 19 مثال

آورید. بدست
پاسخ:

∇f = (ex tan y + 4xy, ex(1 + tan2 y) + 2x2)
(0,π

4
)

= (1, 2)

û =
u⃗

|u⃗|
=

1√
2
(1,−1)

Duf(0,
π

4
) = û.∇f = − 1√

2

جهت در و (−2,−1, 1) نقطه در را ϕ(x, y, z) = xy2 + yz3 تابع (جهت�دار) سویی مشتق 20 مثال
آورید. بدست u⃗ = î+ 2ĵ + 2k̂ بردار

پاسخ:
∇ϕ = (y2, 2yx+ z3, 3yz2)

(−2,−1,1)
= (1, 5,−3)

û =
u⃗

|u⃗|
=

1

3
(1, 2, 2)

Duϕ(−2,−1, 1) = û.∇ϕ =
5

3
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است؟ جهت کدام به مبدا در ϕ(x, y, z) = x sin z − y cos z تابع افزایش بیشترین 21 مثال
است: آن گرادیان جهت در تابع یک افزایش بیشترین پاسخ:

∇ϕ = (sin z,− cos z, x cos z + y sin z)
(0,0,0)
= (0,−1, 0)

ϕ تابع مقدار باشند، شده تعیین جهت در z و y ،x متغیرهاي تغییرات اگر که می�دهد نشان فوق بردار
بود. خواهد رشد بیشترین داراي

−2 و 2 ترتیب به (1, 1) و (2, 2) نقاط جهت در و P (1, 2) نقطه در f(x, y) تابع جهتی مشتق 22 مثال
آورید. بدست را (4, 6) نقطه جهت در و P نقطه در تابع این مشتق است.

است: زیر صورت به کلی حالت در جهتی مشتق رابطه پاسخ:
Duf(p) = ∇f(p).û =

∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2

(2, 2) به (1, 2) نقطه از آن جهت چون است. u = (1, 0) اول نقطه براي u بردار شده داده مسئله در
می�باشد.

⇒ ∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2 = 2, ⇒ ∂f

∂x
= 2

می�باشد. (1, 1) به (1, 2) نقطه از آن جهت چون است. u = (0,−1) دوم نقطه براي u بردار
⇒ ∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2 = −2, ⇒ ∂f

∂y
= 2

است: شده متصل (4, 6) به (1, 2) نقطه از است مسئله خواسته که برداري
u⃗ = (4, 6)− (1, 2) = (3, 4), ⇒ û =

1

5
(3, 4)

می�شود: تعیین زیر صورت به سوال این در جهت�دار مشتق
⇒ ∂f

∂x
u1 +

∂f

∂y
u2 = (2)(

3

5
) + (2)(

4

5
) =

14

5

چندمتغیره تابع بهینه مقدار 7
نتیجه در می�شود. گرفته نظر در صفر با برابر مشتق عموماً متغیره تک حالت در بهینه مقادیر محاسبه براي
و می�شود داده قرار صفر با برابر گرادیان چندمتغیره حالت در می�آمد. بدست نسبی کمینه و بیشینه نقاط
می�دهند رخ هنگامی متغیره دو تابع براي نسبی کمینه و بیشینه نقاط بنابراین می�شوند. تعیین نقاط این
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که

∇f(x0, y0) =

0
0


آورید. بدست را زیر توابع مقدار کمینه 23 مثال

الف-
f(x, y) = 2x2 + 2y2 − 2xy − 4x+ 8y

ب-
f(x, y) = x2 + 2y2 − 3x+

5

4

می�شود: داده قرار صفر با برابر گرادیان پاسخ:

الف-

∇f(x, y) =

4x− 2y − 4

4y − 2x+ 8

 =

0
0

 , ⇒ x = 0, y = −2

داریم: تابع در جایگذاري با
min f(x, y) = f(0,−2) = −8

ب-

∇f(x, y) =

2x− 3

4y

 =

0
0

 , ⇒ x =
3

2
, y = 0

داریم: تابع در جایگذاري با
min f(x, y) = f(

3

2
, 0) = −1

نسبی کمینه یا بیشینه تعیین براي دوم مشتق آزمون 1.7
کمینه یا بیشینه مورد در و می�شود منجر اکسترمم نقطه یافتن به تنها صفر با گرادیان بردار دادن قرار برابر
می�باشد. نظر مورد نقطه بودن کمینه یا بیشینه تعیین براي دوم مشتق به نیاز نمی�کند. بحثی بودن نسبی
نقطه وضعیت تعیین براي آن از می�توان سوال، صورت به توجه با که می�شود ارائه بخش این در روش سه
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نمود. استفاده اکسترمم
می�شود: تعریف زیر صورت به f تابع دوم مشتق ماتریس دترمینان

D =

∣∣∣∣∣∣∣
fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣∣
:Dماتریس آزمون اول روش

است. نسبی کمینه (x0, y0) نقطه fxx > 0 و D > 0 اگر •

است. نسبی بیشینه (x0, y0) نقطه fxx < 0 و D > 0 اگر •

است. زین-اسبی4 (x0, y0) نقطه و ندارد اکسترمم نقطه تابع D < 0 اگر •

کمینه دیگر مسیر یک براي و بیشینه مسیر یک براي همزمان که است نقطه نوعی واقع در زین-اسبی نقطه
است.

زین-اسبی نقطه یک تابع آن براي مبدا شکل این در است. شده داده نمایش زیر شکل در نقطه این از مثالی
است.

z

y
x

دارند؟ وضعیتی چه اکسترمم نقاط زیر تابع در کنید تعیین 24 مثال
f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1

4Saddle point
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مشتق آزمون از سپس و شوند تعیین اکسترمم نقاط تا می�شود داده قرار صفر با برابر گرادیان پاسخ:
می�شود: استفاده دوم

∇f(x, y) =

4x3 − 4y

4y3 − 4x

 =

0
0

 , ⇒ y = x3, ⇒ x9 − x = 0, ⇒ x = 0, ±1

هستند: زیر صورت به اکسترمم نقطه سه
(0, 0), (1, 1), (−1,−1)

می�دهیم: تشکیل زیر صورت به را دوم مشتق دترمینان ماتریس

D =

∣∣∣∣∣∣∣
12x2 −4

−4 12y2

∣∣∣∣∣∣∣
داریم: (0, 0) نقطه براي

D =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −4

−4 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −16 < 0

است. زین-اسبی نقطه این
داریم: (1, 1) نقطه براي

D =

∣∣∣∣∣∣∣
12 −4

−4 12

∣∣∣∣∣∣∣ = 128 > 0, fxx = 12 > 0

است. نسبی کمینه نقطه این
داریم: (−1,−1) نقطه براي

D =

∣∣∣∣∣∣∣
12 −4

−4 12

∣∣∣∣∣∣∣ = 128 > 0, fxx = 12 > 0

است. نسبی کمینه نقطه این

صورت به که است دوم مشتق ماتریس همان H ماتریس :Hماتریس ویژه�هاي مقدار آزمون روشدوم
می�شود: تعریف زیر

H =

fxx fxy

fyx fyy


است. نسبی کمینه (x0, y0) نقطه بودند، مثبت H ماتریس ویژه مقادیر همه اگر •
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است. نسبی بیشینه (x0, y0) نقطه بودند، منفی H ماتریس ویژه مقادیر همه اگر •

است. زین-اسبی (x0, y0) نقطه بود، مثبت دیگري و منفی H ماتریس ویژه مقادیر از یکی همه اگر •

کنید؟ تعیین را زیر تابع در اکسترمم نقاط وضعیت 25 مثال
f(x, y) = 2x2 − xy + y4

مشتق آزمون از سپس و شوند تعیین اکسترمم نقاط تا می�شود داده قرار صفر با برابر گرادیان پاسخ:
می�شود: استفاده دوم

∇f(x, y) =

 4x− y

−x+ 4y3

 =

0
0

 , ⇒ y = 4x, ⇒ −x+ 4(4x)3 = 0, ⇒ x = 0, ± 1

16

هستند: زیر صورت به اکسترمم نقطه سه
(0, 0), (

1

16
,
1

4
), (− 1

16
,−1

4
)

می�دهیم: تشکیل زیر صورت به را دوم مشتق ماتریس

H =

 4 −1

−1 12y2


داریم: (0, 0) نقطه براي

H =

 4 −1

−1 0


det(H − λI) = 0, ⇒ λ = 2±

√
5

است. زین-اسبی نقطه این است، منفی دیگري و مثبت ویژه مقادیر از یکی چون
داریم: ( 1

16
, 1
4
) نقطه براي

H =

 4 −1

−1 3
4


det(H − λI) = 0, ⇒ λ =

19

8
±

√
(
19

8
)2 − 3, ⇒ λ = 0.75, 4

است. نسبی کمینه نقطه این هستند، مثبت ویژه مقدار دو هر چون
می�باشد. نسبی کمینه نیز نقطه این و است برقرار فوق شرایط نیز (− 1

16
,−1

4
) نقطه براي
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:Hماتریس اثر و دترمینان مقدار آزمون روشسوم

است. نسبی کمینه (x0, y0) نقطه ،trH > 0 و detH > 0 اگر •

است. نسبی بیشینه (x0, y0) نقطه ،trH < 0 و detH > 0 اگر •

است. زین-اسبی (x0, y0) نقطه ،detH < 0 اگر •

کنید. تعیین زیر تابع در را اکسترمم وضعیت 26 مثال
f(x, y) = −2x2 + y2 − 8x

مشتق آزمون از سپس و شود تعیین اکسترمم نقاط تا می�شود داده قرار صفر با برابر گرادیان پاسخ:
می�شود: استفاده دوم

∇f(x, y) =

−4x− 8

2y

 =

0
0

 , ⇒ x = −2, y = 0

می�دهیم: تشکیل زیر صورت به را دوم مشتق ماتریس دارد. اکسترمم یک تابع این

H =

−4 0

0 2


داریم: (−2, 0) نقطه در

detH =

∣∣∣∣∣∣∣
−4 0

0 2

∣∣∣∣∣∣∣ = −8 < 0, trH = −2 < 0

نبود. ماتریس اثر محاسبه به نیازي اصلا و است زین-اسبی نظر مورد نقطه شده، منفی دترمینان چون

برابر گرادیان نقاط بر علاوه شود، خواسته محدود فضاي یک در مطلق بهینه نقطه که هنگامی نکته:
نقاط جایگذاري با مطلق کمینه یا بیشینه نهایت در شود. بررسی بهینه مقدار هم مرزها روي باید صفر، با

می�شوند. تعیین اصلی تابع در
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به آن مرز و دایره داخل فضاي در را f(x, y) = x2 + 2y2 − x تابع کمینه و بیشینه مقدار 27 مثال
کنید. تعیین x2 + y2 = 1 رابطه

پاسخ:

∇f(x, y) =

2x− 1

4y

 =

0
0

 , ⇒ x =
1

2
, y = 0

دایره، مرز به توجه با اما می�گیرد. قرار بررسی مورد بعداً و است شده داده فضاي داخل اکسترمم نقطه این
داریم: دایره معادله از شود. تعیین هم مرز روي بهینه مقدار باید

y2 = 1− x2

داریم: تابع در جایگذاري با
f = −x2 − x+ 2

دارند وجود نقطه سه پس است. y = ±
√
3
2
نقطه این در می�دهد. روي x = −1

2
در فوق تابع بهینه مقدار
شوند: بررسی باید که

(
1

2
, 0), (−1

2
,

√
3

2
), (−1

2
,−

√
3

2
)

شده�اند: داده نمایش مقادیرشان با نقاط این زیر جدول در

(x0, y0) (1
2
, 0) (−1

2
,
√
3
2
) (−1

2
,−

√
3
2
)

f −1
4

9
4

9
4

می�گردد: تعیین شده داده تابع کمینه و بیشینه نتیجه در
min f = −1

4
, max f =

9

4

لاگرانژ ضرایب 2.7
یا یک تحت بهینه�سازي یک که معنا این به شود؛ محقق باید شرط چند وجود با گاهی تابع بهینه مقدار
باید بهینه نقطه نمی�آید. بدست بهینه نقطه گرادیان، دادن قرار صفر برابر با دیگر می�شود. اجرا شرط چند
بهینه�سازي حل براي لاگرانژ ضریب نام به پارامتري از موارد این در کند. صدق هم بهینه�سازي شروط در

می�شود. استفاده
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شود: حل زیر معادله باید است، g(x, y) = 0 که هنگامی f(x, y) تابع بهینه مقدار تعیین براي ∇f = λ∇g

g = 0

کنید. تعیین را باشد متر 1600 آن محیط که هنگامی مستطیل یک مساحت مقدار بیشترین 28 مثال
است: زیر صورت به محیط مقدار ،y عرض و x طول به مستطیل یک براي پاسخ:

2x+ 2y = 1600

y

x
x

y

مساحت رابطه طرفی از
A = xy

شود. حل ثابت محیط شرط با A تابع براي بهینه�سازي باید می�باشد.
maximize xy

subject to x+ y = 800

می�باشد. g = x+ y − 800 و f = xy مسئله این در

∇f = λ∇g, ⇒

y
x

 = λ

1
1

 , ⇒ λ = x, λ = y

داریم: شرط در جایگذاري با
x+ y − 800 = 0, ⇒ λ+ λ− 800 = 0, ⇒ λ = 400
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می�باشد. x = 400, y = 400 فوق محاسبه به توجه با بهینه نقطه
maxA = 160000

کنید. تعیین موجود شروط به توجه با را بهینه مقادیر 29 مثال

الف-
f(x, y) = x2 − y2; 2x+ y = 1

ب-
f(x, y) = 3x+ y; x2 + y2 = 10

ج-
f(x, y, z) = x4 + y4 + z4; x2 + y2 + z2 = 3

پاسخ:

نمود. استفاده لاگرانژ ضرایب روش از باید شده داده شرط با بهینه�سازي چون الف-
∇f = λ∇g

⇒

 2x

−2y

 = λ

2
1

 ⇒ x = λ, y = −λ

2

داشت: خواهیم بهینه�سازي شرط در مقادیر این جایگذاري با
2λ+ (−λ

2
) = 1, ⇒ λ =

2

3

می�باشد. x = 2
3
, y = −1

3
بهینه نقطه

نمود. استفاده لاگرانژ ضرایب روش از باید شده داده شرط با بهینه�سازي چون ب-
∇f = λ∇g

⇒

3
1

 = λ

2x
2y

 ⇒ λx =
3

2
, λy =

1

2

فوق رابطه از
x =

3

2λ
, y =

1

2λ
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داشت: خواهیم بهینه�سازي شرط در مقادیر این جایگذاري با
(
3

2λ
)2 + (

1

2λ
)2 = 10, ⇒ 9 + 1

4λ2
= 10, ⇒ λ2 =

1

4
, ⇒ λ = ±1

2

هستند: زیر صورت به y و x مقادیر ،λ مقدار این با
λ =

1

2
, ⇒ x = 3, y = 1

λ = −1

2
, ⇒ x = −3, y = −1

داشت: خواهیم f تابع در نقاط این جایگذاري با
f(3, 1) = 10, f(−3,−1) = −10

هستند. فوق تابع کمینه و بیشینه مقادیر ترتیب به که
نمود. استفاده جزوه در شده مطرح آزمون سه از باید نقاط بودن کمینه یا بیشینه تعیین براي نکته:
تابع آنکه دلیل به فوق مسئله در البته هستند. دوم مشتق ماتریس علامت تعیین مبناي بر روش سه هر
مقدار، مشاهده و نقاط جایگذاري روي از باید و می�شود صفر آن دوم مشتق ماتریس است یک درجه از

گرفت. آن�ها بودن کمینه یا بیشینه به تصمیم

نمود. استفاده لاگرانژ ضرایب روش از باید شده داده شرط با بهینه�سازي چون ج-
∇f = λ∇g

⇒


4x3

4y3

4z3

 = λ


2x

2y

2z

 ⇒ x2 =
1

2
λ, y2 =

1

2
λ, z2 =

1

2
λ

بهینه�سازي شرط در مقادیر این جایگذاري با .x, y, z ̸= 0 که است شده فرض فوق رابطه در
داشت: خواهیم

(
1

2
λ) + (

1

2
λ) + (

1

2
λ) = 3, ⇒ λ = 2

λ = 2, ⇒ x = ±1, y = ±1, z = ±1

می�آید: بدست زیر صورت به آن علامت از فارغ تابع کمینه مقدار اصلی تابع در نقاط این جایگذاري با

min f(x, y, z) = 3
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برآورده را شرط که یافت دیگري نقطه می�توان مثلا که است کمینه آمده بدست مقدار دلیل این به
9 مقدار به منجر (√3, 0, 0) نقطه مثال عنوان به است. بیشتر نقطه این در تابع مقدار اما می�کند،

می�شود.

معادله و نمود استفاده لاگرانژ ضریب دو از باید باشد، داشته وجود بهینه�سازي براي شرط دو اگر نکته:
شود: حل باید زیر ∇f = λ1∇g1 + λ2∇g2

g1 = 0, g2 = 0

و x2 + y2 = 1 شروط به توجه با را f(x, y, z) = −x + y + z کمینه و بیشینه مقدار 30 مثال
کنید. تعیین x+ y + z = 1

پاسخ:

∇f = λ1∇g1 + λ2∇g2, ⇒


−1

1

1

 = λ1


2x

2y

0

+ λ2


1

1

1


داریم: دوم و اول سطرهاي از می�آید. بدست λ2 = 1 فوق معادله سوم سطر از

x = − 1

λ1

, y = 0

x = ±1, y = 0 متغیرهاي فعلاً نتیجه در می�آید. بدست λ1 = ±1 اول شرط در مقادیر این جایگذاري با
می�شوند: تعیین زیر صورت به اکسترمم نقاط سوم شرط در جایگذاري با آمده�اند. بدست

(1, 0, 0), (−1, 0, 2)

است. شده مشخص تابع مقادیر اکسترمم، نقاط ازاي به زیر جدول در

(x0, y0, z0) (1, 0, 0) (−1, 0, 2)

f −1 3

⇒ max f = 3, min f = −1

تعیین x2 + 2y2 + 3z2 = 6 شرط به توجه با را f(x, y, z) = xyz کمینه و بیشینه مقدار 31 مثال
کنید.
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نمود. استفاده لاگرانژ ضرایب روش از باید شده داده شرط با بهینه�سازي چون پاسخ:
∇f = λ∇g

⇒


yz

xz

xy

 = λ


2x

4y

6z

 ⇒ yz = 2λx, xz = 4λy, xy = 6λz

شرط با موضوع این که باشند صفر باید هم بقیه که است آن معناي به شوند، صفر متغیرها از کدام هر اگر
سه هر از λ مقادیر دادن قرار برابر با .x, y, z ̸= 0 می�شود فرض نتیجه در است. تناقض در شده داده

داریم: معادله
yz

2x
=

xz

4y
=

xy

6z

می�آید: بدست فوق معادلات از
x2 = 2y2, y2 =

3

2
z2, x2 = 3z2

داریم: شرط در جایگذاري با
3z2 + 2(

3

2
z2) + 3z2 = 6, ⇒ z = ±

√
2

3

داریم: هم دیگر متغیرهاي براي مقدار این با
x = ±

√
2, y = ±1

از عبارتند که می�آید بدست اکسترمم نقطه هشت بنابراین
نقطه تعداد x y z

1
√
2 1

√
2
3

2
√
2 1 −

√
2
3

3
√
2 −1

√
2
3

4
√
2 −1 −

√
2
3

5 −
√
2 1

√
2
3

6 −
√
2 1 −

√
2
3

7 −
√
2 −1

√
2
3

8 −
√
2 −1 −

√
2
3

می�آید. بدست − 2√
3
مقدار کمینه و 2√

3
مقدار بیشینه اصلی تابع در نقاط این جایگذاري با

������	
���
���



34AvaEducation16.blog.ir

به توجه با را f(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn ضابطه با تابع کمینه و بیشینه مقدار 32 مثال
کنید. تعیین x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = 1 شرط
می�شود. استفاده لاگرانژ ضرایب روش از پاسخ:

∇f = λ∇g, ⇒



1

1

...
1


= λ



2x1

2x2

...
2xn


, ⇒ x1 = x2 = · · · = xn =

1

2λ

(
1

2λ
)2 + (

1

2λ
)2 + · · ·+ (

1

2λ
)2 = 1, ⇒ n

4λ2
= 1, ⇒ λ = ±

√
n

2

بود: خواهد زیر صورت به متغیرها مقدار
x1 = x2 = · · · = xn = ± 1√

n

بود: خواهد زیر صورت به شده داده تابع کمینه و بیشینه مقدار
max f =

1√
n
+

1√
n
+ · · ·+ 1√

n
=

n√
n
=

√
n

min f = − 1√
n
− 1√

n
− · · · − 1√

n
= − n√

n
= −

√
n

بیابید. مختصات مبدأ به نسبت را z2 = x+ 2y − 3 نمودار فاصله کمترین 33 مثال
فاصله می�دانیم است. مبدأ از (x, y, z) نقطه فاصله تابع مقدار کمینه مسئله، این از منظور پاسخ:

می�شود: داده نمایش زیر صورت به مبدأ از نقطه این
D =

√
x2 + y2 + z2

است این مسئله شرط می�نامیم. f را آن که کرد بهینه را D2 مقدار می�توان محاسبه، شدن آسان براي
تابع بهینه�سازي به تبدیل مسئله پس باشد. واقع z2 = x + 2y − 3 نمودار روي باید نقطه این که
روش از استفاده با است. حل قابل g = x + 2y − 3 − z2 = 0 شرط به توجه با f = x2 + y2 + z2

لاگرانژ: ضرایب

∇f = λ∇g, ⇒


2x

2y

2z

 = λ


1

2

−2z

 , ⇒ x =
λ

2
, y = λ, (1 + λ)z = 0
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اول حالت براي .λ ̸= −1 آنکه دوم و باشد λ = −1 آنکه اول است. متصور حالت دو سوم معادله در
داشت: خواهیم

x = −1

2
, y = −1, ⇒ z2 = x+ 2y − 3 = −5.5

داریم: دوم حالت براي می�شود. رد اول حالت است قبول غیرقابل عبارت این چون
λ ̸= −1 ⇒ z = 0, x =

λ

2
, y = λ

شرط: در فوق عبارت�هاي جایگذاري با
z2 = x+ 2y − 3, ⇒ 0 =

λ

2
+ 2λ− 3, ⇒ λ =

6

5

بود: خواهد زیر صورت به کمینه نقطه پس
x =

3

5
, y =

6

5
, z = 0

است: زیر صورت به مبدأ از فاصله کمینه مقدار
minD =

√
(
3

5
)2 + (

6

5
)2 + (0)2 =

3√
5

آورید. بدست را y = −x− 1 و y = x2 نمودار دو بین فاصله کوتاهترین 34 مثال

آنگاه می�گیریم. نظر در (x2,−x2 − 1) را خط روي نقطه و (x1, x
2
1) را سهمی روي نقطه پاسخ:

عبارت این که آنجایی از می�آید. در D =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 صورت به نقطه دو این بین فاصله

داده نشان L با بعد به این از که را D2 ،D جاي به می�توان محاسبه سادگی براي است، مثبت همواره
نتیجه در y2 = −x2 − 1 و y1 = x2

1 چون طرفی از نمود. بهینه می�شود،
L = (x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 = (x1 − x2)

2 + (x2
1 + x2 + 1)2

داشت: خواهیم صفر با گرادیان دادن قرار برابر با

∇L =

 ∂L
∂x1

∂L
∂x2

 =

2(x1 − x2) + 2(2x1)(x
2
1 + x2 + 1)

−2(x1 − x2) + 2(x2
1 + x2 + 1)

 =

0
0


می�شود: زیر دومعادله-دومجهول دستگاه به منجر فوق رابطه 2x3

1 + 2x1x2 + 3x1 − x2 = 0

x2
1 − x1 + 2x2 + 1 = 0

(∗)

می�آید: بدست زیر عبارت اول سطر با جمع و (∗) دوم سطر در −2x1 ضرب با
(x1 − x2)(2x1 + 1) = 0, ⇒ x1 = x2, x1 = −1

2
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با اما است. قبول غیرقابل پس ندارد، حقیقی جواب شود، جایگذاري (∗) دوم سطر در x1 = x2 جواب اگر
داشت خواهیم (∗) دوم سطر در x1 = −1

2
جایگذاري

x2 = −7

8

دو این بین فاصله که می�آید بدست (−7
8
,−1

8
) خط روي نقطه و (−1

2
, 1
4
) سهمی روي نقطه نتیجه در

است. مسئله جواب
D =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =

√
(−1

2
+

7

8
)2 + (

1

4
+

1

8
)2 =

3
√
2

8

است. شده داده نشان دو این بین فاصله کمینه و نمودار دو زیر شکل در

−3 −2 −1 0 1 2 3
−2

−1

0

1

2

3

4

D

x

f
(x
)

Figure 1: Example 5

1
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تمرین 8
آورید. بدست را ∂2f

∂y2
و ∂2f

∂x∂y
، ∂2f
∂x2 زیر توابع در .1

f(x, y) =
1

3
√

x2 + y2
ب- f(x, y) = ln(xy − y2) الف-

آورید. بدست را x∂f
∂x

+ y ∂f
∂y

زیر توابع در .2

f(x, y) = tan−1 x
2 − xy + 2y2

(4x− y)2
ب- f(x, y) =

5
√

5x3 − xy2

x2 + 5y2
الف-

و v و u از تابعی t و s آنکه فرض با باشند، t و s از تابعی y و x از کدام هر و y و x از تابعی M اگر .3
کنید. رسم را زنجیري قاعده در استفاده قابل درختی نمودار هستند، w

آورید. بدست (u, v) = (1,−1) نقطه در را ∂M
∂v

و ∂M
∂u

جزیی مشتقات زنجیري، قاعده از استفاده با .4

M = xey−z2 , x = 2uv, y = u− v, z = u+ v

کنید. حساب زیر عبارات در را dz
dy

و dz
dx

مقدار .5

x2 + y2 + z2 = 3xyz الف-
3
√
xy + ln z = tan−1(xz) ب-

آورید. بدست زیر توابع براي را گرادیان بردار .6

f(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 − x2x
2
3 + 5x2x4x

3
5 ب- f(x, y) = tan

x− y

x+ y
الف-

آورید. بدست شده تعیین جهت�هاي و نقاط در را سویی مشتق .7

f(x, y) = cos(2x+ 2y), (−1, 1), u⃗ = 2̂i− ĵ الف-

f(x, y) = 2xy3 + x2y, (2,−1), u⃗ = (1, 2) ب-

واحد اندازه داراي (0, 2) نقطه در f(x, y) = ye−xy تابع سویی مشتق آن در که بیابید را جهتی .8
باشد.
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و C ،B ،A نقاط در را گرادیان بردار جهت شده�اند. داده نشان نمودار یک تراز سطوح زیر شکل در .9
کنید. رسم تقریبی طور به D

ǦͲǤͶ
ǦͲǤ͵

ǦͲǤ͵

ǦͲǤʹ ǦͲǤʹ
ǦͲǤʹ

ǦͲǤͳ

ǦͲǤͳ
ǦͲǤͳǦͲǤͳ

Ͳ
Ͳ

Ͳ

ͲǤͳ

ͲǤͳ
ͲǤͳ ͲǤͳ

ͲǤʹͲǤʹ
ͲǤʹ

ͲǤ͵

ͲǤ͵

ͲǤͶ

x

y

A
B

C

D
Ǧʹ ǦͳǤͷ Ǧͳ ǦͲǤͷ Ͳ ͲǤͷ ͳ ͳǤͷ ʹǦʹ

ǦͳǤͷ
Ǧͳ

ǦͲǤͷ
Ͳ

ͲǤͷ
ͳ

ͳǤͷ
ʹ

ʹǤͷ
͵

یک و c ثابت مقدار با برابر آن اضلاع مجموع که شرطی به را مستطیل مکعب یک حجم بیشینه .10
بیابید. باشد دیگر ضلع دو مجموع با برابر آن ضلع

باشد. داشته مبدأ با را فاصله نزدیک�ترین که بیابید x2 = 1 + 4yz نمودار روي نقطه�اي .11

دورترین هستند. مشترك نقاط داراي خم یک در z = x2 + y2 سهمی با x+ y+ 2z = 2 صفحه .12
بیابید. را مبدأ از خم این فاصله نزدیک�ترین و

x+ y + z = 1 و y2 + z2 = 4 شروط به توجه با را f(x, y, z) = x+ 2y کمینه و بیشینه مقدار .13
کنید. تعیین
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