
 1آنالیز ریاضی 

1-𝐶[0 , , 0]ی مجموعه تمام توابع پیوسته بر بازه [1 ∥است. اگر  [1 𝑓 ∥= sup { |𝑓(𝑥)|       ; 0 ≤ 𝑥 ≤ طه توابعی با ضاب ℎو  𝑔و  {1

𝑔(𝑥) = 4√𝑥  وℎ(𝑥) = 𝑥2  فرض شوند، مقدار𝑑(ℎ, 𝑔) =∥ 𝑔 − ℎ  (ابراهیمی) را بدست آورید. ∥

, 𝑌 و𝑋فرض کنید  -2 𝑍 سه فضای متریک و𝑋 → 𝑍 , 𝑔: 𝑋 → 𝑌 𝑓: 𝑌 → 𝑍 و ℎ: که به طوریfog=h که در آنℎ   پیوسته و𝑔  نگاشتی باز

 (انوری) پیوسته است. 𝑓است.ثابت کنید 

, 𝑋)اگر  -3 𝑑)  یک فضای متریک و𝑥0 , 𝑦0𝜖𝑋  تابع ،𝑓  را باضابطه𝑓(𝑥) =
𝑑(𝑥 ,𝑥0)

1+𝑑(𝑥,𝑥0)
+ 𝑑(𝑥0, 𝑦0) گیریم. ثابت کنید در نظر می𝑓 

 (جهانتیغ) دار است.پیوسته یکنواخت و کران

∑اگر سری با جملات مثبت  -4 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  واگرا باشد، در مورد همگرایی سریهای∑

𝑎𝑛

1+𝑎𝑛

∞
𝑛=1  و∑

𝑎𝑛

1+𝑛2𝑎𝑛

∞
𝑛=1 مریم )  توان گفت؟چه می

 رحمانی(

∑در مورد سری  -5
1

1+2+3+⋯+𝑛
∞
𝑛=1 (ملیحه ریاحی) کدام گزینه صحیح است؟ 

 دارای تجدید آرایش همگراست.            ب( دارای یک تجدید آرایش واگراست.الف( 

 ج( هر تجدید آرایش از آن همگراست.            ج( هر تجدید آرایش از آن واگراست.

, 𝑎]بر  𝑓فرض کنید  -6 𝑏]  پیوسته باشد اگر𝑔  را برℝ ی زیر تعریف شود ثابت کنید با ضابطه𝑔  برℝ .مطهره ) پیوسته یکنواخت است

 ریاحی(

𝑓(𝑥) = {

𝑓(𝑎)       𝑥 < 𝑎

𝑓(𝑥)     𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑓(𝑏)      𝑏 < 𝑥

 

 

, 𝑓باشد و  ℝی همبند و ناتهی از عهوزیر مجم 𝑆فرض کنید  -7 𝑔 ∶ 𝑆 → [0 , تابعی پوشا باشد. نشان دهید وجود دارد  𝑔پیوسته یاشند و   [1

𝑐 ∈ 𝑆  به طوریکه𝑓(𝑐) = 𝑔(𝑐) (کارگر) 

, 𝑋)فرض کنید  -8 𝑑)  یک فضای متریک و𝑆 = {𝑥1 , 𝑥2, … :𝑓باشدو  𝑋ی شمارایی از زیر مجموعه { 𝑋 → ℝ ی زیر تعریف شده با ضابطه

𝑓(𝑥)باشد: = {
    

1

𝑛
                 𝑥 = 𝑥𝑛, 𝑛 = 1,2, ….                                                                     

0                   𝑥 ∈ 𝑋 − 𝑆                                                                                   
 

𝑋ی ناپیوسته و در هر نقطه 𝑆ی در هر نقطه 𝑓ثابت کنید  − 𝑆 .(چاکرالحسینی) پیوسته است 

:𝑓باشد و  𝑋ی همبند از زیرمجموعه 𝐸یک فضای متریک و   𝑋فرض کنید  -9 𝐸 → ℝ  پیوسته باشد و برای هر𝑓(𝑥) ≠ 0 , 𝑥 ∈ 𝐸. 

𝑥0چون   ایثابت کنید که اگر در نقطه ∈ 𝐸    داشته باشیم𝑓(𝑥0) > 𝑥، انگاه برای هر 0 ∈ 𝐸 داریم𝑓(𝑥) >  (شاه بخش) 0



:𝑓فرض کنید  -10 ℝ → ℝ  تابعی پیوسته باشد و𝑔 (
𝑥+𝑦

2
) =

𝑔(𝑥)+𝑔(𝑦)

2
 , ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  ثابت کنید𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑎 ( ملیحه

 ریاحی(

. 

, 𝑎]بر  𝑓فرض کنید  -11 𝑏]  پیوسته باشد تابع, 𝑔کنیم ثابت کنید را به صورت زیر تعریف می𝑔  بر[𝑎 , 𝑏] .(حمزه نژادی) پیوسته است 

𝑔(𝑥) = {
𝑓(𝑥)   ,     𝑥 = 𝑎                                       

sup{ 𝑓(𝑡)    , : 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥}  ,     𝑥 > 𝑎
 

:𝑓فرض کنید  -12 [𝑎 , 𝑏] → ℝ  تابعی یکنوا باشد ثابت کنید هر زیر بازه از[𝑎 , 𝑏]  یکی از نقاط پیوستگی𝑓  .(زلفی پور)را در بر دارد 

∑اگر  -13 𝑎𝑛  همگرای مشروط باشد در مورد همگرایی∑(|𝑎𝑛| − 𝑎𝑛) قاسمی(علی) توان گفت.چه می 

, 𝑎)روی  𝑓فرض کنید  -14 𝑏)  تعریف شده باشد وبه ازای هر𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  عددی مثبت مانند ،𝑟𝑥 که  وجود دارد𝑓 روی 

 (𝑥 − 𝑟𝑥 , 𝑥 + 𝑟𝑥)  صعودی است. ثابت کنید𝑓 روی (𝑎 , 𝑏) .بیگی(علی) صعودی است 

:𝑓فرض کنید  -15 [𝑎 , 𝑏] → ℝ کند. در اینصورت تابعی یک به یک باشد که در خاصیت مقدار میانی صدق می𝑓 .علی) اکیدا یکنواست-

 (بیگی

, 𝑋)فرض کنید  -16 𝑑) و  فشرده یک فضای متریک𝑓: 𝑋 → 𝑋  تابعی پیوسته باشد و𝐴 = ⋂ 𝑓𝑛(𝑋)∞
𝑛=1 ثابت کنید .𝐴  فشرده و ناتهی

𝑓(𝐴)است و  = 𝐴 نماد .𝑓𝑛  ترکیب𝑛    مرتبه تابع𝑓 .رییسی()با خودش است 

, 𝑋)فرض کنید  -17 𝑑)  یک فضای متریک فشرده باشد و𝑓: 𝑋 → 𝑋  تابعی باشد که به ازای هر𝑥 , 𝑦 ∈ 𝑋، 

  𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) < 𝑑(𝑥 , 𝑦). 

 چاکرالحسینی()توان با شرط تام بودن آن عوض کرد.را نمی 𝑋نقطه ثابت دارد. با ذکر یک مثال نشان دهید که شرط فشرده بودن  𝑓نشان دهید 

∑فرض کنید  -18 𝑎𝑛
2∞

𝑛=1  همگرا و𝑠𝑛 = ∑
√𝑘𝑎𝑘

𝑛

𝑛
𝑘=1   {اگر جملات دنباله{𝑎𝑛   نامنفی باشند ثابت کنید𝑠𝑛 .بختیارپاکزاد همگراست() 

19- {𝑎𝑛}  و{𝑏𝑛}  دو دنباله مثبت هستند که برای هر عدد طبیعی𝑛  نامساوی
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
≤

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
∑برقرار است، ثابت کنید همگرایی   𝑏𝑛  همگرایی

∑(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) (کیانی)کند.را ایجاب می 

:𝑓فرض کنید  -20 [𝑎 , 𝑏] → ℝ  و𝑓′  بر(𝑎 , 𝑏)  کراندار باشد ثابت کنیدlim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) .(سعیدی) وجود دارد 

, 0)بر  𝑓فرض کنید -21 limمشتق پذیر بوده و  (∞
𝑥→∞

(𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)) = 𝐿 < limدر اینصورت در مورد  ∞
𝑥→∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→∞

𝑓′(𝑥)  چه

 (جباری) گفت؟ ادعای خود را ثابت کنید. توانمی

:𝑓فرض کنید  -22 ℝ → [0, 𝑔(𝑥)با ضابطه  𝑔مشتق پذیر بوده و تابع  (∞ =
𝑓(𝑥)

𝑥2+1
, ∞−)بر بازه  𝑓نزولی باشد. ثابت کنید   نزولی  (0

 (صحراییان) است.



𝑎باشند و برای  ℝدو تابع مشتق پذیر بر   𝑔 و 𝑓فرض کنید  -23 ∈ ℝ  داریم𝑓(𝑎) ≥ 𝑔(𝑎)  همچنین به ازای هر .𝑥 ∈ ℝ  

 𝑓′(𝑥) > 𝑔′(𝑥)نشان دهید برای هر . 𝑥 ∈ ℝ   که𝑎 < 𝑥  داریم 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥).(خالصی) 

 اعداد طبیعی باشند آنگاه  𝑁 و 𝑀مشتق پذیر باشد. همچنین اگر  𝑥0و در نقطه  ℝتابعی حقیقی روی  𝑓اگر  -24

lim
𝑛→∞

(𝑛 (𝑓 (𝑥0 +
𝑁

𝑛
) − 𝑓 (𝑥0 −

𝑀

𝑛
))) 

 (مریم رحمانی)را بدست آورید.

𝑓(𝑥)فرض کنید  -25 = {
𝑥2     𝑥 ∈ ℚ𝑐

cos 𝑥     𝑥 ∈ ℚ
𝑔(𝑥)و   = [𝑥]  تابع جز صحیح( در مورد مشتق پذیری  تابع(𝑓𝑜𝑔  رویℝ توان چه می

 شکوهی()گفت؟ 

:𝑓فرض کنید  -26 (0 , 1) → [1 ,  جهانتیغ() حداقل دو ریشه در این بازه دارد. ′𝑓تابعی مشتق پذیر و پوشا باشد ثابت کنید  [2

𝑓(𝑥)فرض کنید  -27 = {
1      𝑥 ∈ ℚ

 0      𝑥 ∈ ℚ𝑐

0       𝑥 = 0
, 1−)روی بازه   𝑔(𝑥)تعریف شده است در این صورت مشتق پذیری تابع  (1 = 𝑥2𝑓(𝑥)  را

, 1−)روی بازه   (کارگر) بررسی کنید. (1

:𝑓فرض کنید  -28 [𝑎 , 𝑏] → ℝ پذیر باشد ثابت کنید مشتق𝑓′([𝑎 , 𝑏]) (زلفی پور) است.د نهمب 

𝑓(𝑥)، (1, 0)در  𝑥موجود باشد. اگر حداقل به ازای دو مقدار  (1, 0)بر  "𝑓نامنفی و  تابعی 𝑓فرض کنید  -29 =  آنگاه معادله 0

 𝑓"(𝑥) =  ()بختیار پاکزاد )با ذکر دلیل( چند ریشه دارد. (1, 0)در  0

:𝑓فرض کنید  -30 [𝑎 , 𝑏] → ℝ  .ثابت کنید مشتق پذیر باشد𝑓′   بر[𝑎 , 𝑏]  برای هر  پیوسته است اگر و تنها اگر𝛼 ∈ ℝ ی مجموعه

{𝑥   ; 𝑓′(𝑥) = 𝛼} (جباری) .بسته باشد 

[1, 0]فرض کنید  -31 ∩ ℚ = {𝑟𝑛}𝑛=1
𝑓(𝑥)در اینصورت در مورد پیوستگی تابع  ∞ = ∑

1

2𝑛𝑟𝑛≤𝑥  توان گفت؟چه می [1, 0]روی بازه 

 مطهره ریاحی() ادعای خود را ثابت کنید.

:𝑓تابع  -32    ℝ → ℝ .دو بار مشتق پذیر است 

𝑥الف ( اگر به ازای هر  ∈ ℝ  ،𝑓"(𝑥) <  کران پایین ندارد. 𝑓ثابت کنید  0

|𝑥|، اگر  𝑥وجود دارد که به ازای هر   𝑀ب( فرض کنید عددی مثبت مانند  > 𝑀  آنگاه𝑓"(𝑥) < 𝑓(𝑥)و  0 >   𝑓. ثابت کنید پیوستگی 0

 (سعیدی) یکنواخت است. ℝبر 

, 𝑎]روی بازه  𝑓ثابت کنید اگر تابع  -33 𝑏]  پیوسته و مشتق آن به جز در تعداد متناهی از نقاط[𝑎 , 𝑏]  مساوی صفر باشد، آنگاه تابع𝑓  



, 𝑎]روی  𝑏] .(خالصی) ثابت است 

:𝑓هرگاه  -34 ℝ → ℝ  و𝑓′(𝑎)  وجود داشته باشد، نشان دهید 

𝑓′(𝑎) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎 − ℎ)

2ℎ
 

 (قاسمیعلی) کند.را ایجاب نمی 𝑎با ذکر مثالی نشان دهید که وجود این حد مشتق پذیری در نقطه 

:𝑓فرض کنید  -35 [0 , +∞) → ℝ  0)در ,  )عسکرنوه( مشتق پذیر است. (∞+

limالف( هرگاه 
𝑥→∞

𝑓′(𝑥) = b < ℎنشان دهید برای هر  ∞ >  داریم 0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= 𝑏 

limب( اگر 
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = a < limو  ∞
𝑥→∞

𝑓′(𝑥) = b < 𝑏نشان دهید  ∞ = 0 . 

limج( 
𝑥→∞

𝑓′(𝑥) = b < limنشان دهید ∞
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑏 

:𝑓فرض کنید  -36 [𝑎 , 𝑏] → ℝ  پیوسته و روی(𝑎 , 𝑏) هرگاه مشتق پذیر باشد .lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥) = b < وجود دارد و  𝑓′(𝑎)ثابت کنید  ∞

 (کیانی) است. 𝑏برابر 

:𝑓فرض کنید  -37 ℝ → ℝ  اگر برای هر همسایگی𝑣  از𝑥0  وجود داشته باشد𝑥 ∈ 𝑣  ،𝑥 ≠ 𝑥0  که𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)  آنگاه یا𝑓′(𝑥0) 

𝑓′(𝑥0)وجود ندارد یا  =  (صادقی) . 0

 صادقی() توان گفت؟چه می 𝑓𝑜𝑔دو تابع محدب باشند در مورد محدب بودن  𝑔 و 𝑓اگر  -38

حمزه )روی این بازه پیوسته است. ′𝑓روی این بازه مشتق پذیر باشد آنگاه  𝑓محدب باشد ثابت کنید اگر  𝐼ی باز روی بازه 𝑓فرض کنید  -39

 نژادی(

, 𝑎)یک تابع محدب روی بازه  𝑓فرض کنید  -40 𝑏)  باشد. و[𝑐 , 𝑑] ⊂ (𝑎, 𝑏)   قرار دهید𝑀 = max {𝑓′+(𝑐) , 𝑓′−(𝑑)}  ثابت کنید به

, 𝑥ازای هر  𝑦 ∈ [𝑐 , 𝑑]  :داریم|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑀|𝑥 − 𝑦| . (ابراهیمی) 

𝐴ی مجموعه -41 ⊆ 𝑅  و تابع𝑓: 𝐴 → 𝐴 :مفروضند 

𝑥𝜖𝐴}ی ، مجموعه 𝜀باشد و به ازای هر عدد مثبت  𝐴ی یک نقطه حدی مجموعه 𝑎الف( فرض کنید  ∶ |𝑓(𝑥)| ≥ 𝜀 }  متناهی باشد نشان

limدهید 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) =  )رییسی( 0

, 𝑋)فرض کنید  -42 𝑑)  یک فضای متریک و𝑓: 𝑋 →  ℝ  پیوسته و𝐻 ⊆ 𝑋 ای همبند باشد. ثابت کنید اگر مجموعه 

𝑖𝑛𝑓 {𝑓(𝑥)  ∶   𝑥𝜖𝐻} < 𝑘 < sup {𝑓(𝑥)  ;   𝑥 ∈ 𝐻} 

𝑐آنگاه وجود دارد  ∈ 𝐻  به طوری که𝑓(𝑐) = 𝑘 ()شکوهی 


