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  بسم االله الرحمن الرحيم

  
  

  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

  مواد و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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 بسم االله الرّحمن الرّحیم
 
  

  پیشگفتار
هایی  یادگیری مفاهیم آماری و پرداختن به روش"آمار و احتمال"هدف عمده از درس 

برای وارد شدن به مباحث . پذیردها صورت میها تحلیل داده آن براساسکه بهاست 
  .را فرا گرفتبایست مقدمات های آماری، ابتدا میمربوط به روش

این کتاب براساس سرفصل مدون وزارت علوم تحقیقات و فنĤوری برای درس          
ی این برای مطالعه.  تدوین شده استآماری ی کارشناسی رشتهآمار و احتمال یک دوره

  .کند کفایت میII و Iکتاب با معلوماتی از دروس ریاضی عمومی 
. شویدهای کلی و جزئی درس مطلع میبا مرور فهرست مطالب کتاب، از عنوان        

های قبل از آن را به خوبی شود که مطالب فصلدرک مطالب هر فصل وقتی میسر می
عمیق مطالب  یهالعمط  تدریج به  ارچوب هر فصل، بههپس از دریافت چ. فهمیده باشید

ها و حل گویی به پرسشبا پاسخ. کنید  مربوط را حلهایاهتمام ورزید و تمرین
ضمناً به . شوید توانید از کیفیت پیشرفت خود و درک و فهم مطالب، آگاهها، میتمرین
 همچنین در بخشی دیگر .است شده های هر فصل در پایان کتاب، پاسخ دادهتمرین
آوری شده که حل آنها را ای مرتبط با مطالب کتاب جمع چهارگزینههایپرسشبرخی 

افزار مینیتب استفاده شده است هایی که از نرمبخشبرای  .گذاریمبه خواننده وامی
های عملی این درس فرا گرفته،  را ابتدا در کلاسفصل هفتمآموزش  ،شودتوصیه می

- هر نیمهای پایان  لازم به ذکر است که آزمون.های اول تا ششم شوندسپس وارد فصل

ی اساتیدی که مجری سال ارزیابی از این فصل نخواهد شد و ارزیابی آن را به عهده
  .نماییمهای عملی هستند واگذار میکلاس

دانیم که مراتب قدردانی خود را از استاد گرامی جناب آقای         در اینجا لازم می
 محترم دانشگاه تربیت معلم که زحمت ویراستاری کتاب را استاداالله پاشا دکتر عین

همچنین از همکاران محترم مدیریت تدوین منابع درسی . علام نماییمبرعهده داشتند ا

 نه
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جا دارد از آقای محمد . خصوصاً جناب آقای اکبری کمال تشکر و سپاس را داریم
   .اند قدردانی به عمل آوریمعباسی که زحمت تایپ این کتاب را کشیده

می کتاب از طرف هرگونه پیشنهاد و انتقاد در جهت ارتقای کیفیت مطالب عل        
  .گرددخوانندگان محترم، مورد استقبال گرم نویسندگان قرار گرفته و موجب سپاس می

  نویسندگان

  

 ده
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  لاوّ فصل
 
  

 توصیفی آمار
  
  

 )تاریخی مروری( مقدمه  1-1
  :رودکار میبه معنی دو شود به ترجمه میآمار  که در زبان فارسی بهstatistics یهکلم

 ،ءاشیا از وسیعی یدامنه که است هاییداده از ای مجموعه معرفیک معنای رایج آن 
 میزان ،درآمدها ،اجناس قیمت ،یلیدتو هایفعالیتاطلاعات  ،هاجامعه یاندازه نظیر

 توسط متعارف طوربه نوع این از آماری اطلاعات .شودمی شامل را غیره و بارندگی
  دیگر آنکه.شودمی تولید روزمره زندگی ازهایی قسمت و  خصوصیهایبخش ،دولت
 مربوط عددی هایداده تحلیل ،توصیف ،آوریجمع هایروش و نظریه به کلمه این
  .دشومی

 و سربازها تعداد ،ثروت ،جمعیت به مربوط اطلاعات هادولت قدیم هایزمان در      
 ،تاریخ در .کردندمی  گردآوری، مالیاتآوریجمعو  کشور اوضاع کنترل برای را ...

 مصریان و اندکرده برآورد را نفوستعداد  ،مسیح تولد از قبل سال هزار چند ،هاچینی
 در .بودند داده تشکیل نیز را جمعیت تحرک جداول نفوس سرشماری بر علاوه نیز

 چنین و دارد سابقه سال دوهزار از بیش اداری آمارهای آوری جمعنیز هند و ایران
   عمل گونهبدین سربازان شمارش برای ایران پادشاه داریوش زمان در که اندآورده

  .گذارندب آن در سنگیپاره و بگذرند خاصی جایگاه از آنان که شدمی 
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  احتمال  و      آمار2

 پدر را او  .شد گذاریپایه انگلیسی گرانت جان توسط حیاتی آمار هفدهم قرن در       
 بررسی را مرگ و تولد آمارهای بار لیناوّ برای که بود او زیرا دانندمی حیاتی آمار علم
 و دکر محاسبه را مختلف سنین در زندگی به امید و تنظیم را میرومرگ جداول و کرد

 وجود عرصه به پا لندن در عمر یبیمه یموسسه لیناوّ هفدهم قرن آخر در سرانجام
  .نهاد

  مسائل و ،احتمال ینظریه شدنوارد با هفدهم قرن یهنیم از آمار ینظریه       
 علم پدر عنوانبه  راانگلیسی "فیشر رونالد" امروزه .یابدمی توسعه شانسی هایبازی 

 و آموزش ،بیومتری ،ژنتیک مانند مختلف هایزمینه در را آمار وی .شناسندمی آمار
 برآوردهای  شاملآماری استنباط معرفی در و ها وارد کردمانند آن و کشاورزی ،پرورش

  .گام بودپیش هاآزمایش طرح و ،نمونه دقیق هایتوزیع ،اینقطه
 نگج از قبل کمی رفتاری و اجتماعی علوم در آماری هایروش کارگیری به       
 و یافت افزایش مختلف هایزمینه در هاآمارگیری تعداد .شد شروع مدوّ جهانی

 را آمار علم با آشنایی تربیت و تعلیم و شناسیروان به مربوط اطلاعات تفسیر ضرورت
 ،انسانی علوم مانند علمی هایزمینه از بسیاری در موفقیت مروزها .کرد ناپذیراجتناب
 گاهی و مشکل آمار علم از لازم اطلاعات داشتن نبدو مهندسی و فنی و پزشکی

 .است غیرممکن

  اعداد  1-1-1
 کهچنانهم .است کرده ایجاد انسانی هایاندیشه بیان در تحولی عدد مفهوم کاربردنبه

 ،درآورند گفتار و اندیشه به را خود فرزندان دقیق تعداد ،توانستندنمی دور گذشتگان
 خود دور گذشتگان مانند هوا وضع بیان برای ،دماسنج ختراعا از پیش تا مثلاً ،بشر وضع
 :دادمی جواب مثلاً ،پرسیدندمی سردی و گرمی لحاظ ازرا  هوا وضع وی از اگر .بود
 با اامّ .است سرد »خیلی« :گفتمی ،است سرد چقدر گفتندمی اگر .است سرد هوا

 آسانی به است قادر بشر ،دما میزان درآمدن کمیت به یا شدنکمیّ و دماسنج اختراع
 حتی و کند تعریف ترمشخص صورتی به را آنها مانند و »گرمسیر« و »سردسیر« مناطق
 ،است »پرجمعیت« کشور فلان اینکه بیان .کند ترگسترده و تردقیق بسیار را بندیرده
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  3 توصیفی     آمار

 »نفر ونییلم« یک کشور آن جمعیت مثلاً بگوییم که باشد دقت از حد این در تواندنمی
  .است نفر 3000 مثلاً زیندمی هکتار هر در که کسانی تعداد متوسط یا ،ستا

 لااقل ،استکرده دگرگون را انسان زندگی ،عدد مفهوم که بگوییم نتوانیم اگر ،پس       
 در بیـشتر  و بهتـر  هرچـه  نقـشی  عدد ،انسان زندگی شدنمتحول با که بگوییم توانیممی

  .است شتهدا او زندگی
 ،پیش سال هزار سه حدود یونانیان .دارد گوناگون هایینقش انسان زندگی در عدد       
 قراردادند مطالعه مورد صحیح اعداد روابط درک برای و عدد خود خاطربه تنها را عدد
 ،بشر اامّ .آورند پدید را »اعداد یهنظری« نامبه موضوعی و ریاضی هایقضیه زیباترین و
 نیاز نیز »کردن حساب« به ،اجتماعی چه و شخصی چه ،خود زندگی هایعرصه متما در

 پدید را »حساب علم« لذا و »حساب اصلی عمل چهار« ،زندگی نیازهای این .داشت
  .است ریاضیات از جزئی هم آن که آورد

 واقع در .دارد حساب علم در خود نقش از فراتر بسیار نقشی عدد امروزه اامّ       
 کرد بیان اعداد کمک به توانمی را آنها مانند و اجتماعی و طبیعی هایپدیده از یبسیار

 در زلزله شدت بیان مثلاً .پرداخت اعداد کمک به هاپدیده این تفسیر و تعبیر به یا و
 ،انسانی تلفات تعداد اامّ ،کندمی مشخص را آن نسبی ضعف و قوت میزان ،ریشتر واحد
 پس .دهد نشان را فاجعه ابعاد ،نحو بهترین به تواندمی ... و شده تخریب بناهای تعداد
 توصیف اعداد از استفاده با را آن عواقب و عوارض و زلزله گونگیچ ،مورد این در

 نوع هر تفسیر و تعبیر و ،تحلیل و تجزیه ،بیان برای که شودمی تلاش امروزه .ایمکرده
 نوع هر بیان که دکرورتصّ نباید البته .شود استفاده اعداد جادویی نیروی از ایپدیده
 زلزله مورد در بالا در که شودمی انجام سهولتی همان با آن وتحلیل تجزیه و ایپدیده
 داشته آنها نسبی پیچیدگی و هاپدیده این از برخی از وریتصّ آنکه برای .شد انجام
  :کنید توجه زیر هایمثال به ،باشیم
  روستایی، هایمهاجرت در کشاورزی مددرآ کاهش یا افزایش نقش )الف
  جوامع، سلامت سطح در هوا آلودگی ثیرأت )ب
   .اجتماعی روابط ساختار تغییر در پیشرفته آوریفن وسایل از دهاستفا ثیرأت )ج

 یزمینه در اطلاعاتی باید ابتدا ،دهیم پاسخ بالا نوع از هاییپرسش به بتوانیم آنکه برای
 ،اعداد از ایمجموعه برحسب ،اطلاعاتی چنین .کنیم گردآوری بحث مورد موضوع
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  احتمال  و      آمار4

 ،تحلیل و تجزیه ،تلخیص و تنظیم ،گردآوری یهنحو .شوندمی نامیده آماری هایداده
 علم موضوع ،بحث مورد موضوع یهدربار نتایجی استخراج و ،هاداده تفسیر و تعبیر و

  .دهدمی تشکیل را آمار

   یاستنباط آمار و توصیفی آمار  1-1-2
  شـرح   زیـر   در را ،اسـتنباطی  آمـار  و توصـیفی  آمـار  ،آمـار  علم موضوع از بخش دو

  .دهیممی  
 یا هاداده کردنخلاصه هاآن از هدف که است اعمالی یهکلی شامل توصیفی آمار       

 یعنی ؛شود برداشته آن از فراتر گامی آنکه بدون ،هاستداده مهمّ هایجنبه توصیف
 آن  از  هاهداد که منابعی یهباردر اییهاستنباط یا هاگیرینتیجه  ،شود تلاش آنکه بدون

  .آید عمل به ،اندشده استخراج
 از ایگسترده یهاستفاد هم هنوز و است آمار از مهمّ بخشی توصیفی آمار رچهگ       

 رد اامّ ،آیدمی عمل به عموم برای هاداده مهمّ هایویژگی توصیف برای مخصوصاً ،آن
 هاآن کمک به که است هاییروش یعنی ،استنباطی آمار به بیشتر توجه اخیر هایسال
 که بزرگتر ایمجموعه به را هاداده از متناهی ایمجموعه در موجود اطلاعات توانمی
  .داد تعمیم ،اندآمده دست به آن از هاداده

   لیهاوّ مفاهیم برخی  1-1-3
 صفت یک دارای حداقل که نظر مورد صرعنا از است عبارت آماری یهجامع

 ساکنین یهجامع ،نورپیام دانشگاه دانشجویان یهجامع مانند .باشند مشترک یمشخصه
  ....و قلبی بیماران یهجامع ،تهران شهر

 یکی همتمایزکنند و مشترک آماری عناصر یهمه بین که است صفتی مشخصه صفت
 به نسبت جامعه افراد ایرانیان یهجامع در مثلاً .است جوامع سایر از آماری یهجامع
  .ندارند تمایزی وجه هیچ بودنایرانی
 از جامعه مقادیر اگر .تناهینام و متناهی :شودمی تقسیم نوع دو به آماری یهجامع       
 جمعیت مثلاً نامیممی تناهیم را آن باشد پذیرپایان و شود تشکیل ثابتی محدود تعداد
 تناهیم یهجامع یک ،است بوده نفر 70049262 که 1385 سال یسرشمار در ایران



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  5 توصیفی     آمار

 اعضای با ایجامعه مانند  داریم، را تناهینام های آماری مقابل جامعه در .است
12345 ، ، ، ، ، Kتشکیل را متناهینا یهجامع یک که آینده سال در ایران جمعیت یا  
  .دهدمی 

 نسبت جامعه افراد زیرا شودنمی انجام مشخصه صفات روی آماری هایبررسی :متغیر
 هایزاویه از جامعه افراد به اگر ولی .ندارند هم با تمایزی وجه هیچ صفات این به

 هستند هاتفاوت این عامل که  راصفاتی آن  .بینیممی زیادی هایتفاوت بنگریم دیگر
 عضو یک از جامعه یک در که هستند صفاتی متغیر اتصف پس .نامیممی متغیر صفات

 شهرستان ،نورپیام دانشگاه دانشجویان یهجامع در مثلاً .کنندمی تغییر دیگر عضو به
 ،استعداد نظیر صفاتی کلی طور به .هستند متغیر صفات انتخابی یهرشت و سکونت محل
 دفعات تعداد ،لامپ عمر طول ،سن ،تأهل وضع ،خونی گروه ،بیماری نوع ،هوش

  .شوند گرفته نظر در متغیر ،... و خاص، دارویی تأثیر میزان خودرو، از ایقطعه تعویض
  .کمیّ متغیرهای و کیفی متغیرهای :شوندمی تقسیم دسته دو به متغیرها :متغیر انواع
 گیریاندازه قابل و نداشته واحد که هستند صفاتی به مربوط :کیفی متغیرهای )الف

 خونی گروه ،چشم رنگ ،تأهل وضع ،بیماری نوع ،شغل ،مرغوبیت ،جنس نندما نیستند
   با که متغیرهایی گروه به عمدتاًمتغیرها متغیرها  بعدی بخش در( آنها نظایر و

  ).دارند تعلق شوند،می گیریاندازه ترتیبی و اسمی هایمقیاس
 ؛هستند شمارش ای گیریاندازه قابل که هستند صفاتی به مربوط :کمّی متغیرهای )ب

 ،سن مانند .باشندمی سنجش و مقایسه قابل و دارند شمارش یا گیریاندازه واحد یعنی
 دست به گیریاندازه راه از که غیره و درآمد ،قد ،وزن ،تحصیلی درجات ،عمر طول
  .آیندمی

 یکمّ یمتغیرها از عبارتند که شوندمی تقسیم دسته دو به خود کمیّ متغیرهای      
 قابل که هستند آنهایی گسسته یکمّ متغیرهای .پیوسته کمیّ متغیرهای و تهگسس

 ،روزانه تولید تعداد ،مسافر ظرفیت ،خانوار افراد تعداد ،سن مانند هستند شمارش
 بازه یک در آنها مقادیر که هستند آنهایی پیوسته یکمّ متغیرهای ....و روستاها جمعیت
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  احتمال  و      آمار6

 مانند شوندمی انتخاب حقیقی اعداد از ایبازه آنها مقادیر دیگر عبارت به یا دارد قرار
 نظایر و بیماران برای بیمارستانی یههزین ،دروس یهنمر ،درآمد ،عمر طول ،قد ،وزن
  .آن
  

  
  سازیمقیاس مفهوم  1-4- 1

 اینمره یا عدد جامعه از عضوی به آن کمک به که است فرآیندی گیریاندازه از منظور
 دست به طریق این به که )اعدادی(هایینمره که کرد توجه ایدب .شودمی داده نسبت

 ظاهراً پاسخ سه ،هانمره این بودن متفاوت توضیح برای .دارند متفاوتی معانی ،آیندمی
 کسی از کنید فرض .بگیرید نظر در ،است شده داده متفاوت پرسش سه به که را یکسان

 استفاده با تنها زیر سوال سه به ،است کرده شرکت کشور صدمتر دوی مسابقات در که
  :گوید پاسخ عدد از
  کردید؟ شرکت مسابقه در ایشماره چه با .1
  شدید؟ چندم نفر .2
  رسیدید؟ پایان خط به ثانیه چند در .3

 عدد پاسخ سه هر در اینکه با .باشد »5« الؤس سه هر به وی پاسخ کنید فرض      
 لیناوّ .است شده برده کار به متفاوت معنی سه در عدد این اامّ ،است رفته ارک به »5«
 کسب مقامی هنشان به میدوّ ،است کننده شرکت )شناسایی( یهشمار ینشانه به 5

 ها5 از یک هر این بنابر .است مسابقه پایان »زمان«ی هنشان به سومی و مسابقه در شده
  .شودمی شامل را متفاوتی اطلاعات یهمجموع
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  7 توصیفی     آمار

 را گیریاندازه هایمقیاس از مختلف نوع چهار ،)میلادی 1946( 1استیونس       
 هر در .بردارند در را متفاوتی اطلاعاتی همجموع آنها از هریک که استکرده مشخص
 .است متفاوت کلی به اعداد این از حاصل اطلاعات ولی شودمی استفاده عدد از مقیاس

 هر شرح به زیر در .نسبتی  و،ایفاصله ،ترتیبی ،اسمی :از عبارتند مقیاس چهار این
  .پردازیممی آنها از یک

   اسمی مقیاس .1
 یا و اشیا یا افراد شناسایی برای تنها و است طبیعی عدد یک معمولاً که  رامقیاس هر

 افراد خونی هایگروه ،مثال برای .نامندمی اسمی مقیاس کی ،رودمی کار به هامکان
1234 اعداد با ترتیببه  راهاآن که ،Oو ،A، B، AB :از عبارتند  .کنیممی مشخص  ، ، ،

 برچسب که فردی ،است خونی گروه چه دارای فردی هر که یندگومی صرفاً اعداد این
   .است AB خونی گروه دارای ،دارد 3

 هایخاصیت از یک هیچ زیرا ،اندعددی اسمی نظر از تنها ،اسمی هایداده       
 مقیاس در اصطلاحاً و رندندا ،داریم سروکار آنها با معمولی حساب در که را اعدادی
 بردن کار به آیا اینکه به توجه این بنابر .شودمی انجام گذاریاسم یا گذاریکد ،اسمی
  .دارد زیادی یتاهمّ ،خیر یا است مجاز هاداده مورد در حسابی اعمال

  )ایرتبه( ترتیبی مقیاس .2
 .گویندمی تیبیتر مقیاس را آن کند بیان را برتری و حقیقی عدد یک ،مقیاس هرگاه

 طبقه محتویات یا طبقه یک محتویات تفاوت از نظرصرف که آیدمی پیش مواردی
 نوع به توجه با طبقات بین موجود روابط .است برقرار آنها بین ارتباط نوع یک ،دیگر

 شود میبیان ".... و ترمشکل ،بیشتر ،بالاتر به " دارد ترجیح صورت ، اکثر مواقعمقیاس
 اصطلاحاتی از استفاده .دهندمی نشان "<"نظیر علائمی با معمولاً را بطیروا چنینکه 

____________________________________________________________________ 
1  S. S. Stevens 
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  احتمال  و      آمار8

 ترتیبی مقیاس بیانگر تحقیقات در "ضعیف ،متوسط ،قوی" و "پایین ،وسط ،بالا" چون
  .نیستیم جبری عملیات انجام به مجاز مقیاس نوع این در .است

 ،A، B، C فرد پنج به ترتیب به را 10 ،8 ،6 ،4 ،2 اعداد وقتی ،مثال برای       
D، E مورد صفت لحاظ از مذکور فرد پنج که است آن معنی به دهیممی اختصاص 
 را اشیا یا افراد نسبی وضع اگر لذا .گیرندقرارمی  A، B، C، D، E ترتیب به نظر
AB :هیمد نمایش زیر هایصورت به را هاآن یمتوانمی بدانیم ایرتبه مقیاس در  ؛<

CB .است بزرگتر Aاز B ،یعنی BB .است کوچکتر C از B ،یعنی ؛>  ،یعنی ؛=
B با C است ارزش هم.   

 و مدوّ ،لاوّ ترتیب به که  راهاییدونده دومیدانی یمسابقه یک در ،دیگر مثالی در      
  .کنیم مشخص 3 و 2 ،1 اعداد با ،رسندمی پایان خط به مسوّ

  ایفاصله مقیاس .3
 آن بر علاوه و باشد دارا را ترتیبی مقیاس یک خصوصیات همه مقیاسی که وقتی
 نسبت همچنین ،باشد داشته مشخصی میزان مقیاس روی بر عدد دو هر بین یفاصله
 گیریاندازه نوع این در .نامندمی ایفاصله مقیاس را آن کند حفظ را فاصله دو اب تفاضل
 در .است صفر نظرنقطه از مستقل و گیریاندازه واحد از مستقل فاصله دو هر نسبت
   .است قراردادی و اختیاری گیریاندازه واحد و صفر ینقطه  مکانایفاصله مقیاس
 دارای فارنهایت و گرادسانتی مقیاس دو در دما کهآن وجود با دما، گیریاندازه در       
 برای .روندمی کار به حرارت گیریاندازه برای دو هر ولی ، استمتفاوت صفر یهنقط
12345 شده گیریاندازه قابل کمیت پنج ،مثال xxxxx  این گیریممی  نظر  در را ،،،،

1114172023 هایاندازهبه را هاکمیت  در هاix یعنی( ایمنموده سازیمقیاس ،،،،
 آمده دست به جدید هایداده و اندشده جمع ثابت عددی با و ضرب ثابت عددی
31114(ل وّا از مدوّ کمیت یهانداز اختلاف که شودمی ملاحظه .)است  سه ابربر )−=
91120( چهارم از لاوّ کمیت اختلاف برابر   .است )−=
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  9 توصيفي     آمار

  نسبتي اسمقي .4
 واقعي صفر ينقطه داراي ايفاصله مقياس خصوصياتي همه بر علاوه كه مقياسي به
 نسبت ،نسبتي مقياس در .گويندمي نسبتي مقياس ،كندمي حفظ را نسبت و هست نيز
   .است گيرياندازه واحد از مستقل گيرياندازه مقياس روي عهقط دو هر

 وزن دو هر نسبت و دارند واقعي صفر يطهنق گرم و پوند چون هاييمقياس       
 وسايل از استفاده با كه اطلاعاتي بيشتر .است مستقل گيرياندازه واحد از دلخواه
 مقياس سطح در اگر ،مثلاً .است نسبي مقياس نوع از شودمي گيرياندازه فيزيكي
 ،A، B ياشيا در خصوصي به صفت مقدار ينماينده 10، 8، 6، 4 ،2 اعداد ،نسبتي
C، D، E در فتص اين كه گفت توانمي باشند B برابر 2ي هانداز به A در و C 
E، 52 در و A برابر 3ي هاندازبه    .دارد وجود آن نظاير و B برابر /

 چهارگانه هايمقياس يهردربا شده ذكر مفاهيم خلاصه يدهندهنشان زير جدول       
  .است آنها يمقايسه و
  

  
  

  هاداده منابع  1-1-5
 در هاداده گردآوري براي گوناگوني منابع انقمحق ،علمي مباحث گستردگي به توجه با

 اشاره آنها منابع برحسب هاداده مهم انواع به جزئيات در واردشدن بدون .دارند اختيار
  .كنيممي

 گردآوري تحليل انجام براي مخصوصاً كه را خام اطلاعات كه ليهاو هايداده       
 انجام مانند ،مستقيم سنجش طريق از يا هاداده اين .گذارندمي ما اختيار در ،اندشده

 طريق از يا ،آيندمي دست به ،ويژه ابزارهاي با گيرياندازه ،ينميدا مشاهدات ،مصاحبه
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  احتمال  و      آمار10

  انجام هم از مجزا هایمکان در نتایج ثبت و سنجش آن در که غیرمستقیم سنجش
 هایثبات و ،ترافیک هایشمارنده ،تلفنی هایمصاحبه از استفاده روش این و شودمی 

 نیز دور راه از سنجش هایروش از حاصل هایداده .شودمی شامل را خودکار بارندگی
  .شوندمی محسوب لیهاوّ هایداده یهزمر در

 گردآوری -خاص منظور هر به -پیشتر که اطلاعات آن در که ثانویه هایداده       
 استخراج آن از نظرمورد تحلیل به مربوط اطلاعات و شده تلقی اصلی منبع ،اندشده
 یا دولتی اجرایی هایدستگاه هایفعالیت مستقیمغیر پیامدهای یا هاداده این .شودمی

 ،هابانک ،بردارینقشه سساتؤم ،اسناد ثبت و احوال ثبت ادارات نظیر ،خصوصی
 یا و سراسری رسمی هایسرشماری از حاصل هایداده یا اندغیره و ،هاشهرداری
 از لحاص تصاویر در مندرج هایداده .اندایران آمار مرکز نظیر سساتیمؤ مقطعی
  .اندجمله این از نیز دور راه از سنجش هایدستگاه
 منابع به مربوط گیریاندازه یندهایافر بین ایعمده هایتفاوت که است بدیهی       

 استفاده لیهاوّ هایداده از وقتی .است موجود ثانویه و لیهاوّ هایداده بین و ،گوناگون
 گیریاندازه یندافر اامّ است ترآسان لتحلی به مربوط پژوهشی طرح معمولاً ،کنیممی

 گردآوری یندافر داشتن کنترل تحت امکان به توجه با .است گیروقت و دشوار معمولاً
 نیاز مورد آماری تحلیل در که شکلی هر به را متغیرها توانمی ،حالت این در هاداده
 کنترلی ،کنیممی استفاده ثانویه هایداده از وقتی ،اامّ .کرد گیریاندازه و انتخاب ،دنباش

 ایجاد موجب است ممکن امر این و نداریم گیریاندازه یندافر و متغیرها به نسبت
 ابتدا که است محقق یبرعهده صورت این در .شود تحلیل و تجزیه موقع در مشکلاتی

  .کند حاصل اطمینان هاداده بودنمناسب از

  هاداده دهیسازمان  1-2
 نتایجی و برداشت هاداده تحلیل و تجزیه برای را هاگام تیننخس بتوان آنکه برای
 ،آورد دست به ،اندشده استخراج آن از اطلاعات این که ایجامعه خصوصیات یهدربار
  .شوند تلخیص و )تنظیم( سازماندهی هاداده این که است لازم
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  11 توصیفی     آمار

  عددی هایداده کردنمرتب  2-1- 1
  در مترسانتی برحسب را شهر 100 سالانه بارندگی میزان زیر هایداده کنیدفرض

  :دهدب نشان ایمنطقه 

4404416374396420442108216042242
0602226642204524103650018437645
4396338400392164125653612824256
829043490689224622041018548030
837637623028040041652847027612
2284490370390100290045031456235
2394320470428123212430649640229
230839411023074438044038828815
439439014427612486831249438236
243456420419435046037428435044

//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////

  

 مقدار کمترین و بیشترین یعنی ،فرین مقادیر که باشد این بهتر ،مرحله نخستین در شاید
 مقدار نکمتری که شودمی معلوم وارسی مقداری با .کنیم معین مجموعه این در را هاداده
4125 مقدار یشترینبو  /411  ،مقدار میندوّ و داد ادامه را شیوه همین توانمی .است /
 ترتیببه را هاداده دیگر عبارتبه یا کرد پیدا بزرگی نظر از را ... و ،مقدار مینسوّ

 این انجام از پس .)کرد مرتب نیز نزولی ترتیب به را هاداده توانمی( کردمرتب صعودی
  :داشت خواهیم را زیر فهرست کار

  

4125664449044840039037230824018
4123060249243640039236030224216
2108456548043440438435829623216
4103456847642040438435229023815
0100256047242839038235828622014
490653046042439837633428222612
290652645042439637432228420612
689452045441439637831028220612
486650044041439437031427419212
074649044041239037430027018411

//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////

  

  

 بزرگ هایمجموعه برای ،صعودی یا نزولی ترتیب به هاداده کردن مرتب اینکه با       
 با تفاوتی چندان ،جدید یهمجموع این که کنیممی ملاحظه ،نیست آسانی چندان کار
 آنها »توزیع« وکیف کم از آنها به نظرکردن با تنها تواننمی و ندارد قبلی هایداده
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  احتمال  و      آمار12

  پردازش برای دیگر راهی که بود خواهد سودمند این بنابر .آورد دست به اطلاعی
 برگ و ساقه نمودار ،است آمده وجود به اخیراً که هاییروش از یکی .کنیم پیدا هاداده 

 روش این سهولت برای .گذاردمی اختیار رد را هاداده کلی وضع از تصویری که است
  .دهیممی توضیح زیر مثال هایداده برای را

 شهر بیست در بانک یک شعب تعداد به زیرمربوط هایداده کنید فرض .1-1 مثال
  .باشند

  

77686182557472676457
63886579746193528469  

  

 آنها دهگان رقم کهرا  اعدادی و بگیرید نظر در جداگانه را عدد هر دهگان و یکان رقم
96 صورت به را 69 عدد مثلاً منظور این برای .کنید گردآوری جایک ،هستند یکی  در |
 و نویسیممی خود مناسب درجای اول ستون در را 6 یعنی ،دهگان رقم .گیریممی نظر
 را 6 قبلاً چون ،64نوشتن برای .کنیممی وارد | علامت راست سمت در را یکان رقم
 علامت راست سمت در را یکان رقم یعنی ،4 تنها است کافی ،ایمنوشته لاوّ ستون در

  :شوندمی بندیگروه زیر شکل به اعداد ترتیب این به .کنیم وارد |
  

39
2848

744927
817435196

5725

  

  

5725 یعنی ،جدول این سطر لیناوّ  اعداد شامل فهرست این که دهدمی نشان |
 که است عدد 8 املش فهرست که کندمی بیان سطر میندوّ و است 55و ،57 ،52
  .است 6 آنها دهگان رقم
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  13 توصیفی     آمار

 را ایساقه حالت سطر هر زیرا ،شودمی نامیده برگ و  ساقه نمایش ،جدول این       
 نشان را برگ یک حالت | عمودی خط راست سمت در واقع رقم هر و ،دهدمی نشان
   یعنی ،هاساقه با ابتدا ،جدول این دادن تشکیل برای .دهدمی

9
8
7
6
5

  

  

 و گرفته نظر در را عدد هر ترتیب به ،هاداده فهرست به مراجعه با سپس .کنیممی شروع
 نمایش .کنیممی درج آن به مربوط یهساق روی در برگ عنوان به را آن رقم میندوّ

 اامّ است موجود اصلی فهرست در که سازدمی منعکس را عاتیاطلا همان  برگ و ساقه
 ساقه نمایش ایجاد با ،هاداده کردن مرتب کار یهعمد بخش .است آن از ترفشرده بسیار

 کار توانمی ،است تریساده نسبتاً کار که هابرگ کردنمرتب با .شودمی انجام برگ و
  .آوریممی دست به را زیر جدول مثال نای در .برد جلوتر گامی را هاداده کردنمرتب

  

39
8428

974427
987543116

7525

  

  

 در که است کاریهبیش هابرگ کردنمرتب سپس و برگ و ساقه نمایش ،واقع در
 شوندمی مرتب خود حرف لیناوّ برحسب ابتدا هاواژه ،شودمی انجام لغت هایفرهنگ

 کلمه که است این مانند التح این در البته ... و مسوّ و مدوّ حروف برحسب سپس و
  .است حرفی دو
 به برگ و ساقه نمایش یک در هاداده از فهرستی هر گرفتنقرار که کنیممی توجه       

 هاداده پراکندگی و ارقام شدن زیاد با گاهی .نیست ،شد انجام اخیر مثال در آنچه سادگی
  .کرد استفاده ،اعشاری هایرقم برخی حذف یا هاداده یهگردشد از توانمی
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  احتمال  و      آمار14

افزار مینیتب انجام شده ، به کمک نرم1-1      در زیر نمودار ساقه و برگ برای مثال 
  .است

MTB > SET C1 
DATA> 69 84 52 93 61 74 79 65 88 63 
DATA> 57 64 67 72 74 55 82 61 68 77 
DATA> END 
MTB > Stem-and-Leaf C1; 
SUBC>   Increment 10. 
Character Stem-and-Leaf Display 
Stem-and-leaf of C1        N  = 20 
Leaf Unit = 1.0 
    3    5 257 
   (8)   6 11345789 
    9    7 24479 
    4    8 248 
    1    9 3 

  تمرین
   ،شهر 100 یسالانه بارندگی جدول هایداده برای .1- 1

  .دهید تشکیل دستی صورتبه را برگ و ساقه نمایش )الف
ی مختلف ، نمودارهاIncrementافزار با تغییر مقدار در دستور باردیگر به کمک نرم )ب

  .ساقه و برگ را رسم کنید

   فراوانی هایتوزیع  2-2- 1
 آن از بیشتر معمولاً ،شوندمی گردآوری آماری یهمطالع یک در که هاییداده تعداد
 دست به مطالعه مورد یهپدید یهدربار اطلاعی بتوان ،آنها به کردننگاه با تنها که است
 این برای ساده راه یک .دهیم سازمان نحوی به را هاداده این که است لازم و آورد
 تردقیق مطالعه برای امّا .است برگ و ساقه نمایش یک قالب در هاآن گردآوردن ،منظور

   از یکی .کنیم سازماندهی یبیشتر دقت با را هاآناست  لازم ،هاداده ترمفصل و
-داده بندیگروه یا بندیرده برای فراوانی هایتوزیع از استفاده ،رایج بسیار هایروش

 نورپیام دانشگاه دانشجویان از گیرینمونه یک در که کنید فرض مثال عنوانبه .هاست
 نفر 28 ،کامپیوتر علوم یهرشت نفر 47 ،کامپیوتر مهندسی یهرشت نفر 41 ،شیراز در
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 افراد این بندیدسته .نداهبود محض ریاضی یهرشت نفر 11 و ،کاربردی ریاضی یهرشت
  .است زیر صورتبه
  

  دانشجویان  ای ازبندی نمونه دسته.1-1جدول 
  یرازنور در مرکز شدانشگاه پیام

  41  کامپیوتر مهندسی
  47  کامپیوتر علوم

  28  کاربردی ریاضی
  11  محض ریاضی

  

 بندیدسته برای و شودمی نامیده کیفی توزیع یا ایرسته توزیع یک ،جدولی چنین
 دادنسازمان برای معمولاً .شودمی استفاده آن از هاتهسر قالب در غیرعددی هایداده
 هایتوزیع از ،اندشده بیان اسمی مقیاس برحسب که اییهداده یا غیرعددی هایداده
  .کنیممی استفاده ایتهسر

 هاییعتوز یا کمی هایتوزیع از ،دیگر هایمقیاس برحسب عددی هایداده برای       
 یا هابازه در را هاداده ،دید خواهیم که طوری به ،حالت این در .کنیممی استفاده عددی
 عددی یا ایتهسر هایتوزیع هاداده برای اینکه از اعم .دهیممی قرار اعداد از هاییفاصله
 خلاصه فراوانی جدول یک در را هاداده که گفت خواهیم  یا خیر،باشیم داده تشکیل
 مثالی ،کنیم بررسی تفصیل به را فراوانی هایجدول تشکیل یهنحو آنکه برای .ایمکرده
  .آوریممی

 روز 80 در هوا در شده منتشر سولفور اکسید میزان 2-1جدول  هایداده .2-1 مثال
  .دهندمی نشان را )تن برحسب(
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  احتمال  و      آمار16

52812012449917118527915510925
83172402031981131332231292138
118418624522324820117419029414
51452351377018216120624023518
019916625219421420626922215119
710716419515920011520018722826
7236176288121265177142689722
21309913718824923211317426815

//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////
//////////

  

  روز 80 در )تن برحسب( هوا در شرهتمن سولفور اکسید میزان هایداده .2-1 جدول
  

 تعیین را هاییگروه یا هارده تعداد باید گام نخستین در فراوانی جدول تشکیل برای
 و سلیقه به حدی تا هارده تعداد تعیین .دهیمجای آنها در را هاداده خواهیممی که کنیم
 شده پیشنهاد هارده تعداد انتخاب برای کلی یهقاعد چندین اامّ .دارد بستگی محقق نظر
   هایفرمول از هریک از استفاده توانمی جمله آن از که است

)1-1(                  kn 2=   
)1-2(                  )log(/ nk 331+=   
 خاطربه باید همواره آنچه .هاسترده تعداد kو هاداده تعداد n آن در که کرد ذکر را

  :که است این داشت
 هارده دقیق تعداد ،کنیممی انتخاب  15 از بیشتر و 5 از کمتر را هارده تعداد ندرت به

  .دارد بستگی مشاهدات یا هاگیریاندازه تعداد به
 از قبل که هستیم روبهرو مشکلی همان با ،کنیممی انتخاب بزرگ را هارده تعداد وقتی

 کم هارده تعداد وقتی .است پیش در اصلی هایداده با کارکردن و هاداده کردنتلخیص
 .شودمی کاسته گیرینتیجه دقت از و ادغام درهم توجهی قابل نسبتاً اطلاعات ،باشد
  .گرفت 7 یا 6 را هارده تعداد توانمی لذا ،n=80 چون ،حاضر مثال هایداده برای
 در را ما هایداده باید که را هاییطبقه یا هارده خود باید ،هارده تعداد تعیین از پس

  :کنیممی توجه زیر قواعد به هارده تعیین در .کنیممشخص ،بربگیرند
  .دربرگیرند را هاداده یههم که شوند انتخاب طوری باید هارده .1
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 هارده دیگر عبارتبه ،گیردمی قرار رده یک در تنها داده هر که شد مطمئن باید حتماً .2
  .باشند داشته مشترک عضو نباید

 که کنیممی سعی علاوه به و ،کنیممی انتخاب برابر را هارده طول امکان درصورت .3
 ،رده هر حدود از منظور .باشد ... ،100 ،10 ،5 از مضربی هارده حدود یا هارده کران

  .قراردهیم معین ایرده در توانیممی که هاستداده از مقدار بیشترین و کمترین
26 هاداده مقدار کمترین چون ،مثال این در         /831 هاداده مقدار بیشترین و /
   هاداده این رایب پس ،است

  تغییرات یهدامن = داده بزرگترین مقدار - داده کوچکترین مقدار

                                           62526831 /// =−=  
 فرمول بنابر رده هر طول بگیریم برابر را هارده طول اگر این بنابر

ردهطولتی تغییرادامنه/ تعداد رده  ==c 

246 برابر
625 //  4 برابر را هاداده مشترک طول سادگی برای مثال این در .بود خواهد ≅

 یعنی ،لاوّ یهرد پایین حد ،شده ذکر هایتوصیه بنابر اگر .کرد خواهیم انتخاب
 این در ،کنیم انتخاب 5 برابر گیرد قرار لاوّ یهرد در بتوان که را مقداری کوچکترین

9805ی هرد 7 از توانیممی صورت // −، 91209 // −، ...، 932029 //  استفاده −
9805 لاوّ یرده مثلاً زیرا است 4 رده هر طول که کنیممی توجه .کنیم //  شامل −
954 از مقادیر یهکلی 958 تا /  مثال این در که ما هایداده به این دلیل که است /

 ایداده مثال عنوان به .اندشده گرد تن دهم یک نزدیکترین به ،هستند پیوسته هایکمیت
38 صورت به که 258 بین مقداری اصل در است شده ثبت / 358 و /  به و بوده /

954 مقادیر لاوّ یهرد واقعی حدود این بنابر .است شده گرد تن دهم یک نزدیکترین / 
958 و 958 موّد یهرد واقعی حدود ،/ 9512 و /  آخر یهرد واقعی دحدو و ،... ،/

9528 مقادیر 9532 و /   .نامیممی هارده های کرانه را هارده واقعی حدود .است /
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  احتمال  و      آمار18

 آن ستون لینوّا در و کنیممی تنظیم جدولی ،حاضر مثال هایداده برای اینک       
 نظر در خطچوب یا نشانخط ستون نام به دیگری ستون .کنیممی درج را هارده حدود

 تعلق آن به داده که ایرده برابر در و خوانیممی یکبهیک را هاداده اینک .گیریممی
 از پس ،نهاآ شمارش در سهولت برای .کنیممی وارد | شکل به عمودی خط یک ،دارد
 ایمجموعه چنین هر و کشیممی آنها روی به / صورتبه مورب خط علامت چهار هر
 خط« تعداد ،شودمی دیده جدول در که طوری به حال .هاستداده از مورد پنج نشانه به

 نیفراوا ترتیب این به و کنیممی وارد جدول همین سوم ستون در شمرده را »هانشان
 است بدیهی ،دهیممی نمایش if نماد با را امi یرده فراوانی .آیدمی دست به رده هر

nfکه 
k

i
i =∑

=1
.  

  

   جدول فراوانی اوّلیه مربوط به میزان اکسیدسولفور منتشره در هوا .3-1 جدول

80
2932029
9928025
17924021
25920017
14916013
1091209
39805

مجموع

   
         

            
      

   

  رده حدودنشان  خطفراوانی

||//
||||||||//

||||||||||||||//
||||||||||||||||||||//

||||||||||||//
||||||||//

|||//

−
/−

///−
/////−

//−
//−

−

  

 

 با ،آورد عمل به فراوانی جدول از تریگسترده هایتفادهاس بتوان آنکه برای       
 به دیگری ستون منظور این برای .کنیممی ترکامل را آن ،دیگری هایستون افزودن
 .شودمی نامیده هارده مرکز یا هارده یهنمایند ستون که کنیممی اضافه فراوانی جدول
 همان پایین حد با را رده هر بالای حد ،آوریم دست به را رده هر یهنمایند آنکه برای
 کردن پیدا با توانمی را رده هر یهنمایند .کنیممی قسیمت دو بر را حاصل و جمع رده
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  19 توصیفی     آمار

 برای .آورد دست به نیز 2 بر حاصل تقسیم و رده هر بالای و پایین هایکرانه موعمج
   مقادیر ترتیب به هارده هایندهنمای اخیر مثال هایداده

9562
9805 /// =+، 95102

91209 /// =+، ...، 95302
932029 /// =+  

  .دهیممی نشان im با را امi یرده ینماینده .هستند
  اضافه فراوانی جدول به درصد فراوانی ستون نام به دیگری ستون همچنین       

 هاداده کل تعداد بر را رده فراوانی ،رده هر درصد فراوانی یهمحاسب برای .کنیممی 
 درصد فراوانی ،حاضر مثال هایداده برای .کنیممی ضرب 100 رد را حاصل و تقسیم
75380 اعداد ترتیب به هارده

1003 /=×، 51280
10010 /=×، ...، 5280

1002   .بود خواهند ×=/
  

  میزان اکسیدسولفور منتشره در هواجدول فراوانی مربوط به. 4- 1جدول 

10080
522953095329528932029
25119952695289524928025
252117952295249520924021
253125951895209516920017
51714951495169512916013
512109510951295891209
75339569589549805

مجموع 

  رده حدود رده هایکرانهنماینده فراوانی درصدفراوانی

//////
//////
//////
//////
//////
//////

//////

−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−

  

 .است مفید بسیار هاداده از مجموعه دو یهمقایس برای درصد هایفراوانی داشتن        
 سولفور اکسید میزان با را ایکارخانه از منتشره ورسولف اکسید میزان بخواهیم اگر مثلاً

 امکان زیرا .کنیم استفاده درصد هایفراوانی از باید حتماً ،کنیم مقایسه دیگر ایکارخانه
  نوع این برای علاوه به .باشد متفاوت کارخانه دو به مربوط هایداده تعداد دارد

 هایداده« تعداد که کرد استفاده یتجمع راوانیف از توانمی دیگر موارد و هامقایسه 
 پایین حدّ از کمتر هایداده تعداد آنکه برای .دهدمی نشان را مشخص مقداری »از کمتر
  جمع هم با را رده آن از پیش ایهرده تمام هایفراوانی ،کنیم حساب را رده هر
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  احتمال  و      آمار20

 .است ،n ،مشاهدات اندازه برابر رده آخرین تجمعی فراوانی که است بدیهی .نیمکمی 
  :داشت خواهیم را زیر تجمعی فراوانی جدول ،حاضر مثال هایداده برای

  

هوا  منتشره در اکسیدسولفور میزان مربوط به تجمعی فراوانی جدول .5-1جدول 

80033
78029
69025
52021
27017
13013
309
005

     از کمتر
     از کمتر
     از کمتر
     از کمتر
     از کمتر
     از کمتر
     از کمتر
     از کمتر

تن  حسببر سولفور  اکسیدمیزان تجمعیفراوانی

/
/
/
/
/
/

/
/

  

   را عاتاطلا این یهکلی و کرد ادغام ،قبلی فراوانی جدول در را جدول این توانمی
  .داد ارائه جامع جدولی در جایک

  

  میزان اکسید سولفور منتشره در هوا جدول کامل فراوانی مربوط به.6-1جدول

10080
80522953095329528932029
7825119952695289524928025
69252117952295249520924021
52253125951895209516920017
2751714951495169512916013
13512109510951295891209
375339569589549805

مجموع 

  رده حدود رده هایکرانهنماینده فراوانی درصدفراوانی تجمعیفراوانی

//////
//////
//////
//////
//////
//////

//////

−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−

  

  

افزار، برای تعیین ستون فراوانی، فراوانی ی نرم را به وسیله6-1      ساختن جدول 
  .دهیمدرصد، و فراوانی تجمعی به صورت زیر انجام می

MTB > SET C1 
DATA> 15.8 22.7 26.8 19.1 18.5 14.4 8.3 25.9 
DATA> 26.4 9.8 22.7 15.2 23.0 29.0 21.9 10.5 
DATA> 17.3 6.2 18.0 22.9 24.6 19.4 12.3 15.9 
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  21 توصیفی     آمار

DATA> 11.2 14.7 20.5 26.6 20.1 17.1 22.3 27.5 
DATA> 23.9 17.5 11.0 20.4 16.2 20.8 13.3 18.1 
DATA> 24.8 26.1 20.9 21.4 18.0 24.3 11.8 17.9 
DATA> 18.7 12.8 15.5 19.2 7.7 22.5 19.3 9.4 
DATA> 13.9 28.6 19.4 25.6 13.5 24.6 20.2 24.1 
DATA> 9.0 17.6 16.7 16.9 23.5 18.4 24.7 20.1 
DATA> 13.2 23.7 10.7 19.0 14.5 18.1 31.8 28.5 
DATA> END 
MTB > NAME C1='DATA' C2='FREQ' C3='PERC' C4='CUMLFREQ' 
MTB > LET C2(1)=SUM((C1>4.95)*(C1<8.95)) 
MTB > LET C2(2)=SUM((C1>8.95)*(C1<12.95)) 
MTB > LET C2(3)=SUM((C1>12.95)*(C1<16.95)) 
MTB > LET C2(4)=SUM((C1>16.95)*(C1<20.95)) 
MTB > LET C2(5)=SUM((C1>20.95)*(C1<24.95)) 
MTB > LET C2(6)=SUM((C1>24.95)*(C1<28.95)) 
MTB > LET C2(7)=SUM((C1>28.95)*(C1<32.95)) 
MTB > LET C3=C2/SUM(C2)*100 
MTB > LET C4=PARSUM(C2) 
MTB > PRINT C2-C4 
Data Display 
 Row   FREQ    PERC  CUMLFREQ 
   1      3    3.75         3 
   2     10   12.50        13 
   3     14   17.50        27 
   4     25   31.25        52 
   5     17   21.25        69 
   6      9   11.25        78 
   7      2    2.50        80 

  نمودارها کمک به هاداده توصیف  2-3- 1
 آشکار بارزی نحوبه را هاداده اصلی هایمشخصه اینکه برعلاوه تصاویر و نمودارها

 ترینرایج .مفیدند بسیار نیز نظری لحاظ از دید خواهیم بعداً که طوریبه ،کنندمی
 رهایمحو دستگاه یک از ،نگاربافت رسم برای .دارد نام نگاربافت ،آماری نمودار

 و کنیممی درج افقی محور روی را هارده هایکرانه .کنیممی استفاده متعامد مختصات
 ،امi یهرد به مربوط مستطیل قاعده ولط که طوری به کنیممی بنا هاییمستطیل سپس
  .باشد رده فراوانی ،آن ارتفاع و رده آن طول
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  احتمال  و      آمار22

 2-1 مثال در كه را هوا در شرهتمن سولفور اكسيد انميز به مربوط هايداده .3-1 مثال
 طوريبه ،هاداده به مربوط نگاربافت رسم براي .گيريممي نظر در ديگر باريك ،شد ارائه
 روي بر هاييمستطيل و كنيممي ثبت افقي محور روي بر را هارده هايكرانه گفتيم كه
 كنيممي توجه .باشد مربوط يهرد فراواني اب برابر آنها ارتفاع كه كنيممي بنا هارده اين
 اين به مربوط نگاربافت .نظرگرفت در متفاوت توانمي را محور دو روي مقياس كه

  .است 1-1 شكل صورت به مثال

  
   هوا در شرهتمن اكسيدسولفور ميزانبه مربوط نگاربافت نمودار .1-1 شكل

  .شود ترسيم ميافزار با دستورات زير را با نرم1-1       شكل 
MTB > NAME C5='MIDPOINT' 
MTB > Set C5 
DATA>   1( 6.95 : 30.95 / 4 )1 
DATA>   End. 
MTB > Histogram 'DATA'; 
SUBC>   MidPoint 'MIDPOINT'; 
SUBC>   Bar. 

گونه محدوديتي، هيستوگرام را رسم كند اما تواند بدون هيچافزار به طور خودكار مينرم
 كاملاً منطبق 1-1اينجا ارائه شد، دستوراتي است كه خروجي آن با شكل آنچه كه در 

  .است
 در .دارد نام فراواني چندبر ،گيردمي قرار استفاده مورد كمتر كه ديگري نمودار        

 محور روي را مربوط هايفراواني و افقي محور روي را هارده مركز مقادير ،نمودار اين
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  23 توصيفي     آمار

  وصل همبه راست هايخط كمك به را حاصل هايهنقط و كنيممي درج عمودي
 به يكي ،فرضي يرده دو ،»ببنديم« افقي محور به را حاصل نمودار آنكه براي .كنيممي 

952 مركز 9534 مركزبه  ديگري و /  و ،گيريممي نظر در ،صفر فراواني با دو هر و ،/
)/,( ينقطه به آمده دست به ينقطه ليناو از 3956 )/,( يهنقط از و    29530  آخرينبه   

)/,( يعني ،نقطه 09534   .شود حاصل 2-1 شكل تا كنيممي وصل   
  

  
  سولفور اكسيد ميزان به مربوط هايداده توزيع فراواني چندبر .2-1شكل

  .، به شرح زير است2-1ل        دستورات لازم جهت ترسيم شك
MTB > NAME C6='CUTPOINT' 
MTB > Set C6 
DATA>   1( 4.95 : 32.95 / 4 )1 
DATA>   End. 
MTB > Histogram 'DATA'; 
SUBC>   MidPoint  'CUTPOINT'; 
SUBC>   Connect. 

 براي نموداري ،كرديم عمل فراواني چندبر مورد در كه صورت همان به اگر       
 اوجايو رسم براي .شودمي ناميده اوجايو حاصل نمودار ،آوريم دست به تجمعي فراواني
 دستگاه در را نقاطي ،هوا در منتشره سولفور اكسيد ميزان تجمعي فراواني به مربوط
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  احتمال  و      آمار24

 فراواني آن عرض و رده هر بالاي كران ،نقطه هر طول كه گيريممي نظر در مختصات
  .آوريممي دست به را 3-1 شكل صورت اين در .باشد رده آن تجمعي

  

  
  سولفور اكسيد ميزان به مربوط هايداده توزيع اوجايو .3-1شكل

  .كنيم را با دستورات زير، بار ديگر رسم مي3-1      شكل 

  
MTB > Histogram 'DATA'; 
SUBC>   Cumulative; 
SUBC>   Percent; 
SUBC>   MidPoint  'CUTPOINT'; 
SUBC>   Connect. 

  

 عيناً منظور اين براي .كرد استفاده نيز ايميله نمودار از ،نگاربافت جاي به توانمي      
 به كه تفاوت اين با ،كنيم رسم را نگاربافت خواهيممي كه كنيممي عمل زماني مانند
   براي هم اينكه با .كنيممي استفاده هارده يهنمايند از ،هارده هايكرانه از استفاده جاي
 ،شودمي استفاده دو هر ايميله نمودار و نگاربافت از گسسته هم و پيوسته يهاداده

 هايداده براي نگاربافت از و گسسته هايداده نمايش براي ايميله نمودار از معمولاً
 در شرهتمن اكسيدسولفور ميزانبه مربوط هايداده ايميله نمودار .كنيممي استفاده پيوسته

  .استشده رسم 4-1 شكل در هوا
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  25 توصيفي     آمار

  
  سولفور اكسيد ميزان به مربوط هايداده ايميله نمودار .4-1شكل

 ،شودمي مشاهده مختلف هايگزارش و هاروزنامه در اغلب كه ديگري نمودار       
 يا نسبي فراواني يارائه براي عمدتاً و دارد نام ايدايره نمودار يا ايكلوچه نمودار
 360 مركزي يزاويه كل ،ايدايره نمودار رسم براي .رودمي كار به درصد فراواني
 سپس و كنيممي تقسيم درصد يا نسبي هايفراواني نسبت به را دايره يك به مربوط
 به اعداد با برابر آنها از هريك مركزي يهزاوي كه كنيممي رسم دايره در هاييقطاع
نسبت فراواني هر رده به تعداد كل  (ايهرد نسبي فراواني اگر .باشد آمده دست

   برابر را آن به مربوط قطاع مركزي يهزاوي ،باشد if )هامشاهده

ii f×=α 360  
   .گيريممي

  
  شيراز مركز نورپيام دانشگاه از اينمونهبه مربوط ايكلوچه نمودار .5-1شكل
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  احتمال  و      آمار26

 نورپیام دانشگاه دانشجویان از اینمونه به ای، مربوطهکلوچ  نمودار5-1شکل        
  .است شیراز مرکز

 به 5-1ها و دیگری تعیین فراوانی، نمودار        با ورود دو ستون، یکی برای تعیین رده
  .آیددست می

MTB > %Pie C7; 
SUBC>   Counts C8. 

اید لزومی به زار نمودهافبندی شده وارد نرمهای اصلی را بدون جدولچنانچه که داده
  .باشد در خط دومّ نمیدستوراستفاده از 

  تمرین
  .است شیراز شهر در ساله 20 پس 100 قد یاندازه زیر هایداده .2- 1

183165172170156154165156170151
160165169171171166150172153177
161173177164164169156165159172
159179173150161174164151169178
162177154170159175171162164171
151179162184152176175174166164
158169170172169172184182172150
153174153165180162177159169170
163164177170167169170154165184
157166184163162172163162158172

  

  .کنید رسم را آن برگ و ساقه نمودار )الف
 دستبه را آن فراوانی جدول ،)آنها از یکی( طبقات تعداد عیینت روش از استفاده با )ب

  .آورید
  .نگار، چندبر آن را رسم کنیدنمودار بافت. ج
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183165172170156154165156170151
160165169171171166150172153177
161173177164164169156165159172
159179173150161174164151169178
162177154170159175171162164171
151179162184152176175174166164
158169170172169172184182172150
153174153165180162177159169170
163164177170167169170154165184
157166184163162172163162158172

  

 15  تا1385 ماه  اسفند25 طی بلوچستان و سیستان استان از آماری  بر اساس.3- 1
زابل،  یموزه از گردشگر 126شهرسوخته،  یموزه از  گردشگر37772، 1386 فروردین

  گردشگر156شهر و ایران یموزه از  گردشگر1124چابهار،  یموزه از  گردشگر2400
 گرفته در نظر را هایداده توصیف برای مناسب نمودار. کردند دیدن زاهدان یموزه از
  .کنید رسم را آن
 هایخانه ارچوبهچ اتمام برای لازم روزهای تعداد به مربوط زیر ناقص جدول .4- 1

  .استشده تنظیم ساخته پیش

001100
1110

91109
1501598
35087

271976
65

/

/
/

LLL

LL

L

LL

L

LLL

از کمتر
از کمتر
از کمتر
از کمتر
از کمتر
از کمتر

 روزها تعداد ها خانهتعداد نسبیفراوانی تجمعیفراوانی

−
−
−
−
−
−

  

 .دکنی تکمیل را  جدول)الف

  .یدکن رسیم را نگاربافت  نمودار)ب
 برحسب شرکتی یسالیانه زمینی نقل و حمل یهزینه به مربوط زیر هایداده .5- 1

  .است میلیون ریال
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3126251921
3128273936
3426303032
2517324341
2531202124

  

 همچنین. باشد با پانزده آن اوّل یهرد شروع که طوری بهرده پنج برمبنای جدولی
  .کنید رسم  راهاداده توصیف برای مناسب نمودار

  هاداده عددی توصیف  1-3
 یهشیو و ،فراوانی جدول تشکیل یهنحو ،هاداده تلخیص یهنحو پیشین بخش در

 برای نمودارها گونهاین طبعاً .دادیم شرح مختلف نمودارهای رسم با را هاداده توصیف
 از هاییویژگی جای اامّ ،انددهنده اطلاع و گویا کافی قدربه هاداده توزیع چگونگی بیان
 عددی توصیف از منظور .گیرندنمی ،است توصیف قابل اعداد کمکبه که را هاداده
 بهترین به که آوریم دست به هاداده روی از را عددی هاییکمیت که است آن هاداده
 دو بر شوندمی نامیده نیز اندازه یا شاخص که ،هاکمیت این .باشند هاداده عرفم نحو
 .پراکندگی هایشاخص و ،مکانی هایاندازه یا مرکزی گرایش هایشاخص :اندنوع
  .پردازیممی هااندازه این انواع از هریک شرح به زیر در

  مرکزی ایشگر هایشاخص  3-1- 1
  که بنمایانیم واحدی عدد کمک به را هاداده از ایمجموعه که است لازم اغلب

 ،کنیمانتخاب چگونه را مزبور عدد اینکه .باشد هاداده یهمجموع تمام معرف ایگونهبه 
 ،معین ایمطالعه در .بپردازیم آن توصیف به خواهیممی که دارد خاصی ویژگیبه بستگی
 هاداده مجموعه در )مقدار ینبیشتر و کمترین( فرین مقادیر به ما یهعلاق است ممکن
 هاداده درصد10 تنها که باشد عددی به ما توجه است ممکن دیگر ایمطالعه در ،باشد

 دهیممیقرار بحث مورد آتی هایبخش در را اندازه چندین .آنها نظایر و ،بیشترند آن از
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  29 توصیفی     آمار

 را آنها دلیل همینبه و دهندمی نشان ار هاداده از ایمجموعه وسط یا مرکز ای گونهبه که
  .نامیممی مرکزی گرایش هایشاخص

  میانگین  3-1-1- 1
 به یا حسابی میانگین همه از مشهورتر ،مرکزی گرایش هایشاخص انواع بین در

 بر تقسیم آنها مجموع از عبارت مقادیر از ایمجموعه میانگین .است میانگین اختصار
 نام با آن با دبستان به ورود بدو از بیش و کم که است چیزی همان این .است تعدادشان

 نمرات مجموع ،کنیم پیدا را آموزیدانش نمرات معدل آنکه برای :داریم آشنایی معدل
  .کنیممی تقسیم هایشنمره تعداد بر را وی

 فرض :داد ارائه میانگین برای کلی فرمولی ،ریاضی نمادهای از استفاده با توانمی       
 اگر .دهیممی نشان 1x، 2x، ...، nx حروف را آنها که باشیم داشته عدد n که کنید

  آنگاه دهیمنشان x با را اعداد این میانگین

n
xxxx n+++

=
L21  

  :نوشت ترساده صورتی به حتی را فرمول این ،Σ نماد از استفاده با توانمی

)1-3(                                      
n

x
x

n

i
i∑

== 1  

  زیر قرار به سال پنج در خزر دریای در ریزش از حاصل آب حجم .4-1 مثال
  :است بوده 

76798881879123659166 /////  
  است؟ چقدر سال پنج این در ریزش از حاصل آب حجم نگینمیا
  داریم، میانگین فرمول بنابر .حل

.////// 1377
5

76798881879123659166
=

++++
=x  

  .توانید انجام دهیددستور زیر میبا افزار را ی میانگین با نرممحاسبه
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  احتمال  و      آمار30

MTB > SET C7 
DATA> 66.91 65.23 91.87 81.88 79.76 
DATA> END 
MTB > MEAN C7 K1 
Column Mean 
   Mean of C7      =      77.130 

   . ذخیره شده استK1توجه دارید که مقدار میانگین در ثابتی به نام 

 هاییداده برای ،شد ارائه )3-1( یهرابط در که میانگین ولفرم که کنیم توجه باید      
 راوانیف جدول در را هاداده اگر .اندنشده بندیگروه فراوانی جدول در هنوز که است

 یهنحو صورت دراین ،باشیم نداشته اختیار در را اصلی هایداده و باشیم کرده تلخیص
 ،1m حروف با را هارده مرکز یا نماینده که کنیدفرض  .است متفاوت میانگین یهمحاسب

2m، ...، km 1 ترتیب بهرا  ناظرمت هایفراوانی وf، 2f، ...، kf این در .دهیم نشان 
  :آیدمی دست به شده بندیگروه هایداده میانگین برای زیر فرمول صورت

,
n

mfmfmfx kk+++
=

L2211  
   ،خلاصه طور به یا

)1-4(                                        .
n

mf

x

k

i
ii∑

== 1  
 ،هارده هاینماینده از استفاده و آماری جداول در اطلاعات شدن فشرده علتبه بدیهی
  .شد خواهد متفاوت نشده بندیگروه هایداده با میانگین مقدار

 روز 80 در هوا در منتشره سولفور اکسید میزان به مربوط هایداده میانگین .5-1 مثال
  .کنید پیدا ،است شده ارائه 2-1 مثال در که را

 و هارده هاینماینده به تنها شده بندیرده هایداده میانگین یهمحاسب برای گرچه .حل
 زیر در مجدداً کامل طوربه را جدول ،آتی هایاستفاده برای ،داریم نیاز رده هر فراوانی

  .آوریممی
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   میانگینی محاسبهبراینی با یک ستون اضافی  جدول فراوا.7-1جدول 

150880
90612953095329528
552429952695289524
1539017952295249520
7547325951895209516
3020914951495169512
501091095109512958
85203956958954

مجموع 

 ها رده هایکرانه

////
////
////
////
////
////

////

−
−
−
−
−
−
−

iiii mffm

  

 جدول در موجود اطلاعات  بر علاوه جدول این در شودمی ملاحظه که طوری به      
 آن نظیر فراوانی در رده هر یهنمایند آن در که ایمکرده اضافه را ستونی ،پیشین فراوانی
 همان ستون این در واقع اعداد مجموع .است شده درج ستون ایندر  حاصل و ضرب

∑
=

7

1i
iimf 1508 فراوانی جدول این مورد در چون .است

7

1
=∑

=i
iimf، پس   

./8518
80
1508

==x  

های قبلی، مقدار میانگین برای افزار در بخشهای وارد شده به نرمبا توجه به ستون      
  .ر ساختار جدولی آماری خلاصه شده است، به شرح زیر است که د1-1های مثال داده

MTB > PRINT C5 C2 
Data Display 
 Row  MIDPOINT   FREQ 
   1      6.95      3 
   2     10.95     10 
   3     14.95     14 
   4     18.95     25 
   5     22.95     17 
   6     26.95      9 
   7     30.95      2 
MTB > LET K2=SUM(C5*C2)/SUM(C2) 
MTB > PRINT K2 
Data Display 
K2       18.8500 
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  احتمال  و      آمار32

 و دارد تفاوت کمی هاداده واقعی میانگین با میانگین این که کنیممی کیدأت مجدداً       
 بین مقادیری که هاداده از قلم سه هر جایبه لاوّ یهرد در مثلاً که است این آن دلیل
954 958 تا / 956 عدد ،دارند /  برای بررسی .قراردادیم را ،رده این یهنمایند یعنی ،/

  آوریمهای خام را به دست میبیشتر این نکته میانگین داده

MTB > MEAN C1 K3 
Column Mean 
   Mean of DATA    =      18.930 

9318های خام، برابر با دهد که میانگین دادهنشان میخروجی          . است/

 برای را زیر دلایل توانمی .است مرکزی گرایش یهانداز ترینمتداول ،میانگین       
  :برشمرد آن بودن توجه مورد

  .کرد محاسبه عددی هایداده از ایمجموعه هر برای را آن توانمی .1
 دیگر عبارتبه و ،دارد میانگین یک فقط و یک عددی هایداده از یامجموعه .2

   .است فرد به منحصر
 از مجموعه چند میانگین اگر مثلاً( داد انجام آن روی بیشتری عددی اعمال توانمی .3

 تلفیق از که را هاداده از ایمجموعه میانگین توانیممی سادگیبه ،باشیم داشته را هاداده
   .)کنیم حساب است آمده دست به جایک هاداده یهکلی کردن

 ایجامعه از را مختلف نمونه چند اگر که معنیاینبه است اطمینانقابل نسبتاً میانگین .4
  .ندارند هم با زیادی خیلی تفاوت هامیانگین ،کنیم استخراج

  .آیندمی حساب به هاداده همه میانگین یهمحاسب در .5
   هاداده روی بر زیر تبدیل اعمال با .6

nibaxy ii ,,,; K21=+=          
  :است برقرار زیر یهرابط

bxay +=  
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xb انتخاب با خصوصاً .هستند ثابتی حقیقی اعداد b و a آن در که  a=1  و=−
  .شودمی نتیجه ،y=0 ،هاiy نمیانگی صفرشدن

  میانه  3-1-2- 1
 منظور .دانستیم هاداده یهکلی آوردن حساب به در را میانگین امتیازات از یکی بالا در
 کل تعداد بر و جمع هم با را هاداده یههم باید میانگین یهمحاسب برای که است این
 مواردی در ،آید حساب به امتیاز جهتی از است ممکن گرچه امر این .ردک تقسیم آنها
 زیر اعداد که کنید فرض مثال عنوان به .شود محسوب ضعف یهنقط است ممکن نیز

  دارد عضو پنج که  نشان دهدرا شرکتی اعضای )برحسب هزار تومان(ی ماهانه حقوق
985185245195215  

  آنگاه ،دهیم نشان x با را حقوق میانگین اگر

.365
5

985185245195215
=

++++
=x  

 با مقایسه در فرد یک حقوق تومان 985000 رقم ،کنیممی ملاحظه که طوریبه       
 درآید کار از تومان 365000 ،حقوق میانگین که است شده موجب افراد یهبقی حقوق

 که طورهمان ،کار این دلیل .نیست شرکت این کارمندان هایحقوق واقعی یهدنماین که
 غیرعادی تأثیر نتیجه در و هاداده یهمجموع اعضای یههم آمدن حساب به ،گفتیم
 مواردی چنین در .نرسند نظر به هماهنگ هاداده یهبقی با شاید که هاستداده از اقلامی

 یا »وسط« نیز آن که کرد محاسبه را میانه نامبه ،ریدیگ مرکزی گرایش اندازه توانمی
 یا صعودی ترتیب به را هاداده ،میانه تعیین برای .دهدمی نشان را هاداده »مرکز«

 اگر .است میانه وسطی یهداد ،باشد فرد هاداده تعداد اگر .کنیممی مرتب غیرنزولی
 به .آوریممی حساب به میانه را وسطی یهداد دو میانگین ،باشد زوج هاداده تعداد
12 با است فرد وقتی را هاداده تعداد اگر دیگر عبارت += kn از پس آنگاه ،دهیمنشان 
 یهداد چپ سمت در هاداده از تا k ،نزولی یا صعودی ترتیببه هاداده کردن مرتب

)( 1+kو ام k ی هداد لذا و گیرندقرارمی آن راست سمت در هاداده از تا)( 1+kامی 
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kn و باشد زوج هاداده تعداد اگر .است میانه  کردنمرتب از پس صورت این در ،=2
 و امk یهداد چپ سمت در هاداده از تاk−1 نزولی یا صعودی صورت به هاداده
1−kیهداد راست سمت در هاداده از تا )( 1+kمیانگین با برابر میانه لذا و قراردارند ام 

)( و امk یهداد حسابی 1+kکه را شرکت عضو پنج حقوق گرا مثال عنوان به .است ام 
  :داشت خواهیم را زیر ارقام ،کنیم مرتب صعودی ترتیب به ،شد ذکر بالا در

985245215195185  
 را هاداده یهمیان معمولاً .است 215 برابر هاداده یهمیان لذا ،است فرد هاداده تعداد چون

  .دهیممی نشان )مدٌَ ایکس بخوانید( ~x با

 به را ،معین استانی در نورپیام دانشگاه از مرکز ده دانشجویان تعداد .6-1 مثال
  :اندشده حاصل زیر اعداد .ایمکرده تقسیم صد به را حاصل و گرد صد نزدیکترین

5238146238761541207 ////  
  .آورید دست به را هاداده یهمجموع این یهمیان
 صعودی ترتیب به را اعداد این اگر .است زوج بنابراین و n=10 هاداده این تعداد .حل

  :داشت خواهیم را زیر اعداد یهمجموع ،کنیم مرتب
1208161468775423352 ////  

87 و 7 عدد دو اینجا در  و 7 از کمتر عدد k−=41( ندا قرارگرفته هاداده وسط در /
87از بزرگتر عدد 4   آیدمی دست به زیر صورت به هاداده یهمیان نتیجه در .) است/

.//~ 47
4
877
=

+
=x  

 کار نزولی یا صعودی ترتیب به هاداده کردن مرتب ،باشد زیاد هاداده تعداد گرا       
 را هاداده مرکز و تهیه را هاداده برگ و ساقه نمایش توانیممی البته ،نیست آسانی چندان

 در معمولاً را هاداده ،هم دیگر مقاصد برای معمولاً که داریم توجه اامّ .آوریم دستبه
  یهمیان تعیین روش است لازم این بنابر ،کنیممی بندیگروه فراوانی توزیع جدول

  .بدانیم نیز را شده بندیجدول یهاداده 
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 پيداكردن ،باشيم كرده خلاصه فراواني جدول در را هاداده از ايمجموعه وقتي       
 قرار هارده در كه را هاييداده واقعي مقادير زيرا ،نيست پذير امكان ميانه دقيق مقدار
 پيدا ،است گرفتهقرار آن در ميانه كه را ايرده توانمي اام ،نداريم دراختيار ،اند گرفته
  يهميان :كنيممي تعريف ديگري صورت به را ميانه حالت اين در بنابراين .كرد

 هايمستطيل مساحت نصف كه است عددي ،شده بنديرده هايداده از ايمجموعه 
 ،تعريف اين .دارد قرار آن راست سمت در ديگر نصف و آن چپ سمت در نگاربافت
 به ،دارند قرار ميانه حاوي يهرد در كه هاييداده مقادير كه است فرض اين با معادل
  .اندشده توزيع ،هم از برابر هايفاصله با يعني ،يكنواخت طور

 نصف يهنمايند نيمه هر كه( نگاربافت يهنيم دو بين تقسيم خط پيداكردن براي       

 يعني ،بنديرده هايداده
2

n، طرف به )راست يا( چپ سمت از شروع با بايد ،)است 

 كه برسيم اينقطه به و رويم پيش نگاربافت مركز
2

n آن )راست يا( چپ در ها داده 
  .قراردارند

 لشك در آن نگاربافت كه را 2- 1 مثال اكسيدسولفور ميزان به مربوط هايداده .7-1 مثال
  :است زير شكل به نگاربافت اين .گيريممي نظر در ،است شده رسم 1-1
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80 بنابراین و n=80 هاداده این برای
2
=

n. ینقطه( چپ سمت از مثلاً باید پس 
954  میانه که برسیم ایرده هب تا کنیم جمع هم با را هارده هایفراوانی و کنیمشروع )/
   ،مثال این در .دارد قرار آن در

522514103402714103 =+++<<=++  

9516 هایکرانه با ایرده در میانه پس 9520 و / 2714103 تعداد .قراردارد /  تا ++=
9516 یهنقط چپ سمت در هاداده از  در هارده یههم مانند( رده این طول ،قراردارند /

9516 هایکرانه با یهرد در هاداده از مورد 25و است 4 )مثال این 9520و / / 

 داده هر به پس ،است 4 رده طول چون .قراردارند
25
 .یابدمی اختصاص طول این از 4

132740 امّا 13 باید پس، −=
25
4
9516 عدد به را ×  دست به اینقطه تا کنیم اضافه /

 این بنابر .بیشترند آن از هاداده از دیگر مورد 40 و کمترند آن از هاداده از تا 40 که آید
   با است برابر ،مثال این به مربوط هایداده یمیانه

.//~ 0319
25
4139516 =×+=x  

 از شروع با مثلاً را هارده هایفراوانی ،میانه مقدار یهمحاسب برای ،کلی درحالت       
   که یدکنفرض .کنیممی جمع هم با مختصات مبدأ طرف

k
n

k ffffff +++≤<+++ − LL 212121  
 فراوانی ،kL با را رده این پایین کران اگر .دارد قرار امk یهرد در میانه صورت این در
   و دهیم نشان c را رده طول و kf با را آن

)( 1212 −+++−= k
n fffj L  

   آنگاه

.~ c
f
jLx
k

k ×+=  
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 به صنعتی یهکارخان یک در که را کارگرانی سنی توزیع ،زیر فراوانی جدول .8-1 مثال
  .کنید پیدا را توزیع این یهمیان .دهدمی نشان ،دارند اشتغال کار

1000
1000105450
990624945
9281054440
8231633935
6603103430
3502212925
1291292420

جمع 

سال)  حسب (برسن فراوانی تجمعیفراوانی

−
−
−
−
−
−
−

  

500 پس ،n=1000 جدول این در ،کنیممی ملاحظه که طوری به .حل
2
=

n. به توجه با 
   اینکه

310350500350221129 +≤<=+  

529آن پایین کران و 30 رده این پایین حد .قراردارد سوم یهرد در میانه پس  است /
 حد نه و ایمبرده کار به ار رده پایین کران ،میانه یهمحاسب درفرمول که کنید توجه(

  بنابراین .)را آن پایین

.//~

,,,

92315
310
150529

3105150350500 3

=×+=

===−=

x

fcj

   

      
  

  دمٌ  3-1-3- 1
 توصیف را هاداده از ایمجموعه »مرکز« که ،مرکزیگرایش هایشاخص از دیگر یکی
 را فراوانی بیشترین که هاستداده از مقداری ،هاداده از ایهمجموع دمٌ .است دمٌ ،کندمی

   که دانست این در را مد مزیت توانمی .باشد داشته
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  احتمال  و      آمار38

  .ندارد محاسبه به نیازی .1
  .کرد تعیین نیز کیفی های داده برای را نتوامی .2

 هایپاسخ و دارند علاقه ورزش کدام به که است شده الؤس دانشجو 10 از. 9-1 مثال
  :است شده دریافت زیر

  .فوتبال ،والیبال ،والیبال ،فوتبال ،شطرنج ،بسکتبال ،الفوتب ،والیبال ،فوتبال ،فوتبال

  .است فوتبال هاداده مجموعه این دمٌ لذا و است پنج فوتبال فراوانی که کنیممی ملاحظه

 مد .زیراست شرح به عمومی ریاضی درس در دانشجو 20 نهایی یهنمر .10-1مثال
  .کنید پیدا را هاداده این

5701208090145507012016012
0110150120120145701758012514

//////////
//////////  

 ،است 6 عدد ،12 فراوانی یا تکرار دفعات تعداد که شودمی ملاحظه وارسی اندک با
  .است 12 هاداده یهمجموع این دمٌ لذا

 تقریبی دمٌ تعیین به یدبا مجدداً ،باشند شده درج فراوانی جدول در هاداده اگر       
 .شودمی ارائه شده بندیرده هایداده دمٌ یهمحاسب برای هاییفرمول معمولاً .کنیم اکتفا
 تعریف ایرده مرکز یا نماینده را شده بندیرده هایداده از ایدسته دمٌ سهولت برای
 که تطیلیمس ،نگاربافت نمودارهای در .باشد داشته را فراوانی بیشترین که کنیممی

  .بود خواهد دمٌ نمایانگر مربوط یهرد یهنمایند ،باشد داشته را طول بزرگترین

 فراوانی بیشترین ،سولفور اکسید میزان به مربوط های داده ،2-1 مثال در .11-1 مثال
9516 اعداد آن هایکرانه که است ایرده به مربوط ،25 9520 و /  این مد پس ،است /

9518 عدد هاداده یهمجموع /=mox، است رده همین مرکز یعنی.  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  39 توصیفی     آمار

  مرکزی گرایش هایشاخص دیگر  3-1-4- 1
 برای حال این با .کنندمی نمایان را توزیع »مرکز« ایگونه به هریک مد و ،میانه ،میانگین
 این از مورد دو زیر در .داریم نیاز مرکزی گرایش هایدازهان دیگر انواع به هاداده برخی
  .کنیممی ارائه آنها کاربرد از اییهمثال و دهیممی قرار بحث مورد را هااندازه
 ایهمعکوس حسابی میانگین معکوس ،هاداده از ایمجموعه همساز میانگین       
 Hx با را همساز نمیانگی و 1x، 2x، ...، nx با ا رهاداده گرا دیگر عبارت به .هاستداده
  آنگاه ،دهیم نشان

,∑
=

=
n

i iH xnx 1

111  

   یا

.

∑
=

=
n

i i

H

x

nx

1

1
  

niبه ازای  ix≠0 شرط است واضح  بندیرده هایداده برای .است الزامی ،=21,,...,
  :آیدمی در زیر صورت به همساز میانگین یهمحاسب فرمول ،شده

∑
=

= n

i
i

i

H
f

m

nx

1

1
  

  .است رده این فراوانی if و امi یهرد مرکز im آن در که
 در ومترلکی مثلاً است ترکیبی گیریاندازه هایواحد دارای هادهدا یهمجموع وقتی       
 آهنگ به مربوط هاداده یهمجموع وقتی .شودمی استفاده همساز میانگین از ،ساعت
  .است حسابی میانگین از مفیدتر همساز میانگین ،باشد تغییر
 80 مدوّ ساعت و ساعت در ترکیلوم 48 لاوّ ساعت در خودرویی سرعت .12-1 مثال

 همساز میانگین صورتدر این ،است ساعت در کیلومتر
80
1

48
1
260
+

 .شودمی محاسبه =

  .کنیمافزار مرور میحال، همین محاسبات را با دستورات نرم
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  احتمال  و      آمار40

MTB > SET C8  
DATA> 48 80 
DATA> END 
MTB > LET C9=1/C8 
MTB > MEAN C9 K4 
Column Mean 
   Mean of C9      =    0.016667 
MTB > LET K5=1/K4 
MTB > PRINT K5 
Data Display 
K5       60.0000 

2 در را متر یک بلندی به دیواری ترتیب به کارگر سه .13- 1 مثال
1، 3

4 و ،1
 ساعت 1

 بنا دیوار متر یک تا کشدمی طول چقدر کارکنند هم با کارگر سه این اگر .زندسامی
  .شود

 استعبارت الؤس این پاسخ .حل
3
1

432
3

=
++

=Hx. میانگین دارید توجه 
12
13

=x 
  .است نفر یک برای دیوار متر یک بردن بالا سرعتمتوسط  یدهنده نشان

 اگر دیگر عبارت به .آنهاست ضربلحاص امn یهریش ،مثبت عدد n هندسی میانگین
  آنگاه ،دهیم نشان Gx با را هندسی میانگین و 1x، 2x، ...، nx با را مثبت عددهای

( ) .n
nnG xxxxxxx n LL 2121

1
==  

  داریم اخیر یهرابط طرفین از لگاریتم گرفتن با
( ) ( )

∑
=

=

+++=

n

i
i

nG

xn

xxxnx

1

21

1

1

).log(

)log()log()log(log L

  

  .هاستداده هایلگاریتم حسابی میانگین لگاریتم آنتی ،هندسی میانگین پس
 میانگین یهمحاسب برای ،باشند شده تلخیص فراوانی جدول یک در هاداده اگر        
  :بریممی کار به را زیر تعریف ،هندسی

( ) ∑
=

=
k

i
iiG mfnx

1

1 )log(log  
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  .است رده این فراوانی if و امi یهرد مرکز im آن در که
 یا غیره و جمعیت در مثلاً ،تغییر هایآهنگ متوسط کردن پیدا در هندسیمیانگین       
  .است مفید ،غیره و هاقیمت افزایش مانند تغییرات نسبت ینمیانگ یهمحاسب

 جمعیت رشد یهسالان آهنگ و 1000 روستا یک جمعیت که کنید فرض .14-1 مثال
 چقدر سال چهار این پایان در روستا این جمعیت .باشد %8 سال چهار طول در

  بود؟ خواهد
 عبارت ترتیب  به ،سال چهار این از هریک پایان و شروع در روستا این جمعیت .حل

  از بود خواهد
4321 08110000811000081100008110001000 )/(,)/(,)/(,)/(, ××××  
  پس ،است اعداد این ضربحاصل پنجم یهریش ،عدد پنج این هندسی میانگین

( )
( )

.)/(

)/()(

)/()/()/()/(

11660811000

0811000

08110000811000081100008110001000

2

43215

4321

5
1

5
1

=×=

×=

××××××××=

+++

Gx

  

صرفاً ی میانگین هندسی با مینیتب نیازی به عملیات فوق ندارد و        محاسبه
  . بااستفاده از فرمول مربوطه قابل انجام است

MTB > SET C10 
DATA> 0:4 
DATA> END 
MTB > LET C11=1000*((1.08)**C10) 
MTB > PARPROD C11 C12 
MTB > LET K6=C12(5)**(1/5) 
MTB > PRINT K6 
Data Display 
K6       1166.40 

  به شکلهمساز و ،هندسی ،حسابی ایه میانگین بینای در مشاهدات مثبت، رابطه. نکته
   استبرقرار زیر

.HG xxx ≥≥  
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  پراکندگی هایشاخص  3-2- 1
  مقادیر که است آن ،ها داده از ایمجموعه هر تقریباً های مشخصه ترینمهم از یکی

 یتیاهمّ هاداده بین تغییرات یا ،بودن ناهمانند میزان ،واقع در .نیستند همانند ها داده 
 را ها داده یهمجموع از مهم ای جنبه ،مرکزی گرایش های شاخص .دارد آمار در اساسی
 این یهدربار اطلاعی اامّ هاست داده »وسط« یا »معدل« همان که کنند می توصیف
 این که کنیم پیدا راهی خواهیممی ،بنابراین .دهند نمی ما به دیگر اساسی یهمشخص

  .دهد نشان را آنها تفرق یا ،هاداده در پراکندگی
  .است شده درج زیر جدول در ،کامپیوتر علوم رشته دانشجو دو نمرات .15-1 مثال

  

    آمارواحتمال  کامپیوتر اصول  فیزیک  عمومی ریاضی
  A دانشجو  14  12  13  13
  B دانشجو  13  8  13  18

 که درحالی است 13 درس چهار این در دانشجو دو میانگین که کنیممی ملاحظه      
 ریاضی درس در B یدانشجو ولی ،دارد قبولی ینمره دروس همه در A یدانشجو
 وجود به نیاز هم باز بنابراین .است ضعیف کامپیوتر اصول درس و قوی عمومی
 میانگین با ولی متفاوت هایداده مجموعه دو این بین موجود اختلاف که صیشاخ

 یمیانه و ،دمٌ ،میانگین بر علاوه که کنیدتوجه .شودمی آشکار ،دهد نشان را یکسان
  .است 13 دانشجو هر نمرات
 .دارد آماری تحلیل در مهمّ نقشی پراکندگی مفهوم که دهدمی نشان ،15-1 مثال       

  .کنیممی ارائه پراکندگی برای هاییاندازه زیر در

  دامنه  3-2-1- 1
 مقدار بزرگترین تفاضل کردن پیدا با که است دامنه ،پراکندگی سنجش معیار ترینساده
   .آیدمی دست به هاداده مقدار کوچکترین از هاداده
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  43 توصیفی     آمار

A، 21214 یدانشجو هاینمره یهدامن ،15-1 مثال در         هاینمره یهدامن و −=
B، 10818 یدانشجو  نمرات »پراکندگی« کنیممی ملاحظه که طوریبه .است −=
 ،آیدمی دست به سادگیبه  دامنهآنکه با .است ،A یدانشجو از بیشتر B یدانشجو
 هاداده مقدار کمترین و بیشترین یعنی ،فرین هایداده تنها که است این آن یهعمد عیب

 مواقع برخی در همچنین .ندارد هاداده بینابینی مقادیر به کاری و آوردمی حساببه را
 تعداد که وقتی ،حال این با .یابدمی افزایش دامنه مقدار باشد بزرگ نمونه یاندازه وقتی

  .است پراکندگی برای مناسب معیاری دامنه ،است کم هاادهد
  .آوریمدست میافزار دامنه را به به کمک نرم1-1های مثال برای داده        

MTB > LET K7=MAX(C1)-MIN(C1) 
MTB > PRINT K7 
Data Display 
K7       25.6000 

  معیار انحراف  3-2-2- 1
 میزان توانیممی ،است پراکندگی سنجش معیار ینمفیدتر که معیار انحراف معرفی برای
 ،مطلب توضیح برای .گیریمنظر در ملاکی عنوانبه میانگین از را هاداده نزدیکی یا دوری
12 مقادیر بارا  موردنظر هایداده که کنیدفرض xxxn  نشان x با را آنها میانگین و ...،،،

xxxxxxn مقادیر یعنی ،میانگین از را داده هر رافانح اگر .هیمد −−− 12  را ... ،، ،
 معیاری عنوانبه توانندمی میانگین از هاانحراف همین که رسدمی نظر به ،کنیم حساب
 این تفاوت که هرقدر دیگر عبارتبه .روند کار به هاداده پراکندگی سنجش برای

 تفاوت هاانحراف این که هرقدر و ترندراکندهپ هاداده ،باشد بیشتر هم از هاانحراف
 کار هم با انحراف n این مقایسه چون .متمرکزترند هاداده ،باشند داشته باهم کمتری
 به را انحراف n این میانگین کنیممی سعی لاوّ یهوهل در سهولت برای ،است دشواری
  ییعن ،آوریم دست

n
xxxxxx n −++−+− L21    
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  احتمال  و      آمار44

 این صورت ،میانگین تعریف بنابر که شودمی ملاحظه سادگیبه .کنیممی محاسبه را
 توانمی پس .است صفر میانگین از هاانحراف میانگین لذا و است صفر برابر عبارت
 مجموعاً دارند نحرافا x از منفی جهت در که قدرهمان مجموعاً هاداده :گرفت نتیجه
  .است صفر هاانحراف مجموع لذا و دارند انحراف xاز مثبت جهت در هم قدرهمان
 از هاداده دوری میزان به ما یهعلاق که کردتوجه باید ،مشکل این رفع برای       

 جبری علامت متوانیمی دیگر عبارت به .آن از هاداده دوری جهت نه و است میانگین
   مثلاً و بگیریم نادیده را میانگین از هاانحراف

n
xxxxxx n −++−+− L21    

 ،است موسوم میانگین انحراف به که هاانحراف قدرمطلق میانگین این .کنیم محاسبه را
 از کندمی ایجاد را مشکلاتی تعریف این در قدرمطلق چون اامّ ،دارد آمار در کاربردهایی

 انحراف مقادیر در را هاعلامت مشکل کنیممی سعی و کرده نظرصرف آن گرفتن نظر در
 به را میانگین از انحراف مقادیر ،منظور این برای .کنیم حل دیگر ایگونه به میانگین از

  مقادیر یعنی ،رسانیممی مدوّ توان
( ) ( ) ( )22

2
2

1 xxxxxx n −−−   ,,, K 
 باید ،میانگین از هاانحراف مجذور میانگین یهمحاسب برای حال .کنیممی محاسبه را

در اینجا  که دلایلیبه .کنیم تقسیم ،هاداده تعداد یعنی ،n بر و محاسبه را آنها مجموع
 مقدار .کنیممی تقسیم n−1 بر n بر تقسیم جایبه را مجموع ،نیست ذکر به نیازی
   نییع ،حاصل

( ) ( ) ( )
1

22
2

2
1

−

−++−+−

n
xxxxxx nL    

 پس .دهیممی نشان 2s با را آن و نامیممی واریانس اختصار به یا اینمونه واریانس را
  داریم Σ یابیمجموع نماد از استفاده با

( )

.
1

1

2

2
−

−

=
∑
=

n

xx
s

n

i
i
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 محاسبه ،اندشده بیان آن رحسبب هاداده که واحدی مجذور برحسب واریانس چون
 را آن و محاسبه را واریانس مثبت جذر ،کنیم استفاده اصلی واحد از آنکه برای ،شودمی
  پس .نامیممی معیار انحراف صرفاً یا اینمونه معیار انحراف و دهیممی نشان s با
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 13 دانشجو دو هر نمرات میانگین که کردیم ملاحظه ،15-1 مثال در .16- 1 مثال
  با است برابر A یدانشجو برای معیار انحراف مقدار .است

( ) ( ) ( ) ( )
./8160

3
2

14
1313131313121314 2

1 ==
−

−+−+−+−
=

222   s  
  :با است برابر B دانشجو برای معیار انحراف همچنین

( ) ( ) ( ) ( )
./0824

3
50

14
131813131381313 2

2 ==
−

−+−+−+−
=

222   s  
 معیار انحراف از بیشتر مراتب به B یدانشجو نمرات معیار انحراف که شودمی ملاحظه
 با مقایسهدر را B دانشجوی نمرات بودن ترپراکنده معیار این لذا و است A یدانشجو
  .دهدمی نشان خوبی به A دانشجوی نمرات
 کردن پیدا و هاداده میانگین از داده هر انحراف پیداکردن ،محاسباتی لحاظ از       

 .باشد مشکل کمی شاید معیار انحراف یهمحاسب برای هاانحراف مجذورهای مجموع
 فرمول ،جبری اعمال اندکی با و برد کار به را میانگین تعریف توانمی آن جایبه
  .آورد در زیر معادل صورت به را معیار حرافان
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 برحسب متفاوت آماری یهمحاسب پنج اجرای مدت طول ،افزارینرم برای .17-1 مثال
  زیراست شرحبه ،ثانیه دهم یک
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052481961940980 /////  
  .کنید محاسبه را هاداده یهمجموع این معیار انحراف و میانگین

  داریم ،تعریف نابرب .حل

4821
5

052481961940980 //////
=

++++
=x  

  چون و

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 078512052481961940980 222225

1

2 ////// =++++=∑
=i

ix  

  و

( ) 908154052481961940980 225

1
//////)( =++++=∑

=i
ix  

   پس
( ) ( ) ./// 5240

45
9081540785125

=
×
−×

=s  
  .آوریمافزار مینیتب مقدار انحراف معیار را به دست میبا نرم

MTB > SET C13 
DATA> 0.98 0.94 1.96 1.48 2.05 
DATA> END 
MTB > STD C13 K8 
Column Standard Deviation 
   Standard deviation of C13     =     0.52366 

 قراردادن با صورت این در ،باشند شده بندیرده فراوانی جدول در هاداده اگر       
 فرمول ،رده هر فراوانی گرفتن نظر در و رده آن در واقع هایداده جایبه رده هر مرکز

  است زیر صورت به شده بندیرده هایداده برای معیارانحراف
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  بریم کار به را زیر معادل فرمول توانیممی ،کنیم ترساده را محاسبات بخواهیم گرا یا
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 اکسید میزان به مربوط هایداده معیارانحراف و واریانس خواهیممی .18- 1 مثال
 این برای .کنیم محاسبه ،است شده مطرح 2-1 مثال در که را هوا در منتشره سولفور
 مقادیر آن در و کنیممی اضافه جدیدی ستون ،مذکور هایداده فراوانی جدول در منظور

ii fm   .بود خواهد زیر صورت به جدول ،کنیممی درج را 2

 

000030857150880
8050191590612953095329528
72256536552429952695289524
942589531539017952295249520
562589777547325951895209516
035031293020914951495169512
02501199501091095109512958
907514485203956958954

2

/
/////
/////
/////
/////
/////
/////
/////

مجموع 

 ها رده هایکرانه

−
−
−
−
−
−
−

iiiiii fmmffm

  

  واریانس و ینی میانگمحاسبه برای اضافی تونس دو با فراوانی جدول .8-1 جدول

  بنابراین

( ) ( )
./555

7980
15083085780 2

=
×
−×

=
 s  

 ،شودمی آشکار بالا فراوانی جدول ستون آخرین در واقع مقادیر از که طوریبه       
 و اعشاری ارقام هاداده هاینماینده که زمانی ،معیار انحراف به مربوط محاسبات
  ،محاسبات کردن ساده برای .است ایکنندهخسته کار ،دباشن بزرگ نسبتاً هافراوانی

 در که( باشند برابر هارده طول اینکه شرطبه ،کرد استفاده کدگذاری روش از توانمی 
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 یهرد ترجیحاً( هارده از یکی یهنمایند  ،کدگذاری روش در .)است چنین بالا مثال
   سپس .کنیممی اختیار 0 را )جدول اواسط در واقع هایرده از یکی یا وسطی
  و ... ،−2 ،−1 یعنی ،منفی صحیح اعداد را رده این بالای هایرده هاینماینده

 اختیار ... ،2 ،1 یعنی ،مثبت صحیح اعداد را رده این زیر در واقع هایرده هاینماینده 
12 با را هارده جدید هاینماینده این اگر .کنیممی uuun  فرمول ،دهیم نشان ... ، ،،

  صورت به میانگین

c
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fu
mx

k

i
ii∑

=+= 1
o  

 را 0 جدید ینماینده کدگذاری در که است ایرده نماینده om آن در که. آیددرمی
 معیار انحراف فرمول همچنین .هاسترده مشترک طول c و ایمگرفته نظر در آن برای
  .است زیر صورت به
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 زیر مثال در ،کدگذاری روش کمک به را  معیار انحراف و میانگین محاسبه یهنحو      

  .کنیممی ریحتش

 را معیار انحراف و میانگین کدگذاری روش به 18-1 مثال هایداده مطابق .19-1 مثال
  .آورید دست به

 به و گیریممی 0 را چهارم یهرد جدید یهنمایند ،است 7 هارده تعداد چون .حل
 حال .آوریممی دست به را دیگر هایرده جدید هاینماینده گفتیم بالا در که ترتیبی
  دهیممی تشکیل را زیر جدول
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152280
186239530
3618929526
17171719522
002509518
14141419514
40201029510
27933956

2
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−−
−−
−−

مجموع 
/
/
/
/
/
/
/

iiiiiii fuuffum

  

   برای 2-1 مثال هایداده فراوانی جدول .9-1 جدول
  کدگذاری روشبه واریانس و میانگین یمحاسبه       

c، 9518=4 قراردادن با /=om، 80=n، 2
7

1
−=∑

=i
ii fu روش به میانگین فرمول در 

  :داریم کدگذاری

.//. 85184
80
295181 =×
−

+=+=
∑
= c

n

fu

mx

k

i
ii

o  

152 مقدار با همراه مقادیر همین قراردادن با همچنین
7

1

2 =∑
=i

ii fu انحراف فرمول در 

  :داشت خواهیم کدگذاری روش به معیار
( ) ./)( 555

7980
2152804
2
=

×
−−

=s  
از  که هستند مقادیری همان ،انتظار مطابق ،مقادیر این نیمکمی ملاحظه که طوریبه

  .اندآمده دست به اصلی هایداده
  .دهیمبرخی کاربردهای انحراف معیار را در زیر شرح می      

  ضریب تغییر . 1
اگر مشاهدات در عددی ثابت . روش کدگذاری حالت خاصی از تبدیل متغیرها است

  .دنآیدست میشاهدات جدیدی بهضرب و با عددی ثابت جمع کنیم م
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nibaxy ii ,,,, K21=+=  
  شودروی آنها به شکل زیر می ثیر این تبدیل برأاز روی خواص میانگین و واریانس، ت

., 222
xy sasbxay =+=  

. هاستمیانگین و انحراف معیار دارای واحد سنجش، از نوع واحد سنجش داده      
 2835 اونس یا /10 مشخصی دارای انحراف معیار یبرای مثال ممکن است وزن اشیا

-راحتی مشخص نمیهکدام از آنها بدو یکسان هستند، ولی هیچ میلی گرم باشد که هر

در این گونه . کنند که با یک پراکندگی بزرگ یا یک پراکندگی کوچک سروکار داریم
چنین مقیاسی .  یک مقیاس نسبی پراکندگی استیست ارائهموارد آنچه که مورد نیاز ا

. گردد حاصل می میانگینبر انحراف معیار  از تقسیم کهضریب تغییرعبارت است از 
- نشان داده میV ضرب شده و به صورت درصد بیان و با حرف 100معمولاً در عدد 

  :شود
100×=

x
sV  

  :، مقدار ضریب تغییر برابر است با17-1 برای اطلاعات مثال
429100

8518
555 /

/
/

=×=V  
   استانداردیهنمر. 2

12چنانچه تبدیل خاصی روی  xxxn ،،Kاعمال شود :  
ni

s
xx

z i
i ,,,, K21=−
=  

12های داده zzzn ،،Kی ویژگی میانگین صفر و گوییم و دارا را استاندارد شده می
12 و z=0واریانس یک،  =zsیههرگاه بخواهیم دو مشاهده از دو نمون. ، هستند 

مثلاً، میانگین و . کندمختلف را با هم مقایسه کنیم، استاندارد شده آنها کار را آسان می
 و میانگین 16 و 60ه به ترتیب انحراف معیار نمرات پایان ترم درس زبان خارج

اگر . است 10 و 58انحراف معیار نمرات پایان ترم درس ریاضی عمومی به ترتیب 
 یه و نمر72 زبان خارجه یهدانشجویی هر دو درس را امتحان داده باشد و نمر

  اش در کدام درس بهتر است؟ باشد، وضعیت تحصیلی68ریاضی عمومی 
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750  :  استاندارد زبان خارجهیهنمر
16

6072
1 /=

−
=z  

1  : استاندارد ریاضی عمومییهنمر
10

5868
2 =

−
=z  

 درس ریاضی یهرجه از نمر درس زبان خایهشود که اگرچه نمرملاحظه می      
عمومی او بیشتر است، ولی وضعیت وی درکلاس ریاضی عمومی بهتر از کلاس زبان 

 یک انحراف معیار بالای یهزیرا در درس ریاضی عمومی به انداز. خارجه است
105868میانگین،   /750 یه، قرار دارد در حالی که در درس زبان خارجه به انداز=+

167506072انحراف معیار در بالای میانگین،  ×+=   .، قرار دارد/

   چبیشفیهقضی. 3
  گوییمچنانچه پراکندگی دو نمونه از یک جمعیت را با یکدیگر مقایسه کنیم، می

همچنین . اش بیشتر استای که دارای انحراف معیار بزرگتری است، پراکندگی نمونه
ها به میانگین نزدیکتر باشند و یا پیرامون میانگین تجمع م که هرچه دادهعنوان کردی

ها از میانگین دور باشند، کرده باشند، انحراف معیار به صفر نزدیک است و چنانچه داده
دان روسی ای علمی توسط ریاضیاین موضوع به گونه. آنگاه انحراف معیار بزرگ است

  .یشف بیان شده است چبیهبه نام چبیشف با عنوان قضی

10011، حداقل k≤1ها و هر عدد ثابت برای هر مجموعه از داده. 1- 1 یهقضی ×− )(
k

 
 برابر انحراف معیار در هر دو طرف میانگین قرار k یهها باید به فاصلدرصد داده

  .گیرند
  :شود، چنین بیان میkهای خاص الت چبیشف برای حیهقضی       
),( یهها به باز ممکن تعداد خیلی کم داده)الف sxsx   . تعلق داشته باشند−+
100×=درصد،75  حداقل)ب

4
),( یهها به بازداده3 sxsx 22  تعلق خواهند −+

  .تداش
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988 حداقل)ج 100×=درصد،/
9
),(یهها به بازداده8 sxsx 33 تعلق خواهند −+

  .داشت
ای تنظیم شده است که درون گونهبندی زعفران بهمثلاً، در دستگاه اتوماتیک بسته      

  گرم، زعفران قرار/020ن و با انحراف معیار  گرم زعفرا16هر بسته به طور متوسط 
9515اش که دارای وزنی بین های تولیدیحداقل درصد بسته. دهد می  /0516 تا /

 نظر گرفته شده  درk=/52توجه دارید که در این مثال  (استدرصد 84گرم باشند 
  .)است
شود که ای قابل کاربرد است، اما چنین بیان می چبیشف برای هر نوع دادهیهقضی      

. کند معینی تعلق دارند و مقدار دقیق را تعیین نمییهها به فاصلحداقل چند درصد داده
گیرند، بیش از  معینی تعلق مییههایی که به فاصلها، درصد واقعی دادهبرای بیشتر داده

  .باشدکند، می چبیشف بیان مییه که قضیآنچه
 چبیشف با عنوان دستور تجربی بیان یهتری از قضیها راه کار دقیقبرای بیشتر داده      

) فصل ششم( نظری است که براساس توزیع نرمال یهحقیقت یک نتیج در. شده است
  .شودبیان می

  : شکل است، داریمزنگیهایی که منحنی فراوانی آنها برای داده: دستور تجربی
),(ی هها به بازدرصد داده68 تقریباً )الف sxsx   . تعلق دارند−+
),( یهدرصد داده ها به باز95 تقریباً )ب sxsx 22   . تعلق دارند−+
),( یهها بازداده) ها تمام دادهتقریباً(درصد /799 تقریباً )ج sxsx 33   . تعلق دارند−+

خورد، که تقارن تقریبی در نمودار به چشم می 1-1شکل  و 1-1با اطلاعات مثال 
  .های مطرح شده برآورد نمودهتوان وضعیت توزیع مشاهدات را در بازمی
  یازهبها به درصد داده68 تقریباً )الف

),/()//,//( 4/423355585185558518 =+−  
  . تعلق دارند

  یهها به بازدرصد داده95 تقریباً )ب
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)/,()/,/()//,//( 95209522525552851855528518 99  =−=×+×−  
  .تعلق دارند

  یهها بازداده) تقریباً کل(درصد /799 تقریباً )ج
),()//,//( 53505553851855538518 /=×+×−  

  .تعلق دارند

  پراکندگی هایشاخص دیگر و هاچندک  3-2-3- 1
 یک در هاداده نصف که بود مقداری هاداده از ایمجموعه یهمیان که آوریممی خاطربه

 را هاچندک توانمی قیاس همینبه .داشتند قرار آن دیگر طرف در دیگر نصف و طرف
 و آن طرف یک در هاداده از معینی بخش که هستند مقادیری از عبارت که کرد تعریف
 از توانمی مهم هایچندک یهجمل از .دارند قرار آن دیگر طرف در ماندهباقی بخش
 شده بندیرده هایداده برای تنها را مفاهیم این .برد نام هاصدک و ،هادهک ،هاچارک
  .کنیممی تعریف
  زیر مساحت، نقطه آن در که هاستطول محور روی بر اینقطه لاوّچارک       

4 یعنی ،شودمی تقسیم 3 و 1 هاینسبت به نگاربافت 
 در نگاربافت زیر مساحت 1

4 و نقطه این چپ سمت
 چارک .داردقرار نقطه این دیگر طرف در ماندهباقی سطح 3

4 که است اینقطه سوم چارک و است میانه همان مدوّ
 در نگاربافت زیر مساحت 3

4 و آن چپ سمت
 مدوّ چارک و 1Q با را لاوّ چارک .دارد قرار آن راست سمت در 1

  .دهیممی نشان 3Q با را سوم چارک و 2Q با را )میانه همان یا(
4 ابتدا ،1Q یمحاسبه برای       

n از شروع با را هافراوانی سپس و کنیممی محاسبه را 
   که کنیدفرض .کنیممی جمع هم با چپ سمت

.kk fffnfff +++≤<+++ − LL 21121 4
  

 نشان ′kL با را رده این پایین کران اگر .است امk یهرد در لاوّ چارک صورت این در
  و دهیم
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)( 114 −++−= kffnm L  
  آنگاه

c
f
mLQ

k
k ×+′=1  

 آن در لاوّ چارک که است امk یهرد فراوانی kf و هارده مشترک طول c آن در که
  .دارد قرار

 حالت این در .کنیم محاسبه نیز را ،3Q ،سوم چارک توانیممی منوال همین به عیناً       

4
3 n کنیممی جمع هم با را هارده هایفراوانی ،چپ سمت از شروع با و محاسبه را. 
   که طوریبه باشد ایرده kاگر

kk fffnfff +++≤<+++ − LL 21121 4
3  

   و دهیم نشان k با را رده این پایین کران اگر .است امk یهرد در 3Q آنگاه
)( 114

3
−++−= kffnl L  

  آنگاه

c
f
lLQ
k

k ×+′′=3  

13 صورت به که است چارکی میان برد ،کندگیپرا هایشاخص از دیگر یکی QQ − 
 قرار آن در هاداده درصد پنجاه که است ایبازه طول چارکی میان برد .شودمی تعریف
 صورت به که کنندمی استفاده چارکی میان برد نیم از پژوهشگران برخی .دارند

2
13 QQ  یهانداز یک .شودمی نامیده نیز چارکی انحراف و ،شودمی تعریف −

 چارکی میان برد نیم نسبت صورتبه دارد نام چارکی تغییر ضریب که ،نسبی پراکندگی

100 صورت به یعنی ،100 در ضرب 3Q و 1Q میانگین بر
13

13 ×
+
−

QQ
QQ، دشومی تعریف.  
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 به هادهک این .کرد تعریف را نهم ،... ،مدوّ ،لاوّ هایدهک توانمی ترتیب همینبه
 ،1D ،لاوّ دهک یهمحاسب برای مثلاً .شوندمی داده نشان 1D، 2D، ...، 9D با ترتیب

 است کافی
10
n و کنیم حساب را k که کنیم پیدا طوری را  

.kk fffnfff +++≤<+++ − LL 21121 10
  

 نشان kL با را رده این پایین کران اگر .است امk یهرد در لاوّ دهک صورت این در
  و دهیم

)( 1110 −++−= kffnh L  
  نگاهآ

c
f
hLD
k

k ×+=1  

  .است امk یهرد فراوانی kf و هارده مشترک طول c مجدداً که
19 مثلاً و محاسبه ترتیب همینبه را هادهک سایر توانمی        DD 28 یا − DD  و ،−

  .برد کار به پراکندگی سنجش برای دیگری معیارهای عنوانبه را ...
 آنها به مربوط جزئیات ذکر از که شوندمی تعریف مشابه نحوبه عیناً هاصدک       

  .کنیممی خودداری

 آن نگاربافت نمودار ،سولفور اکسید میزان به مربوط ،2-1 مثال مطابق .20-1 مثال
 و لاوّ دهک ،چارکی تغییر ضریب ،مسوّ ،لاوّ چارک مقادیر .بگیرید ظرن در را هاداده

  .آورید دست هب را نهم دهک
204 پس ،n=80 چون .حل =n. اینکه به توجه با  

1410320103 ++<<+  
95123 آن پایین کران که دارد قرار سوم یهرد در لاوّ چارک پس /=L آن فراوانی و 
143 =f 710320 چون .است =+−= )(m، این بنابر  

.// 95144
14
795121 =×+=Q  
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604 چون ،همچنین
3 =n، و  

172514103602514103 ++++≤<+++  
   پس

.// 8322417
895203 =×+=Q  

  چارکی میان برد ،تعریف به توجه با
8879514832213 /// =−=−QQ  

943 چارکی انحراف لذا و است
2

13 /=
−QQ چارکی تغییر ضریب و  

8620100
13

13 /=×
+
−

QQ
QQ  

810 چون .است =
n 10383 و  پایین کران با مدوّ یهرد در لاوّ دهک پس >>+

958 538 چون .قراردارد 10 فراوانی و / =−=h، پس  
.// 95104958 10

5
1 =×+=D  

7210 چون ،قیاس همین به
9 =n و  

917251410372172514103 +++++≤<++++  

9524 پایین کران اب ششم یهرد در نهم دهک لذا    نتیجه در .دارد قرار /

282695244
9

172514103729524 3
4

9 //)(/ =+=×
++++−

+=D  

19 از مثلاً توانمی ،گفتیم ترشپی که طورهمان DD  سنجش برای معیاری عنوان به نیز −
331519 مثال دراین .کرد استفاده پراکندگی /=− DD. هاداده %80 که کنید توجه 

  .دقراردار 9D تا 1D از یهدرباز
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بيني ي گزارشي از كميت توصيفي، پيشافزار مينيتب را ارائه       دستوري كه در نرم
ي خروجي زير را در فصل هفتم تواند توضيحات بيشتر درباره خواننده مي.شده است

  .بيابيد

MTB > Describe 'DATA'. 
Descriptive Statistics 
Variable        N     Mean   Median   TrMean    StDev   SEMean 
DATA           80   18.930   19.050   18.963    5.670    0.634 
Variable      Min      Max       Q1       Q3 
DATA        6.200   31.800   14.825   23.375 

  هاداده رهاينمودا يهويژ معيارهاي  1-3-2-4
 »پراكندگي« يا »تغييرپذيري« و هاداده »مركز« نحويبه كه را معيارهايي انواع تاكنون
 هايراه  تعداد  براي حدي تواننمي واقع در .داديم شرح ،كردندمي توصيف را هاداده

 توصيف براي جديدي هايروش مرتباً آماردانان زيرا ،شد قائل هاداده توصيف
 .آورندمي وجود به معين مسائل در خود يمطالعه مورد هايداده عددي هايمشخصه

 قرار بحث مورد اختصار به را هاداده توزيع كلي شكل توصيف يهمسأل ،بخش اين در
  .دهيممي

  

  
   توزيع زنگ شكل متقارن.6-1شكل 

 را هاييتوزيع اغلب ،باشند داشته وضعي و شكل هر توانندمي فراواني هايتوزيع گرچه
 استاندارد نوع چند از يكي از استفاده با توانمي ،كنيممي برخورد آنها با عمل در كه

 هايتوزيع انواع اين در .نمود توصيف بخشيرضايت نسبتاً نحوبه فراواني هايتوزيع
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 شده داده نشان 6-1 شكل در كه است متقارن شكل زنگ توزيع همه از ترمهم ،فراواني
  يتتبع الگو اين از هاتوزيع از بسياري چرا اينكه براي نظري دلايل واقع در .است

   .دارد وجود ،كنندمي 
 مسامحه اندك با توان مي هم هنوز را 8-1 و 7-1 هايشكل در ديگر توزيع دو      
 كه اينها نظير هاي توزيع .نيستند متقارن ديگر هاتوزيع اين اام ،ناميد شكل زنگ

 ،باشد چپ سمت در دمچه اگر ،شوند مي ناميده چوله ،دارند طرف يك در اي»دمچه«
 گوييم ،باشد راست در دمچه اگر و )7-1 شكل( دارد منفي چولگي توزيع كه مگويي

 دليل به اغلب دستمزدها يا درآمدها هاي توزيع .)8-1 شكل( دارد مثبت چولگي توزيع
 كوچك مقادير ،هاتوزيع اين در .دارند مثبت چولگي ،بزرگ نسبتاً مقدار تعدادي وجود
  .نيستند بزرگ بسيار مقادير راث كردن خنثي به قادر

  

 
  منفي چولگي با توزيع .7-1 شكل

  
  مثبت چولگي با توزيع .8-1 شكل
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 نسبتاً روش يك .است موجود چولگي ميزان گيرياندازه براي گوناگوني هايراه      
 نوع از ،متقارن كاملاً شكل زنگ توزيع يك براي كه است مبتني واقعيت اين بر ،آسان
 وجود چون .اندمنطبق برهم ميانه و ميانگين مقادير ،6-1 شكل در شده توصيف توزيع

 موجب ،نيستند آنها جبران به قادر نظير كوچك مقادير كه بزرگ نسبتاً مقدار تعدادي
 نسبتاً مقادير كه كوچك نسبتاً مقادير وجود و( باشد ميانه از بزرگتر ميانگين كه شودمي

 ميانه از كوچكتر ميانگين كه شودمي موجب نيستند آنها جبران به قادر نظير بزرگ
 ميزان براي ايساده معيار و استفاده ميانه و ميانگين بين يهرابط اين از توانيممي ،)باشد
 و شودمي ناميده رسنييپ چولگي ضريب ،معيار اين .كنيم تعريف ،توزيع بودن چوله
  :است چنين آن مقدار

.)~()(
s

xxSK −=
−

= 3
3

معيار انحراف
  ميانگين   ميانه

 بين مقدار اين كلي حالت در و است 0 برابر SK مقدار ،متقارن كاملاً توزيع يك براي
  .كندمي تغيير +3 و −3

   كه ديديم ،سولفور اكسيد ميزان به مربوط ،2-1 مثال مطابق .21-1 مثال
55503198518 /,/~,/ === sxx        

   نابراينب

./
/

)//(
010

555

031985183

−=
−

=SK  

  .دانست متقارن تقريباً را توزيع توانمي لذا و است بسياركوچك مقدار اين
 معكوس J هايتوزيع ،آيندمي پيش عمل در كه هاييتوزيع از ديگر نوع دو      
 در كه گونههمان .اندشده داده نشان 10-1 و 9-1 هايشكل در كه ،شكل U و شكل
 معين را ها توزيع شكل حدي تا هاتوزيع اين نام ،است آشكار هاتوزيع اين نمودار

  .كنندمي
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  شكل U توزيع .9-1 شكل

  
  شكل معكوس J توزيع .10-1 شكل

  

 برجستگي يا كشيدگي مطرح است كه به ميزان معيار ديگري در نمودارها آماري      
. آيدمعمولاً اين معيار از مقايسه با منحني نرمال به دست مي. منحني توجه دارد
  :شود فرمول زير محاسبه مييهبرجستگي به وسيل

34
4 −=

s
M

K  

∑كه درآن
=

−=
n

i
i xx

n
M

1

4

4

1  انحراف معيار نمونه s چهارم، ويهگشتاورمركزي مرتب )(

چون مقدار  .است
4

4

s
M نزديك است معيار برجستگي را 3 براي توزيع نرمال به عدد 

بسته به آنكه اين كميت مثبت و يا منفي باشد به . كننداز تفاوت دو كميت محاسبه مي
  .حني نرمال خواهند داشتترتيب برجستگي بيشتر و يا كمتر از من
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  ها نسبت به منحني نرمال منحنيبرجستگي وضعيت كشيدگي يا .11-1شكل 

، و انجام دستورات زير، در خروجي  مقدار كشيدگي و 1-1هاي مثال       براساس داده
645011770چولگي به ترتيب  //   .شود نمايش داده مي−،

MTB > %Describe 'DATA'; 
SUBC>  Confidence 95.0. 

  تمرين
  .كنيد محاسبه را لاو چارك و نما ،ميانه زير هايهمشاهد براي .1-6

28370613421301523104  
ي هنقط از متحركي .دارند قرار يكديگر از فاصله يك به Cو ،A، B ينقطه  سه .1-7

A ي هنقط بهB، يهنقط از B يهنقط به C يهنقط از و C يهنقطبه A ترتيب به 
  حركت ساعت در متر 80 و ساعت در متر 40 ،ساعت در متر 20 معادل سرعتي با
  .كنيد محاسبه را شده ذكر مسير در متحرك اين متوسط سرعت .كندمي 
  كنيداي ثابت a ي زير را به ازاي هررابطه. 1-8

.)()()( ∑∑
==

−+−=−
n

i
i

n

i
i axnxxax

1

22

1

2 

اگر .  پوند باشد2000است كه بيشترين بار آن طراحي شدهاي گونهآسانسوري به. 1-9
 پوند 123 مسافر زن كه ميانگين وزن آنها 8جايي مسافران اين آسانسور  يك جابه
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 پوند است سوار کند، آیا آسانسور دارای 174که میانگین وزن آنها را  مرد 5است و 
 بار بیش از حد مجاز است؟

، و 410، 575سه نمایندگی فروش یخچال از شرکتی، در سه شهر بزرگ تعداد . 10- 1
 121000 تومان و 117000 تومان، 120000 یخچال را به ترتیب با متوسط قیمت 425

  شده چقدر است؟های فروختهمتوسط قیمت یخچال. اندتومان فروخته
های  و مجموع توان3 و میانگین آنها برابر با 2 برابر با جامعهاگر واریانس یک . 11- 1

  چقدر است؟جامعه یه باشد، انداز55دومّ آنها برابر با 

12های اگر میانگین داده. 12- 1 xxxn ،،،K برابر با xهای  باشد، آنگاه میانگین داده
( ) ( ) ( )111 12 +++ xxxn ،،،Kچقدر است؟ ، 

129های اگر میانگین داده. 13- 1 xxx ،،،Kهای میانگین داده  باشد، آنگاه10  برابر
( ) ( ) ( )129 129 +++ xxx ،،،Kرا محاسبه کنید ،. 

1220های اگر میانگین داده. 14- 1 xxx ،،،K های  باشد، آنگاه میانگین داده15 برابر
( ) ( ) ( )4880 1220 +++ xxx ،،،Kحاسبه کنید، را م. 

1220های اگر میانگین داده. 15- 1 xxx ،،،K های  باشد، آنگاه میانگین داده15 برابر با
1220363530 xxx ،،،،،، Kدست آورید، را به. 

123425های اگر انحراف متوسط داده. 16- 1 xxxx  برابر با صفر باشد، آنگاه میانگین ،،،،
123450های داده xxxx  .، را به دست آورید،،،،

  رابیفزاییم، در مقدار انحراف میانگین چه15ها عدد اگر به هریک از داده. 17- 1
  دهد؟تغییری رخ می

121015 هاییمعیار دادهاگر انحراف. 18- 1 xxx ،،،، K ی ها دادهیهبرابر با صفر باشد، میان
( ) ( ) ( )1212121719 1210 +++ xxx ،،،،، Kرا محاسبه کنید ،. 

362420128معیار اعداد اگر انحراف. 19- 1 89 برابر با و،،،  باشد، انحراف معیار /
96532اعداد    ، چقدر است؟و،،، 

  .ست مشاهده اطلاعات زیر به دست آمده ا120برای . 20- 1
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  .  میانگین، میانه، واریانس را به دست آورید)الف
  .های اولّ و سوم را محاسبه کنید چارک)ب
  .دست آورید مقدار چولگی را به)ج

120
15104594
7594584
19584574
43574564
45564554
5554544

جمع

 ردهفراوانی

//
//
//
//
//
//

−
−
−
−
−
−

  

 و انحراف ی باتری خودرو به ترتیب دارای میانگین، میانه100طول عمر . 21- 1
53استاندارد  / ،483   . است سال /651، و /

  و ،ضریب چولگی) الف
   ،برجستگی) ب

  .دکنی اسبهرا مح

   دومتغیره و معیارهای توصیفیهایولجد  1-4
 یهیر بحث کردیم، ولی در اکثر اوقات تحلیل اطلاعات دربار متغیک یهتاکنون دربار

یک متغیرکافی نیست، زیرا ممکن است چند متغیر مورد مطالعه، به لحاظ داشتن ارتباط 
ها را نشان  آنها، این روابط یا بستگیی جداگانهیبنابراین مطالعه. با یکدیگر، تغییر کنند

  .جا در نظر بگیریمدهد و ناچاریم که چند متغیر را یکنمی
در این بخش مشاهدات جفتی مربوط به دو صفت از جامعه که به صورت زیر       
  :کنیم دو بعدی مرتب میهایولاند را در جدگیری شدهنمونه

).,(,),,(),,( nn YXYXYX K2211  
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  احتمال  و      آمار64

  متغیرهتوزیع فراوانی دو  4-1- 1
 و پیوسته یکسان گسسته ، کیفی و کمیّیمتغیرهابریم برای روشی را که به کار می

12 مقادیر X متغیر که دفرض کنی. است xxxs ،،،K متغیر و Y 12 مقادیر yyyt ،،،K را ،
ای دیگر  و اندازهix مثلاً Xجامعه ای مقداری از بنابراین هر عضو جامعه. اختیار کنند

 با Y و Xمتغیر در نتیجه اعضای جامعه برای دو . را داراست jy ، مانندYمتغیر از 
),(های مرتب ای از زوجهم مجموعه ii YXهر: واهند داد که عبارتند از را تشکیل خ 

iXمتغیر تواند یکی از مقادیر از حوزه تعییرات ای میXو هر  iYتواند یکی از ای می
  :ند ممکنه در جامعه به صورت زیرهای حالت اختیار کنند وY متغیرمقادیر 

),(),(),(

),(),(),(
),(),(),(

:),(

tsss

t

t

ii

yxyxyx

yxyxyx
yxyxyx

YX

L

MOMM

L

L

11

22212

12111

  

 کوچک باشد برای تعیین هر نوع رابطه، nمعمولاً هنگامی که تعداد نمونه یعنی      
 جدولشود ولی اگر حجم جامعه بزرگ باشد مستقیماً از همین جدول ساده استفاده می

اسبات با استفاده از این شود و مح به صورت جدول دو بعدی نوشته میمتغیرهافراوانی 
دست آوردن جداول توزیع فراوانی با استفاده از امروزه به. گیردجدول صورت می

کنیم های حساب، بسیار ساده است ولی آنچه را که در اینجا ذکر می و ماشینکامیپوتر
برای این کار . گیردهای فردی است که با حجم نسبتاً کوچک صورت میدر بررسی

ها را بوط به هر فرد نمونه یا جامعه را روی یک کارت نوشته سپس کارتاطلاعات مر
مرتب شده  Xمتغیر به این ترتیب اگر نسبت به . کنیم مرتب میمتغیرنسبت به یک 

12باشند یک سری تغییرات از  xxxs ،،،K 1 سپس گروه ،خواهیم داشتx جدا کرده و را 
12 گروه tکنیم تا مجدداً مرتب می Yنسبت به تغییرات  yyyt ، ،،Kدنبال هم  به

 ×tsکنیم که در پایان به طور معمول  تکرار می5x قرارگیرند و این کار را تا گروه
ها نیز با هم برابرند و Yها با هم و Xدسته کارت خواهیم داشت که در هر رشته 
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  65 توصیفی     آمار

 کارتی که ردهکند که برای  را بیان میرده فراوانی آن ردههای هر تعداد کارت
( )ji yYxX ==   .شودمینشان داده  ijnاست با  ,

  .آوریمبندی را در یک جدول دو بعدی به صورت زیر مینتایج گروه      

nnnnn
nnnnx

nnnnx
nnnnx

nyyy
X

Y

tj

sstsss

t

t

it

002010

021

20222212

10112111

021

L

L

MMOMMM

L

L

L
      

  

  .نوشتتوان ها روابط زیر را میکه برای فراوانی

,∑̀∑ ∑∑
= = = =

==
s

i

t

j

t

j

s

i
ijij nnn

1 1 1 1
  

,∑
=

=+++=
s

i
jsjjjij nnnnn

1
021 L  

,∑
=

=+++=
t

j
iitiii nnnnjn

1
021 L  

.;∑ ∑
= =

==
t

j

s

i
ij nnnn

1 1
00             

، از دانشجویان یک کلاس، تعداد n=26 ی یک نمونه به اندازه برای.21-1مثال 
ایم، نتایج ، را سئوال کردهY ، و تعداد فرزندان دختر خانواده،Xفرزندان پسر خانواده، 

  .دست آمده استهزیر ب
)4 ،1( ،)5 ،1( ،)5 ،1( ،)5 ،0( ،)5 ،0( ،)5 ،1( ،)5 ،0( ،)6 ،1( ،)7 ،1( ،)6 ،1( ،)7 ،2( ،)7 ،2( ،)6 ،2( ،  
)1 ،3( ،)2 ،3( ،)1 ،3( ،)2 ،3( ،)3 ،3( ،)4 ،0( ،)5 ،0( ،)3 ،1( ،)6 ،1( ،)7 ،1( ،)7 ،2( ،)7 ،2( ،)6 ،2(  

  .شدتوزیع فراوانی یا جدول دوبعدی به صورت زیر بیان خواهد       



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  احتمال  و      آمار66

266572320
500001223
642000002
1023311001
500410000

7654321

0

0

j

i

n

n
X

Y      

  

  افزار مینیتببا نرم      
MTB > READ C14 C15 
DATA> 2 6 
DATA> 2 7 
DATA> 2 7 
DATA> 1 6 
DATA> 1 7 
DATA> 1 6 
DATA> 0 5 
DATA> 1 5 
DATA> 0 5 
DATA> 0 5 
DATA> 1 5 
DATA> 1 5 
DATA> 1 4 
DATA> 2 6 
DATA> 2 7 
DATA> 2 7 
DATA> 1 7 
DATA> 1 6 
DATA> 1 3 
DATA> 0 5 
DATA> 0 4 
DATA> 3 3 
DATA> 3 2 
DATA> 3 1 
DATA> 3 2 
DATA> 3 1 
DATA> END 
     26 rows read. 
MTB > Table C14 C15; 
SUBC>   Counts. 
Tabulated Statistics 
 ROWS: C14     COLUMNS: C15 
            1        2        3        4        5        6        7      ALL 



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  67 توصیفی     آمار

   0        0        0        0        1        4        0        0        5 
  1        0        0        1        1        3        3        2       10 
  2        0        0        0        0        0        2        4        6 
  3        2        2        1        0        0        0        0        5 
 ALL       2        2        2        2        7        5        6       26 
  CELL CONTENTS -- 
                  COUNT 

 تایی از کارگران یک کارخانه را انتخاب و آنها را برحسب 20 یک نمونه .22-1مثال 
  :ها عبارتند ازایم که داده، مورد مطالعه قرار دادهY، و به تفکیک مهارت، Xنس، ج
، )زن، ساده(، )زن، ساده(، )زن، ماهر(، )مرد، ماهر(، )مرد، ماهر(، )ماهرزن، نیمه(، )ماهرزن، نیمه(
، )مرد، ، ماهر(، )زن، ماهر(، )زن، ساده(، )زن، ساده(، )هرمامرد، نیمه(، )مرد، ساده(، )مرد، ساده(
  )زن، ساده(، )ماهرمرد، نیمه(، )مرد، ساده(، )مرد، ساده(، )مرد، ساده(، )ماهر مرد،(

  .شودکه جدول توزیع فراوانی به صورت زیر بیان می
  

  y  ماهر  ماهرنیمه  ساده
x  

5  
5  

2  
2  

2  
4  

  زن
  مرد

، و نمرات درس ریاضی X  لیست مشاهدات نمرات درس آمار و احتمال،.23-1مثال 
  :، دانشجویان به شرح زیر استYعمومی،

76201622416141514101288
105191423316171710111266
317201812131214101600141410
615202014141310121605141510

y
x
y
x

  

بندی به شرح ده با عرض مساوی تقسیم کنیم نتیجه گروه را به پنج رY  وX اگر
  .بودجدول زیر خواهد 
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  احتمال  و      آمار68

3089526
6510002016
10361001612
502210128
50021284
40000440

201616121288440

0

0

j

i

n

n
x

y

−
−
−
−
−

−−−−−
      

  

  معیارهای توصیفی برای دومتغیر  4-2- 1
 مورد مطالعه کمیّ باشند، با تنظیم جداول دوبعدی مقادیر متغیربه شرط آنکه دو 

  .آیندمیانگین و واریانس برای هریک از صفات به دست می
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n
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1 1
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گیری کند را در زیر  بر یکدیگر را اندازهمتغیرتواند تاثیرات دو یتی ترکیبی، که میکمّ
  :کنیممعرفی می

.))((∑∑
= =

−−=
t

j

s

i
ijijxy xxyyn

n
s

1 1

1  

xys متغیر  کوواریانس دوX و Yشوده صورت زیر ساده میفرمول فوق ب.  است:  

.  yxyxn
n

s
t

j

s

i
jiijxy −= ∑∑

= =1 1

1  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  69 توصیفی     آمار

سو باشند، یعنی با افزایش یکی، دیگری افزایش یابد  هم متغیرداریم اگر دو  انتظار     
سو نباشند،  مورد مطالعه هممتغیرو بالعکس، مقدار کوواریانس مثبت شود و اگر دو 

 xys کمیت .انس منفی شودیعنی با افزایش یکی، دیگری کاهش یابد، مقدار کوواری
  .گیری حساسیتی مشابه واریانس داردنسبت به تغییر واحد اندازه

.xydcybax sacs و  =++ 

  .دست آوریدهرا بy و xبا توجه به اطلاعات زیر مقدار کوواریانس بین . 24-1مثال 

3748321108217851
72964216278
3241672184
44125105215
2253690156
67681234269
57649168247
2561664164
40025100205
121933113

22

22

=∑=∑=∑=∑=∑

∑

yxxyyx

yxyx xy

  

  پس،

,/,/)/(,/

,/,/)/(,/

025272577819
9

374877819
9
187

8815536675
9
3216675

9
51

22

22

==−===

==−===

yy

xx

ssy

ssx

     

    
  

  بنابراین،

./)/()/()( 14187781966751082
9
1

=×−=xys  
  .آوریمبا مینیتب کمیت کوواریانس را به دست می

MTB > SET C16 
DATA> 3 5 4 7 9 6 5 4 8 
DATA> END 
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  احتمال  و      آمار70

MTB > SET C17 
DATA> 11 20 16 24 26 15 21 18 27 
DATA> END 
MTB > LET K7=SUM((C16-MEAN(C16))*(C17-MEAN(C17)))/N(C16) 
MTB > PRINT K7 
Data Display 
K7       8.14815 

افزار استفاده شود خروجی آن یک ماتریس که روی قطر اگر از دستور موجود در نرم
  .، خواهد شدn−1اصلی واریانس هر ستون با احتساب ضریب 

MTB > COVARIANCE C16 C17 
Covariances 
               C16       C17 
C16        4.00000 
C17        9.16667  28.44444 

  ضریب همبستگی خطی  4-3- 1
 از معیاری به نام ضریب همبستگی خطی استفاده متغیربرای سنجش میزان وابستگی دو 

  :کنیمشود که آنرا به صورت زیر تعریف میمی

.
yx

xy

yx

xy
xy ss

s

ss

s
rr   

===
22

  

ها بستگی ندارد، یعنی گیری داده به مبدأ و واحد اندازهضریب همبستگی خطی
xydcybax rr ±=++   . باشد میو 

),(با رسم مشاهدات،         ii yxخطی بین دو متغیر را تا یهتوان وضعیت رابطها، می 
  .دهند زیر این مطلب را بهتر نشان میهایشکل. بینی کردحدودی پیش

  
  :کنددر فاصله زیر تغییر می r ستگی خطیضریب همب

.11 ≤≤− r  
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  71 توصیفی     آمار

، همبستگی r>0 دو متغیر با. باشد همبستگی خطی کامل است r=±1اگر       
همبستگی  r<0 خلاف جهت یکدیگر و با  درY و Xمعکوس دارند یعنی تغییرات 

11اگر . جهت هستند همY  وX مستقیم دارد یعنی تغییرات <<− r همبستگی ناقص 
همبستگی ناقص و مستقیم  r<0 همبستگی ناقص و معکوس و با r>0است که با 
یا  +1به  rبنابراین هر چه اندازه . باشد همبستگی خطی وجود ندارد r=0است و اگر 

تر شود همبستگی  به صفر نزدیکrنزدیک باشد همبستگی خطی شدیدتر و هر چه −1
  . شودتر میضعیف

  مقدار ضریب همبستگی برابر است با  24-1 مثال یدنباله. 25-1مثال 
860

025881
1418 /

)/()/(
/

=
×

=r  
افزار نیز  این مقدار با خروجی نرم.این کمیت حاکی از همبستگی ناقص و مستقیم است

  .قابل حصول است
MTB > CORR C16 C17 
Correlations (Pearson) 
Correlation of C16 and C17 = 0.859 

  تمرین
 .دست آوریده ضریب همبستگی را ب23-1برای اطلاعات مثال . 22- 1
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  موّد فصل
  
  

 قوانین شمارش
  
  

  مقدمه  2-1
 انسان که است دارپایان یمجموعه یک اعضای تعداد شمارش محاسبه، نوع ترینساده
 کرده توجه آن به بار لیناوّ برای ، یا اشیای دیگردست انگشتان طریق از طبیعی طور به

 نتوانیم که طوریباشد، به پرعضو خیلی دارپایان یهمجموع این اگر حال این با. است
 یهعهد از بلکه انسانی عهده از تنهانه شمارش دهیم، عمل نشان را آن اعضای یک یک

ها که در فصل بعدی خواهیم ی احتمالهمچنین محاسبه. نیست ساخته هم کامپیوتر
 کمک به انهبختخوش. شود به شمارش حالات ممکن مختلف می منجردید، اغلب

 فن. بکاهد شمارش کار دشواری از که کرد ابداع هاییفرمول توانمی ریاضی یهاندیش
  .است شده بنا شمارش اصول نامبه بدیهی یلواص  برهافرمول این پیداکردن

  اصول شمارش  2-2
 عمـل  کنیدفرض .است انتخاب روش یا ،ینداشیوه، فر  نوع هر نمایشگر» عمل« اینجا در
A  1  را بهn  121 هـای نـام  بـه   طریـق

xxxn  هـای نـام  بـا  راه 2n بـه   را B عمـل   و ...،،،
122

yyyn   .داد انجام  بتوان...،،،

 عمـل   باشـد، آنگـاه    B  یا A کار انجام به  منوط L عمل انجام اگر. ل شمارش اوّ اصل
L21 توان بهمی  را nn 121 هاینامبه  راه+

xxxn ،،،... ،122
yyyn   .داد  انجام...،،،

  .باشدمی» یا« روی بر تکیه آن در گویند ومی» جمع اصل« را اصل این      
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 یا راه سه از) A عمل( تاکسی ، با )L عمل( منزل به دانشکده از کنید فرض .1-2 مثال
 بـا  یـا  تاکسی با طریق پنج بنابراین به . باشد داشته امکان راه دو از) Bعمل  ( اتوبوس با

  .رفت منزل به دانشکده از توانمی اتوبوس

  تمرین
121 عناصر با مجموعه یک A اگر .1- 2

xxxn  عناصر با دیگر ایمجموعه B و ...،،،
122

yyyn   . استBو A یمجموعه دو روی عمل کدام  همتایLباشد، عمل ...،،،
  دارد؟ وجود ، هستند7 یا 2مضرب  که رقمی یک عدد چند .2- 2

 در که طوریباشد به پذیرانجام مرحله دو  طیL عمل انجام اگر. دوّم شمارش اصل
گیرد،  صورت  راه2n به) B عمل( م دوّیمرحله  راه و1n به) Aعمل ( لاوّ یهمرحل
21 به مزبور عمل آنگاه nnگیردمی انجام  راه.  

),( مرتب قضیه، زوج این توجیه برای        ii yxوقتی که کنیممی تعریف مدیبرآ  را 
 این در. دهدمی رخ ،شود  منتجiy امکان به مدوّ مرحله  وix امکان به لاوّ یمرحله

21 از ممکن، مرکب برآمدهای تمام یهصورت، مجموع nnاست زیر  زوج.  

),(,),,(),,(

),(,),,(),,(
),(,),,(),,(

2111

2

2

21

22212

12111

nnnn

n

n

yxyxyx

yxyxyx
yxyxyx

L

MOMM

L

L

  

  .باشدمی »و« روی بر تکیه آن در و گویندمی» اصل ضرب« را صلا این

 پارک تا دانشکده از تاکسی با) L عمل( منزل به دانشکده از کنید فرض .2-2مثال 
 امکان راه دو از) B عمل(منزل تا شهر پارک از اتوبوس با و راه سه از) A عمل( شهر
 منزل به دانشکده از توانمی اتوبوس با و تاکسی با طریق شش به این بنابر. باشد داشته
  .رفت
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),(),(),(
),(),(),(

2322212

1312111

321

yxyxyxy
yxyxyxy

xxx
  

  تمرین
121 عناصر با مجموعه یک A اگر. 2-3

xxxn  اصرعن با دیگر ایمجموعه B و...،،،
122

yyyn   . استB وA یمجموعه دو روی عمل کدام  همتایL  باشد، عمل...،،،
 جوراب جفت چهار  یکی ازبارا  کفش جفت سه  یکی ازتوانید میطریق چند به. 2-4

  بپوشید؟

 انتخاب را  عملk از یکی بتوانیم عملی انجام در  اگر.شمارش اولّ اصل تعمیم       
شود،  انجام  راه2n به مدوّ شود، عمل انجام  راه1n به بتواند لاوّ عمل که طوریبه کنیم

knnn به عمل آخر، کلالی و +++ L21یردگمی انجام  راه.  

 که طوریباشد، به  مرحلهk از مرکب عملی اگر. دوّم شمارش اصل تعمیم       
 مدوّ یها، مرحلهراه این از یک هر برای شود، و انجام  راه1n به بتواند لاوّ یمرحله
نخستین،  یمرحله دو این هایراه از هریک برای گیرد، و صورت  راه2n به بتواند
knnn به عمل کل آخر، آنگاهالی گیرد و انجام  راه3n به بتواند سوم یمرحله L21راه  
  .پذیردمی صورت

  داد؟ پاسخ پرسش بیست با ایگزینه چهار آزمونی به توانمی راه چند به. 3-2مثال 
جواب بنابر تعمیم اصل دومّ شمارش  پس دارد وجود  راه4 پرسش هر سخپا در. حل

o
L

24444   . است×××=

نوشابه،   نوع4 و دسر  نوع5ساندویچ،   نوع3 مختلف،  سوپ4 میان از. 4-2مثال 
است  نوشابه یک و دسر ساندویچ، یک سوپ، یک یک شامل که مختلف ناهار چند
  کرد؟ انتخاب توانمی



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  آمار و احتمال    76

2404534 بنابر تعمیم اصل دوم شمارش جواب. حل   .است ×××=

  تمرین
 4 ل،اوّ سال یدانشجو  نفر3 از متشکل دانشگاه یک دانشجویی شورای  اعضای.5- 2

 چهارم سال دانشجوی  نفر2 م وسوّ سال دانشجوی  نفر5 م،دوّ سال دانشجوی نفر
 در مختلف هایسال دانشجویان  را که نفری4 فرعی شورای یک بخواهیم اگر .هستند

  کرد؟ انتخاب توانمی فرعی شورای کنیم، چند انتخاب شورا این از هستند آن
 الفبای وفرح از آن لاوّ علامت 3 کهبا هفت علامت  اتومبیل ینمره پلاک چند. 6- 2

  کرد؟ تهیه توانمی است شده  تشکیل9تا  0 اعداد از آن آخرعلامت  4 لاتین و
 0 مقادیر فقط بتواند تابع هر نمود، اگر تعریف  نقطهn روی توانمی را تابع  چند.7- 2
  ؟اختیار کند  را1و

  جایگشت  2-3
 متمایز  شیءn کنید فرض. امیمنمی» جایگشت«یک را  متمایز یاشیا از آرایش هر

  .دهیم آرایش مختلف هایصورت به را اشیاء این توانیممی ،باشیم داشته

  دارد؟  وجودc، و a ،b حرف سه از جایگشت چند. 5-2مثال 
  : از اندرتعبا ممکن هایآرایش. حل

cbacabbcabacacbabc  
 کردن فهرست بدون توانستیممی. تاست6متمایز،  هایجایگشت تعداد بنابراین

 مکان در: یمیبگو کنیم و استفاده» شمارش مدوّ اصل تعمیم« مختلف، از هایجایگشت
 وجود حرف یک گزینش انتخاب برای سه )راست(چپ سمت حرف جایگاه برای لاوّ

 مسوّ مکان برای حرف یک فقط .است موجود مدوّ مکان برای انتخاب دو سپس دارد، و
6123 هاجایگشت کل تعداد ماند، لذامی باقی   . است××=
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 را متمایز  شیءn که یابیمرفت، درمی کار به5- 2 که در مثال استدلالی تعمیم با       
12321به  توانمی ××××−×−× L)()( nnnبا را ضربحاصل این. داد آرایش  راه 
  پس. دهیممی شود نمایشمیخوانده» فاکتوریلn«  کهn! نماد

11 =!  
122 ×=!  

1233 ××=!  
M  

121 ×××−×= L)(! nnn  
10 تعریف بنابر =!.  

  . استn! برابر متمایز  شیءn متمایز هایجایگشت تعداد. 1-2 یقضیه

605 با برابر گیرندمی قرار صف یک در نفر پنج که هاییحالت تعداد. 6-2مثال  =! 
  .است

  تمرین
921با ارقام  .8- 2 ,,, Kتوانید  چند عدد نه رقمی که در آن ارقام تکراری نباشند می

  بسازید؟
. است دختر  دانشجوی4و   دانشجوی پسر6دارای  احتمال ینظریه کلاس یک. 2-9

 دو هیچ اینکه فرض  با.شوندمی مرتب آنها متحان، نمراتا یک برگزاری از پس
  نکنند،  کسب یکسان نمره دانشجویی

  دارد؟ وجود نمرات کردن مرتب برای ممکن حالت چند) الف
 جداگانه ورطهب خودشان بین دختر دانشجویان و دانشجویان پسر کردن مرتب اگر) ب

  ؟دارد وجود ممکن حالت چند صورت این گیرد، در انجام
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 10 از. دهد قرار خود کتابخانه یقفسه در خواهدمی و دارد کتاب 10  شخصی.2-10
. هستند زبان کتاب یک تاریخ و کتاب 2 شیمی،  کتاب3 ریاضی،  کتاب4 کتاب، تعداد

 چند قرارگیرند، آنگاه هم کنار یکسان موضوع با هاییکتاب بخواهد شخص این اگر
  دارد؟ وجود هاکتاب دادن قرار برای ممکن ترتیب

   ترتیب 2-4
nr را برگزیده، تاr متمایز، شیء n از هرگاه دهیم،  جایگشت یک ، و تشکیل1≥≥
 تاییr هایجایگشت تعداد .است متمایز شیءn از تاییr ترتیب یک حاصل

 از تاییr جایگشت یک ساختن برای :کنیممی پیدا طریق بدین را متمایز شیءnاز
nباید متمایز شیء rاین از تا nراست به چپ ازمثلاً  کرده انتخاب یکبهیک را ءشی 

121 عمل r پیاپی انجام با معادل کار این .قراردهیم هم پهلوی AAAA rr ،،،، ترتیب، به −...
nnrnrn طریقبه ،،،، 121 −+−+− K شمارش، مدوّ اصل تعمیم بنابر. باشدمی طریق 

  :شودمی متمایز شیءn از تاییrهایجایگشت تعداد
).()()( 121 +−×+−××−× rnrnnn L  

10 دهیممی قرارترتیب،  تعریفبه بنا. دهندمی  نشانrnΡ با را ضربحاصل این =Ρn.  

nr برای متمایز شیءn از تاییr هایترتیب تعداد. 2-2 یقضیه ,,,, K210= عبارت 
  از است

.
!)(

!
rn

n
rn −
=Ρ  

)()( فرمول. برهان 11 +−−=Ρ rnnnrn L0 برای تواننمی  را=rابرد، امّ کار  به 
  . برد کار به توانمی را زیر فرمول

.
!)(

! 1
00 =

−
=Ρ

n
n

n  

nr برای ,,,, K210=داریم ،  

.
!)(

!
!)(

)!()()()(
)()()(

rn
n

rn
rnrnnnn

rnnnnrn

−
=

−
−×+−−−

=

+−−−=Ρ

121
121

L

L
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رئیس،  رئیس، نایب انتخاب باشگاه، برای یک  عضو24 نام فهرست از. 7-2مثال 
 انجام توانمی را کار این مختلف راه چندبه. شودمی  نام استخراج4منشی  ودار، خزانه
  داد؟
   است با برابر شوندمی  اختیار4  به4 که متمایز  شیء24 هایجایگشت تعداد. حل

.
!
! 25502421222324

20
24

424 =×××==P  

ی محاسبه برای دستی هایحساب ماشین از یاریبس زاری آماری، وافنرم هایبسته       
 برای مثال با استفاده از مینیتب .اندشده ریزیبرنامه فاکتوریل نمایش با هاییفرمول

  .آوریم را به دست می419P، و 19!مقدارهای 
MTB > SET C1 
DATA> 1:19 
DATA> end 
MTB > PARPROD C1 C2 
MTB > LET K1=C2(19) 
MTB > LET K2=C2(19)/C2(15) 
MTB > PRINT K1 K2 
Data Display 
K1       2.027418E+16 
K2       93024.0 

  های مشخص برای اطلاعات وارد شده بهبه کمک مینیتب، شمارش ویژگی      
ل در یک سری داده، تعداد مشاهداتی که کوچکتر، برای مثا. پذیر استافزار امکان نرم

ت دادن یک آرایش همچنین نسب. بزرگتر، و یا بین دو عدد قرار دارند قابل تعیین است
توضیحات بیشتر در . آیدافزار به شمار میهای این نرمد، از توانمندیاعدا تصادفی به

  .این خصوص را در فصل هفتم آورده شده است

  تمرین
  نفر2آمریکایی،   نفر3روسی،   نفر4 بازیکن، 10 از شطرنج یمسابقهک ی  در.2-11

 کردن ملیت مرتب براساس مسابقه نتیجه اگر. هستند برزیلی نفر یک انگلیسی، و
  دارد؟  وجود کنمم نتیجه اعلام شود، چند هابازیکن
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 خط یک در  پرچم9ن قرارگرفت شامل کدام هر کهرا  مختلف علامت چند. 2-12
نمود؟  تهیه توانمی آبی پرچم 2قرمز،  پرچم 3سفید،   پرچم4 یهوسیل هب هستند
  .هستند یکسان نگرهم هایپرچم

 گردهمایی سه برای دتوانمی طریق چند به ریاضی انجمن محلی یهشعب  یک.2-13
 از یک هر برای سخنران پنج هر که شرطی کند، به تعیین را سخنران مختلف، سه

  ؟باشند سخنرانی انجام به ممکن، حاضر هایتاریخ

   جایگشت دوری 2-5
. شوندمی خوانده دوری هایجایگشت اندشده مرتب ایدایره روی اشیا هایجایگشت

 را آرایش دو باشند داشته یکسانی بعد و قبل آرایش، اشیای دو در متناظر اشیا اگر
 نفر چهار اگر مثال برای). آوریممی حساب بار به آنها را یک و( کنیمنمی تلقی مختلف

د، شو منتقل خودچپ  سمت صندلی به هرکس وقتی باشند نشسته گرد میزی دور
 ثابتی مکان در دلخواه به را شخصی اگر این بنابر. آیدنمی وجود به مختلف جایگشتی

 سه این تعداد حاصل که بنشانیم توانیممی مرحله سه طی را دیگر نفر بگیریم، سه درنظر
  .است دوری جایگشت مرحله، شش

 بیـان  3-2 یهضیق ـ  در که را ایشد، نتیجه  ارائه مثال این در که استدلالی تعمیم با       
  .آوریممی دست به ،است شده

 اندشده مرتب دایره یک روی که متمایز شیء n هایجایگشت تعداد. 3-2 یقضیه
)(! است با برابر 1−n.  

  کرد؟ نصب میدان یک دور را تبلیغاتی آگهی پنجتوان می طریق چند به. 8-2مثال 
24415پاسخ  ،های دوریبراساس تعداد جایگشت. حل ==−   . است)(!!

  تمرین
   دارد؟ وجود اندنشسته گرد میز  یکدور که  نفر4 از دوری جایگشت چند. 2-14
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 کاملاً مشابه یکدیگر بودند، چند جایگشت ءتایی دو شیاگر در یک گروه شش. 2-15
  دوری خواهیم داشت؟

   ترکیب 2-6
کنیم  انتخاب را شیءr فقط شیءn این از بخواهیم و باشیم داشته متمایز شیءn اگر
 توانیممی مختلف هایصورت به مسلماً نباشد مهمّ شیءr ترتیب که طوریبه
  شیء  n از تاییrترکیب یک را هاصورت این از یک هر. برگزینیم را شیءrاین
  .نامیممی

 تعـداد  ابراینبن ـ .اسـت  تاییrترکیب یک شیء، تنها nاز تاییrهایترکیب تعداد       

 با را آن که معمولاً   متمایز ء شی nتایی از rهایترکیب














r
n یا  rn C برابر ،دهندمی نشان  

   باشودمی

.
!)(!

!
! rnr

n
rr

n
C rn

rn −
=

Ρ
=






=  

nrبرای متمایز  شیءn شیء ازrهایترکیب تعداد. 4-2 یقضیه    ....,,,,  عبارت =210
  از است

.
!)(!

!
rnr

n
r
n

−
=






  

  شوند؟می ظاهر  خط4  شیر و2 راه چند به سکه یک  پرتاب6 در. 9-2مثال 
 وجود شودمی ظاهر شیر آن در که را  پرتاب2 مختلف راه چند در گفت توانمی. حل
  :دارد

15
42
6

2
6

==







!!
!  

   مختلف، یعنی هایحالت شمارش با ترپرزحمت یندافر با توانستیممی را نتیجه این
,..., HTHTTTHHTTTT  

  .آوریم دست به است خط  نمایشT و شیر نمایش Hآن در که
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 به. دهیم تشکیل را  نفره3 شورای یک  نفری20 گروه یک از خواهیم می.10-2مثال 
  است؟ پذیرامکان کار این مختلف طریق چند
  با  است برابر ممکن حالت تعداد. حل

.1140
123
181920

3
20

=
××
××

=





  

  تمرین
 عضوی 5 مختلف شورای مرد، چند 7 و زن 5 از متشکل گروه یک  از.2-16

 یکدیگر با مردها از  نفر2 نمود؟ اگر انتخاب توانمی  مرد3 زن و 2 از متشکل
 توانمی را شورا چند شوند، آنگاه انتخاب شورا در هم با نخواهند و داشته خصومت
  نمود؟ انتخاب

 توان، بامی طریق چند به است ایگزینه دو سئوال 10 شامل که آزمون یک در. 2-17
  داد؟ صحیح  پاسخ4 تصادفی انتخاب

   تعمیم ترکیب  2-7
 دو به را شیءn از ایمجموعه که است تعبیر این دارای شیءn از تاییr ترکیب یک

rn و شیءr یهزیرمجموع  از تاییr هایترکیب ادتعد پس. کنیممی افراز شیء−
nیهمجموع یک توانمی که هاییراه تعداد یعنی شیء nیهزیرمجموع دو به را شیء 
rو شیء rn  تعیین خواهیممی. دهیممی تعمیم را تعبیر این حال. کرد افراز  شیء−

 لیاوّ در که  زیرمجموعهk به توانیممی چند راه به را شیءn یهمجموع یک که کنیم
1n2 میدوّ شیء، درn ،در ، و...شیء kامی knکنیم افراز دارد وجود شیء.  

 نوع از آنها تای2nل، اوّ نوع از آنها تای1n که شیءn هایترکیب تعداد. 5-2 یقضیه
nnnn ست، وام اk نوع از آنها تایkn، ...م، دوّ k =+++ L21با است ، برابر  

.
!!!

!
,,, kk nnn

n
nnn

n
    LK 2121

=





  
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 5آن  لاوّ ردیف  درکه کلاسی در را  دانشجو20 توانمی طریق چند به. 11-2مثال 
  ؟نشانیددارد،   صندلی9آن  سوم ردیف در  صندلی، و6آن  مدوّ  ردیف درصندلی،

نفری، 5 هایزیرمجموعه به توانمی راه چند به را نفری20 ایمجموعه واقع در. حل
  :کرد افراز نفری9 نفری و6

.
!!!

!
,,

189878780
965

20
965

20
==








      

   اگر. است پلیس افسر 10 دارای کوچک یشهر در پلیس مرکز یک. 12-2ثال م
 از پاسداری افسر 2ها، خیابان بر نظارت وظیفه  افسر5 که باشد این مرکز یبرنامه
 3به را افسر 10 توانمی ممکن حالت چند باشند، به ذخیره صورت به افسر 3و مرکز، 
  نمود؟ تقسیم گروه

2520 با است برابر ممکن هایحالت تعداد. حل
325

10
=

!!!
!.  

   تمرین
 ترتیب به که مجموعهر زی3 به توانمی راه چند به را شیء چهار از ایمجموعه. 18- 2

  کرد؟ افراز اشد بشیء یک و ،دو، یک شامل

  ای ضرایب دوجمله 2-8
nyx باشد و  یمثبت صحیح  عدد n اگر )(  کنـیم، هـر    ضـرب  درهـم  جملـه بهجمله  را +

)( عامل n هریک از  از که طوری است، به هyها و xاز ضربیحاصل جمله yx  ، یک +
x یک یا y مثلاً بسط. آیدمی جمله این در  

3323

3

33 yxyyxx

yyyyyxyxyyxxxyyxyxxxyxxx
yxyxyxyx

+++=

+++++++=
+++=+ ))()(()(

  

3223شکل به جملاتی xyxxyy ، 3، 3، 1 جملات این ضرایب. دهدمی نتیجه  را,,,   

3برابر، 2xyضریبمثال  برای  هستند، و1و
2
3

=





که است هاییراه تعداد ، یعنی   
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 yx2ضریب طورهمین. کرد انتخاب دهندمی را هاyکه عاملی دو توانمی

3برابر
1
3

=





یهکنندفراهم عامل یک توانمی که است هاییراه تعداد ، یعنیyرا  

1 ترتیب  به3y و3x ضرایب کرد، و انتخاب
0
3
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




1  و

3
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

هستند .  

nyx باشد و یمثبت و صحیح عدد n اگر کهآن ترکلی        )(  درهم جملهبهجمله  را+

yxضریب کنیم،  ضرب rn− برابر







r
nتوانمی که است یهایراه تعداد ، یعنی r عامل 

رواین از. کرد انتخاب ها راyیهکنندفراهم







r
nحال. نامیممی ایدوجمله ضریب  را 

  .کنیم بیان را زیر یهقضی توانیممی

  ، n مثبت صحیح عدد هر برای. 6- 2 یقضیه

.)( ∑ 


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
=+
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 ساده توانمی زیر یهقضی سه از استفاده با اغلب را ایدوجمله ضرایب یهمحاسب      
  .کرد

  ، n مثبت صحیح عدد هر برای. 7- 2 یقضیه
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 یهمجموع از را شیءr از ایزیرمجموعه وقتی که کنیم استدلال توانیممی. برهان
nبا ایمجموعه کنیم، زیرمی انتخاب متمایز شیء rn  این بنابر و ماند،می باقی شیء−
rn)کردن یا انتخاب( ماندنهای باقیراه  شیءrانتخاب هایراه تعداد برراب شیء−

  :نویسیمکنیم، می ثابت جبری صورت به را قضیه کهاین برای. است

.
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است   زوجn وقتی را ایدوجمله ضرایب اگر که شودمی  نتیجه7-2 یهقضی از       

 ایبر
2

10 nr  برای است فرد nوقتی و =,,,...   
2
110 −

=
nr  ضرایب کنیم، محاسبه ,,,...   

  .آورد دست به قضیه  ایناز استفاده با توانمی را ماندهباقی ایدوجمله

1 اینکه فرض به. 13-2مثال 
0
4

4
1
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6
2
4
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 و 4
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4
  . را بیابید4

4. حل
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3
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  ،n مثبت صحیح عدد هر برای. 8- 2 یقضیه
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nyx در. برهان )(  نویسیم می ، وx=1 دهیم می  قرار+

.)()()()()( 111 11111 −−− +++=++=+ nnnn yyyyyy  

)(ny  درry ضریب 11  درry ضریب با  را1+ 11 −− +++ nn yyy . گیریم می  برابر)()(

)(ny  درry چون ضریب  با  برابر1+





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r
nضریب  و ry11  در 11 −− +++ nn yyy )()( 

11  درry ضریب مجموع برابر −+ ny)(یعنی  
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n 11  درry−1 ضریب  و1 −+ ny)( 
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r
nآوریممی ستد  است، به. 
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  .کندمی کامل را برهان که

 در را مشخص شیء یک  اگر،کنیممی اختیار را شیءn از یک دیگر، هر روشی به       

 نکنیم شیء منظورr میان





 −

r
n  شیء آن دارد، اگر وجود شیءr انتخاب برای  راه1
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 کنیممنظور شیءr میان در را مشخص







−
−
1
1

r
n 1 انتخاب برای راه−rدیگر شیء 

 بنابراین. دارد وجود







−
−

+

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

 −

1
11

r
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r
n انتخاب راه برایrستا موجود شیء.  

 هرگاه که کنیممی ای، تعریفدوجمله ضرایب یهدربار قضیه سومین بیان برای       

nمثبت و صحیح عدد ، یک rاز بزرگتر و مثبت و صحیح ، عددی n ،0 باشد=







r
n .

 تعداد که کنیم انتخاب ایمجموعه از ایزیرمجموعه بتوانیم ندارد امکان بدیهی است(
  .)باشد بیشتر مجموعه خود از عناصرش

 مثبت،   صحیحn  و،k ،m هر برای. 9- 2 یقضیه
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  یهمعادل طرف دو هایعبارت  درky ضرایب گرفتن برابر با را قضیه این. برهان

nmnm yyy )()()( ++=+ + 111 

nmy  درky ضریب. کنیممی ثابت ++ با   برابر1)(

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 +
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nmضریب و  است kyدر   
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  .شودمی کامل و برهان
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n بسط ضرایب توانترکیب، می تعمیم فرمول از استفاده با       
nxxx )( +++ L21را  

kr یهجمل ،ایچندجمله ضریب. کرد تعیین
k

rr xxx L21
n بسط در 21

nxxx )( +++ L21 
  با  است برابر

,
!!!

!
,,, kk rrr

n
rrr

n
 KK 2121

=





  

krrrn شرط که صورتی در +++= L21باشد  برقرار.  

6321 بسط در. 14-2مثال  )( xxx 232  ضریب++
3
1 xxxچیست؟   

6312چون . حل 123 ==== nrrr    پس،  ،  ،  ،

.
!!!

! 60
213

6
=    

   تمرین
 که دهیدنشان y  وx جایبه مناسب مقادیربا قراردادن ، 6-2 یهقضی فرمول در. 19- 2
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  که  دهید  نشان8-2 یقضیه مکرر کاربردنبه با. 20- 2
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  که  دهید  نشان9-2 قضیه بردن کار به با .21- 2
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 هایعبارت از گیریمشتق سپس ، و6-2 یقضیه یرابطه  درx=1 قراردادن اب. 22- 2

∑ که دهید، نشانy=1 دادن قرار بالاخره  وy به نسبت طرف دو =
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12.  

+αایدوجمله بسط اشند،بن صفر یا مثبت صحیح عدد ،α اگر .23- 2 )( y1 ازایبه 
11 <<− yاهینامتن سریصورت   به   
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  .برید کار به زیر موارد یمحاسبه برای را ایدوجمله ضرایب یافته تعمیم تعریف این
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4
1125 )(    بسط لاوّ یجمله چهار از استفاده با ، و=+

2 ایجملهدو
1

4
11 )( +.  

   که دهید قبل، نشان تمرین ایدوجمله ضرایب ییافته تعمیم تعریف به رجوع با. 24- 2
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)(8 بسط در. 25- 2 zyx 323، ضریب ++ zyx را بیابید.  
9432 بسط در. 26- 2 )( wzyx 323، ضریب +++ zyx را بیابید.  
 طور به آنها کردن ساده و هافاکتوریل برحسب ایدوجمله ضرایب تمام بیان با. 27- 2

   که دهید جبری، نشان
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 موّسفصل 
  
  

 احتمال
  
  

  مقدمه  3-1
شامل پیشامد، چگـونگی     احتمال مقدماتی مفاهیم اختصار به شودمی سعی فصل این در

  تخصیص احتمال به آنهـا، روابـط پیـشامدها، قواعـدی از احتمـال، احتمـال شـرطی، و                  
   .کنیمهایی ارائه میی بیز را بیان کرده مثال قضیه

  تصادفی آزمایش  3-2
 با گروه دو به هاآزمایش .هستند حیاتی ارهایزاب هاآزمایش علوم، هایشاخه بیشتر در

 هایآزمایش با احتمال و آمار در .شوندمی تقسیم تصادفی ینتیجه یا قطعی یهنتیج
 با را نتایج توانیمنمی آنها انجام از قبل هاآزمایش گونهاین در .داریم سروکار تصادفی

  .کنیم بینیپیش کامل یقین
 سالم یاشیا تعداد توانیمنمی ،اندشده ساخته ماشینی با که را همانند شیء 100 در بین  -
  .نماییم معین دقیقاً قبل از را معیوب یا
 6 تا 1 ارقام از یک کدام که بگوییم اطمینان با توانیمنمی همگن تاس پرتاب در -

  .شوندمی ظاهر
 اسـت،  10 تا 1 هایشماره به همانند یهمهر 10 محتوی که ظرفی از مهره انتخاب در -

  .کرد مشخص قبل از را ی انتخابنتیجه تواننمی
 مشترک هایویژگی دارای ردیم،ک صحبت آنها یدرباره بالا در که هاییآزمایش      
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 این به و دانیمنمی را ممکن برآمدهای تمام قبل از ما آزمایش، هر برای .هستند خاصی
 اامّ .نیست انگیزشگفت ایداده رخ برآمد هیچ آزمایش، هر انجام از بعد که است خاطر

 به یا ودب خواهد چه معین برآمد که دانیمنمی آزمایش انجام حین در ما وجود، این با
 علاوه .دارد وجود نتیجه یدرباره اطمینان عدم یک آزمایش انجام زمان در دیگر عبارت
 یک شرح هاویژگی این .شود تکرار یکسان، شرایط تحت تواندمی آزمایش براین،

  .هستند )آماری یا(تصادفی آزمایش

  آن در که است آزمایشی )آماری یا(تصادفی آزمایش یک .1-3 تعریف
  باشند،می مشخص قبل از آزمایش ممکن برآمدهای امتم )الف
   نیست، قطعی قبل از که شودمی اینتیجه به منتج آزمایش، انجام بار هر )ب
  .شود تکرار یکسان شرایط تحت تواندمی آزمایش )ج

 فرآینـد  هـر  بـه  و اسـت  تـصادفی  آزمایش همان آزمایش، از ما مراد دبع به این از      
 .گوییممی آزمایش شمارش، یا گیریاندازه یا مشاهده

  ای و برآمد فضای نمونه 3-3
 .شـوند مـی  نامیـده  آزمـایش  برآمـدهای  آینـد، مـی  دست به آزمایش یک از که نتایجی
 را آن معمولاً و خوانندمی اینمونه فضای را آزمایش ممکن برآمدهای تمام یهمجموع

 اینمونـه  فضای عنصر یک را برآمد هر ای،نمونه فضای در .دهندمی نشان S حرف با
 از متنـاهی  تعـداد  دارای اینمونـه  فـضای  اگـر  .نامنـد می اینمونه یهنقط یک صرفاً یا

  .کرد فهرست مجموعه، معمولی نماد با را عناصر این توانمی باشد، عناصر

 صورت به توانمی را سکه یک پرتاب ممکن برآمدهای برای اینمونه فضای .1-3 مثال
},{ THS   .دهندمی را خط و شیر نمایش ترتیب به T و H آن در که نوشت، =

 یا شمارا نامتناهی متناهی، است ممکن ،S یعنی برآمدها، از حاصل یهمجموع      
  .باشد نامتناهی

  از است عبارت تاس یک و سکه یک پرتاب آزمایش از اینمونه فضای .2-3 مثال
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}.),(,...,),(,),(,),({ THTHS 6211=  
  .است متناهی اینمونه فضای یک پس ،دارد عضو 12 مجموعه این

 فضای .شود مشاهده شیر بار لیناوّ برای تا کنیممی پرتاب قدرآن را ایسکه .3-3 مثال
  .نیست عنصر متناهی یتعداد دارای آزمایش نای اینمونه

,...}.,,{ TTHTHHS =  

- می را مجموعه این اعضای .است شمارا نامتناهی اینمونه فضای از مثال یک این      

  .نمود متناظر طبیعی اعداد یمجموعه با توان

   تواندمی روز یک طول در نقلیه وسایل در شهروندان اقامت زمان مدت .4-3 مثال
],[ یهباز ],[ بنابراین .باشد ساعت برحسب 240 240=S نامتناهی اینمونه فضای یک 

 .است

  تمرین
  .بنویسید را تاس 2 پرتاب  حاصل ازاینمونه فضای .1- 3
5250 وزن« عبارت یا،بلو کنسرو قوطی روی بر .2- 3  فضای است، شده چاپ »گرم ±

   .بنویسید را کنسرو هایقوطی وزن اینمونه
 را اهواز-آبادان یجاده در روزانه هایتصادف تعداد برای را اینمونه فضای .3- 3

  .بنویسید
 فضای نوروز، ایام در پاسارگاد باستانی اثر از گروه هر بازدیدکنندگان تعداد برای .4- 3

   .بنویسید یمناسب اینمونه
  کربلا مقدس شهر وارد زمینی مرز از که  راخودروهایی نوع اینمونه فضای .5- 3
  .نمائید مشخص را ،شوندمی 
 اگر ،ریزیممی بار یک را تاسی بیاید، شیر اگر کنیم،می پرتاب بار یک را ایسکه .6- 3

  .بنویسید را  مربوطاینمونه فضای .کنیممی پرتاب دیگر دوبار را سکه بیاید، خط
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   پیشامد  3-4
ABC حـروف  بـا  معمـولاً  وای اسـت    ای از فضای نمونه    زیرمجموعه پیشامدیک   ، ، ، ... 

  .هرگاه برآمد آزمایش عضوی از آن باشد دهد،می رخ A پیشامد گوییم. دهیمنشان می

},,,,,{ تـاس،  یـک  پرتـاب  در .5-3 مثال 654321=S،  پیـشامد A  از اسـت  عبـارت 
  .است 5 و ،3 ،1 عناصر دارای A بنابراین .فرد عددی یمشاهده

.},,{ S A ⊂= 531  
 یهنتیج که B پیشامد .شودمی A دادنرخبه منجر 5 یا 3 یا 1 مانند برآمدی هر

},{ به صورت باشد 3 بر پذیربخش عددی تاس پرتاب 63=Bاست .  

 سمت به تیری تصادف اثر بر اگر .است دایره تصوربه ساعتی یصفحه .6-3 مثال
 را 12:15 ساعت که عقربه دو بین یناحیه به تیر اصابت ،شود اصابت ساعت صفحه
   .شودمی محسوب پیشامد یک کندمی تعیین

 کمتر کبریت قوطی یک هاینخ تعداد آنکه پیشامد کبریت هایبسته میان در .7-3 مثال
  .باشد 30 از

  .نامندمی ساده پیشامد باشد داشته عنصر یک تنها A پیشامد اگر      

   .است ساده پیشامد یک 6 عدد آمدن تاس، یک پرتاب در .8-3 مثال
}.{6=A  

 را آن باشد، تهیای است،  از فضای نمونهایکه زیرمجموعه A یمجموعه اگر      
 پیشامد را آن باشد S برابر A اگر و دهندمی نشان φ با ونامند می محال پیشامد
  .نامندمی حتمی

52 عدد یمشاهده تاس، یک پرتاب در .9-3 مثال  پیشامد و محال پیشامد یک /
  .است حتمی پیشامد یک 7از کوچکتر طبیعی ظاهرشدن یک عدد
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 و است B زیرپیشامد A گویندمی باشد، نیز B در است A در که عضو هر اگر      
  .⊃BA نویسندمی

 .بگیرید نظر در هستند حرکت حال در راهبزرگ یک در که  راخودروهایی .10-3 مثال
  .است B زیرپیشامد A که نماییدمی ملاحظه

  A=} ساعت بر کیلومتر60حداقل آنها سرعت که خودروهایی{
  B=} ساعت بر کیلومتر40حداقل آنها سرعت که خودروهایی{

 پیشامدهای B و A گویندمی باشد A زیرپیشامد B و B زیرپیشامد A اگر      
BA نویسندمی و ندبرابر =.  

 آمار یرشته تخصصی هایکتاب به اییقفسه مدوّ طبقه در ایکتابخانه در .11- 3 مثال
  :معادلند زیر پیشامد دو .اندداده اختصاص

  A=} قفسه مدوّ طبقه کتب ,{
  B=} آمار یرشته تخصصی کتب .{

 با را آن و شودمی تشکیل دوهر یا B یا A عنصرهای تمام از پیشامددو  اجتماع      
BAU پیشامد داده، نشان »A« یا »B« که دهدمی رخ موقعی پیشامد این .نامندمی 

  .دهند رخ B و A پیشامد دو از یکی لااقل

 پرتاب دو مجموع پیشامد A اگر تاس، دو پرتاب از تصادفی آزمایش در .12-3 مثال
 دو این اجتماع پیشامد باشد، سه وجه هاتاس از یکی ینتیجه پیشامد B و هفت، عدد

  :از استعبارت

)}.,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(
),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,({

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,({
)},(),,(),,(),,(),,(),,({

36353432316353
4333231316255261

3635343231635343332313
162534435261

  
=
=
=

BA
B
A

U
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 آنرا و شودمی تشکیل B در و A در که ساده ایپیشامده تمام از پیشامد اشتراک      
 A که دهدمی رخ موقعی پیشامد این .نامندمی »B« و »A« پیشامد دادهنشان BAI با
  .دهندرخ هم با دو هر B و

  :گرددمی ملاحظه ،12-3 مثال در .13-3 مثال
)}.,(),,{( 3443=BAI  

 پیشامد دو را B و A آنگاه φ=BAIو باشند S از پیشامد دو Bو A اگر      
 معمولاً و باشدمی محال هم با دو هر دادنرخ حال این در .نامندمی ناسازگار یا »جدا«

  .ناسازگارند B و Aگویندمی

  :ندناسازگار همگی زیر پیشامدهای سالم سکه سه پرتاب در .14-3 مثال
}.,,{};,,{};,{ THTHTTTTTCTTHTHHHTHBHHTHHHA ===     

  )دارید؟ پیشامد سه این برای شرحی آیا(

 تشکیل نباشند Bدر ولی بوده Aدر که عناصر تمام از B پیشامد از A تفاضل      
BA با را آن و شود،می  ⊃BAاگر .نامندمی »BنهA« پیشامد ،داده نشان −

−=φباشد BA به و AB  را A تمام B زیرا نامندمی واقعی تفاضل یک را −
  .دربردارد

 و شود مشاهده شش عدد دوّم بار در آنکه پیشامدA تاس، دو پرتاب در .15-3 مثال
B آنگاه شود مشاهده شش عدد لاوّ بار در آنکه پیشامد  

)},,(),,(),,(),,(),,{( 6564636261=− BA  
BA دیگر عبارتبه   .شودمی ظاهر شش عدد مدوّ بار در فقط که است نآ پیشامد ،−

AS یعنی نمونه، فضای از A پیشامد تفاضل        و گویندمی A پیشامد متمم را −
  است واضح .نامندمی »Aنه « پیشامد داده، نشان ′A با راآن
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.φ=′=′ AASAA IU ,                 

  :یکدیگرند متمم سکه، یک بار n پرتاب در زیر پیشامد دو .16-3 مثال 
A: شود، مشاهده شیر هاپرتاب از یکی در حداقل آنکه پیشامد  
B: باشد خط هاپرتاب تمامی نتیجه آنکه پیشامد.  

 ،B از عضوی یا ،A از عضوی یا آن عناصر B و A پیشامد دو متقارن تفاضل      
 یا A یا« پیشامد و دهندمی نشان ∆BA با را آن و شودمی تشکیل هردو عضو نه ولی

B« که است واضح .نامندمی BA∆ و AB∆ متقارن یهکلم رواین از و برابرند هم با 
  .ندبرمی کار به را

  :گیریدب نظر در را شده ذکر پیشامد دو ،15-3 مثال در .17-3 مثال 
)},,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( 16263646566564636261=∆BA  

 مشاهده شش عدد تاس دو هر زمانهم که شد متوجه عملیات این نتیجه از توانمی
  .شودنمی

   تمرین
}{ اگر .7- 3 100 <<= xxS، }{ 83 ≤<= xxA، و }{ 105 <<= xxB  ، 

  . کنید تعیین را زیر پیشامدهای
BA) ج      BAI )ب     BAU )الف ′I      د (BA U′  

 درس نفر 115 ،آمار درس نفر 138 دانشکده، یک دانشجویان نفری 200 گروه از .8- 3
 در دانشجویان این از نفر چند .اندکرده نامثبت درس  دوهر در دفر 91 و شناسی،جامعه
  اند؟نکرده نامثبت دروس این از یک هیچ

 به که خودروهایی که هستند ترتیببه پیشامدهایی Nو ،E، T ،1-3 شکل در .9- 3
 .دارند نو تایرهای یا دنده،جعبه تعمیر موتور، کامل تعمیربه نیاز اندآورده تعمیرگاهی
  با که را پیشامدهایی

  ،1 ناحیه )الف
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  ،3 ناحيه )ب
  ،7 ناحيه) ج
  باهم، 4 و 1نواحي )د
  باهم، 5 و 2نواحي )ت
  باهم، 6،و3،5نواحي )و

  .كنيد بيان كلمات قالب در شوندمي داده نشان
  

  
  9-3 شكل مورد نياز براي تمرين. 1-3شكل 

 فهرست را نواحي از تركيبي يا ناحيه مربوطه، شكل و قبل تمرين به رجوع با .3-10
  .توصيف شده باشد خودروهايي  برايپيشامدهايي معرف كه كنيد
  نو، تاير به نياز نه و موتور كامل تعمير نه ولي دنده، جعبه تعمير )الف
  دنده، جعبه تعمير و موتور كامل يرتعم )ب
  موتور، كامل تعمير نه ولي نو تاير به ازين اي دنده جعبه تعمير )ج
  .نو تاير به نياز )د

   احتمال 3-5
 زيرا شوند،مي خوانده هم مالاحت يهانداز كه اندايمجموعه تابع يك مقادير ها،احتمال
 فضاي مختلف هايزيرمجموعه به را حقيقي اعداد تابع، اين ديد، خواهيم كه طورهمان
 كنـيم مـي  بنديفرمول اينجا در ما كه احتمال موضوع اصول .دهدمي نسبت S اينمونه
 به عبـارت ديگـر فـضاي       باشد گسسته S اينمونه فضاي كه روندمي كار به وقتي فقط
},,,{،  اي كه تعداد عناصر آن متناهي     نمونه nOOOS …

21
،  يا شمارش پذير نامتنـاهي     ،=
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},,,{ K321 OOOS  کـار  بـه  A پیشامد احتمال دادننشان  برای AP)( علامت . باشد ،=
  .رودمی

 هـر  بـرای  یعنـی  اسـت،  نـامنفی  حقیقـی  عـددی  پیشامد، یک احتمال .1 موضوع اصل
  .S، 0≥)(AP از A یهزیرمجموع

  .SP)(=1 .2 موضوع اصل
123 اگر .3 موضوع اصل AAA  دوبـه دو پیشامدهای از نامتناهی یا متناهی ایدنباله ،...،،،

  آنگاه باشند، Sدر  ناسازگار
.)()()()( LLUUU +++= 321321 APAPAPAAAP  

  را حاصل یهنظری بخواهیم اگر اامّ ندارند، برهان به نیازی ذاتاً موضوع اصول      
 اصول که دهیم نشان باید دهیممی »حقیقی« مفهوم یک هااحتمال به وقتی بریم، کاربه 

  .هستند صادق موضوع
در  عددی معیاری عنوانبه   را پیشامد یک به منسوب احتمال شهودی، ابتدا به طور        

شـود  ، میزان انتظار برای وقوع پیشامد را وقتی آزمایش اجـرا مـی            گیریم که با آن   نظر می 
 پیـشامد  وقوع دفعات نسبت که است میزان، طبیعی  این تعیین منظور به. گیرنداندازه می 
 یـک  احتمـال  عـددی  یانـدازه  از ما شهودی تصور .گیریم در نظر  را آزمایش در تکرار 

 شرایط تحت آزمایش که پیشامد وقتی  آن رودمی که انتظار  است دفعاتی پیشامد، نسبت 
  .بدهدرخ  گردد، یکسان تکرار

 فـضای  و آزمـایش  طبیعـت به پیشامدها، بستگی  احتمال تعیین برای مناسب فرآیند      
 هـر  رودمـی  انتظـار  که را دفعاتی نسبت توانموارد، می  بعضی در. است ی مربوط نمونه

 شود، تعیین  اجرا عملاً آزمایش آنکه دونب و منطقی استنتاج بدهد، با  رخ برآمد مقدماتی 
 تـا  کـرد  تکـرار  دفعـات  از زیادی تعداد برای را است آزمایش  دیگر، لازم  درموارد. کرد

 نـوع  دو ایـن  تـشریح . آیـد  دستبه گوناگون برآمدهای وقوع فراوانی درمورد اطلاعاتی
  .کندمی راهنمایی احتمال رسمی تعریف سویبه را حالت، ما

 در فراوانی تعبیر با موضوع اصل لیناوّ صفرند، یا مثبت همواره هابتنس چون      
 با حتمیت که کندمی بیان غیرمستقیم طوربه مدوّ موضوع اصل .کامل است هماهنگی
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 موجود امکانات از یکی باید که پذیریممی همیشه رفته هم روی است، یکی ،1 حتمالا
 که آنجا تا .دهیممی نسبت را 1 احتمال است حتمی که پیشامد این به و دهد، رخ S در
 در بحث مورد پیشامد که دارد براین اشاره 1 احتمال است، مربوط فراوانی تعبیر به
  .دهدمی رخ مطمئناً پیشامد این دیگر، بارتع به یا داد، خواهد رخ مواقع درصد100

 پیشامد دو برای یعنی حالت، ترینساده در موضوع اصل سومین گرفتن نظر در با      
 فراوانی تعبیر نظر از موضوع اصل این که دید سادگی به توانمی ،2A و 1A ناسازگار
 39 در دیگری پیشامد و مواقع، درصد 28 در مثلاً پیشامدی اگر .شودمی برآورده
 دودوبه یعنی،( دهند رخ زمانهم طور به نتوانند پیشامد هردو و دهد، رخ مواقع درصد

283967 در دیگری یا یکی آنگاه ،)باشند ناسازگار  .داد دخواه رخ مواقع درصد =+
 ناسازگار دوبهدو پیشامد دو از بیش وقتی و است صادق موضوع اصل مینسوّ بنابراین
  .رودمی کاربه استدلال نوع همین باشند، داشته وجود
 نکته این بر کنیم، مطالعه را احتمال موضوع لواص فوری نتایج برخی اینکه از قبل      
 پیشامدها به را هااحتمال چگونه گویندمین ما به موضوع اصل سه این که کنیممی تأکید

   .کنندمی محدود را کار این انجام هایراه فقط بلکه دهیم، تخصیص

 ناسازگار دودوبه پیشامد چهار به ممکن اینمونه فضای ،آزمایش یک در .18-3 مثال
A، B، C، و D چرا که دهید توضیح زیر، موارد از هریک برای .است افراز شده را 

  .ندارد وجود هااحتمال تخصیص برای مجاز راهی
120630450200 )الف /)(/)(/)(/)( ===−= APBPCPDP ،  ،  ،  ،  

 )ب
120
9

120
45

120
27

120
46

==== )()()()( APBPCPDP ،   ،   ،   .  
200 )الف .حل /)( −=DP است 1 موضوع اصل ناقض.  

1 )ب
120
127

120
46

120
27

120
45

120
9

≠=+++== )()( DCBAPSP UUU به عبارت دیگر 
  . احتمالی بزرگتر از یک دارد مقدارفضای نمونه
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  99    احتمال

 یهمحتاطان تحلیل برمبنای گذشته،تجارب برمبنای هااحتمال ،واقعی درکاربرد لبته،ا      
 فرض با گاهی - مفروضات برمبنای یا ذهنی، هایداوری برمبنای زیربنایی، شرایط تمام
 ،ممکن برآمدهای تمام )ها برای برابری احتمال دیگر، به معناییا( بودن شانسهم

  .شوندمی داده نسبت
 که نیست ضروری ای،نمونه فضای یک  پیشامدها دربه احتمال تخصیص در      

 زیرا است، تیبخخوش جای این و کنیم، توصیف را ممکن یهزیرمجموع احتمال هر
1048576220 ممکن، برآمد 20 فقط با اینمونه فضای یک  تعداد و دارد زیرمجموعه =

 بسیار باشند، موجود بیشتر یا ممکن، برآمد 100 ممکن، برآمد 50 وقتی هازیرمجموعه
 هایزیرمجموعه تمام هایاحتمال کردنفهرست جایبه اغلب .یابدمی افزایش سریع
 و کنیم،می فهرست را S اینمونه فضای عناصر یا ،پیشامدهای هایاحتمال ممکن،
  .بریممی کار به را زیر یهقضی آنگاه

 AP)( آنگاه باشد، Sی هگسست اینمونه فضای از پیشامدی A اگر .1- 3 یقضیه
  .A یهدهند تشکیل یهساد پیشامدهای هایاحتمال مجموع با است برابر
123 کنیممی فرض .برهان OOO  ساده پیشامدهای از نامتناهی یا متناهی ایدنباله ...،،،

  پس .دهندمی تشکیل را A پیشامد که شدبا
LUUU 321 OOOA =  

 سوم اصل  ازناسازگارند، دوبهدو تعریف برحسب ها،iO ،ساده هایپیشامد چون و
  شود کهمی نتیجه احتمال

L+++= )()()()( 321 OPOPOPAP  
  .کندمی کامل را برهان رابطه، این و

 ساده پیشامدهای به هااحتمال تخصیص به قادر باید قضیه، این از استفاده برای      
 داد، انجام خاص هایحالات برخی در را کار این توانمی چگونه اینکه .باشیم آزمایش

  .شودمی تشریح زیر هایمثال با
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  آمار و احتمال    100

 حداقل آوردن دست به احتمال کنیم، پرتاب دوبار را سالمی یسکه اگر .19-3 مثال
  است؟ چقدر شیر یک
  از است عبارت آزمایش این برای اینمونه فضای .حل

},,,{ TTTHHTHHS =  
 است، متعادل سکه چون .دهندمی نشان را خط و شیر ترتیب به T و H آن، در که
 اینمونه فضای یههرنقط به بنابراین و اند،شانسهم برآمدها این وقوع که پذیریممی

 احتمال
4
 آید، دست به شیر یک حداقل که باشد پیشامدی A اگر دهیم،می نسبت را 1

},,{ آنگاه THHTHHA    و ،=
{ } { } { }

.

)()()()(

4
3

4
1

4
1

4
1

=++=

++= THPHTPHHPAP
  

 عدد هر وقوع احتمال برابر دو ، با آنفرد عدد هر وقوع احتمال که  راتاسی .20-3 مثال
 عددی وقوع پیشامد G تاس، این ریختن باریک در اگر .بگیرید نظر در است زوج

  .بیابید را GP)( باشد، 3 از بزرگتر
},,,,,{ از است عبارت اینمونه فضای .حل 654321=S. احتمال زوج، عدد هر به اگر 

w احتمال فرد، عدد هر به و w2 داریم 2 موضوع اصل مطابق دهیم، نسبت را:   

19222 ==+++++ wwwwwww  
 پس

9
1

=w، و   

.)(
9
4

9
1

9
2

9
1

=++=GP  
 یک یهوسیل به باید را اهاحتمال باشد، نامتناهی ولی گسسته ای،نمونه فضای اگر      

  .داد نسبت فردی برآمدهای به ای،معادله یا فرمول یهوسیلبه ترجیحاً ریاضی یهقاعد

123 اگر .21-3 مثال OOO  آزمایش یک یساده پیشامدهای از نامتناهی ایدنباله ،...،،،
   که کنید تحقیق ،باشد مفروض
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...,,,,;)()( 321
2
1

== iOP i
i       

  .است احتمال یهانداز یک واقعاً
  داریم .SP)(=1 که دهیمنشان باید فقط اند،مثبت همگی هااحتمال چون .حل

.)( L++++=
16
1

8
1

4
1

2
1SP  

 دست به بریم، کاربه را نامتناهی هندسی تصاعد یک جملات مجموع تعیین فرمول اگر
  آوریم

.)( 1

2
11
2
1

=
−

=SP  

 شود تعبیر قسمیبه باید ،1-3 یهقضی در »مجموع« یهکلم ،21-3 مثال با رابطه در      
  .باشد نیز نامتناهی سری یک مقدار شامل که

 پرتاب در شخصی که باشد پیشامد این iO اگر مثلاً ،21-3 مثال احتمال یهانداز       
 مناسبی احتمال یهانداز بیاورد، خط سکه، امiپرتاب در بار لیناوّ برای همگن ایسکه
 ظاهر سکه پرتاب پنجمین یا چهارمین، سومین، در خط لیناوّ آنکه حتمالا پس، .است
  با است برابر شود

32
7

2
1

2
1

2
1 543 =++ )()()(  

  با است برابر دهدرخ هاپرتاب از فردی تعداد در خط لیناوّ آنکه احتمال و

.)()()(
3
2

3
11
2
1

2
1

2
1

2
1 531 =

−
=+++ L  

 ،S اینمونه فضای اطنق برای بتوانیم که باشد چنان آزمایش ،19-3 مثال مانند اگر
 صورتبه که 1-3 یهقضی خاص حالت از توانیممی ،در نظر گیریم برابر هاییاحتمال

  .کنیم استفاده ،است زیر
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 باشد، شانسهم مختلف برآمد N از یکی به بتواند آزمایشی یهنتیج اگر .2-3 یقضیه
 A پیشامد احتمال آنگاه دهند، تشکیل را A پیشامد هم با برآمدها این از تاn اگر و

  با است برابر

.)(
N
nAP =  

12 کنیممی فرض .برهان OOON  اعضای با ییپیشامدها یا ساده، پیشامدهای ،...،،،

 هرکدام احتمال که دهند نشان را S فردی برآمدهای
N
 اجتماع ،A پیشامد اگر .است 1

nپیشامد این آنها از کدامیک که نباشد مهم و بوده، ناسازگار دوبهدو برآمدهای این از تا 
   اهآنگ دهند، تشکیل را

.

)()()(
)()(

#

N
n

NNN

OPOPOP
OOOPAP

n

n

n

=

+++=

+++=

=

44 344 21
L

L

ULUU

111
21

21

  

 فرمول که کنید مشاهده      
N
nAP  کلاسیک احتمال مفهوم با ،2-3 یهقضی در )(=

 به عنوان تعریفی از مفهوم احتمال کلاسیک 2-3ی در برخی متون از قضیه(است یکی
 مفهوم که است آن مایداده نشان اینجا در آنچه البته .))1384بازرگان (کنند استفاده می

 که خاصی مورد در مطلب این-است سازگار احتمال موضوع اصول با کلاسیک احتمال
   .شودمی نتیجه احتمال موضوع اصول از اندشانسهم فردی برآمدهای

های یک الی سیزده ها از شمارهکارت(تایی 52 کارت دسته با بازی یک در .22-3 مثال
 کارت سه اگر کنیم،می اختیار تصادف به کارت پنج ،)اندبندی شده رنگ بستهدر چهار
 .هستیم بازی یهبرند باشند شماره یک دارای هم دیگر کارت دو و شماره یک دارای
  است؟ چقدر بازی این در شدنبرنده احتمال
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  103    احتمال

 یهشمار یک با کارت دو و شماره یک با کارت سه توانمی که هاییراه تعداد .حل
 با است برابر کرد انتخاب 1 یهشمار با کارت دو و 7 یهشمار با کارت سه مثلاً دیگر،







×








2
4

3
 شماره یک با کارت سه انتخاب راه 13 داریم رنگ هر از شماره 13 چون .4

 انتخاب ممکن هایراه کل .دارند وجود شماره یک با کارت دو انتخاب راه 12 سپس و
  بر براکارتی پنج چنین







×






××=

2
4

3
4

1213  n  
   کارت 52 از کارت پنج انتخاب ممکن هایراه تعداد طرفی از. است







=
5
52

N  
  از است عبارت بازی برد احتمال که شودمی نتیجه 2-3 یهقضی از لذا واست 

./)( 00140

5
52

2
4

3
4

13
=























××

==
   12  

N
nAP  

  احتمال قواعد برخی  3-6
 کـه  را دیگـر  هـای قاعـده  از بـسیاری  تـوانیم می احتمال، موضوع اصل سه از استفاده با

 یـر ز قضایای موضوع، اصل فوری پیامدهای بین .بگیریم نتیجه دارند، یمهمّ کاربردهای
  .کنیممی ثابت را

  .φ)(P=0 همواره داریم. 3- 3 یقضیه
، φتهی  یمجموعه تعریف مطابق و  ناسازگارندφ و Sچون پیشامدهای . برهان

SS =φUشود که، نتیجه می  
  

)()(  )3 موضوع بنابه اصل(
)()(
φ+=

φ=
PSP

SPSP U 

  .φ)(P=0و در نتیجه 
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 Aالزاماً  که شودنمی نتیجه AP)(=0از  که کرد توجه مهمّ مطلب این به باید      
 یک ای، درمحاوره زبان که، به پیشامدهایی به اغلب درعمل. است تهی ایمجموعه
 نمونه، مثال برای. دهیممی نسبت را صفر دهند، احتمالنمی رخ هم سال میلیون

  را  "جمهوری افلاطون" میمونی پیشامد که این به ما که دارد وجود کلاسیکی
. دهیممی نسبت را صفر کند، احتمال ها، تایپدکمه روی فشار با خطا بدون کلمهبهکلمه
 فضای در ویژه  را، بهφ=Aی ، رابطهAP)(=0ه ک توجه است یشایسته واقعیت این

  .دهدنمی ناشمارا، نتیجه اینمونه

   داریمB و A مانند Sبرای هر دو پیشامد ناسازگار از  .4-3 یهقضی
).()()( BPAPBAP +=U  

KUUUUی با توجه به رابطه. برهان φφ= BABA 3 و اصل موضوع ،  
( ) ( )

).()(
)()()()(

BPAP
PPBPAP

BAPBAP

+=
+φ+φ++=

φφ=
L

KUUUU

  

 و ′Aناسـازگاری    از گرفت آن است که      4-3ی  توان از قضیه  ی فوری که می   یک نتیجه 
A اینکه  وAAS ′= U، ی زیر را به دست آوریمه کنیم و رابطهاستفاد.  

).()( APAP −=′ 1  
 37 در مثلاً پیشامدی، اگر که دارد برآن اشاره نتیجه این فراوانی، تعبیر با رابطه در      

  .دهدنمی رخ مواقع درصد 63 در دهد، رخ مواقع درصد

 آنگاه ،⊃BA و باشند S اینمونه فضای در پیشامدهایی B و A اگر .5-3 یهقضی
)()( BPAP ≤.  

   بنویسیم توانیممی ،⊃BA چون .برهان
( ) ( ) ( )ABAABABAABSBB ′=′=′== IUIUIUII )(  
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  105    احتمال

 این در .شودمی تحقیق ون نمودار یک یهوسیل به آسانی به آخر بطروا درستی که
BA و A صورت I′ ،و در نتیجه ناسازگارند  

  )3بنابه اصل موضوع (
).(  )1بنابه اصل موضوع (

)()()(
AP

BAPAPBP
≥

′+= I 

 از ایزیرمجموعه A پیشامد گرا که کندمی بیان قضیه این کلمات، از استفاده با      
 کارت یک کشیدن احتمال مثلاً، .نیست BP)( از بزرگتر AP)( آنگاه باشد، B پیشامد
 قرمز یا سبز کارت یک کشیدن احتمال از بزرگتر تایی،52 کارت دسته یک از سبز

 احتمال واقع در .نیست
4
 احتمال با 1

2
  .شودمی مقایسه 1

A، 10 پیشامد هر برای .6- 3 یهقضی ≤≤ )(AP.  
 ،S در A پیشامد هر برای که واقعیت این و 5-3 یهقضی بردن کار به با .برهان

SA⊂⊂φ، داریم  
)()()( SPAPP ≤≤φ  

  داشت خواهیم SP)(=1 و P)(φ=0 چون
.)( 10 ≤≤ AP  

 .شودمی لاقاط خاص جمع یهقاعد یک به اغلب احتمال موضوع اصل مینسوّ      
123 پیشامدهای که است خاص نظر این از مزبور یهقاعد AAA  دوبهدو باید ،... ،،،

  .است موجود رزی عام جمع یهقاعد ،B و A پیشامد دو هر برای .باشند رناسازگا

  آنگاه باشند، S اینمونه فضای در پیشامد دو B و A اگر .7- 3 یهقضی
).()()()( BAPBPAPBAP IU −+=  

 دوبهدو پیشامدهای به شودمی دیده 2-3 شکل ون نمودار در که طورهمان .برهان
BAI ،BA ناسازگار ′I ،BA I′، هایاحتمال ترتیب به a ،b، c نسبت ار  

  آوریممی دست به و دهیممی 
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).()()(
)()(

)(

BAPBPAP
aacba

cbaBAP

∩

∪

−+=
−+++=

++=
 

  
  7-3 يهنمودار ون براي اثبات قضي: 2-3شكل 

 يهناحي يك در اينمونه بررسي يك منظور به كه( ايخانواده براي اگر .23-3 مثال
 تلويزيون دستگاه يك بودن دارا احتمال )است شده انتخاب تصادف به شهري، بزرگ
860 ترتيب به وسيله هردو يا و كامپيوتر دستگاه يك رنگي، /، 350 290 و ،/  باشد، /
 نوع دو از يكي حداقل( دستگاه نوع دو هر يا نوع دو از يكي دهخانوا اين اينكه احتمال
   است؟ چقدر باشند داشته را )دستگاه

 رنگي تلويزيون دستگاه يك داراي مزبور يهخانواد كه باشد پيشامد اين ،A اگر .حل
 داريم است، كامپيوتر دستگاه يك داراي كه باشد پيشامد اين ،B و است،

290 /)( =BAP ∩، 860 /)( =AP، 350 /)( =BP، فرمول در را مقادير اين اگر و 
   شودمي نتيجه قراردهيم، ،7-3 يهقضي

.////)( 920290350860 =−+=BAP ∪  

230 احتمال با است شده متوقف راهيبزرگ كنار در كه خودرويي .24-3 مثال / 
240 احتمال با و معيوب ترمزهاي  احتمال با همچنين .دارد تاير شديد فرسودگي /

380  اين اينكه احتمال .دارد را هردو يا تاير شديد فرسودگي يا معيوب ترمزهاي /
  است؟ چقدر باشد، داشته تاير شديد فرسودگي و بوده معيوب ترمزهايش اتومبيل،

 اين Tو است، معيوب ترمزهايش مزبور اتومبيل كه باشد پيشامد اين B اگر .حل
  داريم دارند، شديد فرسودگي تايرهايش كه باشد پيشامد
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./)(,/)(,/)( 380240230 === TBPTPBP U     
  شودمی نتیجه 7-3ی هقضی فرمول در مقادیر این دادن قرار از

).(/// TBP I−+= 240230380  
)( به نسبت معادله این حل از TBP I، آوریممی دست به  

.////)( 090380240230 =−+=TBP I  

 که داد تعمیم قسمیبه را جمع یهقاعد توانمی ،7-3ی هقضی مکرر بردن کار به با      
  :آوریممی دست به پیشامد سه برای مثلاً .باشد اجرا قابل پیشامدها از تعداد هر برای

 باشند، S در اینمونه فضای در دلخواه پیشامد سه ،C و ،A، B اگر .8-3 یهقضی
  آنگاه

).()(
)()()()()()(

CBAPCBP
CAPBAPCPBPAPCBAP

III

IIUU

+−
−−++=  

CBA .برهان UU تصوربه را )( CBA UU به را 7-3 یهقضی دوبار و نویسیممی 
))(( برای بار یک بریم،می کار CBAP UUبرای بار یک و )( CBP U، دستبه  

  آوریممی 

)).(()()()()(
))(()()(

))(()(

CBAPCBPCPBPAP
CBAPCBPAP

CBAPCBAP

UII

UIU

UUUU

−−++=
−+=

=
  

  داریم و نموده استفاده اجتماع به نسبت اشتراک پذیریتوزیع قانون از

),()()(
))()(()()(

))()(())((

CBAPCAPBAP
CABAPCAPBAP

CABAPCBAP

IIII

IIIII

IUIUI

−+=
−+=

=
  

   آنکه نتیجه و

).()(
)()()()()()(

CBAPCBP
CAPBAPCPBPAPCBAP

III

IIUU

+−
−−++=  
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 احتمال کندمی مراجعه خود پزشکدندان به که شخصی کنیممی فرض .25-3 مثال
440 کند گیریجرم را هایشدندان اینکه  داشته پرکردن برای دندانی اینکه احتمال ،/
240 باشد، 210 باشد داشته کشیدن برای دندانی آنکه احتمال ،/    آنکه احتمال ،/
080 پرکند، را دندانی و گیریجرم را هایشدندان    را هایشدندان اینکه احتمال ،/
110 بکشد را دندانی و کند گیریجرم  دندانی و رکردنپ برای دندانی اینکه احتمال ،/
070 باشد، داشته کشیدن برای  را دندانی و گیریجرم را هایشدندان اینکه احتمال و /
030 بکشد را دندانی و پرکند  سه از یکی حداقل کپزشدندان اینکه احتمال .باشد /
  است؟ چقدر دهد انجام او برای را مورد
   کند، گیریجرم را هایشدندان شخص هکباشد  پیشامداین  C اگر .حل
           F پرکند، را دندانی شخص هکباشد  پیشامد این  

           Eبکشد، را دندانی شخص کهباشد  پیشامد  این   
440 آنگاه /)( =CP، 240 /)( =FP، 210 /)( =EP، 080 /)( =FCP I، 
110 /)( =ECP I، 070 /)( =EFP I، 030و /)( =EFCP II، در قراردادن با و 

   که شودمی نتیجه فرمول،
.////////)( 660030070110080210240440 =+−−−++=EFCP UU  

  تمرین
20 و باشند S اینمونه فضای در پیشامد دو B و A اگر .11- 3 /)( =AP، 
60 /)( =BP 70 و /)( =BAP U، مقادیر )( BAP I، )( BAP I′، )( BAP ′′U، و 
)( BAP ′′I آورید دستبه را.  
)( یهمحاسب برای فرمولی .12- 3 BAP )( و ،BP)( ،AP)( برحسب ∆ BAP I ارائه 

  ).دهد رخ پیشامد دو از یکی دقیقاً احتمال اینکه ( دهید
 را زیر پیشامدهای احتمال باشند، S اینمونه فضای در پیشامد دو B و A اگر .13- 3

)( و ،BP)( ،AP)( برحسب BAP I آورید دست به:  
210تا، i دقیقاً )الف ,,=i، پیشامدهای از A و B دنده رخ.  
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210تا، i حداقل )ب ,,=i ،پیشامدهای از A و B دنده رخ.  
210تا، i حداکثر )ج ,,=i ،پیشامدهای از A و B دنده رخ.  
 مهره یک .است شده گذاریشماره 24 تا 1 از که است مهره 24 دارای ایجعبه .14- 3
 بر پذیربخش عددی یمشاهده پیشامد A اگر .کنیممی انتخاب جعبه این از تصادفبه
)( مقدار باشد، 3 بر پذیربخش عددی یمشاهده پیشامد B و 2 BAP I دست به را 

  .آورید
  دهید نشان ،S اینمونه فضای در پیشامد دو B و A برای .15- 3

)()()( )الف BPAPBAP +≤I،  
≤+−1 )ب )()()( BPAPBAP I.  
 پیشامدهای از متناهی یهدنبال هر برای که کنید ثابت استقرا کمک به .16- 3

12 EEEn و، ، ، K  

.)()( ∑
=

≤
n

i
in EPEEEP

1
21 ULUU  

 عدم احتمال به آن وقوع احتمال نسبت برحسب پیشامد یک دادنرخ بخت .17- 3
 معمولاً را بخت .نباشد صفر احتمال دو از یک هیچ آنکه شرطبه شود،می داده آن وقوع

 اینکه بخت اگر .کنندمی بیان ندارند، مشترک عامل که مثبت صحیح عدد دو برحسب

 پیشامد این احتمال که دهید نشان باشد، b به a ربراب دهد رخ پیشامدی
ba

ap
+

= 
  .است

  :دارد وجود اشتباهی زیر احکام از هریک در چرا که دهید توضیح .18- 3
660 شود قبول وکالت امتحان در فرهاد اینکه احتمال )الف  شود رد اینکه احتمال و /
340   .است −/
01234 مرتکب گزارشی تایپ در منشی یک اینکه احتمال )ب  اشتباه 5 از یابیش  ،  ،  ،  ،

120250360140090070 ترتیب به شود //////   .است  ،  ،  ، ، ،
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012 مفروض روزی در بانکی کهاین احتمال )ج  محلبدون چک 3 از بیش یا   ، ،
080210290400 ترتیببه کند دریافت ////   .است  ، ، ،

 خیلی به ایکس، یهاشع جدید دستگاه یک از برداریبهره یهنحو اینکه احتمال .19- 3
 ترتیببه شود بندیدرجه آسان خیلی و آسان متوسط، مشکل، مشکل،
120170340290080 /////  برداریبهره یهنحو اینکه احتمال کنید پیدا .است ، ، ، ،  ،

  :شود بندیدرجه زیر هایصورت از یکی به دستگاه
   مشکل، خیلی یا مشکل )الف
   آسان، خیلی نه و مشکل خیلی نه )ب
   بدتر، یا متوسط )ج
  .بهتر یا متوسط .د
150 ایهاحتمال با تواندمی لاستیک، تأمین برای خودرو ایران شرکت .20- 3 / ،240 / ،

030 / ،280 / ،220 /،080  F یا ،A، B، C، D، E هایشرکت از ترتیب به /
  .کنید تعیین زیر هایحالت از هریک در را لاستیک خرید احتمال .کند خریداری

  باشد، E یا B شرکت از )الف
  باشد، Eیا A، C شرکت از )ب
  باشد، F یا C شرکت از )ج
  .باشد E یا ،A، C، D شرکت از )د
 تا 1 از که قرمز کاغذ هتک ده ،20 تا 1 از که سفید کاغذ هتک بیست کلاهی در .21- 3
 گذاریشماره 10 تا 1 از که آبی کاغذ تکه ده و ،40 تا 1 از که زرد کاغذ تکه چهل ،10

 تمام که قسمیبه کنیم مخلوط کاملاً را کاغذ تکه 80 این اگر .است شده ریخته اندشده
 استخراج احتمال کنید پیدا باشند، داشته برابر احتمال استخراج موقع در کاغذها تکه
   که را کاغذ تکه یک
   باشد، سفید یا آبی )الف
   باشد، 5 یا ،4 ،3 ،2 ،1 یهشماربه )ب
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   باشد، 4 یا ،3، 2، 1 یهشمار با و زرد یا قرمز )ج
   باشد، 35 ،25 ،15 ،5 یهشماربه )د
  .باشد 26از بزرگتر یهشمار با و زرد یا 12 از بزرگتر ایشماره با و سفید )ه
 اینکه احتمال .دارد دستیار دو شاتحقیقاتی کارهای در شناسیزیست استاد یک .22- 3

080 کند غیبت نیمعی روز در ترمسندستیار   روز در ترجوان دستیار اینکه احتمال و ،/
050 کند غیبت معینی 020 باشند غایب معینی روز در دو هر اینکه احتمال و ،/  .است /
  اینکه احتمال کنید پیدا
  باشند، غایب معینی روز در دستیار دو هر از یکیحداکثر  )الف
  نباشد، غایب معینی روز در دستیار دو از یکی حداقل )ب
  .باشد غایب معینی روز در دستیار دو از یکی فقط )ج

  شرطی احتمال  3-7
 مربوط B مانند پیشامدی با که ،A مانند پیشامدی احتمال که آیدمی لازم مواقع کثرا در

بـه بیـانی دیگـر،       .گـردد  اصـلاح  ،B پیشامد وقوع عدم یا وقوع  از اطلاع از بعد باشد،
.  تـاثیر داشـته باشـد      A بر احتمال وقوع پیـشامدی چـون         Bممکن است وقوع پیشامد     

 در تجدیـدنظر  اسـت  ممکن آزمایش، نتایج از ایجنبه یهدربار اطلاعات کسب اینربناب
 احتمـال  .کنـد ایجـاب  اسـت،  نتـایج  از دیگری یهجنب به مربوط که را پیشامدی احتمال

 بـه  A شـرطی  احتمال اسـت،  داده رخ B که شود معلوم وقتی ،A یهشد تجدیدنظر
)|( با و نامیده B شرط BAP شودمی داده نشان.  

 تـشریح  زیـر  مثال در شوند،می مربوط شرطی هایاحتمال به که هاییایده از برخی      
  .اندشده
 و انـد گرفته قرار مطالعه مورد شعبه پنجاه بانکی، عملکرد از تحقیق یک در .26-3 مثال
  :اندشده خلاصه زیر جدول در نتایج

  

 دهی به مشتریانسرویس  
 ضعیف خوب  

 4 16  سال10حداقل

مان
ز

ش  
شای

 گ
  

عبه
 ش

 20 10   سال10کمتر از  
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 شـعبه  اینکـه  احتمـال  کنـد،  انتخـاب  را شـعب  ایـن  از یکـی  تصادف به فردی اگر      
 تصادف به شخصی اگر همچنین است؟ چقدر دهد ارائه مشتریان به خوبی دهیسرویس

 اینکه احتمال باشد، داشته سابقه سال ده از بیش حداقل که کند انتخاب را شعب از یکی
 »تـصادف « زا منظـور  است؟ چقدر کند دهیسرویس خوب مشتریان به انتخابیی  شعبه
  .اندشانسهم ممکن هایانتخاب تمام حالت، هر در که است این
 اگر .بریممی کار به را 2-3 یهقضی فرمولی مشتریان، شانسی همهفرض هم  با.حل
G، کنیم فرض اگر و دهدمی ارائه خوب سرویس که دهد نشان را شعبه انتخاب 
)(Gn اعضای تعداد G و دهد، نشان را )(Sn به باشد، اینمونه فضای اعضای تعداد 

   آوریممی دست

./
)(
)()( 520

50
1016

=
+

==
Sn
GnGP  

  .است اولّ الؤس پاسخ این
 لاوّ سطر شامل که کوچکتری اینمونه فضای به را خود ما م،دوّ الؤس  پاسخبرای      
20416 به یعنی است، جدول   محدود دارند سابقه سال ده حداقل که شعب +=

  آوریممی دست به و دهند،می ارائه خوب سرویس شعبه 16 شعبه، 20 از .کنیممی 

,/)( 800
20
16

==TGP  
 پاسخ این .دارد سابقه سال ده حداقل که دهدمی نشان را ایعبهش انتخاب ،T آن در که
)|( داشتیم، انتظار که طورهمان و است مدوّ الؤس TGP از خیلی )(GP است بزرگتر.  

)|( صورت چون TGP 16 برابر=)( GTn I، ده حداقل که است شعبی تعداد یعنی 
 است شعبی یعنی ،Tn)( برابر مخرج و دارند، خوبی دهیسرویس و دارند سابقه سال
  بنویسیم نمادی صورت به  آن راتوانیممی در واقع. دارند کار یهسابق سال ده حداقل که

.
)(

)()|(
Tn

GTnTGP I
=  

 دست به کنیم،تقسیم موردنظر، شعب کل تعداد ،Sn)( به را مخرج و صورت اگر پس،
  آوریممی
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,
)(

)(

)(
)(
)(

)(

)|(
TP

GTP

Sn
Tn
Sn

GTn

TGP I

I

==  

)|( شرطی احتمال لذا و TGP اینمونه فضای تمام برای که احتمالی دو برحسب را 
S ایمکرده بیان اندشده تعریف.  

  .دهیممی ارائه زیر صورت به را شرطی حتمالا تعریف اکنون مثال، این تعمیم با      

 و باشند S اینمونه فضای در دلخواه پیشامد دو B و A اگر .2-3 تعریف
0≠)(AP، شرطی احتمال B شرط به A شودمی تعریف زیر صورتبه  

.
)(

)()|(
AP

BAPABP I
=  

 ده از کمتر یسابقه با شعب از یکی نکهای احتمال ،26-3 مثال  بهراجعهم با .27-3 مثال
  است؟ چقدر دهد ارائه مشتریان به خوبی سرویس سال،

200 چون .حل
50
10 /)( ==′ GTP I 600 و

50
2010 /)( =

+
=′TP، در ار مقادیر اگر 

   که دهدمی نتیجه قراردهیم فرمول

.
/
/

)(
)()(

600
200

=
′

′
=′

TP
GTPTGP I  

)|( ما گرچه ABP کردیم، معرفی بودند شانسهم هاحالت تمام آن در که مثالی با را 
  .نیست تعریف بردن کار به برای شرطی مطلب، این اامّ

   ظاهر که ایشماره نکهای احتمال ،20-3 مثال ناهمگن تاس به رجوع با .28-3 مثال
 3 از بزرگتر شماره این اینکه فرض به همچنین است؟ چقدر باشد کامل مربع شودمی

  است؟ چقدر باشد کامل مربع اینکه احتمال باشد،
 این B و است، 3 از بزرگتر یهشد ظاهر یهشمار که باشد پیشامد این A اگر .حل

},,{ داریم است، کامل مربع شده ظاهر یهشمار که باشد پیشامد 654=A، },{41=B، و 
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}{4=BAI. موردنظر تاس با 6، 5، 4، 3، 2، 1 شدن ظاهر هایاحتمال چون  

 ترتیببه 
9
2، 

9
1، 

9
2، 

9
1، 

9
2، 

9
   صورتبه را سوال لیناوّ پاسخ هستند، 1

3
1

9
1

9
2

=+=)(BP  
)|( تعیین برای .کنیممی پیدا ABP، ابتدا   

9
1

=)( BAP I  و  
9
4

9
1

9
2

9
1

=++=)(AP  
   دستبه ،2-3 تعریف فرمول در مقدار دو این قراردادن با لذا .کنیممی محاسبه را
  آوریمیم

.
)(

)()|(
4
1

9
4
9
1
===

AP
BAPABP I  

 کافی تنها دهد،می »درست« جوابی قبل مثال در 2-3 فرمول کنیمتحقیق اینکه برای
 فرد عدد به و υ احتمال زوج عدد دو به ،A یهشد کوچک اینمونه فضای در است

 در .باشد 1 مساوی احتمال سه این مجموع که قسمیبه دهیم، نسبت را υ2 احتمال
12 داریم صورتاین =υ+υ+υ 41 یا=υ، 4قبل مثل لذا و

1=)|( ABP.  
 دستبه را زیر ضرب یقاعده ،AP)( در 2-3 تعریف فرمول طرفین ضرب با      

  .آوریممی

 و باشند S اینمونه فضای در دلخواه پیشامد دو B و A اگر .9-3 یقضیه
0≠)(AP، آنگاه  

).|()()( ABPAPBAP =I  

 ضربحاصل برابر دهندرخ هم با B و A  اینکه احتمالکلمات، از استفاده با      
 ،BP)(≠0 اگر دیگر، صورتی در .است A شرط به B شرطی احتمال در A احتمال
 احتمال و B احتمال ضربحاصل با برابر دهند، رخ دو هر ،B و A آنکه احتمال
   نمادی صورت به .است B شرط به A شرطی
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).|()()( BAPBPBAP =I  
 عوض را B و A جای 9-3 فرمول در ضرب،حاصل یهقاعد این آوردن دستبه برای

ABBA واقعیت از و II   .کنیممی استفاده =

 است، معیوب آن تای15 که ،کامپیوتر کلید یصفحه 240 یهمحمول از اگر .29-3 مثال
  باشند؟ معیوب هردو که دارد احتمال چقدر اریم،برد را آنها دوتای توالیبه و تصادف به

 معیوب کلید صفحه لیناوّ اینکه احتمال کنیم فرض برابر را هاانتخاب مالاحت اگر .حل

 باشد
240
 معیوب لی،اوّ بودن معیوب شرط به کلید، صفحه میندوّ اینکه احتمال و ،15

 برابر باشد
139
 باشند معیوب هردو اینکه احتمال لذا .است 14

1912
7

239
14

240
15

=× )()( 
 از قبل اینکه یعنی است، جایگذاریبدون هاانتخاب که است این بر فرض البته .است

  .شودنمی گذاشته خود جایبه لاوّ کلید صفحه م،دوّ کلید صفحه انتخاب

 کارت دسته یک از لیتوابه یک دو تصادف، به اینکه احتمال کنید پیدا .30- 3 مثال
  .شوند کشیده تایی52
  کنیم، انتخاب جایگذاریبدون اگر )الف
  .کنیم انتخاب باجایگذاری اگر) ب
 احتمال برنگردانیم، خود جایبه را لاوّ کارت م،دوّ کارت کشیدن از قبل اگر )الف .حل
   با است برابر یک دو متوالی آوردن دست به

.
221
1

51
3

52
4

=×  
 متناظر احتمال برگردانیم، خود جایبه را لاوّ کارت م،دوّ کارت کشیدن از قبل اگر )ب

  با است برابر

.
169
1

52
4

52
4

=×  
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 یک ،B و A پیشامد دو بین شدند، توصیف قبل مثال دو در که هاییوضعیت در      
)|( مینویسمی وقتی کلی، طوربه .دارد وجود قطعی مانیز ترتیب BAP یا )|( ABP 
 لیناوّ که بخواهیم را آن احتمال توانستیممی مثال، برای .نیست ترتیبی چنینبه نیاز

   شده کشیده کارت میندوّ آنکه شرطبه باشد یک عدد شده کشیده کارت

 نیز سوال این به پاسخ -باشد یک عدد نیز )جایگذاریبدون(
51
   .داد خواهد 2

 از بیش برای را آن بتوان که قسمیبه داد، تعمیم سهولت به توانمی را 9-3ی هقضی      
  :داریم پیشامد سه برای مثلاً .برد کار به پیشامد دو

 به باشند، S اینمونه فضای در دلخواه پیشامد سه Cو ،A، B اگر .10- 3 یهقضی
)(≠0 و AP)(≠0 که قسمی BAP I، آنگاه   

).()()()( BACPABPAPCBAP III  =  
CBA نوشتن با .برهان II صورت به CBA II  فرمول از استفاده دوبار با و )(

   آوریممی دست به ،3-9

).|()()(
)|()(

))(()(

BACPABPAP
BACPBAP

CBAPCBAP

I

II

IIII

 
=
=
=

  

 3 تصادفبه اگر .اندمعیوب آنها تای5 که است فیوز 20 حاوی ایبسته .31-3 مثال
 فیوز 3 هر اینکه احتمال کنیم، انتخاب مزبور یهبست از گذاریجایبدون و متوالیاً فیوز

  است؟ چقدر باشند معیوب
 C و م،دوّ فیوز بودنمعیوب پیشامد B ل،اوّ فیوز بودنمعیوب پیشامد A اگر .حل

20 آنگاه باشد، مسوّ فیوز ودنبمعیوب پیشامد
5=)(AP، 19

4=)|( ABP، 

18
3=)|( BACP I، شودمی نتیجه قراردهیم فرمول در را آن اگر و  

.)(
114
1

18
3

19
4

20
5 =××=CBAP II  

   .است پذیرامکان نیز پیشامد k به 10-3 و 9-3 هاییهقض بیشتر تعمیم
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  مرینت
 به ،صادقند احتمال موضوع اصل سه در شرطی هایاحتمال که دهید نشان .23- 3

  آنگاه BP)(≠0 اگر که دهید نشان دیگر عبارت
)|(≤0 )الف BAP،  
)|(=1 )ب BBP،  
  ...،1A،2A ناسازگار دودوبه پیشامدهای از دنباله هر برای )ج

.)|()|()|( LLUU ++= BAPBAPBAAP 2121  
)|()|( که دهید نشان عددی هایمثال کمک به .24- 3 ABPABP ′+،  

  باشد، 1 مساوی است ممکن )الف
  .باشد 1 مساوی نیست لازم )ب
)(≠0 شرط به که دهید نشان .25- 3 CBAP II،  

).|().|().|().()( CBADPBACPABPAPCBAP IIIII =  
   با داشتن شرایط،Cو ،A،Bپیشامد سه برای .26- 3

0≠)( CBAP II و )|()|( BCPBACP =I  
)|()|( که دهید نشان BAPCBAP =I.  

 وجود داوطلب 90 تلویزیون، ایستگاه یک خبری بخش در غلیش تصدی برای .27- 3
 سه اقلدح آنها از برخی نیستند، برخی و اند،دانشگاه تحصیلالارغف آنها از بعضی .دارند
  :است زیر صورتبه تفکیکی جدولی .ندارند برخی و دارند کار سابقه سال

  

 هدانشگاه نرفت التحصیل دانشگاهفارغ 

 9 18  تجربه سال با سهحداقل

 27 36 سه سال تجربهکمتر از
  

 پیشامدی G باشد، تصادفی ایستگاه، مدیر یهوسیل به داوطلبان یهمصاحب ترتیب اگر
 T و است، دانشگاه التحصیلفارغ شودمی مصاحبه که داوطلب لیناوّ که است

 .دارد کار یهسابق سال سه حداقل شودمی مصاحبه که داوطلبی لیناوّ که ستا پیشامدی
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 ستونی و سطری هایجمعحاصل و هادرایه از مستقیماً را زیر هایاحتمال از یک هر
  .کنید عیینت جدول
   ،GP)( )الف
TP)( )ب ′،   
)( )ج TGP I،  
)( )د TGP ′′I،  
)|(  )ه GTP،  
)|( )و TGP ′′.  
  .برید کاربه زیر هایتساوی درستی تحقیق برای را قبل تمرین نتایج .28- 3

 )الف
)(

)()|(
GP

TGPGTP I
=،  

 )ب
)(

)()|(
TP

TGPTGP
′
′′

=′′ I.  
)|()(اگر که دهید نشان .29- 3 BPABP )|()( آنگاه ،BP)(≠0 و = APBAP =.  
تصادف و  به مهره 5 .است سیاه یمهره 8و سفیدی مهره 4شامل ایجعبه .30- 3

  .شودمی تهگذاش کنار هامهره رنگ به کردن نگاه بدون و جعبه این از گذارییجابدون
 سفید انتخابی یمهره اینکه احتمال شود، انتخاب جعبه این از مجدداً مهره یک اگر )الف
  است؟ چقدر باشد
 شامل  دقیقاًاینکه احتمال شود، انتخاب جعبه این از تصادف به مجدداً مهره دو اگر )ب
  است؟ چقدر باشد سفید یمهره یک

 تصادفیی نمونه یک .است سیاه یمهره 4 و سفید یمهره 8 شامل ایجعبه .31- 3
  .شودمی انتخاب جعبه این از جایگذاریبدون تایی4
 دقیقاً نمونه بدانیم که حالی در باشند سفید مسوّ و مدوّ هایمهره که  رااین احتمال )الف
  .آورید دستبه است سفید یمهره 3 شامل
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 یمهره 2 شامل نمونه بدانیم که حالی در باشد سفید لاوّ یمهره که  رااین احتمال )ب
  .دست آوریده باست سفید

 5 و سفید یمهره 3 اولّ یجعبه در کهطوریبه بگیرید، نظر در را جعبه سه .32- 3
 2 سومّ جعبه در و سیاه یمهره 4 و سفید یمهره 6 دومّ یجعبه در سیاه، یمهره
 بانتخا جعبه هر از تصادف به مهره یک اگر .است سیاه یمهره 4 و سفید یمهره
 2 دقیقاً کهآن شرط به باشد سفید اولّ یجعبه از انتخابی یمهره اینکه احتمال شود،
  است؟ چقدر باشد، شده انتخاب سفید یمهره

  مستقل شامدهاییپ  3-8
 در آنها از هریک ندادنرخ یا دادنرخ اگر گویندمی مستقل را B و A پیشامد دو

 در باجایگذاری هایانتخاب در مثال برای .باشد نداشته تأثیری دیگری دادنرخ احتمال
   اگر اندمستقل B و A پیشامد دو نمادی، طوربه .هستند مستقل هم از نتایج مرحله هر

),()|()()|( BPABPAPBAP == ,      
 صفر BP)( و AP)( وقتی یعنی باشند، موجود شرطی احتمال دو هر که قعیمو و

  .دهدمی نتیجه را دیگری ها،برابری این از یک هر که داد نشان توانمی نباشند،
)|( جایبه را BP)( ،9-3ی هقضی فرمول در اگر حال       ABP دست به دهیم، قرار 
  آوریممی

),()()|()()( BPAPABPAPBAP ==I  
  .برد خواهیم کار به استقلال صوری تعریف عنوانبه را نتیجه این و

   اگر تنها و اگر اندمستقل C و B پیشامد دو .3-3 تعریف
).()()( BPAPBAP =I  

 فرمول آوردن دست به در .اندوابسته گویندمی نباشند، مستقل پیشامد دو راگ      
)|( که کردیمفرض ،3-3 تعریف ABP که کردیمفرض لذا و تعریف شده است 

0≠)(AP.  
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  از است عبارت اینمونه فضای کنیممی پرتاب بار سه را همگن ایسکه .32-3 مثال
{ }.,,,,,,, HHHHHTHTHTHHHTTTHTTTHTTTS =  

 در شیر دادنرخ پیشامد A اگر .هستند شانسهم S عناصر یهکلی که کنیممی فرض
 دادنرخ پیشامد C و سوم، پرتاب در خط دادنرخ پیشامد B ل،اوّ پرتاب دو از هریک

   که دهید نشان باشد، پرتاب سه رد خط دو یقاًدق
   اند،مستقل B و A پیشامدهای )الف
  .اندوابسته C و B پیشامدهای )ب
   .حل

}.,{
},{

},,,{
},,,,{

},,{

THTHTTCB
HHTBA

TTHTHTHTTC
TTTTHTHTTHHTB

HHTHHHA

=
=
=
=
=

I

I

  

4 که دهدمی نتیجه عنصر هشت یههم بودن شانسهم فرض
1=)(AP، 2

1=)(BP، 

8
3=)(CP، 8

1=)( BAP I، 4 و
1=)( CBP I.  

)()()( چون )الف BAPBPAP I==×= 8
1

2
1

4
  .اندمستقل B و A پیشامدهای ،1

)()()( چون )ب CBPCPBP I≠=×= 16
3

8
3

2
 مستقل C و B پیشامدهای ،1

  .نیستند

 ′A و ،B و ′B′، A و A آنگاه باشند، مستقل B و A اگر که داد نشان توانمی      
  .کنیممی اثبات را شده ذکر هایحالت از یکی .اندمستقل هم ′B و

  .اندمستقل نیز ′Bو A آنگاه باشند، مستقل B و A پیشامد دو اگر .11- 3 یقضیه
)()( که آنجا از .برهان BABAA ′= IUI، وBAI و BA ′I چون و ناسازگارند 

A و B داریم اند،مستقل فرض بنابر  
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).()()(
)()(

))()(()(

BAPBPAP
BAPBAP

BABAPAP

′+=

′+=

′=

I

II

IUI

  

   که شودمی نتیجه

),()(
))(()(

)()()()(

BPAP
BPAP

BPAPAPBAP

′=
−=

−=′

 1
I

  

  .اندمستقل ′B و A لذا و
 آنگاه باشند، مستقل B و A اگرکه  دیده نشان که است شده خواسته هاتمرین در      

A′ و B، و A′ و B′ اگر و اند،مستقل نیز A و B آنگاه باشند، وابسته A و B′ 
  .اندوابسته

  .دهیممی ارائه را زیر تعریف پیشامد، دو از بیش به استقلال مفهوم متعمی برای      

12 پیشامدهای .4-3 تعریف AAAk  هر اشتراک احتمال اگر تنها و اگر اندمستقل  ،...،،
2، 3، ...، kپیشامد هر به مربوط هایاحتمال ضرباصلح مساوی پیشامدها این از تا 

  .باشد

 صورت به استقلال شرایط است مطرح C و A، B پیشامد سه که حالتی برای      
  :بود خواهد زیر

),()()(
),()()(
),()()(

CPBPCBP
CPAPCAP
BPAPBAP

=
=
=

I

I

I

  

  و
).()()()( CPBPAPCBAP =II  

 کلاً آنکه بدون باشند مستقل دو به دو توانندمی پیشامد چند یا سه که ستا توجه قابل
  .باشند مستقل



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  آمار و احتمال    122

 آمده ،3-3 شكل نمودار ون در مشخص شده هاياحتمال با پيشامد سه .33-3 مثال
 اام اند،مستقل C و B اند،مستقل C و A اند،مستقل B و A كه كنيد تحقيق .است

A، B، و C نيستند مستقل.  
 شود،مي ديده نمودار از كه طورهمان .حل

2

1=== )()()( CPBPAP، 

4

1=== )()()( CBPCAPBAP  و ∩∩∩
4

1=)( CBAP  پس .∩∩
)()()( BAPBPAP ∩==

4

1 ، )()()( CAPCPAP ∩==
4

1 ، 
)()()( CBPCPBP ∩==

4

1 ، اام )()()()( CBAPCPBPAP ∩∩≠=
8

1  . 

  
  33-3نمودار ون براي مثال . 3-3شكل 

)()()()( كه است ممكن CPBPAPCBAP  دودوبه C و ،A، B آنكهبدون ،∩∩=
  .ببينيد را زير مثال .باشند مستقل

   آوردن دست به احتمال است مطلوب .34-3 مثال
  همگن، يسكه يك تصادفي پرتاب سه در شير سه )الف
  .ناهمگن تاس يك ريختن پنج در ديگر عددي سپس و شش چهار )ب
  آوريممي دست به مربوط، هاياحتمال ضرب از )الف .حل

.
8

1

2

1

2

1

2

1

=××  
  آوريممي دست به مربوط، هاياحتمال ضرب از )ب
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.
7776

5

6

5

6

1

6

1

6

1

6

1

=×××× 

  تمرين
   آنگاه باشند، مستقل B و A پيشامد دو اگر كه دهيد نشان .3-33

  اند،مستقل B و ′A دپيشام دو )الف
  .اندمستقل ′B و ′A پيشامد دو )ب
 ′Bو A پيشامدهاي آنگاه باشند، وابسته B و A پيشامدهاي اگر كه دهيدنشان .3-34

  .اندوابسته
)()()()( كه دهيد نشان 4-3 شكل به رجوع با .3-35 CPBPAPCBAP =∩∩، 

  .مستقلند دودوبه همگي C و ،A، B پيشامدهاي كه دهدنمي نتيجه الزاماً
 مستقل C از A و مستقل B از A اگر كه دهيد نشان 4-3 شكل به رجوع با .3-36

  .نيست مستقل C از الزاماً B آنگاه باشد،
 مستقل C از A و مستقل B از A اگر كه دهيد نشان 4-3 شكل به رجوع با .3-37

CB از الزاماً A آنگاه باشد،   .نيست مستقل ∪

  
  37-3، 36- 3، 35- 3 هايشكل مورد نياز براي تمرين. 4-3شكل 

   كه دهيد نشان باشند، مستقل C و ،A، B پيشامد سه اگر .3-38
CB و A )الف   اند،مستقل ∩
  اند،مستقل ∪CB و A )ب
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12 باید باشند مستقل پیشامد k اینکه برای که دهید نشان .39- 3 −− kk برقرار شرط 
  .باشد

 ترتیب به خط و شیر آمدن احتمال که است شده دستکاری قسمیبه ایسکه .40- 3
  آوردن دست به احتمال شود، پرتاب بار سه سکه این اگر .است /480 و /520
  شیر، سه )الف
  .ترتیب همین با شیر یک و خط دو )ب
 میزان به مربوط استانداردهای شرکتی، بار حمل کامیون ده از کامیون پنج اگر .41- 3

 هآنک احتمال شوند، انتخاب بررسی برای آنها از تا سه و باشند نداشته را اگزوز دود
  است؟ چقدر باشد نداشته را مذکور استانداردهای منتخب هایکامیون یک از هیچ

 تقلبی آنها تای6 که صراف یک موجودی طلای یهسک 15 از شخصی اگر .42- 3
 باشند تقلبی همه نتخبم هایسکه آنکه احتمال کند، انتخاب تصادفبه سکه 4 است
  است؟ چقدر

 نسیه حق که را مشتریانی بدهی حساب صورت ماهیانه، بزرگ، فروشگاه یک .43- 3
 ماه یک در بلافاصله که مشتریی است دریافته فروشگاه .فرستندمی آنها برای دارند بردن
90 احتمال با پردازندمی را خود بدهی  پردازند،می را خود بدهی صلهبلافا نیز بعد ماه /

 بلافاصله بعد ماه در کهینا احتمال نپردازد بلافاصله را خود بدهی ماه یک در اگر امّا
40 بپردازد را شابدهی   .است /
 پرداخته را خود بدهی بلافاصله ماهی در که مشتریی نکهآ احتمال است مطلوب )الف
  بپردازد؟ را اشبدهی فاصلهبلا نیز بعد ماه سه در است
 نپرداخته را خود بدهی بلافاصله ماهی در که مشتریی آنکه احتمال است مطلوب )ب

 خود بدهی فوراً آن از بعد ماه آنگاه و نپردازد فوراً را اشبدهی نیز بعد ماه دو در است
  .بپردازد را

  بیز یهقضی  3-9
 میانی مراحل در آنچه به آزمایش یک ینهای برآمد آنها در که دارند وجود زیادی مسائل
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 میانی ایمرحله آن، در که است ساده مثالی زیر، مثال .دارد بستگی دهندمی رخ مختلف
  .است شق دو از متشکل که دارد وجود

 .افتد تأخیر به اعتصاب علت به است ممکن بزرگراهی بنای تکمیل کار .35- 3 مثال
600 دده رخ اعتصابی کهاین احتمال کنید فرض  نباشد اعتصابی اگر کهاین احتمال ،/
850 شود انجام موقع به کار  انجام موقع به کار باشد اعتصابی اگر کهاین احتمال و ،/

350 شود،   است؟ رچقد شود انجام موقع به کار کهاین احتمال .باشد /
 اطلاعات باشد، اعتصاب وقوع پیشامد B و کار، موقعبه تکمیل پیشامد A اگر .حل
  :نوشت چنین توانمی را شده داده

./)|(,/)|(,/)( 850350600 =′== BAPBAPBP       
BA و BAI که واقعیت این و احتمال، هایقضیه از استفاده با ′I و گارند،ناساز 

   بنویسیم توانیممی ضرب، یهقاعد دیگر صورت

).()()()(
)()(

))()(()(

BAPBPBAPBP
BAPBAP

BABAPAP

′′+=

′+=

′=
II

IUI

  

   کهشودمی نتیجه عددی، مقادیر قراردادن با صورت، این در
./)/()/()/()/()( 5508506001350600 =−+=AP  

 شق k دارای میانی یهمرحل آن در که است موردی وضعیت، نوع این از تعمیمی      
12 با را آنها دادنرخ که( است مختلف BBBk ،،،  به تعمیم، این ).دهیممی نشان ...

  .دارد نیاز نامندمی ذفح یهقاعد یا کل احتمال یهقاعد را آن گاهی که زیر یهقضی

12 پیشامدهای اگر .12-3 یقضیه BBBk ،،،  تشکیل را S اینمونه فضای از افرازی ...
i، ki هرازای به و دهند ,...,,21=، 0≠)( iBP، پیشامد هر برای آنگاه A در S  

).|()()( i

k

i
i BAPBPAP  ∑

=
=

1
  

 بوده ناسازگار دوبهدو اگر دهند،می تشکیل را اینمونه فضای از افرازی هاB اینجا در
  .باشد S مساوی آنها اجتماع و



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  آمار و احتمال    126

 آژانس از :کنندمی کرایه اتومبیل آژانس، سه از مشاور شرکت یک اعضای .36-3 مثال
 .درصد10 میزان به 3 آژانس از و رصد،د30 میزان به 2 آژانس از درصد،60 میزان به 1

 از درصد6 و ،2 آژانس هایاتومبیل از درصد20 ،1 آژانس هایاتومبیل از درصد9 اگر
   اتومبیل یک اینکه احتمال باشند، داشته نیاز موتور تنظیم به 3 آژانس هایاتومبیل
 چقدر باشد داشته نیاز موتور تنظیم به است شده تحویل مشاور شرکت به که ایکرایه
  است؟
123 و موتور تنظیمبه اتومبیلی داشتن نیاز پیشامد A اگر .حل BBB  ترتیببه ،،

  داریم باشند، 3 ،2 ،1 یهاآژانس به شده کرایه اتومبیل یک تعلق پیشامدهای
,6001 /)( =BP ,3002 /)( =BP ,1003 /)( =BP  

.0901 /)|( =BAP ,2002 /)|( =BAP ,0603 /)|( =BAP  
  که شودمی نتیجه قراردهیم، 12-3 یهقضی فرمول در را مقادیر این اگر

./)/)(/()/)(/()/)(/()( 120060100200300090600 =++=AP  
  .دارند نیاز موتور تنظیم به شوندمی تحویل شرکتبه که هاییاتومبیل از درصد12 پس،
 کرایه اتومبیل یک اگر :باشد نظرمورد زیر سوال کنیم فرض قبلی، مثال به رجوع با      
 احتمال چقدر باشد، داشته موتور تنظیم به نیاز است شده تحویل مشاور شرکت به که

 که زیر یهقضی به ،هالسوا نوع این به دادنپاسخ برای باشد؟ 2 آژانس به متعلق که دارد
  :داریم نیاز شودمی نامیده بیز یهقضی

12 پیشامدهای اگر .13-3 یهقضی BBBk ،،،  تشکیل را S اینمونه فضای از افرازی ...
i، ki هر ازای به و دهند ,...,,21=، 0≠)( iBP، پیشامد هر برای آنگاه A در S، به 
  ،AP)(≠0 که قسمی

.,...,,,
)|()(

)|()()|( kr
BAPBP

BAPBPABP
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i

rr
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  127    احتمال

 به 5-3 شکل درختی نمودار امr یهشاخ راه از آنکه احتمال کلمات، از استفاده با      
 باشیم، رسیده A به نمودار یهشاخ kاز یکی راه از آنکه شرط به برسیم، A پیشامد
 k کل به مربوط هایاحتمال مجموع به شاخه امینr به مربوط احتمال نسبت برابر
  .است درخت یهشاخ

  

  
   بیزیهنمودار درختی برای قضی. 5-3شکل 

 نویسیممی شرطی، احتمال تعریف مطابق .برهان
)(

)(
)|(

AP
BAP

ABP r
r

I
 است لازم .=

)( جایبه فقط rBAP I مقدار )|()( rr BAPBP، جایبه و )(AP، فرمول عبارت 
  .دهیم قرار را 12-3 یهقضی

 تحویل مشاور شرکت به که ایکرایه اتومبیل راگ ،36-3 مثال به مراجعه با .37- 3 مثال
 چقدر باشد 2 آژانس به متعلق اینکه احتمال باشد، داشته نیاز موتور تنظیم به است شده

  است؟
 داریم و دهیمقرارمی ،13-3ی هضیق فرمول به توجه با .حل

./
/
/

)/)(/()/)(/()/)(/(
)/)(/()(

50
1200
0600

060100200300900600
200300

2

==

++
=ABP
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  آمار و احتمال    128

 شوندمی  کرایه دادهشرکت به که هاییاتومبیل درصد30 فقط گرچه که کنید توجه      
 به متعلق دارند نیاز تنظیم به که هاییاتومبیل درصد50 ولی است، 2 آژانس به متعلق

  .اندآژانس نای

 عادی حد از بیش هااتومبیل تمام درصد25 دودزایی معینی، استان در .38-3 مثال
 تولید دود حد از بیش که اتومبیلی استان، یهنقلی وسایل دودزایی آزمون در اگر .است
990 برای احتمالی با کندمی  حد از بیش آن دودزایی که یاتومبیل اگر و شود مردود /

170 احتمال با نیست عادی  در که اتومبیلی اینکه احتمال شود، رد آزمون این در /
 چقدر است عادی حد از بیش آن دودزایی که باشد اتومبیلی واقعاً شودمی رد آزمون
  است؟
 درختی نموداری هشاخ دو به مربوط هایاحتمال که یابیمدرمی 4-3 شکل از .حل

24750990250 از اندعبارت /)/)(/( 127501702501 و = /)/)(/(  احتمال پس، −=
 ایجاد دود حد از بیش که باشد اتومبیلی واقعاً شودمی رد آزمون در که اتومبیلی اینکه
  با است برابر کندمی

./
//

/ 660
1275024750

24750
=

+
  

 نمودار بدون بیز، یهقضی فرمول در مستقیم ندادقرار از را نتیجه این توانستیممی البته
  .آوریم دست به نیز درختی

  

  
  38- 3نمودار درختی برای مثال . 4-3شکل 
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  129    احتمال

 ولی شود،می نتیجه شرطی احتمال تعریف و احتمال ازاصول بیز یهقضی گرچه      
 توانینم بیز یهقضی اعتبار یهدربار .است بوده داریدامنه هایمباحثه موضوع قضیه این

)( پیشین هایاحتمال تعبیر یهدربار مفصلی هایبحث اامّ کرد، مطرح سوالی iBP 
 احاطه را بیز یهقضی که اسراری یههال از زیادی نسبتاً مقدار همچنین .اندشده مطرح
 استدلال نوعی ،38-3 مثال نظیر هقضی این که است واقعیت این از ناشی است،کرده

 در مثلاً .شودمی موجب را »علت به معلول از«  استدلال یعنی ،»معکوس« یا »راییقهق«
 ممکن علت یک حد، از بیش دودزایی و معلول، یک آزمون، از شدن رد ،38-3 مثال
  .است

  تمرین
 به تولیدکننده سه از را خود موردنیاز هایبلبرینگ خودروسازی، یهکارخان یک .44- 3

 ،3 یهتولیدکنند از %20 و 2 یهتولیدکنند از %30 ،1 یهتولیدکنند از %50 :شرح
 کنترل استاندارد که داندمی خودروسازی شرکت گذشته یتجربه براساس .کندمی تهیه

 ،1 تولیدی محصولات از %2 که طوریبه نیست، یکسان تولیدکننده سه این کیفیت
 چه .هستند معیوب ،3 تولیدی محصولات از %4 و ،2 تولیدی محصولات از 3%

  .هستند معیوب ،خودروسازی کارخانه یهشدخریداری هایبلبرینگ از نسبتی
 از بلبرینگ اینکه تمالاح باشد، معیوب انتخابی بلبرینگ اگر ،44-3 تمرین در .45- 3

  است؟ چقدر باشد 2 تولیدی محصولات
 یک شامل II یهجعب و است سیاه مهره 5 و سفید مهره 3 شامل I یجعبه .46- 3

 و انتخاب I یهجعب از تصادف به مهره دو .است سیاه یمهره یک و سفید یمهره
 II یهجعب از تصادفبه مهره یک و کنیممی منتقل II یهجعب به کردننگاه بدون

  .کنیممی انتخاب
  است؟ چقدر اشد استخراج شده بII جعبه از سفید یمهره  اینکهاحتمال )الف
 سفید یمهره یمشاهده شرط به ،II به Iیهجعب از سفید هایمهره انتقال احتمال )ب
  است؟ چقدر ،IIی هجعب از
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  آمار و احتمال    130

 3 شامل IIیجعبه و است سیاه یمهره 4 و سفید یمهره 2 شامل I یجعبه .47- 3
 این از مهره دو و انتخاب تصادفبه جعبه یک .است سیاه یمهره 2 و سفید یمهره
   .شودمی انتخاب جعبه
  است؟ چقدر اشند،ب سفید مهره دو هر اینکه احتمال )الف
 چقدر دنباش سفید مهره دو هر آنکه شرط به شود انتخاب II یهجعب اینکه احتمال )ب

  است؟
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   چهارم فصل
  
  

 احتمال هایچگالی و ،هاتوزیع متغیرهای تصادفی،
  
  
  تصادفی متغیر  4-1
 یهجنب چند یا دو به یا( خاص ایجنبه به تنها ما ها،احتمال متضمن هایلهأمس بیشتر در

 ریزیم،می را تاس جفت یک وقتی مثال، برای .داریم توجه هاآزمایش برآمدهای )خاص
 هر برآمد نه و است، توجه مورد شوندمی ظاهر که ایشماره دو عمجمو فقط معمولاً
 است ممکن کنیممی مصاحبه اندشده انتخاب تصادفبه که شوهری و زن با وقتی تاس،
 هم با که هاییسال تعداد نه و باشند، موردتوجه آنها توأم درآمد و خانواده افراد تعداد

 سطح در که روشنایی هایلامپ از وقتی بالاخره و آنها، کل اندازپس یا اندکرده ازدواج
 توجه مورد آنها روشنایی میزان یا دوام است ممکن گیریممی نمونه شوندمی تولید انبوه
  .آنها بهای نه و باشند
 آزمایش یک برآمدهای با که است اعدادی به ما توجه بالا هایمثال از هریک در      

 تصادفی متغیرهای اصطلاحاً آنچه که است مقادیری به ما توجه یعنی اند،همراه شانسی
 تخابنا تصادف به که زوجی یهخانواد افراد تعداد .کنندمی اختیار شوندمیخوانده
 به که لامپی روشنایی میزان و دوام و اند،تصادفی متغیرهای آنها توأم درآمد و اندشده

  .اندتصادفی متغیرهای نیز شودمی انتخاب بررسی برای تصادف
 برای را اینمونه فضای که بگیرید نظر در را 1-3 شکل بیشتر، تصریح برای      

 36 از هریک که کنید فرض و کند،می تصویر  همگنتاس جفت یک پرتاب آزمایش
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      آمار و احتمال132

36 احتمال دارای ممکن برآمد
 قطه،ن هر به 1-3 شکل در که کنید توجه ولی .است 1

),( یهنقط به مثال، برای .ایمکرده وابسته عددی ),(یهنقط به ،2 عدد 11  به ،6 عدد 51
),( یهنقط 26  متغیر یک از مقداری نقطه ره به ما وضوح، به .هذاعلیقس و ،8 عدد   

 شوند،می ظاهر تاس دو ریختن در که را عددی دو با متناظر مجموع یعنی تصادفی،
  .یمدهمی نسبت

  
  شوندمی ظاهر تاس جفت یک ریختن در که عددی دو  مجموع.1-4شکل 

 دیگری راه صرفاً »اینمونه فضای )عنصر( یهنقط هر به عدد یک نسبت دادن« چون
 ارائه را زیر تعریف لذا است، »اینمونه فضای یک نقاط روی تابعی تعریف« بیان برای
  :دهیممی

 روی که باشد مقدار - حقیقی تابع یک X و اینمونه فضای یک S اگر .1-4 تعریف
  .شودمی نامیده تصادفی متغیر X آنگاه است، شده تعریف Sعناصر

 بـا  را آنهـا  مقادیر و بزرگ حروف با همیشه را تصادفی متغیرهای کتاب، این در ما      
 ،X متغیـر  از مقـداری  دادننـشان  برای مثلاً .دهیممی نشان متناظرشان کوچک حروف

   .x نویسیممی
 در X متغیرتصادفی که کنیدمی مشاهده 1-3 شکل و قبل مثال به رجوع با      

  یهزیرمجموع
)},(,),(,),(,),{( 63544536  

 به X=9 لذا، .X=9 نویسیممی و کندمی اختیار را 9 مقدار ،S اینمونه فضای از
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  133     احتمال هایچگالی و ها،متغیرهای تصادفی، توزیع

 یا و است، 9 آنها یهلفؤم دو مجموع که شودمی تعبیر Sعناصر از ایمجموعه عنوان
xX تر،کلی  برای که شودمی تعبیر اینمونه فضای عناصر از ایمجموعه عنوان به=
 نظربه مبهم است ممکن مطلب این .کندمی اختیار را x مقدار X دفیتصا متغیر آنها
 به تابع مقدار ،xf)(« بگوید اینکه جایبه که آوردمی یاد به را ریاضیدانی ولی آید،
 .» است x تابع ،xf)(« گویدمی » است x ازای

 به است، سبز یمهره سه و ایقهوه یمهره پنج محتوی که ایجعبه از .1- 4 مثال
 هایاحتمال ای،نمونه فضای عناصر فهرست .شودمی انتخاب مهره دو متوالیاً و تصادف
 ایقهوه هایمهره تعداد که را W تصادفی متغیر از ،w متناظر، مقادیر و آنها، متناظر
  .کنید تهیه دهد،می نشان را شده انتخاب

 روند، کار به سبز و ایقهوه یمهره دادن نشان برای  به ترتیبG و B اگر .حل
یاحتمال ))(()( از اندعبارت ترتیب به GGو ،BB، BG، GBها 14

5
7
4

8
5 =، 

)())(( 56
15

7
3

8
5 =، )())(( 56

15
7
5

8
3 ))(()( و ،= 28

3
7
2

8
3  داده نشان زیر جدول در نتایج .=

  .اندشده

0
1
1
2

28
3
56
15
56
15
14
5

GG
GB
BG
BB

w

           
           
           

                        
 ای نمونه فضایعناصراحتمال

  

، اختیارکند را 2 مقدار W متغیرتصادفی که پیشامد این احتمال برای مثلاً، همچنین      
 بنویسیم توانیممی

14
52 == )(WP و یا احتمال این پیشامد که متغیر تصادفی W 

برابر است با یار کند مقدار یک را اخت
56
30

56
15

56
151 =+== )(WP.  

 به بنا که را اینمونه فضای عناصر .شودمی پرتاب بار چهار همگن سکه یک .2-4 مثال
 از x متناظر مقادیر و ،)است همین سکه بودن همگن از منظور( اند،شانسهم فرض
  .کنید فهرست شیرهاست کل تعداد که را X تصادفی متغیر
 در نتایج روند، کار به خط و شیر دادن نمایش برای ترتیب به T و H اگر .حل
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      آمار و احتمال134

 X تصادفی متغیر که پیشامد این احتمال برای مثلاً، .اندشده داده نشان زیر جدول
16 بنویسیم توانیممی کند اختیار را 3 مقدار

43 == )(XP. 

016
1

116
1

116
1

116
1

116
1

216
1

216
1

216
1

216
1

216
1

216
1

316
1

316
1

316
1

316
1

416
1

TTTT

TTTH

TTHT

THTT

HTTT

TTHH

THTH

HTTH

THHT

HTHT

HHTT

THHH

HTHH

HHTH

HHHT

HHHH

x

                                          

 ای نمونه فضایعناصر     احتمال              

  

 را محدودیتی هیچ است شده محدود حقیقی توابع به 1-4 تعریف که واقعیت این      
 اعداد دهیم نسبت آزمایش یک برآمدهای به خواهیممی که اعدادی اگر .کندنمی تحمیل

 عنوان به هم از جدا را موهومی و حقیقی هایقسمت توانیممی همیشه باشند، تلطمخ
 بخواهیم اگر همچنین، .بگیریم نظر در کنندمی اختیار تصادفی متغیر دو که مقادیری
 رنگ کردن معین برای مثلاً کنیم، توصیف کمیّ صورت به را آزمایش یک برآمدهای

 به آنها نمایش با شاید مختلف، هایگرن کدگذاری با توانیممی شخص یک موی
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   .بدهیم حقیقی مقادیر کیفی، هایتوصیف به دلخواهبه غیره، و ،3 ،2 ،1 اعداد صورت
 در و گسسته، اینمونه فضاهای به را خود بحث بخش، این هایمثال یههم در      

 نامتناهی یا متناهی آنها برد که متغیرهایی یعنی گسسته، تصادفی متغیرهای به یجهنت
 پیوسته اینمونه فضاهای روی که پیوسته تصادفی متغیرهای .ایمکرده محدود شماراست

  .گیرندمی قرار بحث مورد 4-4 بخش در اندشده تعریف

  احتمال هایتوزیع  4-2
 اینمونـه  فـضای  یـک  روی کـه  احتمـالی  هـای ازهانـد  دیدیم، 2-4 و 1-4 هایمثال در

 در متغیرتصادفی که را مفروضی مقدار هر احتمال خود به خود شود،می تعریف گسسته
  .گذاردمی اختیار در کندمی اختیار بردش

 احتمال دادن نسبت با )2-4 مثال یهدنبال( .3-4 مثال
36
 درنگبی عنصر، هر به 1

 با را 9 مقدار تاس، دو ریختن از حاصل اعداد مجموع ،X متغیرتصادفی که یمیابدرمی
36 احتمال

 فضای شانسهم یهنقط 36 از نقطه 4 شامل X=9 زیرا .کندمی اختیار 4
 داده نشان زیر جدول در X ممکن رمقادی یههم به مربوط هایاحتمال .است اینمونه
  .اندشده

36
1
36
2
36
3
36
4
36
5
36
6
36
5
36
4
36
3
36
2
36
1

12
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2

)( xXPx =
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      آمار و احتمال136

 در قبل مثال مانند را متغیرتصادفی یک مقادیر به وابسته هایاحتمال اینکهجایبه      
 را هااحتمال یعنی کنیم، ارائه فرمولی که است آن تربه معمولاً دهیم، نشان جدول یک
 متغیر برد در که یx هر ازایبه ،xf)( یعنی آن، مقادیر که دهیم نشان تابعی یهوسیلبه

)( برابر است تصادفی xXP   .باشد =

 ظاهر تاس دو ریختن در که عددی دو جموعم برای )3-4 مثال یدنباله( .4-4 مثال
  بنویسیم توانیممی شوند،می

1232
36
76

,,,)( L=
−−

= x
x

xf ,      
  وضوح به .کرد تحقیق آسانی به توانمی را آن درستی که

36
1

36
56

36
712612

36
2

36
46

36
7363

36
1

36
56

36
7262

=
−

=
−−

=

=
−

=
−−

=

=
−

=
−−

=

)(

)(

)(

f

f

f

M  

  .دارند مطابقت دادیم نشان قبل جدول در آنچه با مقادیر این تمام و

 در x مقدار هر برای که تابعی باشد، گسسته متغیرتصادفی یک X گر ا.2- 4 تعریف
)()( با X برد xXPxf   .شودمی نامیده X احتمال توزیع شود،می داده ==

   که شودمی نتیجه درنگبی احتمال، موضوع اصول برمبنای      

 متغیر یک احتمال توزیع عنوان به وقتی فقط و وقتی توانمی را تابعی .1- 4 یقضیه
  :کنند صدق زیر شرایط در ،xf)( آن، مقادیر که کاربردبه X یهگسست تصادفی

  ،xf)(≤0 تابع، یهحوز مقدار هر ایبر )الف
∑=1 )ب

x

xf   صورت تابع یهحوز مقادیر تمام روی یابیمجموع آن در که ،)(
  .یردگمی 
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 یهسک یک پرتاب 4 در که شیرهایی کل تعداد احتمال توزیع برای فرمولی .5-4 مثال
  .کنید پیدا آیندمی دست به همگن
 که یابیمرمید ،2-4 مثال دولج هایاحتمال یهپای بر .حل

16
10 == )(XP، 

16
41 == )(XP، 

16
62 == )(XP، 16

43 == )(XP، و
16
14 == )(XP. از   

 ایدوجمله ضرایبکه  1 و ،4 ،6 ،4 ،1 یعنی کسر، پنج این هایصورت









































0
4

1
4

2
4

3
4

4
4

,,,, 

  صورت به فرمولی احتمال، توزیع برای توانمی که شویممی متوجه هستند،

4321016

4

,,,,)( ==








xxf x ,      
 همگن، یهسک پرتاب n برای ترکلی بحثی و فرمول، این برای نظری توجیهی .نوشت

  .شد خواهد داده ایدوجمله هایتوزیع در پنجم، فصل در

  صورت به تابعی آیا .6-4 مثال

54321
25
2 ,,,,,)( =

+
= xxxf      

  رود؟ کار به گسسته متغیرتصادفی یک احتمال تابع عنوان به تواندمی
  : آوریممی دست به اردهیم،قر xf)( در را x مختلف مقادیر اگر .حل

25
31 =)(f، 25

42 =)(f، 25
53 =)(f، 25

64 =)(f، 25 و
75 =)(f  

  چون و است، ربرقرا 1-4ی هضیق شرط لیناوّ اند،نامنفی مقادیر این تمام چون
1

25
7

25
6

25
5

25
4

25
354321 =++++=++++ )()()()()( fffff  

 توزیع عنوان به تواندمی شده، داده تابع پس .است صادق نیز 1-4ی هقضی مدوّ شرط
},,,,{ برد در تصادفی متغیر یک احتمال  متغیر X آیا کهاین البته .رود کار به 54321
  .است دیگر مطلبی کلاً نه، یا باشد احتمال توزیع این دارای واقعاً مفروضی تصادفی

 .است موردنظر نموداری صورت به احتمال هایتوزیع یارائه مسائل، از بعضی در      
 3-4 و 2-4 هایشکل در درونمی کاربه منظور این برای که نموداری نمایش نوع دو

 احتمال نمایبافت است شده داده ننشا 2-4 لشک در که نمایشی .اندشده داده نشان
 برابر مستطیل هر ارتفاع .دهدمی ایشنم را 3-4 مثال الاحتم توزیع  وشودمی خوانده
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      آمار و احتمال138

 مستطیل آن یهقاعد وسط یهنقط طول با متناظر مقداری X که است این احتمال
50از یهباز نمایشی با .کند اختیار 50 ا ت−/ 50از یهزبا ،0 با /  ،... ،1 با /51 تا /

53از یهباز 54 تا /  روی اصطلاح به را مفروض گسسته متغیرتصادفی مقادیر ،4 با /
 واحد پهنای دارای 2-4 کلش نمایبافت هرمستطیل ونچ .»ایمگسترده« پیوسته مقیاسی
  برابر ها،آن هایارتفاع جایبه ها،مستطیل هایمساحت بگوییم توانیممی است،

 هاییمزیت ها،احتمال با هامستطیل هایمساحت انستن د برابر.متناظرند هایاحتمال 
 پیوسته خمی با را هگسست احتمال توزیع نمودار خواهیممی وقتی مثال، برای :دارد

 نمابافت هایمستطیل وقتی حتی را، کار این .نیمکمی استفاده مطلب این از بزنیم تقریب
 اصلاح با یا هامستطیل هایارتفاع تعدیل با توانمی ندارند، هم واحد برابر پهنایی
  .داد انجام قائم محور مقیاس
 هر ارتفاع ،2-4 شکل مانند .دشومی نامیده ایمیله نمودار ،3-4 شکل نمودار      

 شودنمی وانمود اامّ است، تصادفی متغیر متناظر مقدار احتمال مساوی میله، یا مستطیل،
 نمودارهایی چنین از مواقعی در کتاب، این در گرچه .دارد وجود ایپیوسته مقیاس که

 برای توصیفی آمار در عمدتاً ایمیله نمودارهای و نماهابافت اامّ کرد، خواهیم استفاده
   فراهم هاداده واقعی توزیع یا احتمال توزیع یهوسیل به که اطلاعاتی بصری یهارائ
  .روند می کاربه شوندمی

  
  احتمال نمایبافت .2-4 شکل

  
  ایمیله نمودار .3-4 شکل
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 یک از کوچکتر تصادفی متغیر از مقداری اینکه احتمال دانستن زیادی، مسائل در      
 مقداری X که را این احتمال لذا، .است توجه مورد باشد آن با برابر یا x قیقیح مقدار

)()( صورت به کند اختیار آن برابر یا x از کوچکتر xXPxF  این و نویسیم،می =≥
 توزیع یا تجمعی توزیع تابع است، شده تعریف x حقیقی اعداد تمام برای که را تابع

  .نامیممی X تصادفی متغیر تجمعی

   با که تابعی باشد، گسسته متغیرتصادفی یک X اگر .3-4 تعریف
,,)()()( +∞<<∞−=≤= ∑

≤
xtfxXPxF

xt
     

 توزیع یا توزیع تابع است، t ازای به X احتمال مقدار tf)( درآن و شود،می داده
  .شودمی خوانده X تجمعی

 که شودمی نتیجه آن، فوری پیامدهای از بعضی و احتمال موضوع اصول بنابر      
 زیر شرایط در ،X یهگسست متغیرتصادفی توزیع تابع ،xF)( ادیرمق ،2-4 یقضیه
  :کنندمی صدق

1. 1=+∞)(F، 0=−∞)(F،  
ba اگر ،b و a حقیقی عدد دو هر ازایبه .2 )()( هآنگا ،> bFaF ≤.  

 توزیع تابع باشیم، داشته را مفروضی یهگسست متغیرتصادفی احتمال توزیع گرا      
  .است ساده عموماً آن متناظر

 به همگن یهسک یک پرتاب چهار در که رای شیرهای کل تعداد توزیع تابع .7- 4 مثال
  .بیابید آیندمی دست
   تندانس با ،5-4 المث از .حل

16
10 =)(f، 16

41 =)(f، 16
62 =)(f، 16

43 =)(f، 16 و
14 =)(f،  

   که شودمی نتیجه
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.)()()()()()(

,)()()()()(

,)()()()(

,)()()(

,)()(

1432104

32103

2102

101

00

16
16

16
15

16
11

16
5

16
1

==++++=

=+++=

=++=

=+=

==

fffffF

ffffF

fffF

ffF

fF

  

  با توزیع تابع این بنابر
















≤
<≤

<≤
<≤

<≤
<

=

x
x
x
x
x
x

xF

41
43
32
21
10
00

16
15
16
11
16
5
16
1

      

)(  

 تصادفی متغیر که مقادیری برای تنها نه عتوزی تابع این که کنید ملاحظه .شودمی داده
   مثلاً، .است شده تعریف حقیقی اعداد تمام برای بلکه کند،می اختیار دارد، مقدار

16 بنویسیم توانیممی
571 =)/(F 1100 و =)(F، آوردن دست به هایاحتمال گرچه 

 ممکن همگن یهسک یک پرتاب چهار در »شیر 100 اکثرحد« یا »شیر /71حداکثر«
  .باشند نداشته واقعی معنایی هیچ است

  .کنید رسم را آن نمودار و بیابید ار 1-4 مثال یWتصادفی متغیر توزیع تابع .8-4 مثال
   بنویسیم توانیممی .حل

28
30 =)(f، )()( )()( 28

15
56
15

56
151 == +f، 14 و

52 =)(f،  
  کهطوریبه

.)()()()(

,)()()(

,)()(

12102
14
9101

28
300

=++=

=+=

==

fffF

ffF

fF

  

  اب W توزیع تابع این بنابر
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤
<≤
<≤
<

=

w
w
w
w

wF

21

21

10

00

14

9

28

3

     

)(  

  .شودمي داده

 به طريق بدين است، شده داده نشان 4-4 شكل در كه توزيع تابع اين نمودار      
),)(( نقاط نمايش لاو كه آيدمي دست wFw 210 ازاي به را ,,=w كنيممي مشخص 
 كه باشيم داشته توجه بايد .كنيممي كامل ايمداده نشان كه طورهمان را ايپله تابع سپس
  .كندمي اختيار است بزرگتر كه را آن مقدار، دو از ناپيوستگي، نقاط تمام در تابع اين

  

  
  8-4 مثال توزيع تابع نمودار .4-4 شكل

  

 انجام نيز عكس جهت در داديم توضيح قبل مثال دو در كه را فرايندي توانيممي    
 .آوريم دست به توزيع تابع روي از را متغيرتصادفي احتمال توزيع مقادير يعني دهيم،
  .بريممي كار به را زير يهقضي منظور اين براي

nxxxx مقادير از متشكل ،X تصادفي متغير اگربرد .3-4 يقضيه <<<< "
321

 
)()( آنگاه باشد،

11

xFxf    و ،=
.,,,,)()()( nixFxFxf iii …321

1
=−= − ,         

  صورت به X توزيع تابع اگر .9-4 مثال
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1211
1110
109
98
87
76
65
54
43
32
20

36
35
36
33
36
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36
26
36
21
36
15
36
1
36
6
36
3
36
1

x
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x
x
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o

)(  

  .بیابید را فیمتغیرتصاد این احتمال توزیع باشد،
36 آوریممی ستد به 3-4 یهقضی از دهاستفا با.حل

12 =)(f، 36
2

36
1

36
33 =−=)(f، 

36
3

36
3

36
64 =−=)(f،36

4
36
6

36
105 =−=)(f،...،36

1
36
35112 =−=)(f، یهمقایس و 

 آن با اینجا در که تصادفی متغیر که کندمی آشکار ،4-3 مثال هایاحتمال با هااین
  .شوندظاهرمی تاس جفت یک درریختن که است اعدادی مجموع همان داریم سروکار

  تمرین
  نه؟ یا است احتمال تابع یک زیر تابع آیا که کنید تحقیق .1- 4



 =

=
0جاهاسایر
3212 ,,

)(
xxc

xf 

   .باشد احتمال تابع یک زیر تابع که کنید پیدا طوری را c مقدار .2- 4





 =

=
−

0جاهاسایر

321
6
1 1

K,,,)()( xcxf
x

  

 گسسته تصادفی متغیر یک X دهید نشان زیر در X شده تعریف توابع برای .3- 4
  .آورید دست به را آن احتمال تابع و است
 مشاهده هایخط تعداد گرنمایان X .کنیممی پرتاب بار سه را همگن یسکه یک )الف
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  .است شده
 دو تفاضل مطلق قدر نمایانگر X .کنیممی پرتاب مرتبه دو را همگن تاس یک )ب

  .است شده مشاهده خال
 نمایانگر X .بیاید شیر بار اوّلین برای تا کنیممی پرتاب قدر آن راهمگن  تاس یک )ج

  .است شیر لیناوّ مشاهده از قبل لازم هایپرتاب
های پرتاب تعداد X .شود مشاهده 6 خال دو تا منیکمی پرتاب قدر آن را تاس یک )د

  .شود دو خال شش تعریف مییهلازم برای مشاهد
 به مهره دو .اندشده گذاریشماره 5 تا 1 از که است مهره 5 شامل ایجعبه .4- 4

  .کنیممی انتخاب جعبه این از جایگذاریبدون تصادف
 دستبه را X احتمال تابع است، شده مشاهده عدد دو ماکسیمم نمایانگر X )الف

  .آورید
 دستبه را X احتمال تابع باشد، شده مشاهده عدد دو مینیمم نمایانگر X اگر )ب

  .آورید
 دستبه را X احتمال تابع باشد، شده مشاهده عدد دو مجموع نمایانگر X اگر )ج

  .آورید
 ایستاده ردیف یک در تصادف به دوستتان و شما همراه به نفر 5 دکنی فرض .5- 4

 به را X احتمال تابع باشد، شما دوست و شما بین افراد تعداد نمایانگر X اگر .باشید
  .آورید دست

 یمهره 3 شامل ΙΙ یجعبه و سیاه یمهره 2 و سفید یمهره 2 شامل Ι یجعبه .6- 4
 جعبه هر از جایگذاریبدون و تصادف به مهره دو .است سیاه یمهره 3 و سفید

 نمایانگر Y و Ι یجعبه از انتخابی سفید هایمهره نمایانگر X اگر کنیممی انتخاب
  است مطلوب باشیم، ΙΙ یجعبه از انتخابی سفید هایمهره
  ،X احتمال تابع )الف
YXZ احتمال تابع Y احتمال تابع )ب +=.  
 و تصادف به مهره دو .است سیاه یمهره 3 و سفید یمهره 2 شامل ایجعبه .7- 4

 در سفید هایمهره دتعدا نمایانگر X اگر .کنیممی انتخاب جعبه این از جایگذاریبدون
 احتمال تابع و است گسسته تصادفی متغیر یک X دهید نشان باشد، تصادفیی هنمون
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  چطور؟ باشد باجایگذاری نمونه انتخاب اگر .آورید دستبه را آن
 دست به را c ارمقد باشد، زیر احتمال تابع با گسسته تصادفی متغیر یک X اگر .8- 4

  .آورید

1021 <θ<=
θ

=                   ,,,)( Kx
x

cxf
x

  
12اگر .9- 4 rr ،،K یبازه در گویا اعداد نمایانگر ],[  تصادفی متغیر یک X و 10

  چرا؟ است؟ کدام X تصادفی متغیر گاهتکیه باشد، زیر احتمال تابعبا  گسسته
.)( K,,nrXP n

n 212 === −       و  
  :باشد زیر احتمال تابع دارای X و مثبت عددصحیح یک N اگر .10- 4

.,)( N,,,ncxf x L212 == −          
  .کنید تعیین را c )الف
  .آورید دستبه بسته شکل به را X توزیع تابع )ب
)( مقادیر باشد، زیر احتمال تابع دارای X اگر .11- 4 2≥XP، )( 20 ≤< XP و 
)|(| 11 ≤−XP آورید دست به را.  

10204030
3210
////)(xf

x  

 X اگر .کنیممی انتخاب هم با و تصادف به را عدد چهار ،9تا 1 اعداد بین از .12- 4
 دیگر دوتای از و تربزرگ نمونه انتخابی عدد ترینکوچک از که باشد عددی نمایانگر
)( مقدار باشد، ترکوچک 4=XP آورید دست به را.  

 که دانیممی .اندسیاه بقیه و سفید آن تایX که است مهره 5 شامل رفیظ .13- 4

3
23 == )(XP و 

3
12 == )(XP. کنیم،می انتخاب تصادف به مهره یک ظرف این از 

 وجود سفید مهره 3 ظرف در کهرا آن احتمال .است سفید آن رنگ که شودمی ملاحظه
  .آورید دست به باشد داشته

   صورت به Xتصادفی متغیر توزیع تابع اگر .14- 4
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
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





≤
<≤
<≤

<≤
<≤
<

=

x
x

x
x
x
x

xF

551
554
452
521
10
00

14
11
7
5
7
3
7
1

/
/

/
/

)(

     

  

  مطلوب است، باشد
  ،X احتمال تابع )الف
)/( )ب 521 <≤ XP،  
)/( )ج 520 ≤< XP،  
)/( )د 520 << XP،  
)/( )ه 521 ≤≤ XP.  
)()( که کنید تحقیق .15- 4 1

2
+

= kk
xxf ازای به kx ,,,, K321= عنوانبه توانمی را 

   .برد کاربه تصادفی متغیر یک احتمال توزیع
   آنها ازای به که یافت مقادیری تواننمی c برای که دهید نشان .16- 4

,)(
x
cxf =  

 شمارا نامتناهی برد با تصادفی متغیر یک احتمال توزیع مقادیر عنوان به بتوان را
K,,, 321=x برد کار به.  
  .کنید رسم را احتمال نمایبافت زیر احتمال هایتوزیع از یک هر برای .17- 4

 )الف















−






=

3
6

3
42

/)(
xx

xf، 210 ازایبه ,,=x،   

xx )ب

x
xf −






= 5

5
4

5
15

543210 ازایبه )()()( ,,,,,=x.  
 عنوانبه توانمی را شده داده مقادیر آیا که کنید زیرتعیین موارد از یک هر برای .18- 4

43210 برد با تصادفی متغیر یک توزیع تابع مقادیر ,,,,=x نه یا برد کاربه.  
301   )الف /)( =F،    502 /)( =F،      803 /)( =F، 214      و /)( =F،  
501   )ب /)( =F،     402 /)( =F،      703 /)( =F، 014      و /)( =F،  
2501  )ج /)( =F،    6102 /)( =F،      8303 /)( =F، 014      و /)( =F.  
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  پیوسته تصادفی متغیرهای  4-3
 نقاط روی که کردیم معرفی حقیقی تابعی صورت به را تصادفی متغیر 1-4 بخش در

 با ،1-4 شکل در و بود، شده تعریف احتمال یندازها یک دارای اینمونه فضای
 از یک هر به شوندمی ظاهر تاس جفت یک ریختن در که اعدادی مجموع تخصیص

 که پیوسته، حالت در .کردیم تشریح را مفهوم این ای،نمونه فضای شانسهم ینقطه 36
 کار یهشیو کنند، اختیار پیوسته یاسیمق روی را مقادیری توانندمی تصادفی متغیرهای

 یا هاخطپاره روی نقاط با هاآزمایش برآمدهای .است گسسته حالت همانند زیاد میزانبه
 ایگونهبه که هستند اعدادی تصادفی متغیرهای مقادیر و شوند،می داده نمایش هاخط

 وقتی .شوندمی داده نسبت نقاط  اینبه xB هامعادله یا هاقاعده یهوسیل به مناسب
 خود به عموماً شود،می داده مشاهده یا اندازه یک با مستقیماً تصادفی متغیر مقدار

 برآمد و )آوریممی دستبه که ایاندازه( تصادفی متغیر مقدار بین که دهیمنمی زحمت
 آزمایش یک اگر ،مثلاً .شویم قائل تمایزی )حقیقی محور روی متناظر یهنقط( آزمایش
 مثلاً حاصل، یهنتیج باشد، قهوه گرمی 230 شیشه یک واقعی محتوای تعیین از عبارت
3225  نیست نیازی حقیقتاً و ماست، موردنظر که است ییتصادف متغیر مقدار گرم، /

 محور روی نقاط از معینی یهپیوست یهباز از عبارت اینمونه فضای که کنیم اضافه
   .است حقیقی اعداد
 متغیرهای و پیوسته اینمونه فضاهای با رابطه در هااحتمال تعریف یهمسئل      

 در را زیر وضعیت مطلب توضیح برای .است هاییپیچیدگی متضمن پیوسته تصادفی
  .گیریممی نظر

 رخ کیلومتر 200 طول به راهیبزرگ در  کهایسانحه احتمال به کنید فرض .10-4 مثال
 یهقطع روی شاید یا مشخصی، محل در تصادف  اینکهاحتمال و مندیم،علاقه دهد

 از متشکل ،»آزمایش« این یانمونه فضای .ماست توجه مورد دهد، رخ جاده از معینی
 برای ما و دارند، قرار کیلومتر 200 تا 0 یبازه در که نقاطی است، نقاط از پیوستاری

 دهد رخ d طول به ایبازه هر در تصادفی اینکه احتمال کنیممی فرض استدلال، یارائه
200 برابر

d ،آن در که باشد d این که کنید توجه .ودشمی گرفته اندازه کیلومتر برحسب 
200 هایاحتمال زیرا است، سازگار 2 و 1 موضوع هایاصل با هااحتمال تخصیص

d، 
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1200 و اندنامنفی همگی
200 ==)(SP. مورد در فقط هااحتمال تخصیص این اینجا تا 

 هااحتمال توانیممی بریم، کار به را 3 موضوع اصل اگر اامّ شد، انجام 200 تا 0 یبازه
 نیز هم از جدا هایبازه از ایدنباله شمارای نامتناهی یا متناهی تعداد هر اجتماع برای را
 هم از جدا یهباز دو از هرکدام روی تصادفی که ایناحتمال مثال، عنوانبه .بریم کار به
   برابر دهد رخ 2d و 1d هایطول به

200
21 dd +  

 شمارا نامتناهی ایدنباله به متعلق هایبازه از یکی روی تصادفی اینکه احتمال و است،
  با است برابر دهد رخ ،... ،1d، 2d یهاطول به هم از جدا هایبازه از

.
200

321 L+++ ddd  
 به را احتمال تخصیص توانیممی بریم، کار به را 7-3 یهقضی اگر صورت، این در      

 زه،با یک بازه، دو اشتراک چون و دهیم، گسترش نیستند جدا هم از که هاییبازه اجتماع
 به را احتمال تخصیص توانیممی است، بازه دو اجتماع یا بازه، یک نیز بازه یک متمم و
 تشکیل از را زیرمجموعه آن بتوان که دهیم تعمیم اینمونه فضای از ایزیرمجموعه هر

 هامتمم تشکیل با یا ها،بازه از شمارا نامتناهی یا نامتناهی تعداد هایاشتراک یا هااجتماع
  .آورد تدس به

 کاربه را 3 و ،2 ،1 هایاصل باز پیوسته، حالت به احتمال مفهوم توسیع در پس      
 کردیم، »پیشامد« برای که تعریفی از باید کلی،حالت در کار این انجام برای اامّ ایم،برده
   یا هااجتماع ساختن با تواننمی که را اینمونه فضای از هاییزیرمجموعه تمام

 آورد دستبه هامتمم ساختن یا ها،بازه شمارای نامتناهی یا نامتناهی تعدادی ایهاشتراک
 این به هاییاحتمال صرفاً ما زیرا ندارد، اهمیتی استثناء این عملی، نظر از .کنیم مستثنی

  .دهیمنمی نسبت  پیچیده هایمجموعه نوع
 یک در تصادفی وقوع لاحتما که کنید ملاحظه همچنین ،10-4 مثال به مراجعه با      
000000050 برابر فقط مترسانتی یک ای به طولبازه مثلاً کوتاه، خیلی یبازه  که است /

 آن روی تصادفی اینکه احتمال گراید،می صفر به بازه طول وقتی .است کوچک خیلی
 صفر احتمال تنها هاینقطه به ما پیوسته، حالت در البته ؛گرایدمی صفر به نیز دهد رخ
، دهند رخ توانندنمی متناظر پیشامدهای که نیست معنا بدین این .دهیممی نسبت را
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 در تصادف این الزاماً دهد،می رخ جاده کیلومتر200 طول در ایسانحه وقتی بالاخره
  .باشد داشته صفر احتمال نقطه هر اینکه ولو دهد،می رخ اینقطه

   احتمال چگالی ایهتابع  4-4
 خاصی بسیار حالت بردیم کار به هاتمالحا تخصیص برای 10-4 مثال در که راهی
 به تاس، یک وجه شش به مساوی هایتمالحا آن، طی که است راهی شبیه وذاتاً است،
 .دهیممی نسبت وغیره معمولی کارت دسته نوع یک از کارت 52 به و هاخط و شیرها
 فرض تر،کلی طوربه تصادفی متغیرهای به هااحتمال دادن نسبت یهمسئل در بحث برای
 آب واقعی مقدار معدنی، آب هایبطری پرکردن قسمت متصدی برای که کنیممی

 وضوح به .باشد مطرح ریزدمی لیتری یک هایبطری در پرکن بطری ماشین که معدنی
 یک مقدار، این اقعو در و کند،می تغییر دیگر بطری به بطری یک از نوشابه مقدار

 یک تا را هابطری معدنی آب مقادیر قسمت، متصدی گرا اامّ .است پیوسته متغیرتصادفی
 احتمال توزیع دارای که دارد سروکار گسسته تصادفی متغیر یک با گردکند لیتر دهم

 با هااحتمال آن در که نماییبافت صورت به توانمی را احتمال توزیع این و است،
 نمایش ،5-4 شکل بالای قسمت نمودار نظیر مثلاً اند،شده داده هامستطیل هایمساحت

   تصادفی متغیر با باز کند، گرد لیتر صدم یک تا را معدنی آب مقادیر او اگر .داد
 این و دارد، سروکار است احتمال توزیع  یکدارای که )لیاوّ با متفاوت( ایگسسته
 هایمساحت با هااحتمال آن در که نماییبافت صورت به توانمی را احتمال توزیع

 .داد نمایش ،5-4 شکل وسط قسمت نمودار نظیر مثلاً اند،شده داده هامستطیل
 هزارم ده یک تا یا اونس هزارم یک تا را نوشابه مقادیر او اگر که است واضح      
 ظر، بهمتنای گسسته تصادفی متغیرهای احتمال هایتوزیع نمایکند، بافت گرد اونس
 مجموع کنند، ومی میل ایمداده  نشان5-4شکل  پایین قسمت در که ایپیوسته منحنی

 معینیی هباز هر در معدنی آب مقادیر گرفتن قرار احتمال که هاییمستطیل هایمساحت
  .کندمی میل منحنی زیر متناظر سطح مساحت دهند، بهمی نمایش را

 را تابعی وجود تصادفی، متغیر هر برای پیوسته، حالت در احتمال تعریف واقع، در      
 زیر هایمساحت که قسمی به گیرد،می مفروض شودمی نامیده احتمال چگالی تابع که

 مشخص را افقی محور طول در متناظر هایبازه به مربوط هایاحتمال تابع، این منحنی
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)(b تا aاز چگالی تابع یک لانتگرا دیگر، بیان به .ندنکمی ba  که را این احتمال ≥
  .دهدمی دست به کند اختیار b تا a یهباز در را مقداری متناظر، تصادفی متغیر

  

  
  مقادیر گرد شده تا یک دهم اونس

  
   اونسمقادیر گرد شده تا یک صدم

  
  تعریف احتمال در حالت پیوسته. 4.5شکل

  

 شده تعریف حقیقی اعداد تمام یهمجموع روی که ،fمقدار  تابع حقیقی.4-4 تعریف
 به اگر تنها و اگر شودمی نامیده X یهپیوست تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع است،
baشرط اب b و a ثابت حقیقی ارمقد دو هر ازای ≤،  

.)()( ∫=≤≤
b

a

dxxfbXaP  

 اطلاق نیز .ا.چ.ت یا چگالی، توابع احتمال، هایچگالی اختصار به چگالی توابع به      
  .شود می

 گسسته، حالت مانند ،c ازایبه چگالی تابع دارمق ،cf)( که کنید توجه      
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)( cXP  به همیشه هااحتمال پیوسته، تصادفی متغیرهای با ارتباط در .دهدنمی را =
==c، 0 ثابت حقیقی مقدار هر ازای به و شوندمی داده نسبت هابازه )( cXP. این 

cba با 4-4 تعریف با مطلب   .شودمی نتیجه مستقیماً ==
 مقادیر از برخی ازای به توانمی را احتمال چگالی تابع مقدار ویژگی، این دلیل به      
 دلیل همین به و کنند، تغییر هااحتمال از یک هیچ اینکه بدون داد، تغییر صادفی تمتغیر
 به X تصادفی متغیر احتمال هایچگالی از یکی مقدار xf)( که گفتیم 4-4 تعریف در

 مهم نیز، ویژگی همین دلیل به .مطلق معنی به آن احتمال چگالی نه و است x ازای
 به .نکنیم یا کنیم منظور احتمال یهمحاسب در را b تا a یهباز سر دو نقاط که نیست

 عدد دو b و a و پیوسته تصادفی متغیر ،X اگر ،4-4ی قضیه نمادی در صورت
ba شرط با ثابت حقیقی   آنگاه باشند، ≥

).()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP <<=≤<=<≤=≤≤  
 هم باز که را احتمال چگالی توابع از زیر هایویژگی ،1-4 یهقضی با مشابه      

  .کنیممی بیان شوندمی نتیجه احتمال موضوع اصول از مستقیماً

 پیوسته تصادفی متغیر یک احتمال چگالی تابع عنوان به توانمی را تابعی .5-4 یقضیه
X آن، مقادیر اگر کاربرد به )(xf، شرایط در  
−∞>>∞+ ازای به .1 x، 0≥)(xf،  
2. 1=∫

+∞

∞−
dxxf )(،  

  .کند صدق

   احتمال چگالی یدارا X اگر .11-4 مثال





 >

=
−

0سایرجاها
03 xek

xf
x

)(  

)/( و k باشد، 150 ≤≤ XP بیابید را.  
  باشیم داشته باید باشد برقرار 5-4 یقضیه شرط میندوّ اینکه برای .حل

 1
3030

3
3 ==

−
== ∫∫

∞+ −

+∞→

−∞+

∞−

ktekdxekdxxf
x

t
x lim)(  

  آوریممی دست به ایم،خواسته که احتمالی برای .k=3 که شودمی نتیجه و
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 ./
/

)/( /
/

1730
50
1

3150 51331

50
3 =+−=−==≤≤ −−−−∫ eeedxeXP xx  

 یهحوز در ما ولی اختیارکند، منفی مقادیر تواندنمی قبل مثال متغیرتصادفی گرچه      
 .شود شامل را حقیقی اعداد تمام تا دادیم بسط تصنعی ایگونه به را آن احتمال چگالی

  .کرد خواهیم پیروی آن از کتاب این تمام در که است ایشیوه این
 این احتمال آنها در مندیمعلاقه که دارند وجود دیزیا مسائل گسسته، حالت مثل      

 باشد آن یا مساوی یا کوچکتر ،x حقیقی عدد از پیوسته متغیرتصادفی مقدار که را
  .دهیممی ارائه است 3-4 تعریف مشابه که را زیر تعریف لذا .بدانیم

  تابع باشد، tf)( احتمال چگالی  با تابعایپیوسته فیمتغیرتصاد ،X اگر .5-4 تعریف

 +∞<<∞−=≤= ∫
∞−

xdttfxXPxF
x

,   )()()(  

  .شودمی نامیده X تجمعی توزیع یا توزیع تابع 

 نیز پیوسته حالت برای شدند، ارائه 2-4 یهقضی در که توزیع توابع هایویژگی      
baوقتی و ،F)(∞+=F، 1)(∞−=0یعنی برقرارند؛ <، )()( bFaF  از علاوه به .≥
  که شودمی نتیجه مستقیماً 5-4 تعریف

 توزیع عتاب و احتمال توزیع تابع  مقدارهایترتیببه ،xF)( و xf)( اگر .6- 4یقضیه
X در x ،ثابت و حقیقی مقدار دو هر ازایبه آنگاه باشند a و b شرط با ba ≤،   

),()()( aFbFbXaP −=≤≤  
  و

,)()(
dx

xdFxf =  
  .ستا موجود مشتق این و

 توزیع تابع این .بیابید را 11-4 مثال به مربوط X متغیرتصادفی توزیع تابع .12-4 مثال
)/( مجدد یهمحاسب برای را 150 ≤≤ XP برید کار به نیز.  

  ،x<0 ازای به .حل
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xtx tx
e

x
edtedttfxF 33

0
3 1

0
3 −−−

∞−
−=−=== ∫∫ )()(  

 بنویسیم توانیممی ،x، 0=)(xF≥0 ازایبه چون و





>−
≤

= − 01
00

3 xe
x

xF x)(  
)/( یافتن برای 150 ≤≤ XP به که کنیم،می استفاده 6-4 یهقضی قسمت فرمول از 
 دهدمی دست

./
)()(

)/()()/(
/

1730
11

501150
513

=
−−−=

−=≤≤
−− ee

FFXP

  

 به مستقیماً 11-4 مثال در احتمال چگالی تابع از استفاده با که اینتیجه با جواب این
  .دارد مطابقت آمد دست

  اشتوزیع تابع که تصادفیی متغیر برای احتمال، چگالی تابع یک .13-4 مثال









≤
<≤
<

=
x
xx
x

xF
11

10
00      

)( 

  .کنید رسم را آن نمودار و پیدا است،
 تابع از .است پذیرمشتق ،x=1 و x=0 در جز جاهمه شده داده توزیع تابع چون .حل

x، 10>0 برای توزیع << x 1 و>x آوریممی دستبه را 0و ،1 ،0و گیریممی مشتق. 
  بنویسیم توانیممی ،6-4 یهقضی از مدوّ قسمت بنابر پس









>
<<

<
=

10
101
00

x
x

x
xf )(  

 صفر برابر را 1f)( و 0f)( مقادیر ،x=1 و x=0 در رخنه دو پرکردن برای و
 شده تعریف ونهچگ نقطه دو این در احتمال چگالی که نیست مهمّ واقع در .گیریممی

 صفر باز یهباز یک روی احتمال چگالی تابع که طریق این به مقادیر انتخاب اامّ است،
 به را اصلی تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع توانمی پس .دارد هاییمزیت نباشد

  صورت
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

 <<

= 0دیگر   جاهایسایر
101 x

xf )(  

  .ایمداده نشان 6-4 شکل در را تابع این نمودار .نوشت

  
  13-4 مثال احتمال چگالی تابع نمودار .6-4 شکل

  تمرین
   صورت به X پیوسته تصادفی متغیر احتمال چگالی .19- 4





 <<

= 0 جاهاسایر
725

1 x
xf )( 

   .است شده داده
 )x محور بالای( منحنی زیر مساحت کل که کنید تحقیق و رسم را نمودار آن )الف
  .ا یک استب برابر
)(مقدار  )ب 53 << XPرا بیابید .  
   صورت به Y پیوسته تصادفی متغیر احتمال چگالی .20- 4



 <<+

= 0 جاهاسایر
4218

1 yy
xf

)(
)(  

)/( است مطلوب .است شده داده 23<YP و )//( 2392 << YP.  
   صورت به X صادفیت متغیر احتمال چگالی تابع .21- 4



 <<

=
0جاهاسایر
40 x

xf x
c

)( 

   است مطلوب است شده داده
)( )ب      ،cمقدار )الف 4

1<XP و )( 1>XP. 
  صورت به X پیوسته تصادفی متغیر احتمال چگالی .22- 4
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



≤
>=

−

00
0

2

z
zezkzf

z
)(  

  .کنید رسم را احتمال چگالی این نمودار بیابیدو را k .است شده داده
   صورت به X پیوسته تصادفی متغیر احتمال چگالی .23- 4



 <<−

= 0 جاهاسایر
1016 xxx

xg
)(

)(  

)( است مطلوب .است شده داده 4
1<XP و )( 2

1>XP.  
   صورت به آن احتمال چگالی که را X تصادفی متغیر توزیع تابع .24- 4









<<
<<

=
0 حاهاسایر
42
10

3
1
3
1

x
x

xf )(  

  .کنید رسم نیز را توزیع تابع و احتمال چگالی تابع نمودارهای .بیابید است شده داده
   صورت به آن احتمال چگالی که را X تصادفی متغیر توزیع تابع .25- 4








<≤−
<<

=
0 حاهاسایر
212
10

xx
xx

xf )(  

  .کنید رسم نیز را توزیع تابع و احتمال چگالی تابع نمودارهای .بیابید است شده داده
  صورت به آن احتمال چگالی که را X تصادفی متغیر توزیع تابع .26- 4













<<
≤<
≤<

= −

0 جاهاسایر
32
21
10

2
3
2
1
2

x
x
x

xf x

x

)(  

  .کنید رسم نیز را توزیع تابع و احتمال چگالی تابع نمودارهای .بیابید ستا شده داده
   صورت به X تصادفی متغیر توزیع تابع .27- 4









≤

<≤−
+

−<

=

x

xx
x

xF

11

11
2
1

10

   

       
)(  

)( است مطلوب .است شده داده 2
1

2
1 <<− XP و )( 32 << XP.  

  صورت به X ادفیتص متغیر توزیع تابع .28- 4
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





≤

>−
=

30

391 2

y

y
yyF )(  

)( است مطلوب .است شده داده 5≤YP و )( 8>YP.  
  صورت به X تصادفی متغیر توزیع تابع .29- 4





≤
>+−=

−

00
011

x
xexxF

x)()(  
)( است مطلوب .است شده داده 2≤XP،)( 31 << XP، و )( 4>XP .  

 شودمی انجام دیرتر یا زودتر B شهر به A شهر از پروازی که دقایقی تعداد .30- 4
   صورت به آن احتمال چگالی که است تصادفی متغیری





 <<−−

=
0جاهاسایر

6636228
1 2 xx

xf
)(

)(  
 معرف مثبت، مقادیر و پرواز شدن انجام زود معرف منفی، مقادیر آن در که است، 
   پروازها این از یکی که را آن احتمال کنید پیدا .پروازند در خیرأت

  دیرتر، دقیقه یک حداقل )ب      زودتر، دقیقه 2 حداقل )الف
  دیرتر، دقیقه 5 دقیقاً )د     زودتر، دقیقه 3 تا 1 از مدتی )ج

  .گیرد انجام
 یهشد بندیبسته غذایی یماده یک )ساعت برحسب( ماندن سالم زمان مدت .31- 4

   صورت به آن احتمال تابع که است تصادفی متغیری نشدنی، فاسد







≤

>
+=

00

0
100

20000
3

x

x
xxf )()(  

   هابسته این از یکی ماندن سالم زمان مدت که را آن احتمال یدکن پیدا .است
  ساعت،200 حداقل )الف
  ساعت، 100 حداکثر )ب
  .ساعت 120 تا 80 بین )ج
 نوع با اتومبیل دارندگان برای )کیلومتر 1000 برحسب( تایر فرسودگی میزان .32- 4

  صورت به آن احتمال چگالی تابع که است تصادفی متغیری تایر، خاصی
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1 30

x
xexf

x

)(  

   هالاستیک این از یکی اینکه احتمال کنید پیدا. است شده داده
  کیلومتر، 18000 حداکثر )الف
  کیلومتر، 36000 تا 27000 از )ب
   .کیلومتر48000 حداقل )ج
 تصادفی متغیری ،)لیتر میلیون برحسب( آب یهروزان مصرف معین، شهری در .33- 4

   صورت به آن احتمال چگالی که است







>
−

=
0جاهاسایر
09

1 3 xexxf
x

)(  

  ،معینی روز در اینکه احتمال .است
  نباشد، میلیون 6 از بیش شهر این رد آب مصرف )الف
 باشد، لیتر میلیون9 شهر این روزانه ظرفیت که صورتی در نباشد، کافی آب ذخیره )ب

  است؟ چقدر
 است متغیری خاصی، نژاد یساله پنج هایسگ )سال برحسب( عمر طول .34- 4

   صورت به آن توزیع تابع که تصادفی







>−
≤

= 5251
50

2 x
x

x
xF )(  

   ایساله جپن سگ چنین اینکه احتمال کنید پیدا .است
  سال،15 تا 12 بین )ج    سال، هشت از کمتر )ب  سال، ده از بیش )الف
  .کند عمر

  چندمتغیره هایتوزیع  4-5
 اینمونه فضایی بر مقدارحقیقی تابعی صورت به را متغیرتصادفی فصل، این آغاز در

-نمونه فضای روی بتوان را زیادی تصادفی متغیرهای که است منطقی و کردیم، تعریف
 فقط ما ،1-4 شکل اینمونه فضای با ارتباط در مثال، برای .کرد تعریف واحدی ای

 ریختن در که بودند عدد دو مجموع مقادیرش که گرفتیم نظر در را تصادفیی متغیر
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 که بگیریم درنظر را تصادفیی متغیر توانستیممی اامّ شوند،می ظاهر تاس جفت یک
 شوند،می ظاهر تاس جفت یک ریختن در که باشند عددی دو ضربحاصل مقادیرش

 برای که باشند هاییتاس تعداد یانگرب و بوده 2 یا 1 ،0 مقادیرش که تصادفیی متغیر یا
 است ممکن روزمره، زندگی با نزدیکتر ارتباط در .هذاعلیقس و بیابید، 2 عدد آنها

 یک به که  باشدآموزیدانش 345 از تعدادی تصادفی انتخاب از عبارت آزمایشی
 بهداشتی مراقب آنها، هوشی یهبهر تعیین به مدرسه رئیس و روند،می ابتدایی یهمدرس
  .مندعلاقه ... و اندکرده غیبت که روزهایی تعداد به مدرسه ناممعلّ آنها، وزن به مدرسه

 یک با هاییوضعیت به یعنی پردازیم،می دومتغیره حالت به ابتدا بخش این در      
 بعداً، .اندشده تعریف توأم اینمونه فضای یک روی زمانهم که تصادفی متغیر جفت
 شامل را تصادفی متغیرهای از متناهی تعداد هر که متغیره، چند حالت به را بحث این
  .دهیممی تعمیم شود،می

 yو x مقدار X که را این احتمال باشند، گسسته تصادفی متغیر دو Y و X اگر      
),( صورت به کند اختیار را y مقدار yYxXP  این بنابر نویسیم؛می ==

),( yYxXP xX پیشامدهای اشتراک احتمال ،== yY و =  حالت مانند .است =
 به مربوط هایاحتمال توانستیممی و داشتیم سروکار تصادفی متغیر یک با که متغیره یک
 حالت در توانیممی اینک .دهیم نمایش جدول یک یهوسیل به را X مقادیر یههم

 یک یهوسیل به را Y و X مقادیر هایجفت یههم به طمربو هایاحتمال نیز دومتغیره
  .دهیم نمایش جدول

 و آبیی همهر 2 ،قرمزی همهر 3 محتوی که ظرفی از تصادف به مهره دو .14- 4 مثال
 و قرمز هایمهره تعداد ترتیب به Y و X اگر .کنیممی انتخاب است،سبز ی همهر 4

 مربوط هایاحتمال دارند، وجود ظرف از منتخب یمهره دو بین که باشند آبی هایمهره
  .بیابید را Y وX ممکن مقادیر هایجفت یههم به

),( از اندعبارت ممکن هایجفت .حل 00، ),( 10، ),( 01، ),( 11، ),( ),( و، 20  پیدا برای .02
),( به مربوط هایاحتمال کردن  مهره یک آوردندستبه پیشامد با که کنیممی مشاهده ،01

 یمهره چهار از  مهرهیک نتیجه در و ،آبی یمهره دو از مهره 0 ،قرمز یمهرهسه  از
 برابر داد انجام را کار این توانمی که هاییراه تعداد .داریم سروکار سبز
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 ،انتخاب را مهره 9 از مهره 2 توانمی که هاییراه کل تعداد و است 

36 برابر کرد
2
9

=





 هاانتخاب بودن تصادفی فرض بنابر امکانات این چون .است   

),(به مربوط احتمال که شودمی نتیجه ،2-3 یهقضی از اندشانسهم  برابر 01
3
1

36
12

= 
),( به مربوط احتمال طور،همین .است   برابر 11
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  .آوریممی دستبه ایمداده نشان زیر جدول در که را مقادیری راه، این یهادام با و است
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 بـه  را هـایی احتمـال  چنـین  کـه  اسـت  بهتر عموماً متغیره، یک حالت مانند درواقع      
 تابعی یهوسیل به را هااحتمال که است بهتر دیگر عبارت به .کنیم ارائه فرمولی یهوسیل
),(),( مقــادیر بــا yYxXPyxf ),( مقــادیر از جفــت هــر بــرای ،=== yx بــرد در 

 متغیرهـای  جفت برای توانیممی نمونه، عنوان به .کنیم بیان Y و X تصادفی متغیرهای
210ازای  به 14-4 مثال تصادفی ,,=x ،210 ,,=y ،20 ≤+≤ yx، بنویسیم  

.),(
















−−















=

2
9
2
423

yxyxyxf  

 با که تابعی باشند، گسسته تصادفی متغیرهای Y و X راگ .6-4 تعریف
),(),( yYxXPyxf ),( رمقدا هرجفت برای === yx دبر در X، Y می داده-

  .شودمی خواندهYوXتوأم احتمال توزیع شود،

   که شودمی نتیجه احتمال موضوع اصول از ،1-4 یهقضی شبیه      
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 توأم احتمال توزیع عنوان به تواندمی وقتی تنها و وقتی دومتغیره تابعی .7- 4 یهضیق
),( آن، مقادیر که رود، کار به Y و X تصادفی متغیر جفت یک yxf، زیر شرایط در 

  .کنند صدق
),( مقدار جفت هر ازای به .1 yx 0 مربوط، یهحوز در≥),( yxf؛  
2. ∑∑ =

x y

yxf ),( جفت تمام ازای به دوگانه یابیمجموع که ،),(1 yxممکن های 
  .شودمی انجام مربوط یهحوز در

  تابع که کنید تعیین طوری را k مقدار .15-4 مثال

321321 ,,;,,),( === yxyxkyxf   ,    
  .برد کاربه توأم احتمال توزیع عنوانبه بتوان را

kf آوریممی دستبه قراردهیم، تابع در را y و x فمختل مقادیر اگر .حل =),( 11، 
kf 221 =),(، kf 331 =),(، kf 212 =),(، kf 422 =),(، kf 632 =),(، 

kf 313 =),(، kf 623 =),(، kf 933  ،7-4 یهقضی شرط لیناوّ برقراری برای .),(=
  شرط میندوّ برقراری برای و باشد، منفی نباید k ثابت

198765432 =++++++++ kkkkkkkkk  
136 که قسمی به =k 36 و

1=k.  
 متغیر دو مقادیر اینکه احتمال دانستن زیادی مسائل در متغیره، یک حالت مانند      

  .است توجه مورد باشند، آنها از کوچکتر یا y و x حقیقی اعداد با برابر تصادفی

به  صورت به که تابعی باشند، گسسته تصادفی متغیرهای Yو X اگر .7-4 تعریف
−∞>>∞+ازای  x و ،+∞<<∞− y 

∑ ∑
≤ ≤

=≤≤=
xs yt

tsfyYxXPyxF ),(),(),(  

),( آن در و شود،می داده  tsf توأم احتمال توزیع مقدار X و Y در ),( ts ،است 
  .شودمی خوانده Y و X توأم تجمعی توزیع یا توأم، توزیع تابع

),( ،14-4 مثال به مراجعه با .16-4 مثال 11F کنید پیدا را.  
  .حل
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.

),(),(),(),(
),(),(

9
8

6
1

3
1

9
2

6
1

11011000
1111

=

+++=

+++=
≤≤=

ffff
YXPF

  

 اعـداد  تمـام  ازای بـه  متغیرتـصادفی  دو تـوأم  توزیـع  تابع متغیره، یک حالت مانند      
 ،14-4 مثـــال  بـــرای  نمونـــه  عنـــوان  بـــه  اســـت؛  شـــده  تعریـــف  حقیقـــی

01212 =≤−≤=− ),(),( YXPF 154735473 و =≤≤= )/,/()/,/( YXPF.  

  تعمـیم  پیوسـته  حالـت  بـه  ایمکرده معرف بخش دراین تاکنون راکه مفاهیمی حال      
   .دهیممی 

),( مقادیر با متغیره دو تابع یک .8-4 تعریف yxf، یهصفح روی که xy، تعریف 
 و اگر شود،می خوانده Y و X تصادفی متغیرهای توأم احتمال چگالی عتاب است، شده
 xy یهصفح از A یهناحی هر برای اگر، تنها

.),()),(( ∫∫=∈
A

dydxyxfAYXP  

 جفت یک توأم احتمال چگالی تابع عنوان به توانمی را متغیره دو تابعی .8- 4 یهقضی
),( آن مقادیر که برد کار به Y و X یهپیوست تصادفی متغیر yxf، زیر شرایط در 
  :کنند صدق

−∞>>∞+−∞>>∞+ازای  به .1 xy ),(≤0؛   ، yxf،   
2. ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−
= 1dydxyxf ),(.  

   صورت به Y و X تصادفی متغیر دو توأم احتمال چگالی تابع اگر .17-4 مثال





 <<<<+

=
سایرجاها

  
0

2010
5
3 yxxyxyxf ,)(),(  

)),(( باشد، AYXP }),(,{ یهناحی ،A آن در که را ∋ 210 2
1 <<<< yxyx است 



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  161     احتمال هایچگالی و ها،متغیرهای تصادفی، توزیع

  .یابیدب
 .حل

.

)(

),()∈),[(

80
11

1
2

4040
3

40
1

40
3

015
3

10
3

5
3

210

22

1

2

1

2
1222

1 0

2
1

2
1

=+=




 +=










=
=

+=+=

<<<<=

∫

∫∫ ∫

yydyy

dy
x
xxyxdydxxyx

YXPAYXP

                       

                         

    

  

  
 تمرین

),( توأم توزیع اگر .35- 4 YX صورت به   





 ==

+
=

جاهاسایر
  

0

32121
51
23 ,,;,),( yxyx

yxf  

),( مقدارباشد،  21F است؟ چقدر 
   صورت به Y وX توأم چگالی تابع اگر .36- 4



 <+>>

= سایرجاها
 

0
1002 yxyx

yxf
,,

),(  

),(باشد،  3
1

8
1

3
2

2
1 <<<< YXP   .آورید دست به را   

 آن در r ،... ،2 ،1 هایشماره با یکسان یهمهر r که گیرید نظر در را ایجعبه .37- 4
   جعبه این از تاییn یتصادف یهنمون یک .باشند
  جایگذاری، بدون )الف
   جایگذاری، با )ب

 نمایانگر 2Xو نمونه در انتخابی عدد ترینکوچک نمایانگر 1X اگر .کنیممی انتخاب
),( توأم توزیع باشد، نمونه در انتخابی عدد بزرگترین 21 XX بیابید را. 

  .باشد توأم چگالی تابع یک زیر تابع تا بیابید نحوی به را k مقدار .38- 4





 <<<<

=
جاهاسایر
   

0

100 yyx
y
k

yxf
,

),(  
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   ایحاشیه هایتوزیع  4-6
  .گیریممی نظر در را زیر مثال ابتدا ای،حاشیه توزیع مفهوم معرفی برای

 تعداد یعنی ،Y و X تصادفی متغیرهای توأم احتمال توزیع 14-4 مثال در .18-4 مثال
 ظرفیاز تصادف به که را ایمهره بین موجود آبی هایمهره تعداد و های قرمزمهره

 دست به آوریم،می بیرون سبز یهمهر 4 و ،آبی یهمهر 2 ،قرمز یهمهر 3 محتوی
  .جداگانه پیدا کنید طور به را Y احتمال توزیع و X احتمال توزیع .آوردیم
 هر به مربوط هایمجموع یعنی ای،حاشیه هایمجموع با همراه ،14-4 مثال نتایج .حل
  .ایمداده نشان زیر جدول در را نستو هر و سطر

12
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2
1

12
5

36
1
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7
12
7

36
1

6
1
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12
1
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1

6
1

00
0

2
1
0

210

y

x

  

 به .کندمی اختیار را 2 و ،1 ،0 مقادیر X که هستند هاییاحتمال ستونی هایمجموع
 مقادیر ها،مجموع این دیگر عبارت

∑
=

==
2

0
210

y
xyxfxg ,,),()(           

  مقادیر سطری، هایمجموع ترتیب، همینبه .هستند X احتمال توزیع به مربوط

∑
=

==
2

0
210

x
yyxfyh ,,),()(            

  .هستند Y احتمال توزیع به مربوط
  .شویممی هدایت زیر تعریف به لذا      

),( و گسسته، تصادفی متغیرهای Yو X اگر .9-4 تعریف yxf احتمال توزیع مقدار 
),( در آنها توأم yx ،هر برای که تابعی باشد x برد در X صورت به  

,),()( ∑=
y

yxfxg  
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 به Y برد در y هر برای که تابعی متناظراً .دارد نام X ایحاشیه توزیع شود،می داده
  صورت

,),()( ∑=
x

yxfyh  
  .دارد نام Y ایحاشیه توزیع شود،می داده

 هایتوزیع جای به احتمال هایچگالی اند،پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X وقتی
  :آوریممی دست به و گیرند،می قرار هامجموع جای به هاانتگرال و حتمال،ا

),( و پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X گر ا.10-4 تعریف yxf چگالی مقدار 
),( در آنها توأم احتمال yx ،صورت به که تابعی باشد  

∞x-∞dyyxfxg +<<= ∫
+∞

∞−
,),()(       

 صورت به که تابعی متناظراً، .دارد نام X ایحاشیه چگالی شود،می داده

∞y-∞dxyxfyh +<<= ∫
+∞

∞−
,),()(       

  .دارد نام Y ایحاشیه گالیچ شود،می داده

  توأم چگالی .19-4 مثال





 <<<<+

= سایرجاها
  

0
101023

2 yxyx
yxf

,)(
),(  

  .بیابید را Y و X ایحاشیه هایچگالی است، شده داده
10 برای لازم هایگیریانتگرال انجام با .حل << x، آوریممی دست به 

),()(),()( 12 3
21

03
2 +=+== ∫∫

+∞

∞−
xdyyxdyyxfxg  

10 برای طریق همینبه .xg)(=0 داریم x مقادیر سایر برای و << y،  

,)()(),()( ∫∫ +=+==
+∞

∞−

1

0 3
1

3
2 412 ydxyxdxyxfyh  

 .yh)(=0 مقادیر سایر برایو 
 هـای توزیـع  از تـوانیم مـی  تنها نه داریم، سروکار دفیتصا متغیر دو از بیش با وقتی      
   هـای توزیـع  از تـوانیم مـی  بلکـه  کنـیم،  صـحبت  تصادفی متغیرهای تک تک ایحاشیه
 تـوأم  احتمـال  توزیـع  اگر .آوریم میان به صحبت هم تصادفی متغیر چند توأم ایحاشیه
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123 یهگسست تصادفی متغیرهای XXXX n ),,,( مقادیر دارای ...،،،، nxxxf K21 ،باشد 
   صورت به 1X برد در واقع مقادیر تمام برای تنهایی به 1X ایحاشیه توزیع

),,,,()( ∑∑=
nx

n
x

xxxfxg KL 211
2

  

123 توأم ایحاشیه توزیع .شودمی داده XXX 123 برد در مقادیر یههم برای ،، xxx  به ، ، ،
  صورت

,),,,(),,( ∑∑=
nx

n
x

xxxfxxxm KL 21321
4

  

 .کرد تعریف طریق همین به توانمی نیز را دیگر ایحاشیه هایتوزیع و شود،می داده
 جای به هاانتگرال و احتمال هایتوزیع جای به احتمال هایچگالی پیوسته، حالت برای

 یهپیوست تصادفی تغیرهایم توأم احتمال چگالی اگر و گیرند،می قرار هامجموع
123 XXXX n ),,( مقدار ...،، ، ، nxxf K1 2 ایحاشیه چگالی باشند، داشته راX به 

−∞>>∞+ برای تنهایی 2x، صورتبه   
,...),...,,()( ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−
= nn dxdxdxxxxfxh 31212 K  

−∞>>∞+برای ،nXو 1X توأم ایحاشیهچگالی شود،می داده 1x، +∞<<∞− nx، 
  صورت به

,...),...,,(),( ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞− −=ϕ 132211 nnn dxdxdxxxxfxx L  
  .هذاعلیقس و شود،می داده

  یمتغیره سه احتمال چگالی .20-4 مثال





 ><<<<+

=
−

سایرجاها
     

0
01010 32121

321

3 xxxexxxxxf
x ,,)(),,(  

  .بیابید را 1X ایحاشیه چگالی و 3X و 1X توأم ایحاشیه چگالی .گیریممی نظر در را
 برای را 3X و 1X توأم ایحاشیه چگالی لازم، هایگیریانتگرال انجام با .حل
10 1 << x 03 و >x کنیممی پیدا زیر صورت به: 

,)()(),( 33
1

0 122131 2
1 xx exdxexxxxm −−∫ +=+=    

031 داریم مقادیر سایر برای و =),( xxm. که شویممی متوجه نتیجه، این از استفاده با 
10 برای تنها، 1X ایحاشیه چگالی 1 << x، صورت به 
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2
1

1
0

32
1

1

0
331

0

1

0
323211

3 +=+=

==

∫

∫∫ ∫
∞+

−

+∞+∞

xdxex

dxxxmxdxxxxfxg

x )(

),(),,()(

  

01 مقادیر سایر ازای به و شودمی داده =)(xg.  

 تمرین
 .آورید دست به را ایحاشیه چگالی توابع ،35-4 تمرین برای .39- 4
  .آورید دست به را ایحاشیه چگالی توابع ،36-4 تمرین برای .40- 4
  آورید دست به زیر توأم توزیع روی از را ایحاشیه چگالی توابع .41- 4

1
3

02
001

321

9
1

9
2

9
2

9
1

9
2
9
1

)(

)(

yf

xf
x
    y

  

),( اگر .42- 4 yxF تصادفی متغیر دو توأم توزیع تابع مقدار X و Y ،برحسب باشد 
),( هایکمیت caF، ),( daF، ),( cbF،  و ),( dbFمقدار ، ),( dYcbXaP ≤<≤< 

  .بیابید را

  مستقل تصادفی متغیرهای  4-7
 زیادی تاهمیّ معمولاً استقلال مسائل داریم، سروکار تصادفی متغیر چند یا دو با وقتی
  .دارند

),,...,( اگر .11-4 تعریف nxxxf  تصادفی متغیر n توأم احتمال توزیع مقدار ،21
12 یهگسست XXX n ،،، ),,...,( در ... nxxx )( و 21 ii xf ایحاشیه توزیع مقدار iX در 

ix ازای به ni  یهکلی ازای به اگر تنها و اگر اندمستقل متغیرها این باشد، =21,,...,
),...,,( nxxx   بردشان در ها21
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      آمار و احتمال166

).(...)()(),...,,( nnn xfxfxfxxxf   221121 =  

 به را چگالی یهکلم تنها پیوسته، تصادفی متغیرهای مورد در متناظر تعریفی یارائه برای
  .دهیممی قرار توزیع یهکلم جای
 متغیرتصادفی سه هک کرد تحقیق توانمی آسانی به استقلال، برای تعریف این با      
13  تصادفیمتغیر دو اامّ ،نیستند مستقل 20-4 مثال XX  تصادفی متغیر دو همچنین و و
23 XX   .اندمستقل دو به دو  و 

 هایاحتمال یافتن در 11-4 تعریف از استفاده یهنحو دادننشان برای زیر هایمثال      
  .روندمی کار به مستقل، تصادفی یرمتغ چندین به مربوط

 iX کنید فرض .گیریممی نظر در را همگن یهسک یک مستقل پرتاب n .21-4 مثال
ni پرتاب، امینi در حاصل شیر )1 یا 0( تعداد  توأم احتمال توزیع .باشد =21,,...,
  .بیابید را تصادفی متغیر n این
ni  به ازای،iX تصادفی متغیرهای از هریک چون .حل    احتمال توزیع دارای ،=21,,...,

10
2
1 ,)( == iii xxf        

  با آنها توأم احتمال توزیع اند،مستقل تصادفی متغیر n و است،

,

)(...)()(),...,,(
n

nnn xfxfxfxxxf






==

=

2
1

2
1

2
1
2
1

221121

L

    
 

niبه ازای  ،ix هر آن در که شود،می داده   .است 1 یا 0 برابر ،=21,,...,

123 قلمست تصادفی متغیرهای .22-4 مثال XXX    احتمال هایچگالی با ،،





 >

=
−

0سایرجاها
01

11

1 xexf
x

)( 





 >

=
−

0سایرجاها
02 2

2

22

2 xexf
x

)( 





 >

=
−

0سایرجاها
03 3

3

33

3 xexf
x

)(  
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 یهمحاسب برای را آن و بیابید، را آنها توأم احتمال چگالی  تابعاند،شده داده
),( 11 321 >≤+ X XXΡ برید کار به.  

01 ازای به توأم احتمال چگالی مقادیر .حل >x، 02 >x، 03 >x صورت به   

,

)()()(),,(

321321 3232
332211321

632 xxxxxx eeee

xfxfxfxxxf
−−−−−−

==

=  

0321 مقادیر سایر ازای به و شود،می داده =),,( xxxf. پس  

./
)(

),(

0200
21

611

321
1

1

0

1

0

32
321

2
321

=
+−=

=>≤+Ρ

−−−

∞ −
−−−∫ ∫ ∫

eee

eXXX
x

xxx

  

 تمرین
 .نیستند مستقل یا اندمستقل تصادفی متغیرهای کنید، تعیین 35-4 تمرین برای .43- 4
 زیر صورتبه Z و ،X، Y گسسته تصادفی متغیر سه توأم احتمال توزیع اگر .44- 4

  باشد
2132121

63
,;,,;,,)(),,( ===

+
= zyxzyxzyxf  

  اند؟مستقل هم از تصادفی متغیر سه آیا )الف
),( مقدار )ب 32 ≤+= ZYXP بیابید را.  
 سپس آورید، دست به زیر توأم توزیع روی از را ایحاشیه چگالی توابع .45- 4

  .دهید قرار بررسی مورد را تصادفی متغیر دو استقلال

1
03

02
01

321

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

)(

)(

yf

xf
x
    y
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  شرطی هایتوزیع  4-8
 شرط به است، معلوم B پیشامد که تیوق را A پیشامد شرطی احتمال م،سوّ فصل در
0≠)(BP صورتبه  

,
)(

)()|(
BP

BAPBAP I
=  

xX پیشامدهای B و A اکنون که کنید فرض .کردیم تعریف yY و =  د،هستن =
==≠0 شرط به توانیممی بنابراین )()( yhyYP بنویسیم  

,
)(

),(
)(

),()|(
yh

yxf
yYP

yYxXPyYxXP =
=

==
===  

),( آن در که yxf توأم احتمال توزیع مقدار X و Y در ),( yx، و )(yh مقدار 
)|( صورت به را شرطی احتمال .است y در Y ایحاشیه عتوزی yxf تا نویسیممی 
  :دهیممی ارائه را زیر تعریف اینک .است شده تثبیت y و متغیر مقدار x که دهیم نشان

),( اگر .12- 4 تعریف yxf ی هگسست تصادفی متغیرهای توأم احتمال توزیع مقدار
X وY در ),( yx، و )(yh ایحاشیه توزیع مقدارY در y ،برای که تابعی باشد 
   صورت به X برد در xهر

0≠= )(,
)(

),()|( yh
yh

yxfyxf             
yY شرط به X شرطی توزیع است،  مقدار ،xg)( اگر متناظراً، .شودمی نامیده =
  صورت به Y برد در y هر برای که تابعی باشد، x در X ایحاشیه توزیع

0≠= )(,
)(
),()|( xg

xg
yxfxyw             

xX شرط به Y شرطی توزیع است،   .شودمی نامیده =

  :داریم مستقل تصادفی متغیر دو برای است نروش      
).()|( yhxyw =        ),()|( xgyxf =  

   صورت به تصادفی متغیر دو توأم توزیع اگر .23-4 مثال
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3
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3
1
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1
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6
1
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1

)(

)(
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xg
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    y

  

  :از عبارتند y شرط به مطرح شرطی چگالی سهباشد، 
( )

102001000

3210

3
1

3
1
3
1

3
1

===⇒===

=

)|()|(

|

YXPxf

yx
        

( )

113100001

3211

3
1
3
1

3
1

3
1

===⇒===

=

)|()|(

|

YXPxf

yx
        

  

( )
( )

2
1

2
1

3
12

1

3
1
6
1

2
1

3
1
6
1

2
212

002

3212

)|(
|

)|(

|

xf
yx

xf

yx
=

⇒===

=

        

  تمرین
)|( شرطی هایچگالی ،23-4 مثال اطلاعات به توجه با .46- 4 xyw آورید دستبه را.  
)|( که دهید نشان .47- 4 xyw و )|( yxf شندبامی دارا را چگالی تابع هایویژگی.  
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 پنجمفصل 
 
  

 امید ریاضی
 
  
  مقدمه  5-1

 در و اسـت،  آمـده  وجود به شانسی هایبازی با ارتباط در ابتدا، در ریاضی، امید مفهوم
 در دارد را آن بـرد  امکـان  بـازیکن  کـه  اسـت  مبلغـی  ضربحاصل صورتش، ترینساده

ه سـبب   ب. فقط منحصر به این موضوع نیست     امروزه کاربرد آن     .شود برنده آنکه احتمال
 :کنـیم ی مفهوم امید ریاضی اسـتفاده مـی  سادگی از مثالی که بسیار رایج است برای ارائه      

 برای مشتری کـه  ی طلا سکه100ای به ارزش  مشتری، جایزه 10000  از میان  فروشگاهی
هـر   ایزه بـرای   دریافـت ج ـ    در نظر گرفته، پـس امیـد ریاضـی         به تصادف انتخاب شود،   

مشتری  
10000
1100010    تعبیـر  متوسـط  یـک  مفهـوم  بـه  رقم این .طلا است ی  سکه /=×

 طـور بـه  یا ،ی طلا  سکه 100 جمعاً مشتری 10000 یهجایز مقدار که معنا بدین شود،می
مشتری  هر  به   متوسط

10000
100010  ارزش بـه  مـی دوّ یهجایز اگر .رسدمیلا  ی ط سکه /=

 باشـند،  داشـته  وجـود  نیـز  ی طـلا   سکه 30 ارزشبه سومی یهجایز و ی طلا  سکه 50
   جمعاً،  مشتری10000برای  یهجایز مقدار که کنیممی استدلال

1803050100 =++  
 مشتری هر یهجایز مقدار متوسط طوربه یا ،طلای سکه

10000
1800180  ی طلا سکه/=

   اگر که نمائیم استدلال توانیممی کنیم، نگاه مطلب به دیگری طریقبه اگر .است
9799 در شود، تکرار زیادی دفعات به کشیقرعه  احتمال با یا( دفعات از درصد /
99970 010 در و شودمان نمیای نصیبجایزه )/  احتمال با یا( دفعات از درصد /
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  آمار و احتمال    172

00010   متوسط طوربه پس .بریممی را جایزه سه از یکی )/
01800001030000105000010100999700 /)/()/()/()/(   +++=سکه

 با رمتناظ احتمال در مبلغ هر ضرب از حاصل هایضربحاصل مجموع که برد خواهیم
  .است آن

   یک متغیرتصادفیریاضی امید مقدار  5-2
 و بـود،   گسسته تصادفی متغیر  یک داشتیم را آن برد امکان که مبلغی قبل، بخش مثال در
 مقـدار  هـر  ضـرب  از حاصـل  هایضربحاصل مجموع تصادفی متغیر این ریاضی امید
 متغیرتـصادفی  یـک  ریاضی امید نامیدن با لذا .بود آن با متناظر احتمال در تصادفی متغیر
 دادن قـرار  با و پیوسته، حالت به تعریف این تعمیم و انتظار، مورد مقدار عنوان به صرفاً
  :داریم یابی،مجموع جای به گیریانتگرال عمل

 مقدار باشد،  آناحتمال توزیع f و گسسته تصادفی متغیریک  X اگر .1- 5 ریفتع
  با است برابر X ریاضی امید

∑=
x

xfxXE ),()(  
 امید مقدار باشد، آن احتمال چگالی تابع f و پیوسته متغیرتصادفی X اگر متناظراً،
  با است برابر X ریاضی

.)()( ∫
+∞

∞−
= dxxfxXE 

 غیـر  در است؛ موجود انتگرال یا مجموع که است شده فرض تعریف این در البته،      
  .نیست تعریف قابل ریاضی امید صورت، این

 .اسـت  معیوب کامپیوتر دو شامل ،کامپیوتر دستگاه 12 از مرکب ییاهمحمول .1-5 مثال
 چند وجود کنیم، انتخاب تصادف به هتل یک به سالار برای  را کامپیوتر دستگاه سه اگر

  داشت؟ انتظار توانمی را معیوب دستگاه
 بـه  را سـالم  کـامپیوتر  10 از تـا x−3 و معیـوب  کـامپیوتر  2 از تـا x تـوانیم مـی  .حل









−
×







xx 3
 به را کامپیوتر 12 از کامپیوتر 3 توانیممی و کنیم، انتخاب راه 102







3
 راه 12
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  173    امید ریاضی

 یههم اینکه فرض با .برگزینیم






3
 توزیع که شویممی متوجه باشند، شانسهم امکان، 12

 بـه  شـود، مـی  فرستاده آموزشی مرکز یک به که معیوبی هایکامپیوتر تعداد ،X احتمال
  صورت

210

3
12
3
102

,,,)( =

















−








= xxxxf         

 جدول صورت به یا

22
1

22
9

11
6

210
)(xf

x
  

  حال .است

,)(
2
1

22
12

22
91

11
60 =×+×+×=XE  

 که است روشن ندارد، وجود معیوب کامپیوتر نیمه یک آوردن دست به امکان چون و
 به باید را اصطلاح این واقع در .نیست مطرح آن ایمحاوره مفهوم به »انتظار« صطلاحا

  .کرد تعبیر شده داده شرایط تحت هامحموله ارسال تکرار به مربوط متوسط یک عنوان

 در پیچ یهدندان دو بین یهفاصل از خاصی یهشد کدگذاری هایگیریاندازه .2-5مثال 
 مالاحت چگالی دارای بست، یک





 <<

+π=
0سایرجاها

10
1
4

2 x
xxf )()( 

  .کنید پیدا را متغیرتصادفی این انتظار مورد مقدار .است
  داریم 1-5 تعریف از استفاده با .حل

./ln
)(

)( 441304
1

4
1
4 1

0
2

1

0
2 =

π
=

+π
=

+π
= ∫∫ dx

x
xdx

x
xXE  

 بلکـه  ،X تصادفی متغیر یک ریاضی امید مقدار تنها نه ،آمار مسائل از بسیاری در      
 است ممکن مثلاً .اندتوجه مورد نیز X به وابسته تصادفی متغیرهای ضیریا امید مقادیر
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  آمار و احتمال    174

 ـ طریـق  از X مقـادیر  بـا  مقـادیرش  کـه  باشد ما توجه مورد Yتصادفی متغیر  یهمعادل
)(xgy  صـورت  بـه  را تصادفی متغیر این نمادگذاری، کردنساده برای .اندارتباط در =
)(Xg مثال برای دهیم؛می نشان )(Xg 3 است ممکنX ،وقتـی  کـه  قـسمی  به باشد 
X، کند،می اختیار را 2 مقدار )(Xg، 823 مقدار  مقدار بخواهیم اگر .کند اختیار را =
 یـا  احتمـال  توزیـع  ابتدا توانیممی کنیم، پیدا را Xg)( متغیرتصادفی چنین ریاضی امید

 بـردن  کـار  به معمولاً اامّ کاربریم، به را 1-4 تعریف آنگاه و بیابیم، را آن احتمال چگالی
  :است ترسرراست و ترآسان زیر یهضیق

 ازای بـه  آن احتمال توزیع مقدار xf)( و گسسته، متغیرتصادفی X اگر .1-4 یقضیه
x ،متغیرتصادفی ریاضی امید مقدار باشد )(Xg، 

∑=
x

xfxgXgE )()()]([  

 ازای به آن احتمال چگالی مقدار xf)( و پیوسته متغیرتصادفی X اگر متناظراً .است
x ،متغیرتصادفی امیدریاضی مقدار باشد )(Xg،  

∫
+∞

∞−
= dxxfxgXgE )()()]([  

  .است
   اثبات دارد متناهی برد و است گسسته X که حالتی رایب فقط را قضیه این .برهان
xgy)( چون .کنیممی  کنیممی فرض .کندنمی تعریف را یکبهیک تناظر یک الزاماً =
12 مقادیر x وقتی که iiin xxx

i
 .کند اختیار را ig مقدار xg)( نماید،می اختیار را ,...,,

  کند اختیار را ig مقدار ،Xg)( اینکه احتمال صورتاین در

∑
=

==
in

j
iji xfgXgP

1
)(])([  

12 مقادیر ،xg)( اگر و gggm ،،،   که شودمی نتیجه کند، اختیار را ...



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  175    امید ریاضی

∑

∑∑

∑∑

∑

=

=

=

==

= =

==

=

x

m

i

n

j
iji

n

j
ij

m

i
i

i

m

i
i

xfxg

xfg

xfg

gXgPgXgE

i

i

)()(

)(

)(

])([)]([

1 1

11

1

  

  .شودمی نجاما X مقادیر یههم روی یابیمجموع آن در که

 امید مقدار شود،می ظاهر سالم تاس یک ریختن در که باشد یعدد Xاگر  .3-5مثال 
12 تصادفی متغیر ریاضی 2 += XXg    .بیابید ار )(
 احتمال یدارا ممکن برآمد هر چون .حل

6
 :آوریممی دست به است، 1

.)()(

)()]([

3
94162112

12

6
12

6
12

6
1

6

1

2

=+×+++×=

+=∑
=

L              
x

xXgE
  

   احتمال چگالی دارای Xاگر  .4-5 مثال





 >

=
−

0 جاهاسایر
0xe

xf
x

)( 

XeXg تصادفی متغیر ریاضی امید مقدار باشد، 4
3

  .کنید پیدا را )(=
  :داریم 1-5 یهقضی بنابر .حل

.][ 4
0

4
1

0
4
3

4
3

=== ∫∫
∞+

−
∞+ − dxedxeeeE

xxxX  
 این .کرد ساده زیر هاییهقض از استفاده با توانمی اغلب را ریاضی امیدهای تعیین      
 یا و اندمعلوم که دیگری امیدهای روی از را امید مقادیر که سازندمی قادر را ما هایهقض
 تصادفی متغیرهای برای چه اثبات، مراحل چون .کنیم حساب ،اندمحاسبه قابل راحتی به

 گسسته حالت برای را هابرهان برخی هستند، یکی گسسته متغیرهای برای چه و پیوسته
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  آمار و احتمال    176

 یهعهد به تمرین عنوان به را هابرهان سایر داد؛ خواهیم پیوسته حالت برای یا و
  .گذاریممی خواننده

bXaEbaXE آنگاه باشند، ثابتی مقادیر b و a اگر .2- 5 یقضیه +=+ )()(.  
bXaXg با ،1-4 یقضیه از استفاده با .برهان  آوریممی دست به ،)(=+

.)(

)()(

)()()(

bXEa

dxxfbdxxfxa

dxxfbaxbaXE

+=

+=

+=+

∫∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

  

  که شودمی نتیجه 2-5 یقضیه از ،a، 0=b=0 دهیم قرار ترتیب به اگر      

)()( آنگاه باشد، ثابت مقداری a اگر .1 ینتیجه XaEaXE =.  

bbE آنگاه باشد، ثابت مقداری b اگر .2 ینتیجه =)(.  

 تلقی تصادفی متغیری توانمی را b ثابت ،bE)( بنویسیم اگر که کنید ملاحظه       
  .کندمی اختیار را b مقدار همیشه که کرد

12 اگر .3- 5 یقضیه cccn   آنگاه باشند، ثابت مقادیری ...،،،

.)]([)( ∑∑
==

=










 n

i
ii

n

i
ii XgEcXgcE

11
  

∑ با 5.1 یقضیه بنابر .برهان
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=
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i
ii XgcXg
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  که واقعیت این از استفاده با .5-5 مثال

,)()( 6
91

6
1654321 2222222 =×+++++=XE 

  .کنید حل مجدداً را مثال 3-4 مثال متغیرتصادفی برای
  .حل

.)()(
3
941

6
9121212 22 =+×=+=+ XEXE  

  باشد زیر صورت به X تصادفی متغیر احتمال چگالی اگر .6-5 مثال



 <<−

= 0 جاهاسایر
1012 xx

xf
)(

)( 

 کــه دهیــد نــشان )الــف
))((

)(
21

2
++

=
rr

XE r، کــرده، اســتفاده نتیجــه ایــن از )ب 
])[( 212 +XE کنید حساب را.   

  )الف .حل

.
))((

)()()(

21
2

2
1

1
12

212
1

0

1

0

1

++
=







+
−

+
=

+=−= ∫ ∫ +

rrrr

dxxxdxxxXE rrrr

  

14412 چون )ب 22 ++=+ )()(])[( XEXEXE، 1 قراردادن با=r 2 و=r فرمول در 
 بالا

3
1

32
2

=
×

=)(XE، و 
6
1

43
22 =
×

=)(XE، آوریممی دست به و 

.])[( 31
3
14

6
1412 2 =+×+×=+XE  

   که دهید نشان .7-5 مثال

).(])[( iniin
n

i

n XEba
i
n

baXE −−

=
∑ 






=+
0

  
 داریم 9-2 یهقضی بنابر چون .حل

iin
n

i

n bax
i
n

bax −

=
∑ 






=+ )()(
0
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  که شودمی نتیجه

).(

)(])[(

iniin
n

i

n

i

iinn

XEba
i
n

baX
i
n

EbaXE

−−

=

=

−

∑

∑







=















=+

0

0

  

 متغیر چند یا دو شامل که هاییوضعیت به توانمی آسانی به را ریاضی امید مفهوم      
 مقادیر به مقادیرش که باشد تصادفی متغیری ،Z اگر نمونه، برای .داد تعمیم اندتصادفی

),( یهمعادل یهوسیل به Y و X تصادفی متغیر دو yxgz   آنگاه است، مربوط =
   که داد نشان توانمی 

),( و بوده گسسته تصادفی متغیرهای ،Y و X اگر .4- 5 یقضیه yxf توزیع مقدار 
),( در آنها توأم احتمال yx ،تصادفی متغیر ریاضی امید مقدار باشد ),( YXg با  

∑∑=
x y

yxfyxgYXgE ),(),()],([  

),( و بوده پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X اگر متناظراً .شودمی داده yxf مقدار 
),( در آنها توأم چگالی yx ،تصادفی متغیر ریاضی امید مقدار باشد ),( YXg با  

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= dydxyxfyxgYXgE ),(),()],([  
  .انتگرال بالا موجود باشد مشروط بر اینکه مجموع و، شودمی داده

 ادفیتص متغیرهای از متناهی تعداد هر از توابعی برای فوق یقضیه که است واضح      
  .ست ابرقرار

YXYXg انتظار مورد مقدار ،14-4 مثال به مراجعه با .8-5 مثال   .کنید پیدا را ),(=+
   .حل

.)()()()()()(

),()()(

9
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12
102

6
111

3
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9
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6
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= =x y

yxfyxYXE
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 باشد زیر صورت به Y و X توأم چگالی تابع اگر .9-5 مثال





 <<<<+

=
جاهاسایر

   
0

21102
7
2 yxyxyxf ,)(),(  

2Y ریاضی امید مقدار
XYXg   .بیابید را ),(=

  .حل

.)()(
84
151

3
1

7
2

7
22 2

1
23

2

1

1

0
32 =








+=

+
= ∫∫ ∫ dy

yy
dydx

y
yxx

Y
XE  

 ایـن  .دارد مفیدی کاربردهای آتی مطالب در که است دیگری یهقضی زیر، یهقضی      
  .است قضیه همان برهان نظیر برهانش و است 3-5 یقضیه از تعمیمی قضیه،
12 اگر .5-5 یقضیه cccn ،،،  آنگاه باشند، ثابت یمقادیر ...

].),...,,([]),...,,([ ∑∑
==

=
n

i
kii

n

i
kii XXXgEcXXXgcE

1
21

1
21  

  ینتمر
   .کنید اثبات گسسته متغیرهای برای را 2-5 یقضیه .1- 5
  .کنید اثبات پیوسته متغیرهای برای را 3-5 یقضیه .2- 5
  احتمال توزیع دارای که را X یگسسته تصادفی متغیر انتظار مورد مقدار .3- 5

3101
7
2 ,,,,||)( −=

−
= xxxf                

  .بیابید است
  آن احتمال چگالی که را Yتصادفی متغیر انتظار مورد مقدار .4- 5





 <<+

=
0 جاهاسایر
4218

1 yy
yf

)(
)(  

 .بیابید است
  آن احتمال چگالی که را Xتصادفی متغیر انتظار مورد مقدار .5- 5
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







<≤−
<<

=
0 جاهاسایر
212
10

xx
xx

xf )( 

 .بیابید است
 هایاحتمال با ترتیب به را3 و،2 ،1 ،0 مقادیر ،X متغیرتصادفی  اگر)الف .6- 5

125
1، 125

12، 125
125و 48

)( و XE)( کند اختیار 64 2XE کنید پیدا را.  
)]([ کرده، استفاده)الف( قسمت نتایج از )ب 223 +XEبیابید را.  
  ،X پیوسته تصادفی متغیر چگالی تابع اگر )الف .7- 5





 <<

=
0جاهاسایر

313
1 xxxf )(ln)( 

)( و XE)( باشد 2XEو )( 3XE بیابید را.  
)(کرده، استفاده )الف( قسمت نتایج از )ب 132 23 +−+ XXXE کنید پیدا را. 
  صورت به Xچگالی احتمال اگر .8- 5













<<

≤<

≤<

=
−

0جاهاسایر
32
21
10

2
3
2
1
2

x

x

x

xf
x

x

)( 

352 انتظار مورد مقدار باشد، +−= XXxg  .بیابید را )(
 یروز در تواندمی که شکلاتی هایکیک تعداد که داندمی پزیشیرینی یک مدیر .9- 5

 ازای به xf)(=61 احتمال توزیع دارای که است تصادفی متغیری بفروشد معین
543210 ,,,,,=x، دارد سود تومان 10 فروشدمی که کیکی هر که داندمی ضمناً .است 

 خواهد تومان 4 برابر )شدن فاسد از ناشی( ضرری رودنمی فروش که کیکی وهر
 فروخت، توانمی است پخته که روزی همان فقط را کیک هر اینکه فرض به .داشت
  او که کنید تعیین روزی برای را پزشیرینی ارانتظ مورد سود
  بپزد، کیک یک )الف
  بپزد، کیک دو )ب
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  بپزد، کیک سه )ج
  بپزد، کیک چهار )د
  .بپزد کیک پنج )ه

  کند؟ ماکسیمم را انتظار مورد سود تا بپزد باید کیک چند
 در ایستهپیو تصادفی متغیر توانمی را ساختمانی کار یک در کاریمقاطعه سود .10- 5

   احتمال چگالی دارای که گرفت نظر





 <<−+

=
0مقادیر سایر
51118

1 xx
xf

)(
)( 

 چقدر کارمقاطعه انتظار مورد سود .است تومان 10000 برابر x واحد آن، در که است،
 است؟

  گشتاورها  5-3
 توزیع شتاورهایگ به شد خواهند ارائه 4-5 تعریف در و اینجا در که ریاضی امیدهای

 خاص تیاهمیّ از آمار در  واندموسوم تصادفی متغیر یگشتاورها صرفاً یا تصادفی متغیر
  .برخوردارند

 شود،می داده نشان ′rµ با که ،X متغیرتصادفی مبدأ حول گشتاور امینr .2-5 تعریف
,,,,... برای نمادی صورت به است؛ rXامید 3210=r،  اگـرX  گسـسته  متغیرتـصادفی 

 باشد،

,)()( ∑==µ′
x

rr
r xfxXE  

  ،باشد پیوسته متغیرتصادفی Xاگر و 

.)()( ∫
+∞

∞−

==µ′ dxxfxXE rr
r  

 هایکمیت گرا :است فیزیک علم به مربوط »اورگشت« اصطلاح که است ذکر شایان      
)(xf محور نقاط بر که باشند ایینقطه هاییجرم گسسته حالت در x، فواصل در واقع 
x 1 کنند، عمل قائم طور به مبدأ، ازµ′ مختصx گشتاور لیناوّ یعنی است، ثقل مرکز 

∑ بر تقسیم = 1)(xf، 2 وµ′ توضیح همچنین مطلب این است، اینرسی گشتاور   
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 فیزیک، با قیاس در-دارند نام مبدأ حول گشتاورهای ،′rµ گشتاورهای چرا که دهیدمی
 به نیز پیوسته حالت در قیاس این .مبدأست تا یهفاصل حالت، دراین اهرم بازوی طول
 با میله یک اینرسی گشتاور و ثقل مرکز x مختص باید ′2µ و ′1µ آن در که آیدمی کار

  .باشد متغیر چگالی
11 داریم ،2-5 یهقضی  از2ی نتیجه بنابر ،r=0 وقتی       ===µ′ )()( EXE o

o، و 
 وقتی .دارد مطابقت 5-4 و 1-4 هایقضیه با رودمی انتظار که طورهمان نتیجه این
1=r، داریم )(XE=µ′1، تصادفی متغیر خود امید مقدار همان درست که X ،است 
  .دهیممی خاصی اسم و خاص نماد آن به آمار، در آن تاهمیّ نظر از که

 با را آن و شودمی نامیده X میانگین صرفاً یا ،X توزیع میانگین ،′1µ .3-5 تعریف
µ دهیممی نشان.  

 در زیرا دارند، اهمیت آمار در کنیممی تعریف اینک که خاصی گشتاورهای       
 احتمال چگالی یا احتمال توزیع نمودار شکل یعنی متغیرتصادفی، توزیع شکل توصیف

  .روندمی کار به

   نشان rµ با را آن که ،X متغیرتصادفی میانگین حول امr گشتاور .4- 5 تعریف
rX امید مقدار دهیم،می )( µ− برای نمادی صورت به است؛ K,,,, 3210=r، اگر X 

  باشد، گسسته

∑ µ−=µ−=µ
x

rr
r xfxXE ),()(])[(  

  ،باشد پیوسته X اگر و

.)()(])[( ∫
+∞

∞−

µ−=µ−=µ dxxfxXE rr
r  

 و ،µo=1 دارد، وجود آن برای µ که تصادفی متغیر هر برای که کنید توجه      
01 =µ.  

 یهدهند نشان زیرا دارد، خاصی یتاهمّ آمار در میانگین حول گشتاور میندوّ       
  .است شده داده خاصی نام و خاص نماد آن به لذا ،است متغیرتصادفی توزیع پراکندگی
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 ،2σ با را آن و نامند،می X واریانس صرفاً یا ،X توزیع واریانس را 5.2µ-5 تعریف
)var(X، یا )(XV دهند؛می نشان σ، معیار انحراف را واریانس مثبت مدوّ یهریش 

  .نامندمی

 توزیع پراکندگی یهکنند منعکس واریانس، چگونه که دهدمی نشان 1-5 شکل      
 تصادفی متغیر چهار احتمال هایتوزیع نماهایبافت ما شکل دراین .است تصادفی متغیر

265 مساوی هاییواریانس با ولی ،µ=5 کسانی میانگین با /، 183 880 و ،/661 ،/ / 
   القا را نکته این ،2σ کوچک مقدار یک شود،می دیده که طورهمان .ایمدادهنشان را
 بزرگ مقدار یک و است، ترمحتمل میانگین نزدیک مقداری آوردن دست به که کندمی
2σ، نیست میانگین نزدیک که مقداری آوردن دست به که کندمی القا را نکته این 

 بحث .گیردمی قرار بحث مورد بیشتر ،4-5 بخش در مطلب این .دارد زیادی احتمال
 عدم( چولگی یا تقارن میانگین، حول گشتاور مینسوّ ،3µ چگونه هاینک از مختصری

  .است شده ارائه توصیف آمار ل،اوّ فصل در که کند،می توصیف را توزیع )تقارن
 

  
  های با پراکندگی مختلفتوزیع. 1-5شکل 
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 حول گشتاورهای یهمحاسب با ابتدا میانگین، حول گشتاورهای موارد، از دربسیاری      
 فرمول صرفاً اینجا در .آیندمی دست به ،′rµ برحسب rµ بیان با سپس و مبدأ

  .آوریممی دست به 2σ برای را زیر محاسباتی

22 .6- 5 یقضیه
2 µ−µ′=σ.  

  .برهان

.

)(

)()()(

)(

])[(

2
2

22

22

22

22

2

2

2

µ−µ′=

µ+µµ−=

µ+µ−=

µ+µ−=

µ−=σ

XE

EXEXE

XXE

XE

  

 X تصادفی متغیر .کنید حساب را X واریانس ،6-5 یقضیه از استفاده با .10-5 مثال
  .شودمی ظاهر همگن تاس یک ریختن در که است هاییخال تعداد معرف
 کنیممی حساب را X میانگین ابتدا .حل

.)(
2
7

6
16

6
15

6
14

6
13

6
12

6
11 =×+×+×+×+×+×==µ XE  

 حال

6
91

6
16

6
15

6
14

6
13

6
12

6
11 2222222

2 =×+×+×+×+×+×==µ′ )(XE  
   که شودمی نتیجه و

.
12
35

2
7

6
91 2

2 =




−=σ  

  .کنید تعیین را X متغیرتصادفی معیار انحراف ،2-5 مثال به رجوع با .11-5 مثال
44130 که دادیم نشان ،2-5 مثال در .حل /)( ==µ XE. حال   

./)( 2732014
1
114

1
4 1

2

1

2

2
2

2 =−
π

=







+
−

π
=

+π
==µ′ ∫∫ dx

x
dx

x
xXE

oo

  

   که شودمی نتیجه و
./)/(/ 078504413027320 22 =−=σ  
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2802007850 این، بنابر // ==σ. 

 یا معیارها انحراف به مربوط کارهای در که است دیگری یهقضی زیر، یهقضی      
  .دارد اهمیت هاواریانس

+=22σ آنگاه باشد، 2σ برابر X واریانس اگر .7- 5 یقضیه abXa )var(.  
   اشاره زیر هایفرع به اامّ شود،می واگذار خواننده یهعهد به قضیه این اثبات      
 متغیر به ثابت مقداری کردناضافه که شویممی متوجه ،b≠0 و a=1 برای :کنیممی

 اثری وجه هیچبه است، راست به یا چپ به مقادیر تمام انتقال آن یهنتیج که تصادفی،
 تصادفی متغیر مقادیر اگر که شویممی متوجه ،b=0 برای ندارد؛ آن توزیع پراکندگی بر
 تغییر موجب که شود،می ضرب ثابت آن مربع در واریانس کنیم، ضرب ثابتی در را

  .شودیم توزیع پراکندگی در متناظری

  تمرین
  .آورید دستهب راvar(X( مقدار 3-5 تمرین در .11- 5
  .آورید دستهب را var(Y( مقدار 4-5 تمرین در .12- 5
)var( مقدار 5-5 تمرین در .13- 5 X6 آورید دستهب را.  
)var( مقدار 6-5 تمرین در .14- 5 X2 آورید دستهب را. 
)var( مقدار 7-5 تمرین در .15- 5 X−1 آورید دستهب را.  
2 احتمال توزیع دارای که X تصادفی متغیر برای .16- 5

1=)(xf، 2 ازای به−=x و 
2=x ،است µ 2 وµ′ 2 وσ بیابید را.  
   احتمال چگالی دارای که X تصادفی متغیر برای .5-17





 <<

=
0جاهاسایر
202 xx

xf )( 

  .ابیدبی را 2σ و ′2µ و µ است،
 کـه  دهیـد  نـشان  باشـد،  2σواریانس و µ میانگین دارای X تصادفی متغیر اگر .5-18

 معادلـه  بـا  X مقـادیر  به مقادیرش که ،Z تصادفی متغیر برای
σ
µ−= XZ اعمـال  را 
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  .کردیم استاندارد راX توزیع گوییم . دارای میانگین صفر و واریانس استکنیم،می
   صورت به X تصادفی متغیر احتمال چگالی ر اگ.5-19





 >

=
−

0 جاهاسایر 
12 3 xx

xf )( 

  ودند؟موج آن واریانس و میانگین آیا که کنید بررسی باشد،
   احتمال توزیع دارای که را X یهگسست تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع .5-20

K,,,,)( 321
3
12 =




= xxf

x
             

  .برید کار به ′2µ و ′1µ مقادیر تعیین برای را آن و بیابید، است
 بـه  آن احتمـال  چگـالی  کـه  را X پیوسته تصادفی غیرمت گشتاورهای مولد تابع .5-21

   صورت



 <<

= 0 جاهاسایر 
101 x

xf )(  

  .برید کار به 2σ و ،′1µ′، 2µ تعیین برای را آن  وکنید پیدا است شده داده

  چبیشف یهقضی  5-4
 دارد، دلالـت  متغیرتـصادفی  توزیع پراکندگی بر 2σ یا σ چگونه اینکه دادن نشان برای
  چبیـشف  یهقـضی  نـوزدهم،  قـرن  روسـی  ریاضـیدان  چبیشف یاد به که را زیر یهقضی

 اثبات و کنیم،می ثابت پیوسته حالت برای فقط اینجا در را آن ما .کنیممی ثابت نامندمی 
  .کنیممی واگذار تمرین عنوان به گسسته حالت برای را آن

 متغیر معیار انحراف و میانگین ترتیب به σ و µ اگر .)چبیشف یهقضی( .8- 5 یقضیه
 یهفاصل با مقداری ،X اینکه احتمال ،k مثبت ثابت هر برای آنگاه باشند، X تصادفی

211 حداقل کند اختیار میانگین از σk از کمتر
k

 نمادی صورت به است؛ −

.)( 2
11
k

kXP −≥σ<µ−  
 نویسیممی ،5-5 و 4-5 هایتعریف به توجه با .برهان

∫
+∞

∞−

µ−=µ−=σ dxxfxXE )()(])[( 222  
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 دستبه ايم،داده نشان 2-5 شكل در كه طورهمان بخش، سه به انتگرال تفكيك با و
  آوريممي

  

  
   چبيشفيهنموداري براي اثبات قضي. 2-5شكل 

  

.)()()()()()(∫ ∫∫
σ−μ

∞−

+∞

σ+μ

σ+μ

σ−μ

μ−+μ−+μ−=σ
k

k

k

k

dxxfxdxxfxdxxfx 2222  

)()( چون xfx 2μ−، نابرابري توانيممي است، نامنفي انتگرال، زير عبارت  

,)()()()(∫ ∫
σ−μ

∞−

+∞

σ+μ

μ−+μ−≥σ
k

k

dxxfxdxxfx 222  

≥σ−μ براي چون حال .دهيم تشكيل مدو انتگرال حذف با را kx يا σ+μ≥ kx، 
222 σ≥μ− kx   كه شودمي نتيجه ،)(

,)()(∫ ∫
σ−μ

∞−

+∞

σ+μ

σ+σ≥σ
k

k

dxxfkdxxfk 22222  

0 شرط به بنابراين و

2 ≠σ،  

.)()( ∫∫
∞

σ+μ

σ−μ

∞−

+≥
k

k

dxxfdxxf
k2

1  

 مقداري X كه دهدمي نمايش را اين احتمال نابرابري، اين در انتگرال دو مجموع چون
σ−μ از نابيشتر k از ناكمتر يا σ+μ k كه ايمداده نشان لذا كند، اختيار را  

2

1

k
kXP ≤σ≥μ− )(  

   كه شودمي نتيجه و
.)(

2

1

1

k
kXP −≤σ≥μ−  
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 حداقل کند اختیار میانگین از σ2ی هفاصل در مقداری X اینکهاحتمال مثال، برای      

4
3

2
11 2  حداقل کند اختیار میانگین از σ3ی هفاصل در مقداریXاینکه احتمال ،−=

9
8

3
11 2  حداقل کند اختیار میانگین از σ5ی هفاصل در مقداریX اینکه احتمال و −=

25
24

5
11 2  کنترل را متغیرتصادفی توزیع پراکندگی ،σ که معناست این بدان .است −=

 کران یک فقط شودمی داده چبیشف یهقضی یهوسیل به که احتمالی ،وضوح به .کندمی
 از σk از کمتری هفاصل با مقداری تصادفی متغیری وقتی اینکهی هدربار است؛ پایینی

2 از بزرگتر واقعاً احتمالش کندمی اختیار میانگین
11
k

 باشد زرگترب اگر و نه، یا است −
 که سازدمی مطمئن را ما چبیشفی هقضی اامّ بگوییم، چیزی توانیمنمی اندازه، چه به
2 از کمتر تواندنمی احتمال این

11
k

 محاسبه را دقیق احتمال توانیممی وقتی تنها .باشد −
  .باشد معلوم تصادفی متغیر توزیع که کنیم

  صورت به X تصادفی متغیر لاحتما چگالی اگر .12-5 مثال



 <<−

=
جاهاسایر

 
0

101630 44 xxxxf )(
)( 

 و کنید، پیدا کند اختیار میانگین از σ2 یهفاصل در مقداری X که را این احتمال باشد،
  .نمایید سهمقای شودمی حاصل چبیشفی هقضی روی از که پایینی کران با را آن
2 که دهدمی نشان مستقیم گیریتگرالنا .حل

1=µ 44 و
12 =σ، که قسمیبه 

441/=σ 150 تقریباً یا  زا σ2ی هفاصل در مقداری X اینکه احتمال پس، ./
200 بین مقداری X که است آن احتمال برابر کند اختیار میانگین 800 و /  اختیار /

 یعنی کند،

./)()//(
/

/
∫ =−=<<
800

2

44 9601630800200
oo

dxxxXP  

960برابر احتمال« حکم که کنید ملاحظه  حتمالا« حکم از است ترقوی خیلی »است /
750 برابر حداقل   .آیدمی دست به چبیشفی هقضی از که »است /



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  189    امید ریاضی

  تمرین
  .کنید اثبات گسسته متغیرهای برای را چبیشفی هقضی .5-22
 ازای به آن رایب که  باشدµ میانگین با تصادفی متغیری X اگر که دهید نشان .23- 5
0<x، 0=)(xf، مثبت ثابت هر برای آنگاه a،  

.)(
a

aXP µ
≤≥  

 که آوردیمدلیل این به بیشتر اینجا در را آن و نامند،می مارکوف نابرابری را نابرابری این
  .شودمی منجر چبیشف یهقضی برای دیگری ترساده نسبتاً استدلال

   .برید کار به چبیشفی هقضی اثبات برای را 23-5 تمرین نابرابری .24- 5
)(2مقدار X جایبه :راهنمایی( µ−X دهیدقرار را(.  
σ−µ بین مقداری تصادفی متغیر اینکه احتمال وقتی چبیشف،ی هقضی در .25- 5 k و 
σ+µ k کند اختیار  

950 حداقل )الف 990 حداقل )ب   ،/ /،   
  بود؟ خواهد چه k مقدار کمترین است،

ck دهیم قرار چبیشف،ی هقضی در اگر .26- 5 =σ، اینکه احتمالی هدربارقضیه این 
  کند؟می حکمی چه نماید اختیار c+µ و c−µ بین مقداری متغیرتصادفی

t  آنبرای که یافت تصادفی متغیر تواننمی چرا دهید توضیح .5-27
ttM X −

= 1)(.  
   احتمال چگالی دارای تصادفی متغیری اگر که دهید نشان .5-28

+∞<<∞= − xexf x -         ,)( ||

2
1  

21 صورت به گشتاورهایش مولد تابع باشد،
1
t

tM X
−

  .است )(=

283 صورت به Xتصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع .5-29 tt
X etM  شده داده )(=+

)( تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع است، 3
4
1

−= XZ تعیین برای و نید،ک پیدا را 
  .برید کار به ،Z واریانس و میانگین

 تیامین میزان که دهدمی نشان نان  یکنوع غذایی ارزشی هدربار ایمطالعه .30- 5
 با تصادفی متغیری صورت به توانمی را نان نوع این قرص یک در ،)1Bویتامین(

2600 /=µ 0050 و گرممیلی /=σ چبیشف یهقضی بنابر .گرفت نظر در گرممیلی 
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   در موجود تیامین مقدار
36 حداقل )الف

   نان، نوع این هایقرص تمام 35
144 حداقل )ب

  نان، نوع این هایقرص تمام 143
  ؟باشد باید مقدار دو کدام بین

  گشتاورها مولد توابع  5-5
 یـا  هـا انتگـرال  یهمحاسـب  بـا  مـستقیماً  تـوان مـی  را هـا توزیع بیشتر گشتاورهای گرچه

 تـسهیلات  غلـب ا کـه  دارد وجود نیز دیگری یهشیو ولی کرد، معین لازم هایمجموعه
 هاسـتفاد  گـشتاورها  مولد توابع از شیوه، این در .گذاردمی اختیار در را ایملاحظه قابل
  .شودمی

 X اگـر  وجـود،  صـورت  در ،X متغیرتـصادفی  گـشتاورهای  مولد تابع .6-5 تعریف
   با تابعباشد، گسسته

),()()( xfeeEtM
x

xtXt
X ∑==  

   با تابع،باشد پیوسته X اگر و

.)()()( ∫
+∞

∞−

== dxxfeeEtM xtXt
X  

  . عددی حقیقی استtدر آن شود، که داده می

      t و معمولاً مقادیری از  مستقل است یشناسهt مورد نظرند0 در همسایگی  .  
 به کنیم،می اطلاق را »گشتاورها مولد« تابع عنوان تابع، این به چرا اینکه توضیح برای
 یعنی دهیم،می قرار را ماکلورن سری به آن بسط xte جای

.
!!!

LL ++++++=
r
xtxtxtxte
rr

xt
32

1
3322

  
  آوریممی دست به گسسته حالت برای بنابراین،
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LL

LL

LL

+µ′++µ′+µ+=

+++++=









++++++=

∑∑∑∑

∑

!!

)(
!

)(
!

)()(

)(
!!!

)(

r
ttt

xfx
r
txfxtxfxtxf

xf
r
xtxtxttxtM

r
r

x

r
r

xxx

x

rr
X

2
1

2

32
1

2
2

2
2

3322

    

 ضریب ،X گشتاورهای مولد تابع ماکلورن سری در که دید توانمی و
!r
tr، همان rµ′، 

rتصادفی متغیر مبدأ حول گشتاور امین X استدلال پیوسته، حالت در .است   
  .است گونههمین

 به آن احتمال چگالی که را X تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع .13- 5 مثال
  صورت



 >

=
−

0جاهاسایر
0xe

xf
x

)( 

  .برید کار به تعیین برای را آن و بیابید، است
 تعریف بنابر .حل

1                    ازایبه
1
11 <
−

==== ∫∫
+∞

−−
+∞

− ||,)()( )( t
t

dxedxeeeEtM txxtxtX
X

oo

  
||>1 وقتی دانید،می که طورهمان t به گشتاورها مولد تابع این برای ماکلورن سری 

  صورت

LL

LL

++++++=

++++++=

!!!! !!!!

)(

r
tttt

r
X

r
r

tttttM

321

32

32
3211

1  

,,,K برای این بنابر و است 210=r، !rr =µ′.  
 تعیین برای گشتاورها مولد تابع ماکلورن سری بردن کار به در اصلی مشکل      

 بلکه نیست، گشتاورها مولد تابع پیداکردن معمولاً تصادفی، متغیر یک گشتاورهای
 متغیر لاوّ گشتاور چند فقط اگر .است ماکلورن سری صورت به آن بسط مشکل،
 استفاده با توانمی معمولاً را آنها تعیین عمل باشند، توجه مورد ′2µ و ′1µ مثلاً تصادفی،
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  .کرد ترساده زیر یهقضی از

r .9- 5 یقضیه
t

r
X

r

dt

tMd
µ′=

=o

)(.  

 توانی سری صورت به تابعی اگر که شودمی نتیجه واقعیت این از قضیه این      

 ضریب شود، داده بسط t برحسب
!r
tr، یهمرتب مشتق rبه نسبت تابع ام t ازای به 

0=t است.   

,,,,K برای ،X احتمال توزیع .14-5مثال 3210=x 8 صورت به
13







=
x

xf  است، )(
 به ′2µ و ′1µ تعیین برای را آن و کنید پیدا را تصادفی متغیر این گشتاورهای مولد تابع
  .برید کار
  آوریممی دستبه ،6-5 تعریف در احتمال توزیع جایگذاری با .حل

.)()(

)()(

332

3

0

1
8
1331

8
1

3
8
1

tttt

x

xtXt
X

eeee

x
eeEtM

+=+++=







== ∑

=  

  ،9-5 یهقضی بنابر پس،

,)()( 3
0

1
8
30 2 =

=
+=′=µ′

t
eeM tt

X  
   و

.)()()( 3
0

1
8
31

4
30 22

2 =
=

+++=′′=µ′
t

eeeeM tttt
X  

 یهقضی از استفاده با توانمی را گشتاورها مولد توابع کاربرد به  مربوطمسائل اغلب      
  .کرد ساده زیر

  آنگاه باشند، ثابت مقدار دو b و a اگر .10-5 یهقضی 
1. )(][)( )( tMeeEtM X

tataX
aX == +

+،  
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2. )()()( tbMeEtM X
tXb

Xb ==،  
3. )(][)(

)()(
b
t

X
tt
MeeEtM b

a
b
aX

b
aX ==

+

+.  
  .است شده  واگذارخواننده یبه عهده تمرین عنوان به .برهان

 یتاهمّ ،µ−=a وقتی قضیه، این لاوّ قسمت دید، خواهیم بعداً که طورهمان      
 در است، خاصی تاهمیّ دارای نیز σ=b و µ−=a وقتی مسوّ قسمت و دارد، یخاصّ
   حالت این

.)( 





σ

= σ
µ

σ
µ−

− tMetM X

t

X  

 و X تصادفی متغیرهای مبدأ حول ربیضحاصل گشتاور امینs و امینr .7-5تعریف
Y، با که sr ,µ′ انتظار مورد مقدار شود،می داده نشان srYX نمادی، صورتبه است؛ 

,,,,... برای 3210=r و ...,,,, 3210=s، با X و Y گسسته  
,),()(, ∑∑==µ′

x y

srsr
sr yxfyxYXE  

   ،پیوسته Y و X با و

 .),()(, ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

==µ′ dydxyxfyxYXE srsr
sr  

 .است متغیرتصادفی دو توأم برد تمام روی دوگانه یابیمجموع گسسته، درحالت      
,)( که کنید توجه XE=µ′ o1، با اینجا در که Xµ و شود،میداده نشان )(, YE=µ′ 1o، 
  .شودمیداده نشان yµ با اینجا در که

 حول ضربیحاصل گشتاورهای از را زیر تعریف ،4-4 تعریف مشابه اکنون       
  دهیممی ارائه مربوطه هایمیانگین

 و X تصادفی متغیرهای مبدأ حول حاصلضربی گشتاور امینs و امینr .8-5تعریف
Y، با که sr ,µ انتظار مورد مقدار شود،می داده نشان sY

r
X YX )()( µ−µ− به است؛ 

,,,,... برای نمادی صورت 3210=r و ...,,,, 3210=s،   
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,),()()(

])()[(,

∑∑ µ−µ−=

µ−µ−=µ

x y

s
Y

r
X

s
Y

r
Xsr

yxfyx

YXE
  

  و اندگسسته Y و X وقتی

,),()()(

])()[(,

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

µ−µ−=

µ−µ−=µ

dydxyxfyx

YXE

s
Y

r
X

s
Y

r
Xsr

 
  

  .نداپیوسته Y و X وقتی

 و X مقادیر بین یرابطه بر زیرا است، برخوردار خاصی یتاهمّ از µ,11 آمار، در      
Y، است شده داده خاصی نام و نماد آن به لذا دارد؛ دلالت وجود، صورت در.  

)XYσ، ),cov با را آن و نامندمی Y و X اریانسکوو را µ,11 .9-5تعریف YX، یا 
),( YXC دهندمی نشان.  

 با X بزرگ مقادیر که باشد داشته وجود زیادی احتمال اگر که کنید ملاحظه      
 کوواریانس باشند، همراه Y کوچک مقادیر با X کوچک مقادیر و Y بزرگ مقادیر
 مقادیر با X بزرگ مقادیر که باشد داشته وجود زیادی احتمال واگر بود؛ خواهد مثبت

 که است مفهوم این با .بود خواهد منفی کوواریانس باشند، همراه برعکس و Y کوچک
  .گیردمی اندازه را Y و X مقادیر بین پیوند یا رابطه کوواریانس،

YXXY .11- 5 یقضیه µµ−µ′=σ 11,.  
 بنویسیم توانیممی انتظار، مورد مقدار یهدربار مختلف هایقضیه از استفاده با .برهان

.
][

][][][
][

)])([(

, YX

YXXYYX

YXYX

YXYX

YXXY

XYE
XEYEXYE

XYXYE
YXE

µµ−µ′=
µµ+µµ−µµ−=

µµ+µ−µ−=
µµ+µ−µ−=

µ−µ−=σ

11
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 رفمعّ ترتیب به که ،Y و X ایحاشیه و توأم هایاحتمال ،22-4 درمثال .15-5 مثال
 محتوی ظرف از که ندبودای مهره دو بین های سبزمهره تعداد و های قرمزمهره تعداد
 صورت به آوریم، در تصادف به آبی یهمهر 4 و ، سبزیهمهر 2 ،قرمز یهمهر 3

  .بودند زیر جدول

12
1

2
1

12
5

36
1
18
7
12
7

36
1

6
1

9
2

12
1

3
1

6
1

00
0

2
1
0

210

y

x

  

  .بیابید را Y و X کوواریانس
  آوریممی دست به اند،شده داده که توأمی هایاحتمال از استفاده با .حل

,

)(,

6
1

021101201000 12
1

6
1

3
1

36
1

9
2

6
1

11

=

××+××+××+××+××+××=

=µ XYE

  

  آوریممی دست به ای،حاشیه هایاحتمال از استفاده با و
3
2

12
1

12
1

12
5 210 =×+×+×==µ )(XEX  

.)( 9
4

36
1

18
7

12
7 210 =×+×+×==µ YEY  

   که شودمی نتیجه
., 54

7
9
4

3
2

6
1

11 −=×−=µµ−µ′=σ YXXY  
 باشند بیشتر آوریممی دست به که های قرمز مهرهچه هر که کندمی القا یمنف یهنتیج
  .است معقولی یهنکت این البته و برعکس، و کمترند های سبزمهره

  صورت به آنها توأم چگالی که را تصادفی متغیر دو کوواریانس .16-5 مثال



 <+>>

=  جاهاسایر
  

0
1002 yxyx

yxf
,,

),( 

  .کنید پیدا است
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  آوریممی دست به لازم، هایلانتگرا یهمحاسب با .حل

3
12

1

0

1

0
==µ ∫ ∫

−x
X dxdyx     

3
12

1

0

1

0
==µ ∫ ∫

− y
Y dxdyy     

  و
., 12
12

1

0

1

011 ==µ′ ∫ ∫
−x

dxdyxy     
  که شودمی نتیجه

., 36
1

3
1

3
1

12
1

11 −=×−=µµ−µ′=σ YXXY  

 X اگر که کنید ملاحظه بود، Y و X بین یهرابط به مربوط گفتیم آنچه تاکنون      
   نمادی، صورتبه است؛ صفر آنها کوواریانس باشند مستقل Y و

)()()( آنگاه باشند، مستقل Y و X اگر .12-5 یهقضی YEXEXYE  و ،=
0=σXY.  

=∑∑ داریم تعریف بنابر گسسته، حالت برای .برهان
x y

yxfxyXYE ),()(  چون،  

X و Y بنویسیم توانیممی اند،مستقل )()(),( yhxgyxf  و xg)( آن در که ،=
)(yh یاحاشیه هایتوزیع مقادیر ترتیب به X و Y ،آوریممی دستبه و هستند  

).()(

])([])([

)()()(

YEXE

yhyxgx

yhxgxyXYE

yx

x y

=

=

=

∑∑

∑∑

  

  بنابراین
.)()()(, 011 =−=µµ−µ′=σ YEXEXYEYXXY  

 ایجاب را کوواریانس بودن صفر متغیرتصادفی، دو استقلال که است ذکر درخور      
  .دهدنمی نتیجه را آنها استقلال الزاماً کوواریانس بودن صفر اامّ کند،می

   صورت به Y و X توأم احتمال توزیع اگر .17-5 مثال
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3
1

3
1

3
1

3
1

3
2

6
1

6
1

6
1

3
1

6
1

0
0
000

1
0
1

101

  

y

x

−

−

  

  .است صفر آنها کوواریانس نیستند، مستقل متغیرتصادفی دو اینکه با دهید نشان باشد،
  آوریممی دست به ایم،داده نشان هاشیهحا در که هاییاحتمال از استفاده با .حل

,)( 0101 3
1

3
1

3
1 =×+×+×−=µX  

,)( 3
1

3
1

3
2 1001 −=×+×+×−=µY  

  و
.)()()()()(, 01111111011 6

1
6
1

6
1

3
1

6
1

11 =××+××−+×−×+×−×+×−×−=µ′  
000 پس، 3

1 =−−=σ )(XY مستقل تصادفی متغیر دو اامّ است، صفر کوواریانس و 
),()()( ،y=−1 و x=−1 برای مثلاً .نیستند yhxgyxf ≠.  
 تصادفی متغیر دو از بیش که نیز حالتی برای توانمی را ضربیحاصل گشتاورهای      
  .کنیممی بیان را زیر مهم یهقضی فقط اینجا در .کرد تعریف دارد وجود

12 اگر .13- 5 یقضیه XXXn    آنگاه باشند، مستقل ... ، ، ،
).()()()( nn XEXEXEXXXE LL 2121 =  

 که قضیه، این برهان درواقع، است؛ 12-5 یهقضی لاوّ قسمت از تعمیمی این،      
  .است 12-5 یهقضی لاوّ قسمت برهان نظیر اساساً است، 14-4 تعریف بر مبتنی

  تصادفی متغیرهای خطی هایترکیب گشتاورهای  5-6
 و تصادفی متغیر n از خطی ترکیبی واریانس و میانگین برای هاییعبارت بخش این در

 ایـن  کاربردهـای  .آوریـم مـی  دست به متغیرتصادفی n از خطی ترکیب دو کوواریانس
 خواهند قرار استفاده مورد آماری استنباط مسائل و گیرینمونه یهنظری مبحث در نتایج،
  .گرفت
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12 اگر .14-5 یهقضی XXXn ∑و تصادفی یرهایمتغ ... ، ، ،
=

=
n

i
ii XaY

1
 در کـه  باشـند  

12 آن aaan ∑ آنگاه هستند، ثابت مقادیری ... ،  ،  ،
=

=
n

i
ii XEaYE

1
  و ،)()(

),,cov()var()var( jiji
ji

n

i
ii XXaaXaY

<=
∑∑∑ += 2

1

2  

ji شرط با n تا 1 از jو iمقادیر تمام روی دوگانه یابیمجموع درآن که  انجام >
  .شودمی

ini با 5-5 یهقضی از .برهان XXXXg =),...,,( ni ازای به 21  درنگبی ،=21,,...,
   که شودمی نتیجه

,)()( ∑∑
==

=







=

n

i
ii

n

i
ii XEaXaEYE

11
  

 واریانس، برای عبارتی آوردن دست به در .کندمی ثابت را قضیه قسمت لیناوّ این، و
iµ جای به را )( iXE آوریممی دست به نتیجه در و دهیم،می قرار  

}.])({[

}])({[

))](([)var(

2

1

2

11

2

∑

∑∑

=

==

µ−=

−=

−=

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii

XaE

XEaXaE

YEYEY

  

 مثلاً ن آبنابر که ایچندجمله یهقضی برحسب نتیجه این بسط با حال
2)( dcba +++ 

   مساوی
cdbdbcadacabdcba 2222222222 +++++++++  

  آوریممی دست به ،5-4 یهقضی به دوباره یهمراجع و است،

).,cov()var(

)])([(])[()var(

jiji
ji

n

i
ii

jjiiji
ji

n

i
iii

XXaaXa

XXEaaXEaY

<=

<=

∑∑∑

∑∑∑

+=

µ−µ−+µ−=

2

2

1

2

1

22
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)cov(),cov,( واقعیت از ضمنی طوربه ما که کنید توجه ijji XXXX  استفاده =
  .ایمکرده
)cov,(=0 اند،مستقل jX و iX وقتی چون       ji XX، که شودمی نتیجه درنگبی   

12 تصادفی متغیرهای اگر .3 یتیجهن XXXn ،،،K و باشند مستقل ∑
=

=
n

i
ii XaY

1
 

   آنگاه

.)var()var( ∑
=

=
n

i
ii XaY

1

2  

 ،µX=2 هایمیانگین دارای Z و،X ،Yتصادفی متغیرهای اگر .18- 5 مثال
3−=µY، 4=µZ، 12 هایواریانس =σX، 52 =σY، 22 =σZ، هایکوواریانس و 
2−=),cov( YX، 1−=),cov( ZX، 1=),cov( ZY ،واریانس و میانگین باشند   

ZYXW 23 +−=  
  .کنید پیدا را

  آوریممی دست به ،14-5 یهقضی بنابر .حل

1742123
23

23

=×+−−×=
+−=

+−=

)(
)()()(

)()(
ZEYEXE

ZYXEWE
  

  و

.)()(
),cov(),cov(),cov(

)var()var()var()var(

18141122624519
4126

49

=×−−+−−×++×=
−+−

++=
ZYZXYX

ZYXW
  

 تصادفی ایمتغیره خطی هایترکیب یهدربار دیگری مهمّ یهقضی زیر، یهقضی      
  .است متغیرتصادفی n از خطی ترکیب دو کوواریانس به مربوط قضیه این .است

12 اگر .15- 5 یهقضی XXXn ،،،K و باشند تصادفی متغیرهای   

∑
=

=
n

i
ii XaY

1
∑  و   1

=
=
n

i
ii XbY

1
2  
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12 آنها در که aaan ،،،K 12 و bbbn ،،،K آنگاه اند،ثابت مقادیر   

).,cov()()var(),cov( jiijji
ji

n

i
iii XXbabaXbaYY ++=

<=
∑∑∑ 2

1
21  

  .است 14-5 یهقضی برهان مشابه قضیه اثبات .برهان
)cov,(=0 اند،مستقل jX و iX وقتی چون        ji XX. که شودمی نتیجه درنگبی   

12 تصادفی متغیرهای اگر .4 ینتیجه XXXn ،،،K باشند، مستقل ∑
=

=
n

i
ii XaY

1
 و 1

∑
=

=
n

i
ii XbY

1
∑ آنگاه ،2

=
=
n

i
iii XbaYY

1
21 )var(),cov(.  

 ،µX=3 هاینگینمیا دارای Z و ،X، Y تصادفی متغیرهای اگر .19-5 مثال
5=µY، 2=µZ، 82 هایواریانس =σX، 122 =σY، 182 =σZ، هایکوواریانس و 
1=),cov( YX، 3−=),cov( ZX، 2 و=),cov( ZY ،است مطلوب باشند 

   کوواریانس
.ZYXV ZYXW  و  3=−− 24 ++=  

  15-5 یهقضی بنابر .حل

.)(
),cov(),cov(),cov(

)var()var()var(
),cov(),cov(

76263511118212483
6511

243
324

−=×−−×+×+×−×−×=
−++

−−=
−−++=

ZYZXYX
ZYX
ZYXZYXWU

  

  تمرین
ــر .5-31 ــع دارای Y و X اگ ــال توزی ــوأم احتم 4 ت

1=),( yxf ــه  ،x=−3 ازای ب
5−=y، 1−=x، 1−=y، 1=x، 1=y، 3=x، 5=y ،مقدار باشند ),cov( YX را 
  .کنید پیدا

001 صــورت بــه Y و X تــوأم احتمــال توزیــع گــرا .5-32 =− ),(f، 4
111 =− ),(f، 

6
100 =),(f، 010 =),(f، 12

101 =),(f، 2
111 =),(f ،دهید نشان باشد:  

)cov,( مقدار )الف YX است صفر.  
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  .نیستند مستقل متغیرتصادفی دو )ب
 و 3 ،9 ،4 هـای میانگین دارای 3X و ،1X، 2X مستقل تصادفی متغیرهای اگر .5-33

  واریانس و میانگین باشند، 5 ،7 ،3 هایواریانس
321 )الف 432 XXXY +−=،   
321 )ب 2 XXXZ −+=،   
  .بیابید را
5-34. )var( YX +، )var( YX )cov,( و ،− YXYX  و هاواریانس برحسب را +−

  .کنید بیان Y و X هایکوواریانس
51 اگر .35- 5 =)var(X،42 =)var(X، 73 =)var(X 321و =),cov( XX، 
231 −=),cov( XX، 2 وX 3 وX 3211 کوواریانس باشند، مستقل 32 XXXY ++= 
3212 و 432 XXXY   .کنید پیدا را =−++
 را تاسی وقتی باشد، موفقیت یک شیر ، آمدنکنیممی پرتاب را ایسکه وقتی اگر .36- 5

 کارتی 52ی هدست یک از کارتی کشیدن در و باشد، یتموفق یک 6 آمدن ریزیممی
 کل تعداد معیار انحراف و میانگین است مطلوب باشد، موفقیت یک تک، آمدن

  یوقت ها،موفقیت
 دسـته  از را کـارتی  آنگاه و بریزیم، را همگنی تاس کنیم، پرتاب را همگنی یهسک )الف

  .بکشیم بیرون است بُرخورده خوب که کارتی
 کارتی آنگاه و بریزیم، بار دو را همگنی تاس کنیم، پرتاب بار سه را همگنی یهسک )ب
  .بکشیم بیرون است بُرخورده خوب که کارتی دسته از را
450 آن آمدن شیر احتمال که را ناهمگن ایسکه و همگن ایسکه متناوباً اگر .37- 5 / 

 به هاسکه این پرتاب ده در که شیرهایی تعداد واریانس و انگینمی کنیم، پرتاب است
  چقدرند؟ آوریممی دست
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  ششمفصل 
  
  

 های احتمال خاصها و چگالیتوزیع
  
  
  مقدمه  6-1
 صـورتی بـه  کاربردهـا  و آمـار  یهنظری ـ در که را احتمال هایتوزیع بعضی فصل این در

 یعنـی  ،هـا توزیع این پارامترهای همچنین .کنیممی مطالعه شوندمی ظاهر گیرچشم بسیار
   مختلـف  اعـضای  بـرای  ولـی  ،انـد ثابـت  خـاص  هـای توزیـع  بـرای  کـه  را هاییکمیت
 تـرین متداول .کرد خواهیم مطالعه ،دارند مختلفی مقادیر ،نوعهم هایتوزیع هایخانواده
 فـصل  در کـه  طورهمان و ،هستند 2σ و µ عمدتاً ،پایین مراتب گشتاورهای ،پارامترها

 .آینـد مـی  دست به گشتاورها این آنها یهوسیلبه که ددار وجود راه دو اساساً دیدیم قبل
 کار گشتاورها مولد هایتابع با یا و ،کنیم محاسبه مستقیماً را لازم هایمجموع توانیممی
 کـار  بـه  اسـت  ترساده که را روشی ،مورد هر در که رسدمی منطقی ظرن به گرچه .کنیم
 آنکه دلیل به کار این موارد برخی در .فتگر خواهیم کار به را راه دو هر اغلب اامّ ،بریم
 دادن بـرای  صـرفاً  مـوارد  سـایر  در و شـد؛  خواهد انجام نیازند مورد اًبعد حاصل نتایج
 اینکـه  بـرای  همچنـین  .اسـت  مربـوط  ریاضـی  هایتکنیک کاربرد در خواننده به تجربه
 بـه  رینتم ـ عنـوان  به جزئیات از بسیاری ،داریم هانگ معقول حد در را فصل این حدود
  .اندشده واگذار خواننده یهعهد

   گسسته یکنواخت توزیع  6-2
 گوییم ،کند اختیار برابر هایاحتمال با را مختلف مقدار k بتواند متغیرتصادفی یک اگر
 نمادی صورت به است؛ گسسته یکنواخت توزیع دارای که
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 عنوان ،آن به و ،است گسسته یکنواخت توزیع دارای X تصادفی متغیر .1- 6 تعریف
 برای ،آن احتمال توزیع اگر تنها و اگر ،شودمی داده گسسته یکنواخت متغیرتصادفی

ji xx ji وقتی ،≠    صورتبه ،≠

kxxxx
k

xf ,,,,)( L21
1

==           
  .باشد

∑ توزیع این واریانس و میانگین ، 4-5 و 2-5 هایتعریف بنابر      
=

=µ
k

i
ix

k1

 و 1

∑
=

µ−=σ
k

i
ix

k1
22 1 ها با میانگین و واریانسی که در فصل اول  این فرمول.هستند )(

  .شرح داده شد کاملاً منطبق است
ixi که خاصی حالت در        صورتبه گسسته یکنواخت توزیع ،=

k
xf 1
 به )(=

kx ازای ,,, L21= در که عددی توزیع برای ،مثلاً ،توزیع شکل این و ،آیدمیدر 
 توزیع این واریانس و میانگین .رودمی کاربه شودمی ظاهر همگن تاس یک ریختن

 بحث مورد 2-6 و 1-6 هایتمرین در آن گشتاورهای مولد تابع و گسسته یکنواخت
  .شوندمی واقع

  برنولی توزیع  6-3
 θ ترتیـب  به آنها احتمال و ،»شکست« و »موفقیت« ،باشد داشته برآمد دو آزمایشی اگر
 ،کندمی اختیار را 0 و 1یا   تصادفی که منطبق با دو وضعیت،      متغیر آنگاه ،باشند θ−1 و

  نمادی صورت به .دارد برنولی توزیع

 برنولی تصادفی متغیر عنوان آن به و ،دارد برنولی توزیع Xتغیرتصادفی م.2- 6 تعریف
 صورت به احتمالش توزیع اگر تنها و اگر ،شودمی داده

101 1 ,,)();( =θ−θ=θ − xxf xx
i          

  .باشد

);()( ،پس θ−=θ 10f وθ=θ);(1f. نماد که کنید ملاحظه );( θxf ایمبرده کاربه را 
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 برنولی توزیع چون .است θ پارامتر یک دارای برنولی توزیع که دهیم نشان صریحاً تا
 نخواهیم بحث آن یهدربار تفضیل به اینجا در .است 4-6 بخش توزیع از خاص حالتی
  .کرد

 یک پرتاب در شیر آوردن دستبه تواندمی موفقیت ،برنولی توزیع با ارتباط در      
 در باختن و ،آزمون یک در )ردشدن یا( شدن قبول ،الریه ذات به ابتلا ،همگن یهسک
 مورد در فقط احتمال یهنظری که است زمانی یادگار ،ناسازگاری این .باشد، مسابقه یک
 .رفتمی کار به )بود دیگر بازیکن موفقیت بازیکن یک شکست که( شانسی هایبازی

 عنوان ،رودمی کار به آن برای برنولی توزیع که آزمایشی به ما دلیل همین به همچنین
 عنوان ،هاییآزمایش چنین از هاییدنباله به و آزمایش ساده صورت به یا برنولی آزمایش
  .دهیممی را تکراری هایآزمایش

  ایهدوجمل توزیع  6-4
 وقتی خصوصاً ،کنندمی بازی آمار و احتمال در مهمی بسیار نقش ،تکراری هایآزمایش
 و ،برابـر  هـا آزمـایش  تمـام  بـرای  )موفقیـت  احتمـال (θ پارامتر ،ثابت هاآزمایش تعداد

 وجود تصادفی متغیر چندین ،دید خواهیم که طوری به .باشند مستقل همگی هاآزمایش
 مطالعـه  اینجا در که آنها از یکی .آیندمی پیش تکراری هایآزمایش با رابطه در که ارندد

 ارائـه  5-6 بخـش  در را متغیرهـا  دیگر هاست؛موفقیت کل تعداد به مربوط کرد خواهیم
  .دهیممی

 عنـوان  بـه  دارد؛ زیـادی  کاربردهای کنیممی بحث آن از بخش این در که اینظریه      
 احتمـال  ،سـکه  یـک  پرتاب 12 در شیر 5 آوردن احتمال که بدانیم خواهیمب اگر ،نمونه
 80 از نفـر  35 اینکـه  احتمال یا ،گرمسیری بیماری یک به مبتلا نفر 10 از نفر 7 بهبود
 ـ .رودمی کار به نظریه این است چقدر دهند پاسخ کالا قلم یک فروش آگهی به نفر  ،اامّ
 بهبـود  و داشـته  یکسانی بهبود شانس نفر 10 هر که است درست وقتی فقط مطلب این
 مختلـف  پزشکان یهوسیل به  که ،شده طرح هاینمونه در( .باشد یکدیگر از مستقل آنها
 آگهـی  بـه  پاسخ دادن احتمال که شرطی به و ،شوند درمان مختلف هایبیمارستان در و

 و ،باشـد  داشـته  وجـود  نیـز  استقلال و بوده یکسان نفر 80 از هریک برای کالا فروش
  .)نباشند متعلق خانوار یک به آنها از نفری دو هیچ

 n در موفقیت تاx« آوردن دست به احتمال ایبر فرمولی یهتهی منظور به      
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 تاx آوردن دست به احتمال که کنید ملاحظه ،شدند بیان که شرایطی تحت »آزمایش
xn و موفقیت xnx برابر مشخص ترتیب یک در شکست تا − −θ−θ  برای .است 1)(

 بنابر و دارد وجود θ−1 احتمال یک شکست هر برای و θ احتمال یک موفقیت هر
xn و θ عامل x ،استقلال فرض  این چون .شوندمی ضرب کدیگری در θ−1 عامل −
xn و موفقیت x آن در که آزمایش n از ایدنباله هر با احتمال  وجود شکست −
 سپس و بشماریم را نوع این از هایدنباله تعداد باید تنها ،است همراه دارند

xnx −θ−θ  x توانیممی که هاییراه تعداد است روشن .کنیم ضرب تعداد این در را 1)(
 با است برابر کنیم انتخاب ،است موفقیت آنها یههم برآمد که ،را آزمایش








x
n، و 

 برابر »آزمایش nدر موفقیت x« برای مطلوب احتمال که شودمی نتیجه
xnx

x
n −θ−θ





   .است 1)(

 تصادفی متغیر عنوان به و ،دارد ایدوجمله توزیع X متغیرتصادفی .3-6 تعریف
  صورت به آن احتمال توزیع اگر وتنها اگر ،شودمی داده ایدوجمله

nx
k
n

nxb xnx ,,,,,)(),;( L2101 =θ−θ





=θ −           

  .باشد

 ایدوجمله توزیع که است تصادفی متغیری ،آزمایش n در هاموفقیت تعداد ،پس      
 که شودمی نتیجه واقعیت این از »ایدوجمله توزیع« نام .دارد θ و n پارامترهای با

);,( مقادیر θnxb ازای به nx ,,,, L210=، ایدوجمله بسط متوالی جملات 
n])[( θ+θ−1 که گونههمان ،هااحتمال مجموع که دهدمی نشان مطلب این هستند؛ 

  .است 1 مساوی ،باید

دادن به آگهی فروش یک قلم مین احتمالی را که مربوط به پاسخکنیم سوّاگر سعی      
150، و مثلاً x ،80=n=35دادن با قرار، کالا /=θای  در فرمول توزیع دوجمله

در . العاده زیادی استشویم انجام این محاسبه مستلزم کار فوقمحاسبه کنیم، متوجه می
، زیرا آنها به صورتی شوندای مستقیماً محاسبه میهای دوجملهعمل به ندرت احتمال

  کامپیوتریافزارهایاند و نرمبندی شده جدولn و θجامع برای مقادیر مختلف 
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های تجمعی متناظر ای و همچنین احتمالهای دوجملهفراوانی وجود دارند که احتمال
 آنها، یعنی

∑
=

θ=θ
x

k
nkbnxB

0
),;(),;(  

  .دهندتورهای ساده به دست میرا با دس

ی هسک یک پرتاب 12 در را خط 7 و شیر 5 آوردن دست به احتمال .1- 6 مثال
  .کنید پیدا همگن
 و ،x، 12=n=5 دهیم قرار اگر ایدوجمله توزیع فرمول در .حل

2
1

=θ، دستبه 
 آوریممی

 5125

2
11

2
1

5
12

2
1125 −−






= )()(),;(b  

 مقدار یمحاسبه با و






5
12 جواب که گیریممی نتیجه 12

2
1792  با استفاده از .است )(

)()()(ی ، و رابطه1جدول  −−== xFxFxXP که در آن )( −xF نمایانگر مقدار 
  .آیدبه دست می است، مقدار احتمال مربوط x  مقدارحد چپ تابع توزیع به ازای

./
//

),;(),;(

)()(),;(

1930
19403870

124125

45125

2
1

2
1

2
1

=
−=

−=

≤−≤=

BB

XPXPb

  

 هک صورتی در را گرمسیری بیماری یک از نفر10 از نفر7 بهبود احتمال .2-6 مثال
800 آنها از هریک بهبود احتمال و برقرار استقلال فرض   .کنید پیدا باشد /
800 و ،x، 10=n=7 دهیمقرار ایدوجمله توزیع فرمول در اگر .حل /=θ، دستبه 
 آوریممی

    7107 8001800
7
10

800107 −−







= )/()/()/,;(b 

21012103220 ، مقدار احتمال فوق برابر با1-6ی مثال شی مشابهبا رو و ///   .است −=
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);,( مقادیر ،کتاب انتهای در 1 جدول       θnxB 1 برای ،دهدهی رقم سه با را=n تا 
23=n، 9509020100050 و /,/,,/,/,/ K=θ را 1توان جدول  می.دهدمی دست به 

500 از بزرگتر θ وقتی تر از وضعیت فعلی ارائه داد زیراخلاصه  زیر اتحاد ،است /
  .دهدهای دیگر را به دست میکمیت

);,();,( .1- 6 یقضیه θ−−=θ 1nxnbnxb. 

 ،مثال عنوانبه .است شده واگذار خواننده به تمرین عنوان به فوق یقضیه اثبات      
);,/( تعیین برای 7001811b، مقدار )/,;( 300187b 13760 که کنیممی پیدا را -می /
 توانمی آنها طی که دارند وجود مختلف راه چندین ،است بزرگ n وقتی .شود

 در را دیگر یکی و ،6.7 بخش در را هاراه از یکی .زد تقریب را ایدوجمله هایاحتمال
  .کرد خواهیم ذکر 6.6 بخش
ای را به ی مقدار احتمال و تابع توزیع در توزیع دوجملهی محاسبه در زیر نحوه     

  .دهیمافزار نشان میی نرموسیله

MTB > LET K1=5 
MTB > LET K2=0.33 
MTB > LET K3=10 
MTB > PDF K1 K4; 
SUBC>   Binomial K3 K2. 
MTB > PRINT K4 
Data Display 
K4      0.133151 
MTB > CDF K1 K5; 
SUBC>   Binomial K3 K2. 
MTB > PRINT K5 
Data Display 
K4      0.926800 

);,/( برابر K4مقدار  330105b و K5 برابر با )/,;( 330105Bاست.  
  .کنیممی پیدا هاییفرمول ایدوجمله توزیع واریانس و میانگین برای حال      

 با برابرند ایدوجمله توزیع واریانس و میانگین .2- 6 یقضیه

.),( θ=µθ−θ=σ nn    12 
 کنیممی رامحاسبه زیر مجموع مستقیماً ،میانگین تعیین برای .برهان
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∑

∑

=

−

−

=

θ−θ
−−

=

θ−θ





=µ

n

x

xnx

xnx
n

x

xnx
n

x
n

x

1

0

1
1

1

)(
)!()!(

!

)(
  

 x با را x عامل و حذف است صفر برابر که را x=0 با متناظری هجمل آن در که

 مخرج در که x! در موجود







x
n

 n عامل کردن خارج با سپس .ایمکرده ساده است   
!)!( در که 1−= nnn عامل و دارد وجود θ، آوریممی دست به 

∑
=

−− θ−θ







−
−

θ=µ
n

x

xnx

x
n

n
1

1 1
1
1

)(  
=−1 دهیم قرار اگر که xy 1 و−= nm، صورت به عبارت این  

θ=θ−θ





θ=µ ∑

=

− n
y
m

n
m

y

ymy

0
1 )(  

 با ایوجملهد توزیع مقادیر تمام مجموع مساوی ،مجموع آخرین زیرا ،آیددرمی
  .است 1 برابر نتیجه در که است θ و m پارامترهای

)(])[()( واقعیت ،2σ برای سپس و ′2µ برای عبارتی یافتن در       XEXXEXE +−=  را 12
)])[( ابتدا و ریمبمی کار به 1−XXE دقیقاً عملی مقاصد تمام برای .کنیممی محاسبه را 
  آوریممی دست به بالا مراحل تکرار با

,)()(

)(
!)(!)(

!

)()()]([(

xn
n

x

x

xnx
n

x

xnx
n

x

x
n

nn

xnx
n

x
n

xxXXE

−

=

−

−

=

−

=

θ−θ







−
−

θ−=

θ−θ
−−

=

θ−θ





−=−

∑

∑

∑

1
2
2

1

1
2

111

2

22

2

o

  

=−2 دهیم قرار اگر که xy 2 و−= nm، صورت به عبارت این 

,)(

)()()]([

2
0

2

1

111

θ−=

θ−θ





θ−=− −

=
∑

nn

y
m

nnXXE ym
m

y

y
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 این بنابر .آیدیدرم

θ+θ−=+−=µ′ nnnXEXXE 2
2 11 )(][)]([  

 سرانجام و

).(
)(
θ−θ=

θ+θ+θ−=

µ′−µ′=σ

1
1 222
12

2

n
nnnn  

 شده پیشنهاد 4-6 تمرین در دارد کمتری جبری عملیات که قضیه این از دیگری برهان
  .است
  .باشد انگیزشگفت نباید است θn برابر ایدوجمله توزیع میانگین اینکه      

 مفهوم به( که داریم انتظار ،شود پرتاب بار 200 همگنی یهسک وقتی که اردندبحثی 
100200 ،)ریاضی امید 2

1  تاسی وقتی نحو همینبه ،بیاید خط بار 100 و شیر بار ×=
406 انتظار شود ریخته بار 240 همگن

1240  احتمال وقتی و ،داریم را شش وجه ×=
800 بکند خریدی فروشگاهی از شخصی اینکه 320800400 داریم انتظار ،باشد / =)/( 
  .کنند خریداری چیزی کنندمی مراجعه فروشگاه این به که نفری 400 از نفر

 خیلی کاربردهای ،است تغییرات معیار که ،ایدوجمله زیعتو واریانس فرمول      
n تصادفی متغیر ،آن تاهمیّ بر تأکید برای اامّ ،دارد یمهمّ

XY  که ،بگیرید نظر در را =
 این .دارد θ و n پارامترهای با ایدوجمله توزیعی که است تصادفی متغیر X آن در

 تمرین، عنوانبه تواندمی خواننده.است آزمایش n در هاموفقیت نسبت متغیرتصادفی
  .کند ثابت را زیر یهقضی

n و باشد داشته θ و n پارامترهای با ایدوجمله توزیع X اگر .3-6 یقضیه
XY =، 

  آنگاه

.)(,)(
n

YE Y
θ−θ

=σθ=
12              

ck با را چبیشف یهقضی اگر حال       =σ برای که کنیم حکم توانیممی ،بریم کار به 
 c+θ و c−θ بین آزمایش n رد هاموفقیت نسبت اینکه احتمال ،c مثبت ثابت هر
 با است برابر حداقل گیرد قرار



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  211    های احتمال خاصها و چگالیتوزیع

.)(
2

11
cn
θ−θ

−  
 از کوچکتر ،θ با هاموفقیت نسبت اختلاف اینکه احتمال ،n→∞+ وقتی ،نتیجه در
 بزرگ اعداد قانون نام به نتیجه این .کندمی میل 1 به باشد c دلخواه ثابت عدد هر

 رودمی کار به هاموفقیت نسبت یهدربار قانون این که داشتتوجه باید و ،است موسوم
   تعداد است بزرگ n وقتی که کنیم فرض اگر .آنها واقعی تعداد یهدربار نه و

  .بود خواهد اشتباه فرضی ،باشد θn به نزدیک الزاماً باید هاموفقیت
 را آن ،است آسان ایدوجمله توزیع گشتاورهای مولد تابع آوردن دست به چون      
  .بریممی کار به 2-6 یهقضی نتایج تحقیق برای و کنیممی پیدا

  صورتبه ایوجمله دتوزیع گشتاور مولد تابع .4- 6 یهقضی
nt

X etM )]([)( 11 −θ+=  
  .است
 آوریممی دستبه ،3-6 و 6-5 هایتعریف بنابر .برهان

,)()(

)()(

xnxtn

x

xnx
n

x

tx
X

e
x
n

x
n

etM

−

=

−

=

θ−θ





=

θ−θ





=

∑

∑

1

1

0

0  

 ایدوجمله بسط ،مجموع این که است تشخیص قابل آسانی به ،9-2 یهقضی بنابر و
ntnt ee )]([)]([ 111 −θ+=θ−+θ  

  .کندمی کامل را اثباتین است و ا
tM)( از دوبار اگر       X به نسبت t آوریممی دستبه ،بگیریم مشتق 

,)]()[(

)]([)()]([)(

,)]([)(

2

2221

1

111

11111

11

−

−−

−

−θ+θ+θ−θ=

−θ+θ−+−θ+θ=′′

−θ+θ=′

nttt

nttntt
X

ntt
X

eenen

eenneentM

eentM

  

′θ=µ آوریممی دستبه ،آنها در t=0قراردادن از پس و n1 و )( θ+θ−θ=µ′ nn 12. 
θ=µ ،لذا n و )()()( θ−θ=θ−θ+θ−θ=µ−µ′=σ 11 22

2
2 nnnn، با که 

  .هستند یکی شدند داده 2-6 یهقضی در که هاییفرمول
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 توزیع گشتاورهای کردن پیدا که رسدمی نظر به گفتیم بخش این در آنچه از      
 ،است مستقیم راه از هاآن یهمحاسب از ترآسان گشتاورها مولد تابع روی از ایدوجمله

 نسبتاً گیریمشتق که است آشکار کنیم معین را ′4µ یا ′3µ مثلاً ،بخواهیم اگر اامّ
 ایدوجمله توزیع گشتاورهای تعیین برای ترآسان راهی واقع در .شودمی ترمشکل
 9-6 تمرین در و است عاملی اورهایگشت مولد تابع بر مبتنی که راهی دارد؛ وجود
  .است شده داده توضیح

  تمرین
kxf یگسسته یکنواخت توزیع دارای X اگر .1- 6 kx ازای به ،)(=1 ,,, K21= باشد 

   که دهید نشان
2 آن میانگین )الف

1)( +=µ k ،است  
12 آن واریانس )ب

12 2 )( −=σ k،است  
kxf یگسسته یکنواخت توزیع دارای X اگر .2- 6 kx ازای به )(=1 ,,, K21= ،باشد 

   صورت به تاورهایششگ مولد تابع که دهید نشان

)(
)()( t

tkt
X

ek
eetM

−

−
=

1
1  

lim)( یمحاسبه با را توزیع این همچنین .است tM Xt
′

→0
 در که اینتیجه با را آن و بیابید، 

  .کنید مقایسه آمده دست به 1-6 تمرین )الف( قسمت
);,();,( )الف که کنید تحقیق .3- 6 θ−−=θ 1nxnbnxb،  

nx برای اگر که دهید نشان همچنین ,,,, K210=، ∑
=

θ=θ
x

k
nkbnxB

0
),;(),;(، 

  آنگاه
);,();,();,( )ب θ−−θ=θ nxBnxBnxb 1،  
);,();,();,( )ج θ−−−−θ−−=θ 111 nxnBnxnBnxb،  
);,();,( )د θ−−−−=θ 111 nxnBnxB.  
 ،1X اگر :کرد استوار واقعیت این براساس توانمی را 2-6 یقضیه از دیگر برهانی .4- 6

K، و nX پارامتر با برنولی  با توزیعتوزیعهم و مستقل تصادفی متغیرهای θ ،باشند 
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nXXY آنگاه ++= L1 با ایدوجمله توزیع دارای که است تصادفی متغیری 
  .است θ و n پارامترهای

 یمحاسبه با ابتدا معمولاً توانمی ،ایدوجمله توزیع مقادیر تمام یمحاسبه هنگام .5- 6
),;( θnb   بازگشتی فرمول از استفاده سپس و 0

),;(
)()(

)(),;( θ
θ−+

−θ
=θ+ nxb

x
xnnxb
11

1  
 مقادیر یهمحاسب برای را آن و کنید تحقیق را فرمول این درستی .کرد ساده را کار

250 و n=7 با ایدوجمله توزیع /=θ برید کار به.  
 توزیع ،θ=21 برای که دهید نشان ،برده کار به را قبل تمرین بازگشتی فرمول .6- 6

   دارای ایدوجمله
2در ماکسیممی )الف

nx   است، زوجn وقتی است،=
2 در هاییماکسیمم )ب

1−= nx 2 و
1+= nx ،وقتی است n است فرد.  

 احتمال ،θ مقدار چه ازای به باشد، ایدوجمله تصادفی متغیر ،Xاگر .7- 6
),;( θnxb است؟ ماکسیمم  
])[(کمیت ،2-6 یقضیه برهان در .8- 6 1−XXE نامیده عاملی گشتاور مینوّد که را 

   صورت بهX عاملی گشتاور امینr کلی، طور به کردیم؛ تعیین شودمی
)]()()([)( 121 +−−−=µ′ rXXXXEr L  

  .کنید بیان عاملی گشتاورهای حسب بر را ′4µ و ،′2µ′، 3µ .است
   صورت به X یگسسته تصادفی متغیر عاملی تاورهایشگ مولد تابع .9- 6

∑==Ψ
x

xX
X xfttEt )()()(  

) مشتق امینr که دهید نشان .شودمی داده )tXΨ نسبت t 1 ازای به=t برابر )(rµ′، 
  .شد تعریف 8-6 تمرین در که است عاملی تاورشگ امینr همان

 پاسخ سه شامل سئوال هر و سئوال،8شامل ایچندگزینه یتست آزمایش یک .10- 6
 هر به همگن تاسی ریختن با جوییدانش اگر ).است صحیح آنها از یکی فقط که( است
 بیاورد 4 یا 3 اگر ل،اوّ جواب بیاورد 2 یا 1 اگر که طریق این هب دهد، پاسخ سئوال
 4 به دقیقاًً اینکه احتمال بزند، علامت را مسوّ جواب بیاورد 6 یا 5 اگر و مدوّ جواب
  است؟ چقدر بدهد صحیح جواب سئوال
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 از ناشی یکی تصادف ده هر از که دکنمی ادعا اتومبیل ایمنی مهندس یک .11- 6
 چهار تا جهنتی گردکردن و ایدوجمله توزیع فرمول از استفاده با .است راننده خستگی

 راننده خستگی از ناشی اتومبیل تصادف 5 از تا 3 حداقل اینکه احتمال اعشار، رقم
  است؟ چقدر باشد

 از بعد دقیقه یک طول در هستند، آزمایشگاه یک در که هاییشوم درصد40 اگر .12- 6
 تا شش دقیقاً اینکه احتمال کنند، پیدا شدید تهاجمی حالت یآزمایش داروی  یکتزریق

 تهاجمی حالت هفته یک طول در است شده یقرتز آنها به دارو که موشی پانزده از
   از استفاده با کنند پیدا شدید
  ،ایدوجمله توزیع فرمول )الف
  ،1 جدول )ب

  است؟ چقدر
 اعلام اخلاقی توافق عدم طلاق موارد تمام از درصد70 قانونی دلیل شهری، در .13- 6

 دوشمی ثبت شهر این در که بعدی طلاق دورم شش از تا پنج اینکه احتمال .است شده
  از استفاده با شود، اعلام اخلاقی توافق عدم
  ،ایدوجمله توزیع فرمول )الف
  ،1 جدول )ب

  است؟ چقدر
 هیئت اعضای از یکی جدید، یمدرسه یک نانداخت راه برای ریزیبرنامه در .14- 6

 مدرسه در سال یک از بیش وقتپاره مانمعلّ  ازنفر5 از نفر4 کندمی ادعا مدرسه امنای
 آن صحیح کندمی ادعا امنا هیئت دیگر عضو که حالی در دهند،می ادامه خود کار به

 عضو دو این هایبینیپیش .دهندمی ادامه خود کار به نفر 5 از تا3 بگوییم، که است
 اطلاعات درنظرگرفتن بدون که قسمی به اند،داشته اعتبار اندازه یک به تقریباً گذشته در

 از یکی عایاد اگر .دانست معتبر اندازه یک به را نفر دو این هایقضاوت توانمی دیگر،
 وقتپاره معلمان نفر12 این از نفر11 که دریابیم که صورتی در باشد، درست دو این
 عضو دو این ادعاهای به باید هاییاحتمال چه اندداده ادامه خود کار به سال یک از بیش

  دهیم؟ تخصیص
 برابر حداقل احتمالی کنید تحقیق، 2-6 یقضیه و چبیشف یهقضی از استفاده با .15- 6
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36
   که دارد وجود 35
400 بین شیرها نسبت همگن، یسکه یک پرتاب 900 در )الف 600و /   باشد، /
470 بین شیرها نسبت همگن، یسکه یک پرتاب 10000 در )ب 530و /   باشد، /
4970 بین شیرها نسبت همگن، یسکه یک پرتاب 1000000 در )ج 5030و /   .باشد/

  .رودمیکاربه بزرگ اعداد قانون توضیح برای تمرین این که کنیدتوجه

  هندسیفوق توزیع  6-5
  ،وابسته و مستقل پیشامدهای برای ضرب قواعد تشریح منظور به مسوّ فصل در
 فرمولی آوردن دستبه برای .بردیم کاربه را جایگذاریبدون و جایگذاریبا گیرینمونه 

 نتیجه در و ،است جایگذاریبدون ریگینمونه آن در که ،ایدوجمله توزیع فرمول شبیه
 را آنها تایk که گیریممی نظر در را عنصر N از ایمجموعه ،نیستند مستقل هاآزمایش

kN و موفقیت عنوان به ی خاص هستندکه دارای یک نسخه  شکست را دیگر تای−
 n در موفقیت x آوردن تدس به احتمال ،ایدوجمله توزیع حالت مثل .کنیممی تلقی

 در موجود عنصر N از عنصر n ،جایگذاریبدون اینک اامّ ،است توجه مورد آزمایش
  .کنیممی انتخاب را مجموعه

      







x
k انتخاب برای راه xاز تا k و موفقیت 








−
−

xn
kN انتخـاب  برای راه xn  تـا −

kN از  بنابراین و ،دارد وجود شکست −











−
−









xn
kN

x
k انتخاب برای راه x و موفقیت 

xn  چـون  .است موجود شکست −







n
N انتخـاب  بـرای  راه n  از عنـصر N  عنـصر 

 نتیجـه  2-3 یهقـضی  از لـذا  ،شـانس هم آنها تمام کنیممی فرض ما و دارد وجود جامعه

 برابر »آزمایش n در موفقیتx« احتمال که شودمی
















−
−









n
N

xn
kN

x
k

 .است 

 عنـوان  ،آن بـه  و اسـت  هندسـی فـوق  توزیـع  دارای ،Xمتغیرتـصادفی  .4-6 تعریف
 بـرای  آن احتمـال  توزیـع  اگـر  تنهـا  و اگـر  ،شـود مـی  داده هندسـی  فوق متغیرتصادفی

nx ,,,, K210=، kx kNxn و ،≥   صورت به −≥−
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









































−
−

=

n
N

xn
kN

x
k

kNnxh ),,;(  

  .باشد

 متغیری ،آزمایش n در هاموفقیت تعداد ،جایگذاریبدون گیرینمونه برای ،پس
nNk پارامترهای با هندسی فوق توزیع با تصادفی   .ارددو،،

 مواد گیردمی تصمیم بازرسی ،هوا آلودگی بررسی از بخشی عنوان به .3-6 مثال
 اگر .کند آزمایش شوندمی خارج شرکتی ماشین 24 از تا6 اگزوز از که را ایهآلودکنند

 احتمال ،کنند منتشر هوا یهکنند آلوده یهماد زیادی میزان به شرکت هایماشین از تا4
  است؟ چقدر نباشد آنها از یک هیچ شامل کنندهبررسی یهنمون اینکه
 ،k=4 و ،x، 6=n، 24=N=0 دهیم قرار هندسی فوق توزیع مولرف در اگر .حل
 آوریممی ستد به

./),,;( 2880042460
6
24
6
20

0
4

==
























h  

 شباهت کنیممی پیدا را هندسی فوق توزیع واریانس و میانگین ،آن با که روشی      
  .رفت کار به 2-6 برهان در که دارد روشی به زیاد

 از اندعبارت هندسی فوق توزیع واریانس و میانگین .5- 6 یقضیه

 .       
)(

)()(,
12

2

−

−−
=σ=µ

NN
nNkNkn

N
kn 

 کنیممی محاسبه مستقیماً را زیر مجموع ،میانگین یینتع برای .برهان
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=µ ∑∑
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 لیناوّ با را xو ،حذف است صفر مساوی ،x=0 با متناظر  را کهیاهجمل درآن که
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!)(! عامل 1−= xxx مخرج در که 







x
k از گرفتن فاکتور با لذا .ایمکرده ساده است 















n
N
k، آوریممی دست به 

.∑
=
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1 1
1  

=−1 دادن قرار با که xy 1 و−= nm صورت به 

∑
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
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y ym
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 آوریممی دستبه ،12-2 یهقضی از استفاده با سرانجام .آیدمی در

N
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n
N
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 عمل آمد 2-6 یهقضی برهان در آنچه مانند ،2σ برای فرمولی آوردن دست به برای
])[( ابتدا یعنی ،کنیممی 1−XXE که را واقعیت این سپس و ،کنیممی محاسبه را  

)())(()( XEXXEXE +−= 12  
 اثبات واگذاری با و بریممی کار به 

)(
)()()]([

1
111

−
−−

=−
NN

nnkkXXE  

  آوریممی دست به ،خوانندهی هعهد به 18-6 تمرین در
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 سرانگشتی قانون( است کوچک نسبتاً N با مقایسه در n و بزرگ Nوقتی      
   بین چندانی تفاوت ،)کند تجاوز N درصد5 از نباید n که ستا آن معمولی
 هایاحتمال تقریب برای و ،ندارد وجود جایگذاریبدون و باجایگذاری گیرینمونه
N و n پارامترهای با را ایدوجمله توزیع فرمول توانمی هندسی فوق

k=θ کار به 
 .برد

 5 اگر .اندشرایط واجد واقعاً نفرشان 80 فقط شغلی متقاضی نفر 120 بین .4- 6 مثال
 انتخاب مفصل یهمصاحب یک برای تصادف به و جایگذاریبدون متقاضیان از نفر

   از استفاده با ،شوند
  و ،هندسی فوق توزیع )الف
120 با ایدوجمله توزیع )ب

80=θ تنها که را آن احتمال کنید پیدا ،تقریب یک عنوانبه 
  .باشند شرایط واجد مزبور شغل برای نفر 5 از نفر 2

 ،x،5=n، 120=N=2 دهیم قرار هندسیفوق توزیع فرمول در راگ )الف .حل
80=k، آوریممی دست به اعشار رقم سه تا نتیجه گردکردن با  

1640

5
120
3
40

2
80

8012052 /),,;( ==











































h  

3 و ،x، 5=n=2 دهیمقرار ایدوجمله توزیع فرمول در اگر )ب
2

120
80 ==θ، با 

 آوریممی دست به ،اعشار رقم سه تا نتیجه گردکردن

./),;( 1650
3
21

3
2

2
5

3
252

32
=





 −












=b  

  .است دقیق خیلی حاصل تقریب ،است مشهود نتایج این از که طورهمان

  تمرین
 جیبی حساب ماشین دو از مرکب یتصادف اینمونه کیفیت، کنترل مهندس یک .16- 6
 دو هر اگر کند،می بررسی است شده انتخاب شده دریافت تایی18 یبسته هر از که را

 فروشنده خرج به بسته تمام صورت این غیر در پذیرد؛می را بسته کنند کار خوب
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 در است چقدر شود هپذیرفت بعدی بررسی بدون بسته این اینکه احتمال .شودمی بررسی
   شامل بسته این که صورتی

  نکنند، کار خوب که باشد حساب ماشین 4 )الف
  نکنند، کار خوب که باشد حساب ماشین 8 )ب
  نکنند؟ کار خوب که باشد حساب ماشین 12 )ج
-به متقاضی سه اگر .دارند دانشگاهی تحصیلات نفر ده شغلی متقاضی 16 بین .17- 6

   اینکه احتمال شوند، انتخاب مصاحبه برای تصادف
  باشند، نداشته دانشگاهی تحصیلات یکهیچ )الف
  باشد، داشته دانشگاهی تحصیلات یکی )ب
  باشند، داشته دانشگاهی تحصیلات نفر دو )ج
  ،باشند اشتهد دانشگاهی تحصیلات سه هر )د

   است؟ چقدر
 با k=10 و ،n، 16=N=3 با را هندسی فوق توزیع واریانس و میانگین .18- 6

   از استفاده
  قبل، تمرین نتایج )الف
  ،5-6 یهقضی هایفرمول )ب

  .بیابید
 با اظهارنامه 2 فقط مالیاتی یهاظهارنام 5 بین از مالیاتی، ممیز آنکه احتمال .19- 6

 تصادف به را اظهارنامه 5 این که شرطیبه است، چقدر بیاید غیرمجاز هایبخشودگی
 کرده انتخاب است غیرمجاز بخشودگی با ارنامهاظه 9 شامل که اظهارنامه 15 بین از

  باشد؟
 از تا سه اگر .است وبعیم دستگاه 4 شامل دستگاه 80 از مرکب ایمحموله .20- 6

   از استفاده با شوند، ارسال مشتری یک برای و انتخاب تصادف به هادستگاه این
  هندسی،فوق توزیع فرمول )الف
  تقریب، یک عنوانبه ایدوجمله توزیع )ب

  .کند دریافت معیوب دستگاه یک مشتری که کنید پیدا را نای احتمال
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  پواسون توزیع  6-6
 3-6 تعریف فرمول از استفاده با ایدوجمله هایاحتمال یهمحاسب ،است بزرگ nوقتی

 اینکـه  احتمال یهمحاسب برای ،مثال عنوانبه .است دیزیا العادهفوق کار مستلزم معمولاً
 دچـار  کننـد مـی  تماشـا  را ایرژه تابـستان  گـرم  روز یـک  در که نفری 3000 از نفر 18

 ابتدا مجبوریم ،شوند گرمازدگی






18
 زا یکـی  اینکـه  احتمـال  اگـر  و ،کنیم تعیین را 3000

0050 برابر شود گرمازدگی دچار کنندمی تماشا را رژه که نفری 3000  مجبوریم ،باشد /
298218 مقدار 99500050   .کنیم محاسبه نیز را)/()/(

 تقریب برای آن را توانمی که کرد خواهیم معرفی را احتمالی توزیع بخش این در      
 ایدوجمله توزیع از حدی صورتی خصوصاً .ردب کار به ایدوجمله توزیع نوع این زدن
 اگر .کرد خواهیم بررسی ماندمی ثابت θn حال عین در و n، 0→θ→∞+ وقتی را

 نتیجه در و ،λ=θn یعنی ،کنیمفرض λ را ثابت مقدار این
n
λ=θ بنویسیم توانیممی 

.
!

)()()(

),;(

xnx

xnx

nnx
xnnnn

nnx
n

nxb

−

−






 λ
−





 λ+−−−

=






 λ
−





 λ






=θ

1121

1

L
  

x در که را n عامل x از هریک اگر حال

n
)(λ از هریک مخرج ،ترتیب به دارد وجود 

)()()( ضربحاصل هایعامل 121 +−−− xnnnn L و دهیم قرار xn

n
−λ−  به را 1)(

  صورت

xn

nn

−
λ−

λ
−






 λ
−



















 λ
− 11  

 آوریممی دست به ،بنویسیم

.)(
!

)()()( xn
xn

x
nn

nnx

−
λ−

λ
−−






 λ
−



















 λ
−λ

−−−
11

1111 121 L  

   آوریممی دست به ،داریم نگه ثابت را λو x و n→∞+ کنیم فرض اگر سرانجام
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11121111 →




 −
−−





 −

n
x

nn
L)(   

11 →




 λ
−

−x

n
 

e
n
λ λ

n

→




 −

−

1 

  صورت به حدی توزیع ،نتیجه در و

K,,,
!

);( 210=λ
=λ

λ−

x
x
exp

x
   ,              

  .آیددرمی

 تصادفی متغیر عنوان آن به و ،دارد پواسون توزیع ،X تصادفی متغیر .5- 6 تعریف
  صورتبه آن احتمال توزیع اگر تنها و اگر ،شودمی دهدا پواسون

            ,             K,,,
!

);( 210=λ
=λ

λ−
x

x
exp

x
 

  .باشد
  

050 وn=150ای باخروجی کامپیوتر برای توزیع دوجمله. 1-6 جدول /=θ57و توزیع پواسون /=λ  
x b(x; 150, 0.05) p(x; 7.5) x b(x; 150, 0.05) p(x; 7.5) 
1 0.003596 0.004148 11 0.058211 0.058521 
2 0.014102 0.015555 12 0.035488 0.036575 
3 0.036616 0.038889 13 0.019828 0.021101 
4 0.070823 0.072916 14 0.010212 0.011304 
5 0.108843 0.109375 15 0.004873 0.005652 
6 0.138441 0.136718 16 0.002164 0.002649 
7 0.149891 0.146484 17 0.000898 0.001169 
8 0.141016 0.137329 18 0.000349 0.000487 
9 0.117101 0.11444 19 0.000128 0.000192 

10 0.086901 0.08583 20 0.000044 0.000072 
  

 تعداد ،ماندمی باقی ثابت λ=θn و ،n، 0→θ→∞+ وقتی ،درحد ،بنابراین      
 به توزیع این .دارد λ پارامتر با پواسون توزیع که است تصادفی متغیری هاموفقیت
  .است شده گذارینام )1840-1781( ونپواس سیمون ،فرانسوی دانریاضی افتخار
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050 و ،n≤20 وقتی کلی ورطبه  /≤θ، هایاحتمال برای خوب تقریبی پواسون توزیع 
  .است عالی بسیار تقریب عموماً ،θn>10 و n≤100 وقتی .دهدمی دست به ایدوجمله

 ،ایدوجمله توزیع برای پواسون تقریب نزدیکی یهدربار ایایده آوردن دستبه یبرا
 و n=150 با را ایدوجمله توزیع که بگیرید نظر در را 1-6 شکل کامپیوتری خروجی

050 /=θ 57050150 با پواسون توزیع بالای در /)/( ==λ دهدمی نشان.  

57 با پواسون توزیع وقتی .5-6 لمثا  /=λ با ایدوجمله توزیع تقریب برای را 
150=n 050 و /=θ مقدار ،1-6 جدول از استفاده با ،بریممی کاربه x20 تا 1از( ی( 
  .کنید معین دارد را قدرمطلق بزرگترین خطا میزان آن برای که را

1620 با متناظر هایتفاضل یمحاسبه با .حل === xxx ,,,K ،از( خطا سیممماک 
00367810 با برابر )عددی لحاظ    .است متناظر x=8 با که است /

  .دهندمی نشان ایدوجمله توزیع برای را پواسون تقریب ،بعدی مثال

 شده صحافی بد ،اندشده جلد صحافی یک در که هایکتاب از درصد دو اگر .6-6 مثال
 که کنیدتعیین را آن احتمال ،ایدوجمله توزیع برای پواسون تقریب از استفاده با ،باشند
  .باشند شده صحافی بد صحافی این یشده جلد کتاب 400 از جلد 5

x، 8020400=5 دادن قرار با .حل ==λ 0003408 و ،)/( /=−e تعریف فرمول در 
 آوریممی دست به ،6-7

./)/()(
!

);( 0930
120
00034032768

5

85885 ==
−

=
ep  

 به 7-5 تعریف مولفر در مستقیم جانشینی با ندرتبه پواسون هایاحتمال ،درعمل      
-به یا ،کتاب آخر 2 جدول نظیر ،پواسون هایاحتمال جداول به گاهی .یندآمی دست
 اغلب روزها این اامّ ،کنیممی مراجعه آماری جداول دستی هایکتاب در ترجامع جداول

 چندین به مربوط هایاحتمال با وقتی .کنیممی رجوع مناسب کامپیوتری افزارهاینرم به
  .کندمی پیدا خاص تیاهمیّ کامپیوترها یا هاجدول از استفاده ،داریم سروکار x مقدار

 پلی از عبور حال در اتومبیلی پنچرشدن احتمال که دهندمی نشان سوابق .7-6 مثال
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000050 معین  ،ایجملهدو هایاحتمال تقریب برای پواسون توزیع از استفاده با .است /
  کنندمی عبور پل این از که اتومبیلی 10000 بین که بیابید را آن احتمال

  شوند؛پنچری دچار اتومبیل دو دقیقاً )الف
  .شوندپنچری دچار اتومبیل دو حداکثر )ب
5000005010000 و ،x=2 برای 2 جدول به رجوع با )الف .حل /)/( ==λ، احتمال 

07580 پواسون   .آوریممی دست به را /
210 برای ،2 جدول به رجوع با )ب ,,=x 50 و /=λ ترتیببه را پواسون هایاحتمال 

606503033007580 برابر  10000 بین اینکه احتمال ،پس .آوریممی دست به //   ،    ،/
  با است برابر شوند پنچری دچار اتومبیل دو حداکثر کنندمی عبور پل از که اتومبیلی

.//// 98560075803033060650 =++  
 دسـت بـه  ایدوجملـه  توزیـع  حـدی  صـورت  عنـوان به را پواسون توزیع که حال      
 دیح شرایط همان کاربردنبه با را آن واریانس و میانگین هایفرمول توانیممی ،یمدآور

)+∞→n، 0→θ ــت و ــدن ثاب ــانگین روی از )λ=θn مان ــانس و می ــع واری  توزی
λ=θ=µ میــانگین بــرای .آوریــم دســتبــه ایدوجملــه n، واریــانس بــرای و 

)()( θ−λ=θ−θ=σ 112 n 0 وقتی که شودمی حاصل→θ، به λ گرایدمی.  

  از اندعبارت پواسون توزیع واریانس و میانگین .6-6 یقضیه
.λ=σ2       ,λ=µ  

 نیز گشتاورها مولد تابع طریق از یا لازم هایمجموع یهمحاسب با توانمی را نتایج این
   .آورد دست به

   صورتبه پواسون توزیع گشتاورهای مولد تابع .7- 6 یهقضی
)()( 1−λ=

te
X etM  

  .است
 ،7-6 و 6-5 هایتعریف بنابر .برهان

,
!
)(

!
)( ∑∑

∞

=

λ−
∞

=

λ− λ
=

λ
=

00 x

xt

x

x
xt

X x
ee

x
eetM  
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∑ آن در که
∞+

=

λ

0x

xt

x
e

!
tez با ze ماکلورن سری همان )( λ= پس ،است  

.)( )( 1−λλλ− ==
tt ee

X eeetM  

tM)( از اگر صورت این در X به نسبت دوبار t آوریممی دستبه ،بگیریم تقشم 

)()(

)(

)(

)(

1221

1

−λ−λ

−λ

λ+λ=′′

λ=′
tt

t

etet
X

et
X

eeeetM

eetM  

′λ=′=µ کهقسمیبه )(01 XM 22 و 0 λ+λ=′′=µ′ )(XM. پس، λ=µ و 
λ=λ−λ+λ=µ−µ′=σ 222

2
2   .دارد مطابقت ،8-6 یهقضی با که ،)(

 ولی ،شد حاصل ایدوجمله توزیع حدی شکل صورت به پواسون توزیع گرچه      
 توزیع ،مثلاً .ندارند ایدوجمله هایتوزیع با مستقیم یهرابط که دارد فراوانی کاربردهای

 زمانی یبازه طول در که هاییموفقیت تعداد برای مدلی عنوانبه توانمی را پواسون
   که شرطی به ،برد کار به دهندمی رخ مشخص ایناحیه در یا مفروض

  باشند؛ مستقل نامتداخل هایناحیه در یا زمانی هایبازه در هاموفقیت تعداد .1
 ،کوچک یهناحی هر در یا کوتاه زمانی هایبازه در موفقیت یک تنها رخداد احتمال .2

   باشد؛ ناحیه یهانداز یا یزمان یبازه طول با متناسب
 در رفتنگقرار با کوتاه زمانی یبازه چنین در موفقیت یک از بیش رخداد احتمال .3

  .باشد ناچیز کوچک ایناحیه چنین
 در را اداره یکی دریافتی تلفنی مکالمات تعداد است ممکن پواسون توزیع ،بنابراین      
 کشت یک هایباکتری تعداد یا ،هصفح یک در را تایپی خطاهای تعداد ،ساعتیک 

 ایناحیه یا مفروض زمانی یبازه برای ،λ ،هاموفقیت تعداد متوسط وقتی ،را مفروض
  .کند توصیف باشد معلوم مشخص

 هایکامیون گاهتوقف به روز هر در که هاییکامیون تعداد متوسط دانیممی .8-6 مثال
 گاهتوقف به کامیون 9 از کمتر معین روزی در اینکه احتمال .است 12 رسندمی شهری
  است؟ چقدر برسند
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-می گاهتوقف وارد مفروض روزی در که باشد هاییکامیون تعداد X کنید فرض .حل
  آوریممی دست به ،λ=12 با ،2 جدول از استفاده با ،صورت این در .شوند

./);()( ∑
=

==<
8

15500129
ox

xpXP  

 α نرخ میانگین با هاموفقیت ،برقرارند قبلی شرایط آن برای که وضعیتی در اگر      
 واحد t یبازه در هاموفقیت تعداد آنگاه ،دهند رخ ناحیه واحد در یا زمان واحد در

 .است tα=λ میانگین با پواسون تصادفی متغیر ،مشخص یهناحی از واحد t یا زمان
 t یاندازه به یهناحی یا واحد t طول به زمانی یبازه در X هاموفقیت تعداد ،این بنابر
 پواسون توزیع دارای ،واحد

K,,,,
!

)();( 210=α
=α

α−

x
x

tetxp
xt

       
  .است

 5 متوسط طوربه مربع فوت 10هر در ،فلزی یهصفح یک از خاصی نوع .9-6 مثال
 مربع فوت 15 در اینکه احتمال ،کنیم فرض پواسون را هاعیب توزیع اگر .دارد عیب
  است؟ چقدر باشد داشته وجود عیب 6 حداقل ،فلزی صفحه یک
 .باشد فلز یهصفح از مکعب فوت 15 در هاعیب تعداد معرف ،X کنیممی فرض .حل
  داریم ،است فوت 10 با برابر ،مساحت واحد چون صورت این در

,/)/()( 57515 ==α=λ t  

75860241401516 نتیجه در و //)()( =−=≤−=≥ XPXP .محاسبات این 
  .است شده استخراج تبمینی افزارنرم از ایبرنامه خروجی براساس

MTB > CDF 5 k6; 
SUBC>   Poisson 7.5. 
MTB > let k7=1-k6 
MTB > print k7 
Data Display 
K7      0.758564 
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  تمرین
 یمحاسبه با ابتدا توانمی غالباً پواسون، توزیع مقادیر یههم یمحاسبه هنگام .21- 6
);(. λp بازگشتی لوفرم از استفاده با سپس و   

);();( λ
+
λ

=λ+ xp
x

xp
1

1  
 به توجه با را آن و کنید تحقیق را فرمول این درستی .کرد تسهیل را کار انجام
135302 /=−e 2 برای 2 جدول در که مقادیری درستی در تحقیق برای=λ داده 
  .برید کاربه اندشده

   یمعادله طرف دو عبارت از گیریمشتق با .22- 6

∑
∞

=

λ−λ
λ−=µ

0x

x
r

r x
ex
!

)(  
  بازگشتی فرمول ،λبه نسبت







λ
µ

+µλ=µ −+ d
dr r

rr 11  

,,,K ازای به را 321=r، دستبه پواسون توزیع میانگین حول گشتاورهای برای 
   .آورید

=−λ گشتاورهای مولد تابع .23- 6 XY آن در که بیابید را X است تصادفی متغیری 
  .برید کار به λ=σ2x تحقیق برای را آن سپس .ارد دλ پارامتر با پواسون توزیع که
 به ایدوجمله هایاحتمال کردن تقریب برای را ونسپوا توزیع خواهیممی وقتی .24- 6

 یقاعده در θ و n مقادیر آیا که کنید بررسی زیر موارد از یک هر در کاربریم،
   نه یا کنندمی صدق مکداچهی یا عالی، تقریب خوب، یبرتق برای نگشتیسرا
100 و n=125 )الف /=θ،  
040 و n=25 )ب /=θ،  
050 و n=120 )ج /=θ،  
060 و n=40 )د /=θ.  
 شودمی خانهتلفن یک به که هاییتلفن از درصد /41که است داده نشان تجربه .25- 6
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 اشتباه ینمره دو دریافتی تلفن 150 بین آنکه احتمال نتعیی برای .انداشتباه هایشماره
  .برید کار به را ایدوجمله توزیع ایبر پواسون تقریب باشد تهشدا وجود

-می استانی نمایشگاه یک در را روزی که شخصی دهندمی نشان موجود سوابق .26- 6
00120 احتمال با گذراند  پواسون تقریب از استفاده با .شودمی غذایی مسمومیت دچار /
 نمایشگاه یهبازدیدکنند 1000 بین اینکه احتمال است مطلوب ای،دوجمله توزیع برای

  .شوند غذایی مسمومیت دچار نفر دو حداقل
 یک درگیر حداقل سال هر در مجاز، رانندگان یههم درصد4 معین، شهری در .27- 6

 مطلوب ای،دوجمله توزیع برای ونسپوا تقریب از استفاده با .هستند اتومبیل تصادف
  اندشده انتخاب تصادف به که مجازی یهرانند 150 بین آنکه تمالاح است
  باشد، داشته اتومبیل تصادف یک حداقل معین، سالی در نفر5 تنها )الف
  .باشند داشته اتومبیل تصادف یک حداقل معین، سالی در نفر3 حداکثر )ب
 آید،یم عمل به شوییخشک یهسسؤم یک از روزانه که هاییشکایت تعداد .28- 6

33 با پواسون توزیع دارای که است تصادفی متغیری /=λ فرمول از استفاده با .است 
  .شود انجام شکایت دو تنها ن،معیّ روزی در که بیابید را آن احتمال پواسون، توزیع

 توزیع که است تصادفی متغیری ،کامپیوتری یماهیانه فتادگیکارا از تعداد .29- 6
 این که بیابید را آن احتمال پواسون، توزیع فرمول از استفاده با .دارد λ=/81 با پواسون
   ماه یک در کامپیوتر

  کارافتادگی، از بدون )الف
  کارافتادگی، از یک با تنها )ب
  .کند کار
 سمی گیاه نوع یک خوردن از سال هر که افرادی تعداد کویری یناحیه یک در .30- 6

25 با پواسون توزیع که است متغیری شوند،می بیمار شدیداً /=λ از استفاده با .دارد 
  آنکه احتمال است مطلوب ،2 ولدج

  نفر، 3 معین سالی در )الف
  نفر،10 حداقل معین سالی در )ب
  نفر،6تا4 از تعدادی معین سالی در )ج
  .شوند مبتلا بیماری این به
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  یکنواخت چگالی  6-7
 انـد یکنواخت چگالی از خاص هاییحالت 13-4 و 10-4 هایمثال احتمال هایچگالی

  .کرد رسم 6-4 شکل مثل توانمی را آنها نمودار که

 متغیرتـصادفی  آن بـه  و ،اسـت  یکنواخت چگالی دارایXتصادفی متغیر .6-6 تعریف
 صورت به آن احتمال چگالی اگر تنها و اگر ،شودمی اطلاق پیوسته یکنواخت



 β<<α

= α−β
0 جاهاسایر

1 x
xf )( 

  .β<α اند وهای حقیقی ثابت β و αپارامترهای  .باشد

  که کند تحقیق که است شده خواسته خواننده از 31-6 تمرین در      

  از اندعبارت یکنواخت چگالی واریانس و میانگین .8- 6 یهقضی
.)(, 22

12
1

2
α−β=σ

β+α
=µ            

 آن اشاصلی شارز ولی ،دارد مستقیم کاربردهای برخی یکنواخت چگالی گرچه      
 کار به آماری یهنظری مختلف هایجنبه توضیح برای آسانی به ،سادگی دلیل به که است
  .آیدمی

   تمرین
 α پارامترهای با یکنواخت چگالی دارای تصادفی متغیری Xاگر که دهید نشان .31- 6
   باشد، β و

)( از کمتر مقداری اینکه احتمال )الف α−β+α p مساوی کند اختیار p است.  
  .  را بیابیدX امید ریاضی و واریانس)ب
 β و α پارامترهای با یکنواخت چگالی دارای تصادفی متغیر اگر که دهید نشان .32- 6

   با است برابر آن میانگین حول گشتاور امینr باشد،
  است، فردr وقتی ،0 )الف
r )ب

r )( 21
1 α−β
+

  .است زوجr وقتی ،
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 است a طولش و C وسطش ينقطه كه AB خطپاره روي Dي هنقط .6-33
 چگالي كه باشد تصادفي متغيري ،A از D يفاصله ،X اگر. است شده انتخاب

 مثلثي شكيلت AC و ،AD، BD آنكه احتمال دارد، a=β و α=0 با واختيكن
  است؟ چقدر بدهند

 مرتكب ،ماده يك مخصوص وزن تعيين در كه خطايي ها،آزمايش از برخي در .6-34
0150 با كنواختي چگالي داراي كه است تصادفي متغيري ندشومي /−=α و 

0150 /=β اينكه احتمال كنيد، تعيين .است  
0020 بين خطايي چنين )الف 0030 و −/   باشد، /
0050 از خطايي چنين قدرمطلق )ب   .كند زتجاو /

  نرمالتوزيع   6-8
 يهنظري براي ايشالوده ،زيادي جهات از شودمي مطالعه بخش اين در كه نرمال توزيع
 بـسيار  نظمـي  دانـشمندان  وقتـي  ،هجدهم يهسد در ابتدا توزيع اين .است نوين آماري
 ايـن  .قرارگرفـت  بررسـي  مورد ،كردند مشاهده گيرياندازه خطاهاي در را انگيزشگفت
 بـا  دقـت  بـه  توانمي كنندمي مشاهده كه را يي)هاتوزيع( الگوها كه دريافتند نداندانشم
 شـانس  قـوانين  به و ناميدند »خطاها نرمال هايمنحني« را آنها كه ايپيوسته هايمنحني
 يهوسـيل  به بدواً نرمالي هايمنحني چنين رياضي هايويژگي .كرد تقريب دادند نسبت
-1777( گـاوس  كـارل  و ،)1827-1749( لاپلاس ريپي ،)1745-1667(دموآور آبراهام
  .شد مطالعه )1855

  

  
  نرمال توزيع نمودار .2-6 شكل
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 نرمال متغیرتصادفی آن به و ،است نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر .7- 6 تعریف
  صورت به آن احتمال چگالی اگر تنها و اگر ،شودمی اطلاق

+∞<<∞−
πσ

=σµ σ
µ−−

xexn
x

      
2

2
1

2
1 )(

),;(  
  .−∞>σ ،+∞<µ<0 آن در که ،باشد
 2-6 شکل در دارد زنگ یک عرضی مقطع شبیه شکلی که نرمال توزیع نمودار      
  .است شده داده نشان
 توزیع پارامتر دو که دهدمی نشان صریحاً بردیم کار به اینجا در که ادگذارینم      
 همان واقع در µ پارامتر ببینیم که است آن ماندمی باقی آنچه اامّ .هستند σ و µ نرمال

)(XE پارامتر و σ همان واقع در )var(X هاآن در که ،نه یا است X، متغیری 
  .است پارامتر دو این با نرمال توزیع دارای که است تصادفی

 یک عنوان به توانمی را 7-6 تعریف فرمول که دهیممی نشان ابتدا حال این با      
);,( مقادیر است واضح .برد کار به احتمال چگالی σµxn 0 که مادامی>σ اندمثبت، 

 +∞ تا −∞ از اگر .است 1 مساوی منحنی زیر مساحت که دهیم نشان باید پس
 دهیم قرار و کنیم گیریانتگرال

σ
µ−

=
xz، آوریممی دست به 

.)(
∫ ∫∫
∞

∞−

∞
−

∞

∞−

−−

π
=

π
=

πσ
σ
µ−

o

dzedzedxe zzx 2
2
12

2
12

2
1

2
2

2
1

2
1  

 مساوی راست سمت تگرالان چون ،پس
22

2
1 π
=

Γ  مساحت که شودمی تیجهن ،است )(

1 برابر ،منحنی زیر کل
22

2
=

π
π

  .است 
  که دهیممی نشان اینک       

   از است عبارت نرمال توزیع گشتاورهای مولد تابع .9- 6 یقضیه
.)(
22

2
1 tt

X etM σ+µ
=  

 تعریف بنابر .برهان
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,

)(

])([

∫

∫
∞+

∞−

µ−+σ−−

∞+

∞−








σ
µ−

−

σ

πσ
=

πσ
=

dxe

dxeetM

xtx

x
tx

X

22
22
1

2

2
1

2

2
1

2
1

  

 اتحاد یعنی ،درآوریم کامل مربع صورت به را کروشه داخل عبارت اگر و
4222222 22 σ−σµ−σ+µ−=µ−+σ− tttxxtx )]([)(  

 آوریممی دستبه ،بریم کاربه را

.)( ][ )(













πσ
= ∫

∞+

∞−

−σ+µ σ
σ+µ−

dxeetM
txtt

X
22

2
122

2
1

2
1  

 پارامترهای با نرمال چگالی یک +∞ تا −∞ از انتگرال ،ابرو دو داخل مقدار چون
2σ+µ t و σ که شودمی نتیجه ،است 1 مساوی لذا و  

.)(
22

2
1 tt

X etM σ+µ
=  

 واقع در ،σ و µ پارامترهای ،7-6 تعریف در که آنیم درستی تحقیق یآماده حال
tM)( از دوبار اگر .اندنرمال توزیع معیار انحراف و میانگین X به نسبت t مشتق 
 آوریممی دست به ،بگیریم

)()()( tMttM XX
2σ+µ=′  

  و
)(])[()( tMttM XX

222 σ+σ+µ=′′  

′=µ که قسمی به )(0XM 220 و σ+µ=′′ )(XM. پس µ=)(XE، داریم ،این بنابر 
2222 σ=µ−σ+µ= )()var(X.  

 مستقیماً تواننمی آن چگالی از و دارد آمار در ایپایه نقشی نرمال توزیع چون      
-جدول ،σ=1 و µ=0 آن در که خاص حالتی برای هایشمساحت ،کرد گیریانتگرال
  .اندشده بندی
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  .شوديم ناميده استاندارد نرمال توزيع ،σ=1 و μ=0 با نرمال توزيع .8-6 تعريف

 ،شوندمي داده نمايش 3-6 شكل يههاشورخورد مساحت كه 3 جدول هايدرايه      

∫ مقادير
−

π

z x dxe
0

2

2

1

2

   .هستند 1
  

  
  استاندارد نرمال توزيع زيرمنحني يهشد بنديجدول هايمساحت. 6.3 شكل

  مقداري استاندارد نرمال توزيع با تصادفي متغيري آنكه احتمال كنيد پيدا .10-4 مثال
   ،/721 از كمتر )الف
880 از كمتر )ب /−،  
  ،/751 و /301 بين )ج
250 بين )د 450 و −/ /،   

  .كند اختيار
  

  
  10- 6 مثال نمودارهاي .4-6 شكل



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  233    های احتمال خاصها و چگالیتوزیع

جواب برابر  ،کنیممی پیدا را z=/721 با متناظر یهدرای ،3 جدول در )الف .حل
95730با   . است/
880 با متناظر یهدرای الف، مشابه قسمت )ب /−=z 18940برابر با  3 جدول در را / 

  .است
 کم لیاوّ از را میدوّ و پیدا را z=/301 و z=/751 با متناظر هایدرایه 3 جدول در )ج
05670 وریمآمی دست به و ،)ببینید را 4-6 شکل ( کنیممی /.  
250 با متناظر هایدرایه 3 جدول در )د /−=z 450 و /=z از هم کم  را آنها و پیدا را

27230 آوریممی دست به و ،)ببینید را 6.4 شکل ( کنیممی /.  

 بین که است مشخص احتمالی با متناظر که بیابیم را z از مقداری داریم نیاز گاهی      
 همیشه ،راحتی برای ،موارد این در .گیرندمی قرار 3 جدول در شده فهرست مقدار دو

 به مقدار نزدیکترین ،جدول در آن با متناظر احتمال که نیمکمی انتخاب را z از مقداری
 جدول در متوالی احتمال دو وسط شده داده احتمال اگر اامّ .باشد مشخص احتمال
  .بیفتد z متناظر مقادیر وسط که کنیممی انتخاب را یz مقدار ،باشد

   هایدرایه با متناظر z مقادیر ،3 جدول به رجوع با .11-6 مثال
85120 )الف /،   
75330 )ب /،   
  .بیابید را

85120 چون )الف .حل 85080 بین / 85310 و /  z=/051 و z=/041 با متناظر که /
85120 چون و ،افتدمی ،هستند 85080 به / 85310 به تا است نزدیکتر /  مقدار پس ،/
041/=z کنیممی انتخاب را.  
75330 چون )ب 75170 مقدار دو وسط / 75490 و / 680 با که است / /=z و 
690 /=z 6850 مقدار پس ،متناظرند /=z کنیممی انتخاب را.  

ی تواند همه در آخر کتاب تهیه شده است اما همواره نمی3با وجود اینکه جدول       
ها، مینیتب قادر است مقدار تابع ی سایر توزیعمشابه. مسائل را با دقت بالا حل کند

  . را محاسبه کند نرمالهای توزیعتوزیع، و چندک
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MTB > CDF 1.72 k9; 
SUBC>   Normal 0.0 1.0. 
MTB > InvCDF 0.8512 k10; 
SUBC>   Normal 0.0 1.0. 
MTB > print k9 k10 
Data Display 
K9      0.957284 
K10      1.04159 

 از غیر رمالن توزیعی که تصادفیی متغیرهای به مربوط هایاحتمال تعیین برای       
  .کنیممی استفاده زیر یهقضی از دارند استاندارد نرمال توزیع

 ،باشد σ معیار انحراف و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X اگر .10- 6 یقضیه
  آنگاه

σ
µ−

=
XZ  

  .دارد اندارداست نرمال توزیع
 2x و 1x بین مقداری X وقتی ،است خطی Z و X مقادیر بین بستگی چون .برهان
σ بین مقداری باید Z ،کندمی اختیار

µ−= 1
1

xz و σ
µ−= 2

2
xz می بنابراین .نماید اختیار را-

 بنویسیم توانیم
( )

)()( 21
2
1

2
1

21

2

1

22

1
2
1

2
1 zZzPdzedxexXxP

z

z

zx

x

x

<<=
π

=
σπ

=<< ∫∫
−− σ

µ−

  

  .دارد استاندارد نرمال توزیع که است تصادفی متغیری Z شودمی دیده آن در که
 جدول از استفاده برای ،دارد النرم توزیع که تصادفیی متغیر هر با ارتباط در این بنابر   
σ مقیاس تعویض به 3

µ−= xz زنیممی دست.  

 آن درمعرض پرواز یک در فردی که فضایی تشعشع میزان کنید فرض .12-6 مثال
354 میانگین با نرمال توزیع که است تصادفی متغیری ،قرارگیرد  انحراف و رممیلی /

590 معیار  میزانی معرض در پروازی چنین در شخصی اینکه احتمال .دارد رممیلی /
205 از بیش   است؟ چقدر قرارگیرد فضایی تشعشع رممیلی /
44159 با متناظر یهدرای ،3 جدول در .حل

35425 //
// == −

o
oz 1 از را آن و کنیممی پیدا را 

07490925101 آوریممی دستبه و ،)ببینید را 5-6 شکل( کنیممی کم // =−.  
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  12-6مثال  نمودار .5-6 شكل

  .كنيمي فوق را مرور ميبا مينيتب محاسبه

MTB > CDF 5.2 k11; 
SUBC>   Normal 4.35 0.59. 
MTB > let k12=1-k11 
MTB > print k12 
Data Display 
K12      0.0748379 

  تمرين
  داراي نرمال توزيع كه دهيد اننش .6-35

  است،μ=xدر نسبي ماكسيممي )الف
   .است σ+μ=x و σ−μ=x در عطفي يهنقط )ب
 انحراف وμ ميانگين با نرمال توزيع داراي كه باشد تصادفي متغيري X اگر .6-36

 كه دهيدنشان ،6-6 يهقضي و 6-4 يهقصي سوم قسمت از استفاده با ،است σ معيار
 گشتاورهاي مولد تابع

σ
μ−

=
XZ ،است استاندارد نرمال توزيع گشتاورهاي مولد تابع.   

 آنكه احتمال كنيد پيدا باشد، استاندارد نرمال توزيع با تصادفي متغيري Z اگر .6-37
   مقداري متغير اين
  ،/141 از بزرگتر )الف
360 از بزرگتر )ب /−،   
460 بين )ج 090 و −/ /−،  
850 بين )د   ،/121 و −/
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  .کند اختیار
  است مطلوب باشد، نرمال توزیع با تصادفی متغیری Z اگر .38- 6

)/( )الف 331<ZP،  
)( )ب 079−≤ZP،  
)//( )ج 221550 << ZP،  
)//( )د 440901 ≤≤− ZP.  
   استاندارد نرمال توزیع منحنی زیر مساحت اگر بیابید را z مقدار .39- 6

47260 برابر ،zو0 بین )الف   باشد،/
98680 برابر ،z چپ در )ب   باشد،/
13140 ،برابرz راست در )ج   باشد،/
85020 برابر ،zو −z بین )د   .باشد/
 ،1z مقادیر است مطلوب باشد، استاندارد نرمال توزیع با تصادفی متغیری Z اگر .40- 6
2z، 3z، 4وz که قسمی به   

430600 )الف 1 /)( =<< zZP،  
770402 )ب /)( =≥ zZP،  
291203 )ج /)( =≥ zZP،  
9700044 )د /)( =<≤− zZzP.  
   مقداری اینکه احتمال باشد، النرم توزیع با تصادفی متغیری X اگر .41- 6

  میانگین، از معیار انحراف یک یفاصله به )الف
  میانگین، از معیار انحراف دو یفاصله به )ب
  میانگین، از معیار انحراف سه یفاصله به )ج
  میانگین، از معیار انحراف چهار یفاصله به )د

  چقدراست؟ کند اختیار
∫ صورت به αz اگر .42- 6

+∞

α
α=

z
dzzn ),;(    ازای به را آن مقدار ،شود تعریف 10

050 )الف /=α،  
0250 )ب /=α،  
010 )ج /=α،  
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0050 )د /=α،  
  .بیابید

 یریغمت فرد، یک اکسیژن مصرف کاهش ه،لسخ حالت طول در کنید فرض .43- 6
637 میانگین با نرمال توزیع که باشد صادفیت /=µ و دقیقه در مکعب مترسانتی 
64 /=σ یهدور مدت طول در آنکه احتمال کنید پیدا .دارد دقیقه در مکعب مترسانتی 

  به اکسیژن مصرف خلسه، حالت
544 حداقل )الف   دقیقه، در بمکع مترسانتی /
035 حداکثر )ب   دقیقه، در مکعب مترسانتی /
030از مقداری) ج 040 تا /   دقیقه، در مکعب مترسانتی /

  .کند پیدا کاهش
 دارای که گرفت تصادفی متغیری توانمی را عکس ظهور زمان عکاسی، کار در .44- 6

4015 با النرم توزیع /=µ 480 و ثانیه /=σ زمان که بیابید را آن احتمال .است ثانیه 
   عکس یک ظهور
0016 حداقل )الف   ثانیه، /
2014 حداکثر )ب   ثانیه، /
0015 بین که زمانی )ج 8015 تا /   ثانیه، /

  .باشد
 متغیر اینکه احتمال اگر .است σ=10 با نرمال توزیع دارای تصادفی متغیری .45- 6

582 از کمتر مقداری تصادفی 82120 با برابر کند اختیار /  اینکه احتمال باشد، /
358 از بزرگتر مقداری   است؟ چقدر کند اختیار /

  ایدوجمله توزیع برای نرمال تقریب  6-9
 ،ایدوجمله توزیع برای که شودمی معرفی ایپیوسته توزیع عنوان به گاهی نرمال توزیع
 زمایشآ یک در موفقیت احتمال ،θ و ،است بزرگ خیلی هاآزمایش تعداد ،n وقتی

2 نزدیک
 هایتوزیع نماهایبافت 6-6 شکل .کندمی فراهم خوبی تقریب است 1
2 با ایدوجمله

1=θ 251052 و ,,,=n افزایش که دید توانمی و ،دهدمی نشان را 
n، کنندمی میل نرمال توزیع ارنمتق  شکلزنگ لگوی ابه هاتوزیع این.  
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 با ایدوجمله هایتوزیع. 6-6 شکل

2
1=θ  

-می مطرح را زیر یهقضی ابتدا ،بحث این برای نظری یهپای یک کردنفراهم برای       
  .کنیم

 θ و n ترهایپارام با ایدوجمله توزیع  باتصادفی متغیری X اگر .11-6 یقضیه
  گشتاورهای مولد تابع آنگاهباشد 

)( θ−θ
θ−

=
1n
nXZ  

  .کندمی میل استاندارد نرمال توزیع گشتاورهای مولد تابع به ،n→∞+ وقتی
 مبنویسی توانیممی 5-6 و 10-5 هایقضیه از استفاده با .برهان

n
tt

Z eetMtM X )]([)()( 11 −θ+== σσ
µ−

σ
µ−  

)( آن در که θ−θ=σ 1n و θ=µ n. جایبه و بگیریم لگاریتم اگر حال σ
t

e از 
 آوریممی دستبه ،کنیم استفاده آن ماکلورن سری
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
















+





σ

+





σ

+





σ

θ++
σ
µ

−=

−θ++
σ
µ

−= σ
σ
µ−

L
32

6
1

2
11

11

tttnt

enttM
t

x

ln

)](ln[)(ln

  

+=−++L نامتناهی سری از استفاده با و 3
3
12

2
11 xxxx)ln(، 1 ازایبه که<x 

   که شودمی نتیجه ،لگاریتم این بسط برای ،ت اسهمگرا

.

)(ln

L

L

L

L

+









+






σ

+





σ

+





σ

θ
+









+






σ

+





σ

+





σ

θ
−









+






σ

+





σ

+





σ

θ+
σ
µ

−=
σ
µ−

3323

2322

32

6
1

2
1

3

6
1

2
1

2

6
1

2
1

tttn

tttn

tttnttM X

  

  آوریممی دستبه ،t همانند هایتوان گردآوری با

( ) ( ) L

L

+
σ

+
σ

=

++−+−++−=

θ+θ−θ
σ
θ−θ

σ
θ

σ
θ

σ
θ

σ
θ

σ
θ

σ
θ

σ
µ

σ
µ−

3
6
23

3
2

22

3
326

2
22

32
2
2

3
3

3
2

32
2

2

1 tnt

ttttM

nn

nnnnnn
X

  

   )()()()(ln

  

θ=µ زیرا n. دهیم قرار گرا صورت این در θ=µ n ،)( θ−θ=σ 1n، کنیممی پیدا 
  که

L+








 θ+θ+θ
σ

+=
σ
µ−

3
32

3
2

6
23

2
1 tnttM X )(ln  

r از ثابتی مضرب rt ضریب ،r<2 ازایبه آن در که
n
σ

 به ،n→∞+ وقتی که است 
  که شودمی نتیجه .گرایدمی صفر

,)(lnlim 2
2
1 ttM X

n
=

σ
µ−

+∞→
  

 داشته وجود حد دو هر آنکه شرط به ( است حد لگاریتم برابر لگاریتم یک حد چون و
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  كه گيريممي نتيجه ،)باشند
2

2

1 t

n
etM X =

σ
μ−

+∞→
)(lnlim  

-6 يهقضي برهان اين .است σ=1 و μ=0 با 8-6 يقضيه گشتاورهاي مولد تابع كه
 تصادفي متغير ،Z توزيع n→∞+ وقتي كه ايمداده نشان آيا اام ،كندمي تكميل را 10

 منظور اين براي .كاملاً نه گرايد؟مي استاندارد نرمال توزيع به ،شده استاندارد ايدوجمله
  :كنيممراجعه شوندمي بيان اثبات بدون اينجا در كه ايقضيه دو به بايد

 مولد هايتابع وقتي )هاچگالي( احتمال هايتوزيع و گشتاورها مولد هايتابع بين .1
  .است موجود يك به يك تناظري دارند وجود

 تصادفي متغير گشتاورهاي مولد تابع به متغيرتصادفي يك گشتاورهاي مولد تابع اگر .2
 به حدي شرايط همان تحت لاو تصادفي متغير )چگالي(توزيع آنگاه ،ندك ميل ديگري
  .كندمي ميل مدو تصادفي متغير )چگالي (توزيع

 نرمال توزيع اامn، →∞+ كه اندصادق وقتي قضايا اين ،كنيم صحبت تردقيق اگر      
-مي كار به ايدوجمله هاياحتمال تقريب براي ستا كوچك نسبتاً n وقتي حتي اغلب
)( و θn وقتي را تقريب اين كه است آن خوبي سرانگشتي قانون .رود θ−1n دو هر 

  .بريم كار به هستند 5 از بزرگتر
  

  
  13-6 مثال نمودار. 7-6 شكل
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 16 در که را آن احتمال ایدوجمله توزیع برای نرمال تقریب از دهاستفا با .13-6 مثال
  .کنید تعیین آوریممی دستبه خط 10 و شیر 6 ،همگن یهسک یک پرتاب
 عدد هر ،آن بنابر که کنیم استفاده پیوستگی تصحیح از باید تقریب این یافتن برای .حل

، 7-6 شکل به رجوع با .شودمی داده نشان k+21 تا k−21 یهباز با k نامنفی صحیح
55 بین را زیرمنحنی مساحت باید 56 و / 816 چون و ،کنیم تعیین / 2

1 =×=µ و 
216 2

1
2
1 =××=σ بین را منحنی زیر مساحت باید  

 750
2
856 //

−=
−

=z      251     و
2
855 //

−=
−

=z  
750 و z=/251 با متناظر هایدرایه ،3 جدول در چون .کنیم تعیین /=z ترتیب به 
89440 77340 و /  شیر 6« داشتن احتمال برای نرمال تقریب که یابیمدرمی ،هستند /

121007734089440 برابر »خط10 و ///  2 جدول در متناظر مقدار چون .است −=
12220 با برابر 00120 با برابر یبتقر خطای که یابیمدرمی ،است /  قدرمطلق و ،است −/

980100 با برابر درصد خطای 12220
00120 //

/   .است درصد ×=

  تمرین
 سرانگشتی، یهقاعد طبق توان،می زیر موارد از یک هر برای که کنید بررسی .46- 6

  نه؟ یا برد کار به ایدوجمله توزیع برای را نرمال تقریب
200 و n=16 )الف /=θ،  
100 و n=65 )ب /=θ،  
980 و n=120 )ج /=θ،  
 مقدار کاربرده، به  راایلهدوجم توزیع برای نرمال تقریب خواهیممی کنید فرض .47- 6
)/,;( 0501501b کنیم ینتعی را.  

  داریم؟ تقریب این از استفاده برای توجیهی آیا، انگشتی سر یقاعده بر مبتنی )الف
  .کنید گرد اعشار رقم چهار تا را آن و دهید انجام را تقریب )ب
003600501501 که دهد نشان کامپیوتر خروجی اگر )ج /)/,;( =b رقم چهار تا که 

  است؟ چقدر )ب( متقس در حاصل تقریب خطای درصد است، گردشده
 را خط 7 و شیر 7 آوردن دسته ب احتمال )دهدهی رقم چهار تا( تعیین برای .48- 6
 به را ایدوجمله توزیع برای نرمال تقریب همگن، یسکه یک پرتاب بار14 در
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  .بیابید را تقریب این خطای ،2 جدول به رجوع با همچنین .کاربرید
 جانبی عوارض دچار دارند بالا خون فشار که بیمارانی تمام از درصد23 اگر .49- 6

 خون فشار با بیمار نفر 120 بین آنکه احتمال کردن پیدا برای باشد، دارو نوعی از ناشی
 تقریب شوند، جانبی عوارض دچار نفر32 از بیش وندشمی معالجه دارو این با که بالا

  .برید کار به را نرمال
 کار به ایدوجمله توزیع برای را نرمال تقریب بزرگ، اعداد قانون تشریح برای .50- 6

  همگن ایسکه وقتی که بیابید را آن احتمال و برید
  بار، 100 )الف
  بار، 1000 )ب
  بار، 10000 )ج

490 بین عددی شیرها نسبت شود پرتاب 510 و /   .باشد/

  دومتغیره نرمال توزیع  6-10
 نرمال توزیع ،است برخوردار خاصی تاهمیّ از که توزیعی ،متغیره چند هایچگالی بین
 ایـن  کـه  است بهتر چون .است متغیره یک نرمال توزیع از تعمیمی که است متغیره چند

 فقط اینجا در ما ،شود داده نمایش ماتریسی نمادگذاری با متغیره چند حالت برای توزیع
   .دهیممی ارائه را متغیره دو حالت

 بـه  و انـد دومتغیره نرمال توزیع دارای Y و X تصادفی متغیرهای جفت .9-6 تعریف
 و اگـر  ،شوندمی اطلاق اندشده توزیع نرمال صورت به تواماً که تصادفیی متغیرهای آنها
−∞>>∞+ بـرای  شانتوأم احتمال چگالی اگر تنها x و +∞<<∞− y  صـورت   بـه

  زیر باشد
[ ]

,),(

)()()()(
)(

2
21

2

12

2
2
2

2
2

1
12

1
1

212
1

ρ−σσπ
=

σ
µ−

σ
µ−

σ
µ−

σ
µ−

ρ−
+ρ−− yyxx

eyxf  

01 آن در که >σ، 02 >σ 11 و <ρ<−.  

 معیارهای انحراف و هامیانگین ،ترتیببه 2σ و ،1µ، 2µ، 1σ که دهیممی نشان      
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 از ،X ایحاشیه چگالی آوردن دستبه برای اگر .هستند Y و X تصادفی متغیرهای
),( yxf به نسبت y آوریممی دستبه ،بگیریم انتگرال +∞ تا −∞ از 

( ) ( ) ( )( )
.)( )(

)(

∫
∞

∞−





 ρ−−

−
σ
µ−

σ
µ−

σ
µ−

ρ−
σ
µ−

ρ−

ρ−σσπ
= dyeexg

yxy
x

2
2

1
12

1
2

212
11

1
212
1

2

2
21

2

12
  

 قراردهیم موقتاً نمادگذاری کردنساده برای اگر
1
1

σ
µ−= xu قراردادن با و 

2
2

σ
µ−= yv متغیر 

  آوریممی دستبه ،کنیم راتعویض گیریانتگرال

,)(
)()(

)(∫
∞

∞−

ρ−−ρ−
−

ρ−

ρ−σπ
= dveexg

vuv
u

2

2
1

12
1

2
212
1

2
2

12
  

22222 قراردادن با و uppuvuvv −−=ρ−  و شود حاصل کاملی مربع نکهای برای )(
   که شودمی نتیجه ،جملات آوریجمع با

.)(
















ρ−ππσ
= ∫

∞

∞−







−−

ρ−

ρ−

dveexg
uvu
2

212
12

2
1

21 12

1
2

  

 تا −∞ از نرمال چگالی انتگرال همان پرانتز داخل تکمیّ اینکه تشخیص با ،سرانجام
−∞>>∞+ ازای به ،است 1 مساوی بنابراین و ،+∞ x آوریممی دستبه 

( )
.)(

2

1
1

2
1

2
2
1

2
1

2 11

σ
µ−−−

πσ
=

πσ
=

x

eexg
u

  

 و 1µ میانگین با نرمال توزیعی ،X ایحاشیه چگالی که شودمی نتیجه بررسیبا 
 میانگین با نرمال توزیعی ،Y ایحاشیه چگالی ،تقارن بنابر و ،است 1σ معیار انحراف

2µ 2 معیار انحراف وσ است.  
 برخی و آماری یهجنب برخی که دارد مهم ویژگی چندین دومتغیره نرمال توزیع      
 آن اثبات که مداری را زیر ویژگی ،آماری ایهویژگی بین .دارند محض ریاضی یهجنب
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  .است شده خواسته خواننده از 51-6 تمرین در

 و اگر اندمستقل اندمتغیره دو نرمال توزیع دارای که تصادفی متغیر دو .12-6 یقضیه
  .ρ=0 اگر تنها

  .گویند ناهمبسته را تصادفی متغیرهای ،ρ=0 اگر      

  تمرین
 دومتغیره نرمال توزیع Yو Xاگر که دهید نشان ،11-6 یهقضی اثبات برای .51- 6

   آنگاه باشند، داشته
  .اندمستقل آنها که دهدمی نتیجه ρ=0 )ب  ،ρ=0 که دهدمی نتیجه آنها استقلال )الف

   صورت به متغیره دو نرمال چگالی در e اینم اگر .52- 6
])())((/)[( 22 1412822

102
1

−+−+−+
− yyxx  

  .ρو ،1µ،2µ،1σ،2σ کنید پیدا باشد،
YXU و باشند، داشته دومتغیره نرمال توزیع دارای Yو X اگر .53- 6  و =+

YXV   .بیابید عبارتی V و U همبستگی ضریب برای ،=−
 و شودمی اختیار مقائ مختصات دستگاه یک مبدأ عنوانبه هدف، یک مرکز .54- 6

 Xاگر .است Yو X مختصات دارای گلوله یک ابتصا یهنقط دستگاه، این به نسبت
01 با دومتغیره نرمال چگالی دارای Yو =µ، 02 =µ، 1201 =σ ،1202 پا =σ باشد، پا 

   ابتصا ینقطه آنکه احتمال کنید پیدا
 موازی شالاعضا و بوده مبدأ در مرکزش که باشد پا 180 ضلع به مربعی درون )الف

  اند،مختصات محورهای
  .باشد مبدأ مرکز به و پا 75 شعاع به ایدایره درون )ب
021 با هیرغمتدو نرمال توزیع Y و X اگر .55- 6 =µ=µ 1221 و =σ=σ داشته 

   کنید پیدا باشند،
),( یهنقط آوردن دسته ب احتمال )الف yx 3622ی هردای داخل در =+ yx،  
),(ی هنقط آوردن دست به احتمال آن، ازای به که c مقدار )ب yx یهدایر داخل در 
222 cyx 800 برابر +=   .باشد /
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  هفتم فصل
  
  

  افزارمحاسبات با نرم
  
  
    مقدمه7-1

باشد که مجالی به آموزش از قدر سریع میافزار آنتغییرات در نگارش یک نرم روند
آن قابلیت   علاوه بر.دهدافزار با یک دست نوشتـــه ثابت، را نمیطریق منوهای نرم

باشد و همواره  نمیگوی نیازها و حل مسائل آماری همواره پاسخ)منوها(هافهرست
.  آمار در نظر گرفتیها برای دانشجویان رشتهنوشتن برنامه را باید جزئی ازآموختنی

 با در نظر گرفتن این اهداف برای دانشجویان درس آمار و احتمال تهیه فصلدر این لذا 
امید است با به کارگیری و ادامه آن در دروس تخصصی بعدی در تفهیم . گردیده است

  . ای داشته باشدم آماری نقش سازندهمفاهی

  ورود و خروج اطلاعات در مینیتب  7-2
هرگاه . ایمها نیاز است را ارائه دادهدر این بخش آنچه برای واردکردن و یا ویرایش داده

  : شوید با دو محیط روبرو هستیدافزار مینیتب میوارد نرم
  ،DATA محیط. 1
  .SESSIONمحیط . 2
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نکته . ل دیدتوان نوشت و تغییرات را در محیط اوّم میر محیط دوّدستورات را فقط د
 تایپ کرد و این در حالی است که <MTB دیگر اینکه دستورات اصلی را باید جلوی

  . ظاهر گردد<SUBCها باید نماد برای زیر برنامه
  

   Read  دستور
READ     C…C 
FILE   ‘filename’ 
FORMAT (specification) 
NOBS=K 

اگر نام فایلی مشخص باشد . شودسطر خوانده میها سطربههدر دستور فوق، داد      
  .نویسیم می Readها را زیر فرمانصورت دادهدر غیراین. گیردها را از آن پرونده میداده

را  END در آخر دستور. ها طی مثال زیر نشان داده شده استحالت ورودی آزاد داده
  .بریمکار میها به دادهبرای نشان دادن پایان

  : 1- 7 مثال
MTB> READ C2 C3 
DATA> 2   4 
DATA>3.5  27 
DATA>1  12 
DATA>END 

 را در ستون 12  و،27، 4های م و داده را در ستون دو1ّ  و،5/3، 2های افزار دادهنرم
  .دهدسوم قرار می

  :نکات
تواند با نامی که تواند شامل حروف و کلمات باشد اما نمیها میخطوط داده -1

اگر . شوندحروف خوانده نشده حذف می. شوددستوری هستند در نرم افزار شروع می
  .داشته باشیم باید از فرمت فرترن استفاده کنیم) الفبایی( ای حرفیداده

توانیم به همچنین می. تواند به صورت اعشاری یا بدون اعشار نوشته شودداده می -2
  ها را وارد کنیم مثلاًداده) ماد نمایین(می ل نماد عیوسیله
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123.4         1.234E+2             1.234E2  
  .ها، باشدمعنای ادامه داشتن دادهه در آخر خط ب &ها میتواند شامل یک خطوط داده -3
  .شده استفاده کنید گمی برای نمایش داده”*“از نماد  -4
ها به کار های داده بای تعریف کردن رقمها در خطوط دادهIW (input width)نماد  -5

 باشد، 72هایش متجاوز از ای که تعداد رقمداده IW72 برای مثال اگر بنویسیم. رودمی
  .خواندهای بعدی را نمیرقم

  .رود برای واردکردن یک ماتریس نیز به کار میREADدستور  -6
  .ست شده امها تما نوشته شود یعنی دادهENDاگر در یک خط  -7
 SETشود بلکه باید دستورخوانده نمی READهای ذخیره شده از طریق دستورثابت -8

  . کار برد

   READها در دستورزیربرنامه

FORMAT ( specification) 

  .شوندها با آرایشی مشخص وارد میها در ستونداده
  FW  برای خواندن اعداد 

  FW.D  برای خواندن اعداد بااعشار

  AW  لفبایی  ا–داده حروفی 

  X   فاصله –برای تعریف فضای خالی 

  Tn  ها در یک خط طول کل فضای داده

  N  تکرار عامل 

 )  پرانتز باز 

 (  پرانتز بسته 

 ,  کندها را جدا میفرمت

 /  هابرای رفتن به خط جدید داده
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NOBS = K 
افزار ارد نرمتای آنرا و Kها از یک فایل خوانده شود با دستور فوق فقطهرگاه داده

  .کندمی

 وارد کامپیوتر کنید و سپس چگونگی خواندن آن  F3.1اعداد زیر با فرمت. 2-7مثال 
  .افزار را مورد بررسی قرار دهیدتوسط نرم

1212343455667889  
  : حل

MTB > READ C1; 
SUBC> FORMAT(F3.1). 
DATA> 1212343455667889 
DATA> END 
      1 rows read. 
MTB > PRINT C1 
Data Display 
C1       
  12.1  
 

   Setدستور 
SET     C 
FORMAT (specification) 
NOBS=K 

اگر . کار بردهتوان ب را فقط برای یک ستون می SETها به کمک دستوروارد کردن داده
 در غیر این صورت در  توان از آن طریق خوانده،ها را مینام پرونده مشخص باشد داده

  .ها را بنویسیدتور مربوطه، دادهخط زیر دس

  .3-7مثال 
MTB > SET C7 
DATA> 2   7  9 
DATA> 3.5  22 
DATA> END 

  .گیرندها در ستون هفتم جای میدر مثال فوق داده
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به .  است)  (PATTERNED  DATAهای الگودارکاربرد دیگر این دستور، ساختن داده
کنند وارد کامپیوتر گویی معین تبعیت میهایی که از التوانیم داده می SETکمک دستور

  برای مثال. نمائیم
4 ،3 ،2 ،1  1:4 

1 ،2 ،3 ،4  4:1 

3 ،5/2 ،2 ،5/1 ،1  1:3/0.5  

1 ،1 ،1   3(1)  

3 ،2،  1 ،3 ،2 ،1 ،3 ،2 ،1  3(1:3)  

3 ،3 ،2 ،2 ،1 ،1  (1:3)2  

3 ،3 ،2 ،2، 1،  1 ،3،  3،  2، 2، 1 ،1   2(1:3)2  

  
. کندکند، عدد قبل از پرانتز هر دنباله را تکرار میمی ر عدد را تکرارعدد جلوی پرانتز ه

  .توان استفاده کردتوجه داشته باشید از پرانتزهای تودرتو نمی
.  به کار بردSETتوان در دستور  را می   … , k1, k2مقادیر ثابت ذخیره شده در       

را تعریف  آن  LETو یا ما با دستور افزار ایجاد شده ها به سایر دستورات نرماین ثابت
  .کنیممی

  .4-7مثال 
MTB > LET  K2=3 
MTB > LET  K3=10.2 
MTB > LET  K1=2 
MTB > SET  C1 
DATA> 2(K1:20)  K2  K3 10 
DATA> END 

  :ایمافزار وارد کردههای زیر را در نرمبه کمک دستورات فوق داده
C1       
   2.0    2.0    2.0    3.0    3.0    3.0    4.0    4.0    4.0    5.0    5.0  
   5.0    6.0    6.0    6.0    7.0    7.0    7.0    8.0    8.0    8.0    9.0  
   9.0    9.0   10.0   10.0   10.0   11.0   11.0   11.0   12.0   12.0   12.0  
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  13.0   13.0   13.0   14.0   14.0   14.0   15.0   15.0   15.0   16.0   16.0  
  16.0   17.0   17.0   17.0   18.0   18.0   18.0   19.0   19.0   19.0   20.0  
  20.0   20.0    2.0    2.0    2.0    3.0    3.0    3.0    4.0    4.0    4.0  
   5.0    5.0    5.0    6.0    6.0    6.0    7.0    7.0    7.0    8.0    8.0  
   8.0    9.0    9.0    9.0   10.0   10.0   10.0   11.0   11.0   11.0   12.0  
  12.0   12.0   13.0   13.0   13.0   14.0   14.0   14.0   15.0   15.0   15.0  
  16.0   16.0   16.0   17.0   17.0   17.0   18.0   18.0   18.0   19.0   19.0  
  19.0   20.0   20.0   20.0   10.2   10.0 

  
  .باشنداجرا می قابل NOBS و  FORMATهای  زیربرنامهReadهمانند دستور 

  .5-7مثال 
MTB > SET  C1; 
SUBC> FORMAT(A11,T16,A2). 
DATA> ABCDEFGHIJK    LM 
DATA> abcdefghijk    lm 
DATA> end 

 فضا برای 16به عبارت دیگر .  باشد16لین داده مطابق فرمت تعریف شده باید طول اوّ
  .شود تعریف می C1چهار داده حرفی در ستون. گیردصر اول در هر سطر در نظر میعن

در . کنیم استفاده می END از فرمان  READ ،SET ،INSERTدر آخر دستورات       
  .که نام فایلی مشخص نشده باشدصورتی

  
      Nameدستور 

 NAME   C=’name’ … C=‘name’ 

از . گذاری نباید از هشت مشخصه بیشتر باشدنام. ددهبه هر ستون نامی را نسبت می
نام هر ستون را . ها نباید تکراری باشداسم. نباید استفاده کنید“ #“یا ” ,”علائمی مانند 

برای پاک کردن نام یک ستون از فاصله .  تغییر دادNameوسیله دستور هتوان بمی
  استفاده کنید برای مثال

MTB > name  c1=' ' 
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        Printدستور 
 PRINT     E… E; 
FORMAT (specification) 

در . توانید چاپ کنیدیک ستون یا بیشتر را می. کندها را صفحه چاپ میاین دستور داده
  :باشندبرخی نکات قابل توجه می. باشداین دستور فرمت قابل اجرا می

  .رودها به کار نمیها و ماتریسدستور فرمت برای ثابت
زمان بخواهیم چاپ ها را همها و ستونها، ثابتگر در دستــــور چــاپ ماتریسا      

  .کندها را چاپ میها و بعد ستونها و سپس ثابتافزار ابتدا ماتریسکند، نرم
افزار ارقام زیادی داشته باشد در دستور چاپ از نماد اگر عدد محاسبه شده در نرم      

  .کندنمایی استفاده می
  

       Writeور دست
 WRITE  ‘filename’    E… E; 
FORMAT (specification) 

شود از طریق فایلی که از طریق این دستور ایجاد می. دهدها را در یک فایل قرار میداده
 باشند تا خوانده  DATها، دارای پسونداکثر برنامه. افزارها قابل استفاده استسایر نرم

  .شوند
اگر یک .  را خواند Write ذخیره شده توسط یهاتوانید داده می Readبا دستور      

اید  به وجود آورده Writeفایلی که با دستور . خوانید می Setستون باشد با دستور
 یتوانید این فایل را به وسیله ویرایش کنید ولی نمی DOSتوانید در کامپیوتر تحتمی

 در minitabهای برابر نباشند ا دارای دادهههرگاه ستون. وجود آوریده ب SAVEدستور 
  .کندها را مساوی میشده ستونای گمهصورت نیاز، با قراردادن داده

  
      Deleteدستور 

 DELETE   rows  K… K  of    C…C  

  .کندهای تعیین شده را حذف میسطرهای ستون
MTB> DELETE 2 5 6 C1 C2 
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  .گرددم حذف میل و دوّهای اوّستون م ازدر عبارت فوق سطرهای دوم، پنجم و شش
 اگر بخواهیم تمامی محتوی یک ستون یا چند ستون را پاک کنیم ا ز دستور      

ERASE کنیماستفاده می.  
  

      Insertدستور 
 INSERT ‘filename’  [Between   k  k] E…E; 
FORMAT (specification) 
NOBS=K 

توانند از پرونده ها میداده. توانیم وارد کنیممیها اطلاعات جدیدی بین سطر، ستون
های زیر برای روشن شدن چگونگی عملکرد این دستور به مثال. دیگری خوانده شوند

  .توجه کنید
   : بخواهیم داده وارد کنیم C1-C4هایاگر در بالای ستون

MTB>INSERT 0 1 C1-C4 
  :کنیمهای پنجم و ششم داده وارد میدر بین ردیف

MTB>INSERT 5 6 C1-C4 
  :کندها وارد میها را در آخر ستوناگر معین نکردیم کدام ردیف با دستور زیر داده

MTB>INSERT  2 3  C1-C4 
  .های جدید ملاحظه بفرماییدتوجه به دستور داده شده بعد و قبل از وارد کردن داده با

MTB>INSERT  2  3  C1-C3 
DATA>62  105  0.4 
DATA>63  120  0.7 
DATA>END. 
   C1    C2    C3    C4  C1    C2    C3    C4 
   61     96     0.5    14  61     96    0.5    14 
   65    115    0.3    12  65    115    0.3    12 
   67    131    0.8    13  62    105    0.4    13 
   64    125    0.5    17  63    120    0.7    17 
     67    131    0.8       
     64    125    0.5 
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       Copyدستور 
 COPY  C…C  into  C…C; 
COPY  C…C  into  k…k; 
              USE  rows   k...k. 
               USE  rows   C=k…k. 
                     OMIT    k…k. 
                     OMIT    C=k…k. 
COPY  k…k     k…k 
COPY  k…k     C 

های ها را در ثابتهای دیگر یا ثابتتوان در ستونها را میبه کمک این دستور، ستون
برای .  هستندOMITو  USEهای دستور کپی،زیر برنامه. دیگر و بالعکس کپی کرد

، برای تعیین اینکه کدام سطز USE مشخص کردن سطرهای خاص در کپی از زیربرنامه
  :دبه مثال زیر توجه کنی. شود استفاده می OMITرا کپی نکند از

MTB > copy 'name' 'ht' 'wt' c12-c14; 
SUBC> use 'sex'=1.  
     name     sex    ht     wt           C12            C13    C14 
   Joan Arnold     2    66    135          Henry           70    155 
   Henry               1    70    155          James           64    145 
   Marie                2    64    125         Martin          69    160 
   Susan                2    65    115                             
   Jane                  2    63    108                             
   James               1    64    145                             
   Martin              1    69    160 

  :نکات
 خاصی به وسیله دو زیر یتوانید هر فهرستی از مقادیر در دامنهدر حالت کلی می -1

  .برنامه فوق اجرا نمایید
MTB > COPY  C1-C3   C11-C13; 
SUBC> USE  'ht'=0:64 70. 

  . باشند70 یا برابر 64 صفر تا یکند که در فاصلهایی را کپی میهاین دستور داده
  : های مورد نظر را تعریف کردرسطتوان کپی از می -2

MTB>COPY   C1-C3  C11-C13; 
SUBC>USE  1     3:5. 

  .کندسطرهای اول، سوم، چهارم و پنجم را کپی می
  .تواند سطرهای خاص را در کپی کردن حذف شودمی -3
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MTB>COPY  C1-C3   C11-C13; 
SUBC>OMIT   2    6. 
MTB>COPY   C1-C3     C11-C13; 
SUBC>OMIT    C1=’*’. 

  
   Code   دستور

 CODE (K…K) K,…,(K…K) to K for C… C  put in C…C 

های دیگر مبدل ها را به دادهکنید که چگونه برخی دادههای زیر، ملاحظه میبا مثال
  .ساخت

  . تغییر داد100 تعریف شده را به عدد یهای در فاصلهداده-
MTB > code (-1 -2) 100 c1 c2 
MTB > print c1 c2 
Data Display 
 Row     C1      C2 
       1   -0.1    -0.1 
       2    3.0     3.0 
       3    1.1     1.1 
       4   -1.0   100.0 
       5    0.0     0.0 
       6   -2.0   100.0 
       7    2.4     2.4  

  .تواند به یک عدد مبدل کندیک فاصله را می -

MTB>CODE  (1:1.5, 2)  5    C1-C3     C11-C13  
  .کند را به عدد پنج مبدل می2و مقدار ) 1  5/1( مقادیر در یکلیه -

MTB>CODE  (1:5) 10  (6:10)  20 C1-C5   C11-C15 
  .سازد مبدل می20را به ) 6  10( و مقادیر 10را به ) 1    5(دستور فوق مقادیر  -

MTB>CODE (10:20) 1 (20:30) 2  C1  C2 
  .کند را به یک مبدل می20در این وضعیت عدد  -

MTB>CODE (-99) ‘*’  C1-C10     C1-C10 
  . کند را به داده گمشده مبدل می-99عدد  -
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  تمرین
 داده است را 20یکی از مسائل کتاب در قسمت توصیفی، که شامل حداقل . 1- 7

  .بندی نماییدا طبقهها رانتخاب کرده و سپس به کمک دستور فوق، داده
  

     Stackدستور 
 STACK (E…E) on (E…E) put in (C…C); 
SUBSCRIPTS  put in C 

  . باشدها به هم را دارا میکردن ستوناین دستور قابلیت متصل
MTB > STACK (C3 C4) (C1 C2) (C5 C6) 
MTB > PRINT C1-C6 
Data Display 
ROW   C1     C2    C3     C4    C5     C6 
   1        66    130    70    155    70    155 
   2        64    125    66    145    66    145 
   3        65    115    69    160    69    160 
   4                                            66    130 
   5                                            64    125 
   6                                            65    115 

  :اگر پرانتز را به کار نبریم
MTB > STACK C1 C2 67 63 C10 
MTB > PRINT C1 C2 C10 
Data Display 
 Row    C1     C2    C10 
       1    66    130     66 
       2    64    125     64 
       3    65    115     65 
       4                     130 
       5                     125 
       6                     115 
       7                       67 
       8                       63 

  .آخرین ستون، ستون هدف است

  .کند را ایجاد مییس از زیرنو C یک ستون     SUBSCRIPTS       Cزیربرنامه        
 MTB > STACK (C3 C4) (C1 C2) (C5 C6); 
SUBC> SUBSCRIPTS C7. 
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MTB > PRINT C1-C7 
Data Display 
 Row   C1     C2    C3     C4    C5     C6   C7 
   1      66    130    70     155    70     155    1 
   2      64    125    66     145    66     145    1 
   3      65    115    69     160    69     160    1 
   4                                           66     130    2 
   5                                           64     125    2 
   6                                           65     115    2 

   
    Unstackدستور 

UNSTACK (C…C) into (E…E) …  (E…E); 
SUBSCRIPTS  are in C. 

  .کندهای دیگر تجزیه میهای را بر اساس زیربرنامه به ستونستون
MTB > unstack (c1 c2) (c11 c12) (c13 c14) (c15 c16); 
SUBC> subscripts c3. 
MTB > print c1-c3  c11-c16 
Data Display 
 Row    C1     C2   C3   C11    C12   C13    C14   C15    C16 
   1        24    126    2      35      142      24     126     27     134 
   2        27    134    3      31      122      21     119     32     148 
   3        32    148    3                 33    142              
   4        35    142    1                                        
   5        21    119    2                                        
   6        33    142    2                                        
   7        31    122    1 

  .اگر یک ستون را بخواهیم تفکیک کنیم نوشتن پرانتز الزامی نیست

  تمرین
های خود را برحسب های مفروض، دادهبه کمک چهار کد ایجاد شده برای داده. 2- 7

  . مربوطه در چهار ستون تفکیک کنیدیطبقه
  

   Convert   دستور
 CONVERT  using conversion table in C…C, convert  C to C 
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هایی که کدها در آن قرار ابتدا ستون. توان به عددی تغییر دادهای حرفی را میدهدا
  .کنیمدارند را تعریف می

MTB > READ C1 C2; 
SUBC> FORMAT(F1.0, 2X, A6). 
DATA> 1  RED 
DATA> 2  YELLOW 
DATA> END 

 .سازی به کار بردتوان دستور را در مبدلبه دو فرم می
MTB > CONVERT C1 C2 C10 C11. 
* NOTE * 1 other values converted to blank 
MTB > CONVERT C2 C1 C12 C13 
* NOTE * 1 other values converted to missing 
MTB > PRINT C1 C2 C10-C13 
Data Display 
 Row   C1      C2              C10      C11                 C12         C13 
   1       1       RED              1         RED                RED           1 
   2       2       YELLOW     2         YELLOW       RED            1 
   3                                      1         RED               YELLOW    2 
   4                                      3                                 RED            1 
   5                                      2         YELLOW       BLUE          * 
 

 
     Concatenateدستور 

 CONCATENATE   C…C  put in   C  

  .کنیمفاده میاین دستوراست اگر در تعداد حروف دریک ستون محدودیت داشته باشیم از
MTB > READ C1-C3; 
SUBC> FORMAT(A4,A3,A4). 
DATA> 194-42-7777 
DATA> 123-45-6789 
DATA> END 
      2 rows read. 
MTB > CONCATENATE C1-C3 C4 
MTB > PRINT C1-C4 
Data Display 
 Row     C1     C2       C3            C4 
   1       194-    42-     7777       194-42-7777 
   2       123-    45-     6789       123-45-6789 
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  احتمال  و      آمار258

  محاسبات در مینتب   7-3
نماید تر می دستوراتی که به کمک آنها محاسبات ریاضی و آماری را ساده بخشاین در

باشند که برای سادگی در برخی موارد دستورات دارای زیر دستوراتی می. دهیمارائه می
  .دادن خودداری شده استنوشتن و توضیح  ازفصلاین 

  

     Let دستور 
 LET      E=expression  

عبارت باید . دهدعملیات محاسباتی را انجام میاین دستور، به کمک یک عبارت 
در . ای، منطقی و یا توابع باشندعملگرهای حسابی، یک مقایسه حداقل شامل یکی از

های ها ثابتتواند ستونشناسه می. تون نماییدتوانید تعدادی عدد وارد یک سابتدا می
توان نمی. توان استفاده کردها نمیتوجه داشته باشید که از ماتریس. ذخیره شده باشند

.  بنویسیم#علامت   متن به کار برد مگر متن را در آخر دستور، بعد ازLETدر دستور 
  .در زیر چند مثال آورده شده است

MTB > LET C1=(C2+C3)*10-60 
MTB > LET C1=C1-MEAN(C1) 
MTB > LET K1=0.5 
MTB > LET K2=MEAN(C1)/STDEV(C1) 
MTB > LET C5=(C1<5) 
MTB > LET K2=C1(28) 
MTB > LET C1(28)=2.35 

توان و حداکثر عبارتی که می باشدمی) 9(، نهLETحداکثر پرانتزها در دستور       
توانید عبارت را به زیر عبارتی دیگر میصورت نیاز  در.  کارکتردارد78نوشت  LETدر

  .خرد کرد

  )ARITHMETIC  OPERATION(عملگرهای محاسباتی 
  **  توان
  *  ضرب
 /  تقسیم
  +  جمع
  -  منها
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شده نتیجه در صورت وجود عضو گم. گیرد عملیات به صورت سطری انجام مییکلیه
 اسبه را نداشته باشدگری امکان انجام محاگر عمل. دهدشده نمایش میبه صورت گم

  .ایمدر زیر چند مثال پرداخته. شودشده مینتیجه عضوی گم) مانند تقسیم بر صفر(
MTB > let c10=c1+c2 
MTB > let c11=c2**2 
MTB > let c12=c1/c2 
MTB > let c12=c1/c2 
                J 
*** Values out of bounds during operation at J 
    Missing returned 1 times 
 
MTB > let c13=c1+c2+c3+100 
MTB > print c1-c3 c10-c13 
Data Display 
 Row   C1   C2   C3   C10   C11    C12    C13 
     1     5       2     2        7      4        2.5      109 
     2     3       6     2        9    36        0.5      111 
     3     1     -1     *        0      1       -1.0          * 
     4     6       0     1       6       0           *      107 
 

  ) COMPRISON OPERATION (ایعملگرهای مقایسه

  .گیردساختار یک عبارت منطقی به کمک عملگرهای زیر انجام می
  =  یا  EQ  برابر

  =~  یا  NE  نابرابر 
 >  یا   LT  کمتر 

 <  یا  GT  بزرگتر

 =>  یا  LE  کمتر یا مساوی 

 =<  یا  GE  بزرگتر یا مساوی

اگر عبارت درست باشد مقدار یک، در غیر . گیردعملیات به صورت سطری انجام می
 اگر سطری  GE, GT, LT, LEبا عملگرهای . شودصورت مقدار صفر حاصل میاین

اما با . شده خواهد شدیجه نیز به صورت گمشده داشته باشد آنگاه نتعضو گم
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های زیر به مثال. شده نیز انجام دادتوان با عضو گم مقایسه را میNE , EQعملگرهای 
  .توجه کنید

MTB > LET C3=(C1<C2) 
MTB > LET C4=(C1='*') 
MTB > LET C5=2*(C1=1)+5*(C1~=1) 
MTB > LET C6=(C1 EQ C2) 
MTB > PRINT C1-C6 
Data Display 
 Row   C1   C2   C3   C4   C5   C6 
   1       4      8      1       0     5      0 
   2       4      4      0       0     5      1 
   3       1     -2      0      0      2      0 
   4       *      5      *      1      5      0 

  
  )LOGICAL OPERATION(عملگرهای منطقی 

  &  AND  و

  |  OR  یا

  ~ NOT  نه

با ارزش هر عبارت برحسب درستی یا نادرستی مقدار . گیردعملیات سطری انجام می
 را نشان *پذیر نباشد، علامت که محاسبه انجامدر صورتی. دهدیک یا صفر نسبت می

-ن درست باشد ارزش آن یک در غیر ای ANDاگر هر دو عبارت در طرفین. دهدمی
 درست باشد ارزش آن  ORهای طرفیناگر یکی از عبارت. صورت صفر خواهد شد

  .شود تغییر به نادرست می NOTاگر عبارتی درست باشد، با دستور. یک است

  . 6-7 مثال
MTB > LET C3=C1&C2 
MTB > LET C4=C1|C2 
MTB > LET C5=~C2 
MTB > LET C6=(C1 GT 2)OR(C2 EQ 1) 
MTB > PRINT C1-C6 
Data Display 
 Row   C1   C2   C3   C4   C5   C6 
   1         1     1      1     1      0      1 
   2         1     0      0     1      1      0 
   3         0     0      0     0      1      0 
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   4         1     *      *     1      *      0 
   5         0     *      0     *      *      0 
   6         0     5      0     1      0      0 

 
  )FUNCTIONS AND COLUMN OPERATIONS(توابع و عملگرهای ستونی 

  .دهندتوابع زیر به صورت سطری عملیات را انجام می
   SQRT   دوم یریشه  ABSOLUTE  قدرمطلق

  LOGE  رمبنای عدد نپر لگاریتم د  LOGTEN  10اریتم در مبنای گل

  10x  ANTILOGتابع   ex  EXPONENTتابع نمایی 

 ASIN  ارک سینوس ROUND  گرد 

 ACOS  ارک کسینوس SIN  سینوس

 ATAN  ارک تانژانت  COS  کسینوس

 PARPROU  ضرب جزئی  TAN  تانژانت 

    PARSUM  جمع جزئی 

دست و یک عدد به نددهانجام می ها محاسبات راروی ستونبر عملگرهای زیر،       
  .آورندمی

  

  MEAN  میانگین   COUNT  های معلوم تعداد داده 

  MEDIAN  میانه   NMISS  شدههای گمتعداد داده

  STDEV  انحراف معیار   N  ها تعداد کل داده

  SSQ  مجموع مربعات  MAX  ها یمم دادهسماک

     MIN  ها همینیمم داد
  

. دهندگذارند و به شکل یک ستون پاسخ میها اثر میسه عملگر زیر بر روی ستون
  .باشندعملگرهای زیر خاص محاسبات آماری می

  SORT      کند    ها را مرتب میازکوچک به بزرگ داده -

   RANK      دهد ای را نسبت میبه عناصر یک ستون رتبه -
  LAG                خیرأ لگ یا ت-
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توابع و . رها ضروری استتوجه داشته باشید که نوشتن پرانتز جلوی عملگ      
  .ل آن به کار گرفتتوان با چهار حرف اوّعملگرهای ستونی را می

  .7-7 مثال
MTB > LET C10=SQRT(C1) 
MTB > LET C11=ABSO(C2)+10 
MTB > LET K1=SUM(C1) 
MTB > LET C12=C1-MEAN(C1) 
MTB > LET C13=K1*C2 
MTB > PRINT C1-C2 C10-C13 
Data Display 
 Row   C1   C2       C10   C11   C12   C13 
   1         1    4   1.00000    14      -3      48 
   2         9   -3   3.00000    13       5     -36 
   3         2    0   1.41421    10      -2        0 
MTB > PRINT K1 
Data Display 
K1       12.0000 

  :برای مثال.  تغییر دادLETیک ستون را به کمک دستور  زتوان عناصر مشخص امی
MTB > LET C1=C2(3)*C10 
MTB > LET C2(3)=5+K1 
MTB > LET C2=C1(COUNT(C2)-10)*C11 

م ضرب کرده و نتیجه را در  ستون دهم را در سومین مقدار ستون دوّ،لدر ستون اوّ
عدد معلوم  ابر جمع دوم را برستون دوّ  عنصر ازنسومی. دهدل قرار میستون اوّ

  .کندجایگزین می
  چنانچه دستور را به شکل زیر بنویسیم : تذکر

LET  C1(15)=28 
 را نسبت 28 ده عنصر داشته باشد آنگاه به جز عنصر پانزدهم که مقدار ،لاگر ستون اوّ

  .زند علامت ستاره می14 تا 11دهد ازعنصر می
  

  ADD, SUBTRACT, MULTIPLY, DIVIDE,RAISE دستورات جبری 
ADD    E to  E, …, to  E  put into E 
SUBTRACT   E   from   E 
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MULTIPLY   E   by  E, …, E  put into E 
DIVIDE   E   by  E 
RAISE   E  to the power E   put into E 

  . دهدها را انجام میسطر عملیات جبری روی ستونپنج دستور سطربه

  .8-7 مثال
MTB > ADD C1 C2 C3 
MTB > ADD 5 C1 C4 
MTB > RAISE C2 3 C5 
MTB > PRINT C1-C5 
Data Display 
 Row     C1   C2     C3     C4   C5 
   1         1.1    2      3.1      6.1    8 
   2         2.3    1      3.3      7.3    1 
   3        -5.0    2     -3.0     0.0    8 

  .انجام شدن هستند ع تعریف شده قبلی نیز به همین شیوه قابلتواب: تذکر

  دستورات سطری 
RCOUNT       E… E   put  into  C 
RN       E… E   put  into  C 
RNMISS       E… E   put  into  C 
RSUM       E… E   put  into  C 
RSTDEV       E… E   put  into  C 
RMEAN       E… E   put  into  C 
RMEDIAN       E… E   put  into  C 
RMIN       E… E   put  into  C 
RMAX       E… E   put  into  C 
RSSQ       E… E   put  into  C 

  . دهند، انجام می ستون10ه صورت سطری برای حداکثر عملیات را ب

  .9-7 مثال
MTB > RSUM C1-C4 C5 
MTB > RMEAN C1-C4 C6 
MTB > RN C1-C4 C7 
MTB > PRINT C1-C7 
Data Display 
Row   C1   C2   C3   C4    C5     C6   C7 
    1      2      4    7       3      16     4.0     4 
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    2      5      1    2       2      10     2.5     4 
    3      2      *    1       3        6     2.0     3 

  Describeدستور   
MTB> DESCRIBE       C1      C2  … 

دست هتوان برخی معیارهای تمرکز و معیارهای پراکندگی را ب به کمک این دستور می
  .آورد

  .10-7 مثال
MTB > SET C1 
DATA> 10 13  15 9 17 20 15 17 8 11 * 12 14 
DATA> END 
MTB > DESC C1 
Descriptive Statistics 
Variable        N       N*     Mean   Median   TrMean    StDev   SEMean 
C1                12        1      13.42    13.50       13.30        3.60      1.04 
 
Variable      Min      Max       Q1       Q3 
C1               8.00    20.00    10.25    16.50 
 

  کار رفته کلمات و حروف بهیترجمه
N هاتعداد کل داده MEAN  میانگین 
N* شده های گمتعداد داده MEDIAN  میانه 
MIN هامینیمم داده TRMEAN  10میانگین پیراسته% 
MAX هایمم دادهسماک STDEV انحراف معیار 

1

2

−
∑ −

n
XiX )( 

Q1 ّل چارک او SEMEAN 
n

stdev 

Q3  چارک سوم   

 
   Tableدستور 

های به مثال. شودکار گرفته میهای گسسته بههاین دستور برای ساختن جدول در داد از
  .زیر توجه کنید
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  .11-7 مثال
MTB > set c1 
DATA> 1 1 2 1 1 0 2 2 1 
DATA> end 
MTB > TABLE C1 
Tabulated Statistics  
 ROWS: C1   
       COUNT 
  0        1 
  1        5 
  2        3 
 ALL       9 

  .12-7 مثال
MTB > READ C1 C2 
DATA> 1 1  
DATA> 1 0 
DATA> 1 1  
DATA> 0 1 
DATA> 0 1 
DATA> 0 0 
DATA> END 
      6 rows read. 
MTB > TABLE C1 C2. 
Tabulated Statistics  
 ROWS: C1     COLUMNS: C2 
            0        1      ALL   
  0        1        2        3 
  1        1        2        3 
 ALL       2        4        6  
  CELL CONTENTS --  COUNT 

  
   Covarianceدستور  

MTB> COVARINCE  C1 C2 

های با درنظرگرفتن داده. کندمحاسبه می n−1ضریب این دستور مقدار کواریانس را با 
  : داریم12-7مثال 

MTB > COVARINCE C1 C2 
Covariances 
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                C1             C2 
C1        0.300000 
C2        0.000000  0.266667 

3000000مقدار  2666670 واریانس ستون اول، مقدار /  واریانس ستون دوم، و مقدار /
0000000  را nمقدار کوواریانس با ضریب . وواریانس بین ستون اول و دوم است ک/

  . بسازیدLETتوانید با دستور می
MTB > LET  k1=sum((C1-MEAN(C1))*(C2-MEAN(C2)))/N(C1) 
MTB > PRINT k1 

  تمرین
  .را بنویسید  نمای برای محاسبه همراه با مثالی عددی،عملیات لازم. 3- 7
دست هل و چارک سوم هر سری داده را ب چارک اوّمقدماتیبه کمک دستورات، . 4- 7

  .آورید

)نشان دهید برای سری داده فرضی  .5- 7 )∑
=

−
n

i
i xx

1
  . برابر صفر است

  :های زیر را در نظر بگیریدداده. 6- 7
1  4  2  3  5  6  2  3  4  5  9  8  5  2 2  3  2  1  1  6  

∑ دهید عبارت  نشان)الف
=

−
n

i
i ax

1
: با سه مقدار( شود برابر میانه مینیمم میaازای  به

  .)میانه نشان دهید میانه، بزرگتر ازمیانه،  کوچکتر از

) نشان دهید عبارت )ب )∑
=

−
n

i
i bx

1

xb به ازای 2   .شود مینیمم می=

  .های سوم و چهارم را محاسبه کنیداور مرکزی مرتبه گشت)ج

.)(,)( ∑∑
==

−=−=
n

i
i

n

i
i xx

n
Mxx

n
M

1

4
4

1

3
3

11  

  .میانگین بزرگتر هستند  از،6-7های سؤال هچند درصد داد. 7- 7
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، میانه را کم کنیم تغییری در مقدار 6-7های سؤال داده نشان دهید هرگاه از. 8- 7
  .آیدوجود نمیهواریانش ب

را به کمک دستورات آن) کتاب استفاده نمائید از( برداشته حداقل پنجاه داده را . 9- 7
ل و چارک سوم و بندی نمایید و سپس میانگین، واریانس، میانه، چارک اوّافزار طبقهنرم

  .بندی شده محاسبه نمائیدهای طبقهنما را به کمک داده
  : های زیر را محاسبه کنیدکمیتافزار به کمک نرم. 10- 7

33          51/e             )/log( 43  
))()()()()(( 74221011984321 ++++++  

232 یهای معادلههای منطقی، ریشهبه کمک عبارت. 11- 7 ++ xxرا بیابید .  
  . را محاسبه کنید12!افزار، به دستورات نرم. 12- 7
  . تغییرات را بنویسیدی دامنهیمحاسبهدستورات لازم جهت . 13- 7

  رسم نمودار  7-4
ای، محیط  نمودار نقطهاستثناءکنید به  می اجرا راکه دستورات رسم نمودارها هنگامی

توان در آن محیط نمودارها را که می گردد،دیگری برای نشان دادن نمودارها فراهم می
  .ذخیره نمود

   
   Histogramدستور  

  
 
HISTOGRAM    C … C; 
INCREMENT      =K; 
START    =K   [end =K]; 
BY  C; 
SAME    scale for all columns 

به کمک زیر . کندها نمودار هسیتوگرام را رسم مییک ازستون جداگانه برای هرطور به 
ها را بندی شروع نمودار و سایر مقیاسینقطه  توان طول طبقات،های آمده میبرنامه
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  احتمال  و      آمار268

کار ها را بهزیربرنامه ترین شکل آن است که هیچیک ازساده. کار بردها بهبرای ستون
  .فزار با رعایت فواصل مساوی نمودار را رسم کندنبرده تا نرم

  .13-7 مثال
MTB> SET C1 
DATA> 12    11    15    21    15    14    17    18    19    14    12    13    15 
DATA> END 
MTB> HISTOGRAM   C1 

  
     Dotplotدستور  

  
 
DOTPLOT   C 
INCREMENT      =K; 
START    =K   [end =K]; 
BY  C; 
SAME    scale for all columns 

ا محورها به  یک هسیتوگرام است امّیدهد، مشابهای نشان میآنچه که یک نمودار نقطه
  .شود یک نقطه نمایش داده مییوسیلهطبقات بیشتری تقسیم و هر مشاهده به 

  کنیم ای را رسم میهای مثال فوق نمودار نقطههبا داد. 14-7 مثال
MTB > DOTPLOT C1 
Character Dotplot 
                                . 
            .    :    .    :    :         .    .    .         . 
          -------+---------+---------+---------+---------+---------C1       
              12.0      14.0      16.0      18.0      20.0      22.0 

 
      Plotدستور  

  
 
PLOT   C  versus   C 
TITLE=’text’ 
FOOTNOTE= ‘text’ 
XLABLE = ‘text’ 
YLABLE = ‘text’ 
SYMBOL = ‘text’ 
XINCREMENT      =K; 
XSTART    =K   [end =K]; 
YINCREMENT      =K; 
YSTART    =K   [end =K] 
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  269     افزارمحاسبات با نرم

. دهدها قرار میم را روی محور طولها و ستون دوّل را روی محور عرضستون اوّ
ند نقطه روی هم قرار گیرند چدهد هرگاه دو یا نمایش می×  هر نقطه را با نماد معمولاً

نه تا بیشتر شد ا ز  شود اگرتعداد آنها ازک ذکر می مشتریتعداد آنها در کنار نقطه
 کارهایی در نمودار بهکردن متنها را برای اضافهزیربرنامه. کنداستفاده می+ علامت 

  .ار را تغییر دادتوان علامت نمایشی نمود می SYMBOLبه کمک .گیرندمی

  .15-7 مثال
MTB > SET C1 
DATA> 1:10/0.1 
DATA> END 
MTB > LET C2=C1**2 
MTB > PLOT C2*C1 

  

  کند منجملهافزار نمودارهای متعدد دیگری را رسم میاین نرم      
STEM-AND-LEAF,      PIE CHART,     …  

  .ها و یا با نوشتن دستورات آنها را انجام دهیدمنوتوانید با انتخاب که می

  تمرین
ه و سپس انواع نمودارها های کتاب را انتخاب کردبه کمک دستورات فوق داده. 14- 7

  .کنید رسم ،را بسته به نوع آنها
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   هاحل تمرین
 لاوّفصل های حل تمرین 

 )الف .4- 1

10019091110
9114014109
771501598
623503587
271901976
880865

/
/
/
/
/
/

−

−

−

−

−

−

−
−
−
−
−
−

طبقهتعدادفراوانی تجمعیفراوانی

  

1 -5.  

954495382512094439
953895322208093833
953295262036093227
952695201132092621
95209514312092015

////
////
////
////
////

−−
−−
−−
−−
−−
طبقه فراوانیدرصد تجمعیفراوانی ها رده هایکرانه

  

  :کنیمها را مرتب می ابتدا داده.6- 1
87654433332221111000           

52
2
32 /~ =
+

=x  
بـرای  . لذا هر دو مـد هـستند      . اندام چهار بار تکرار شده     هر کد  1 و   3در اینجا دو عدد     

5ل   چارک اوّ  یمحاسبه
4
20

4
==

n .  ّل پنجمین عـدد مرتـب شـده اسـت         پس چارک او، 
11یعنی  =Q.  
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1-7.                   
7
240

80
7

3
1

80
1

40
1

20
1

3
1 11

=




 ×=





 ++=

−−
)(Hx  

  ای،aبه ازای هر . 1-8

.))(()()(

)()(

∑∑∑

∑∑

===

==

−−+−+−=

−+−=−

n

i
i

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

axxxaxxx

axxxax

11

2

1

2

1

2

1

2

2

  

)(2از طرفی عبارت  ax   : پس داریم، بستگی نداردi به اندیس−
2

1

2 )()( axnax
n

i
−=−∑

=
  

0دانیم که و چون می
1

=−∑
=

)(
n

i
i xxخواهیم داشت ،:  

0
11
∑∑
==

=−−=−−
n

i
i

n

i
i xxaxaxxx )()())((  

  در نهایت خواهیم داشت

.)()()( 2

1

2

1

2 axnxxax
n

i
i

n

i
i −+−=− ∑∑

==
  

   خیر زیرا.9- 1
2000185487098417451238   وزن افرادمجموع  =×+×=+=>

1-10.  

./429119
1410

168395000
425410575

121000425117000410120000575

==

++
×+×+×

=x
  

1-11.  

,,, 5532
1

22 ===σ ∑
=

N

i
ixx  
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.2355355
2

1

2

2 =−=
×−

=

−

=σ
∑
=

NN
N

N

xNx
N

i
i

  

.11555 =→= NN  

  .است x+1های جدید  میانگین داده.1-12

  :شودصورت زیر محاسبه میه های جدید ب میانگین داده.1-13

.
)(

15510
9
2
109

999

9

1

9

1

9

1 =+=

×

+=+=

+

=
∑∑∑
=== x

ixix
x ii

i
i

i

new  
  :شودصورت زیر محاسبه میه های جدید ب میانگین داده.14- 1

.
)(

574215
20
2104

20

4

2020

4
20

1

20

1

20

1 =+=
×

+=+=

+

=
∑∑∑
=== x

ixix
x ii

i
i

i

new  

1 -15.  

./

,

4317
23
401

23
363530300

23

363530

300152015
20
20

1

20

1

20

1

==
+++

=

+++

=

=×=→==

∑

∑
∑

=

=

=

i
i

new

i
i

i
i

x
x

x
x

x
  

254321: بنابر صفر بودن انحراف معیار داریم .16- 1 ==== xxxx ،پس  

.30
5
50254

5

50
4

1 =
+×

=

+∑
=i

ix
  

  .تغییری ایجاد نمی شود .17- 1
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1 -18. 151021 ==== xxx L های مرتب شده عبارتند از دادهبنابراین  
3131311917 ...,,,,,  

  .~x=31 در نتیجه

 اعداد جدید مضرب .19- 1
4
لذا واریانس اعداد جدید . اند اعداد قدیمی1

16
 اعداد 1

قدیمی و در نتیجه انحراف معیار آنها 
4
  .است اعداد قدیمی 1

.|| xbax a σ=σ +  

45289 پس انحراف معیار اعداد جدید برابر است با 
4
1 // =×.  

  )الف .20- 1

5653178150120
990012059959917510475945104594
560711195626589775947584594584
120084102515105791975847574584574
20770093529885694375747564574564
15931150526775594575647554564554
1225155247549575542544554544

2

///_//_/
///_//_/
///_//_/
///_//_/
///_//_/
///_//_/

iiiiii mfmfmfرده  ها رده هایکرانه تجمعیفراوانی

  

.
)(

)()(
)(

)()(

,////~

,/

99
119120

8150565317120
1

9766222756410
45
50607564

967
120
8150
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2
2

11

2

2

1

=
−

=
−

−

=

=+=×
−

+=

===

∑∑

∑

==

=
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mffmn
s

x
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x

n

i
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n

i
i

n
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./
/

)//()(

,//

,////

280
949

276696733

057410
43
5090756490

4
3

360555755410
45
530755430

4
1

3

1

=
−

=
−

=

=×
−

+=→=×

=+=×
−

+=→=×

S
MdxSK

Qn

Qn

  

1 -21.           

./
/

)//()( 0360
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4835333
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−×
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−
=

S
MdxSK  
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   فصل دومیاهحل تمرین
2 -1 .BAU.  

لذا .  هستند7 مضرب عدد 7 عدد و 2 مضارب عدد 8و  6 ،4 ،2  اعداد.2- 2
  .هستند 7 یا 2مضارب اعداد  8و  7، 6، 4 ،2ی همجموع

  .×BA ضرب دکارتی حاصل.3- 2

1234 به .4- 2  3  یکی از جفت جوراب و4 با انتخاب یکی ازتوان حالت می ×=
  .جفت کفش، جوراب و کفش پوشید

2 -5. 1202543 =×××.  

2 -6. 32768000010101010323232 =××××××  

  .توان ساخت تابع میn2 داریم پس 1 و 0به ازای هر نقطه دو حالت،  .7- 2

!! )ب        9! )الف .9- 2 46 ×  

  4! )الف .10- 2

 )الف .11- 2
!!!!

!
1234

10  

2 -12. 
!!!

!
234
9  

2 -13. 60345
35
5

35 =××=
−

=
)!(

!P  
2 -14. !!)( 314 =−  
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2 -15. 12
2
4

2
15

==
− !
!

!)(  

2 -16. 3503510
34
7

23
5

3
7

2
5

=×=×=














!!
!

!!
!  

ه و از آن  که با هم تفاهم ندارند در یک گروه در نظر گرفت رام، هر دو مرددر حالت دوّ
  کنیم مرد باقیمانده دو نفر انتخاب می5کنیم و از گروه فقط یک نفر را انتخاب می

.
!!

!
!!

! 200
23
52

23
5

2
5

1
2

2
5

=××=






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  

2 -17. 210
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==
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  y=1و  x=1اگر  )الف .2-19
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   y=1 و x=−1 اگر )ب
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  : داریم8-2ی  طبق قضیه.2-20
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 نیاز دارند یا خودروهایی که      دندهو جعبه  موتور کامل    خودروهایی که فقط به تعمیر     )ت
  .فقط به تعمیر جعبه دنده نیاز دارند
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  .دنده و تعویض تایر نیاز دارندجعبه
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  .ی موارد از یک بیشتر است روی کلیههاع احتمالوجممچون  )ب
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  )الف .31- 3
P ( م سفید م و سوّمهره دوّ  ( از چهارتا انتخاب سه تا سفید باشد| 
= P ( م سفید باشدم و سوّمهره دوّ | ل یکی سفید و یکی سیاه باشداز دو مهره اوّ ) 

.
9
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7
×=  

   )ب
P ( لی سفید باشداوّ | =(از چهارتا انتخاب دو تا سفید باشد P ( لی سفید باشداوّ ) .

12
8

=  
3-32.  

P ( ل سفیدانتخاب از جعبه اوّ | ( باشداز سه جعبه دو تا سفید انتخاب شده = 

(P= سفیدلاوّازجعبهانتخاب | سیاهمازجعبه سوّسفید وانتخابمدوّانتخاب ازجعبه )  
(P+ سفیدانتخاب از جعبه اول | جعبه سوم سفیدسیاه وانتخاب ازومدجعبهازانتخاب )  

.
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 .ها از هم مستقل هستندتوجه داشته باشید که انتخاب جعبه

ــر  .3-33 ــد، داریــــم  Bاز  Aاگــ )()()(مــــستقل باشــ BPAPBAP =I ــا  یــ
)()( APBAP =.  
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60:  داریم4-3 مطابق شکل .35- 3 /)( =AP ،80 /)( =BP 50 و /)( =CP.پس   
)()()(////)( CPBPAPCBAP =××== 508060240II  

)()(///)( BPAPBAP =×== 8060480I  
A از B،مستقل است   

)()(///)( CPAPCAP =×== 506030I  
A از C  ،و مستقل است  

4806080380 /)()(///)( ==×≠= CPBPCBP I  
B از Cستی مستقل ن.  

  . هر سه دو به دو مستقل نیستندولی در کل       
 مستقل Cاز B  مستقل است ولیB از Aکنیم که  مشاهده می35-3 حل در .36- 3

  .نیست

  ا  مستقل است امCّ از A  وB از Aکه ه شد  نشان داد35-3در تمرین  .37- 3
).()(///))(( CBPAPCBAP UUI =×≠= 920605520 
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  . مستقل نیستندCBUز  اAپس 
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 و 2 و 1به ترتیب خطـوط تولیـدی    3A و ،1A، 2A و E= پیشامد معیوب بودن  .3-44
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8
3=)(AP   سفید از جعبه یانتخاب مهره Ι     :A  
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10تابع احتمال باشد باید     این تابع یک    برای اینکه   . 4-1 ≤≤ )(xf       کـه در آن صـورت 

∑=1 طرفی و نیز از c≤0حتماً باید مقدار 
x

xf   یا )(

ccccxf
x

14321 22 =++=∑ )()()()(  

که باید  دهد نتیجه میو که
14
1

=c و )(xf  خواهد بوداحتمالتابع یک .  

   برقرار است و برای شرط دومّ c≤0ای  به ازxf)(≤0ل شرط اوّ. 4-2

cccccxf
x

x

x

xx 5
6

6
5
1

6
11

1
6
1

6
1 11

==
−

===
−−

∑∑∑ )()()( 

به ازای 
6
5

=c  تابع)(xfخواهد بودتابع احتمال .  

  ی آزمایش عبارت است از فضای نمونه )الف .4-3
}.,,,,,,,{ TTTHTTTHTTTHTHHHTHHHTHHHS =  

0123 مقـادیر    X، متغیـر    Xتعریف  با توجه به   گیـرد و تـابع احتمـال آن بـه           را مـی   ،،،
  . زیر استصورت

8
1

8
3

8
3

8
1

3210
)(xf

x
  

- مقادیری که مـی    X عضو دارد و طبق تعریف متغیر تصادفی         36 ایفضای نمونه  )ب

012345گیرد عبارتند از    :استصورت زیر  هال آن ب و تابع احتم،،،،،

36
2

36
4

36
6

36
8

36
10

36
6

543210
)(xf

x  

12گیرد عبارتند از  میXمقادیری که  )ج ،،Kو تابع احتمال آن عبارت است از   

xxf
xx
)(...)()()()(

...

2
13

2
12

2
1

2
1

321  

  طور کلی ه ب



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

291 هاحل تمرین

,....,,)()( 21
2
1

== xxf x  
) 6ظـاهر شـدن دو خـال        (احتمال موفقیت   شبیه به حالت ج است با این تفاوت که           )د

برابر با 
36
  .  است1

.,,,))(()( K21
36
35

36
1 1 == − xxf x  

2345گیرد  میXمقادیری که  )الف .4-4   صورت  ه و تابع احتمال آن بهستند ،،،

20
8

20
6

20
4

20
2

5432
)(xf

x  

ی مهـره  و   2ل   اوّ یمهـره یک وضعیت آن اسـت کـه         ،x=2 برایبه عنوان مثال     .است

 احتمال این پیشامد   که   مشاهده شود  یک   دوم،
4
1

5
1
 1ل   اوّ یتواند مهره  ولی می  است ×

  برابر باx=2 باشد که در کل احتمال 2و دومی 
20
2

4
1

5
12 =×   .است )(

   )ب
20
2

20
4

20
6

20
8

4321
)(xf

x  

   )ج
20
2

20
2

20
4

20
4

20
4

20
2

20
2

9876543
)(xf

x  

4-5.   
42
2

42
4

42
6

42
8

42
10

42
12

543210
)(xf

x  

4-6.   
90
3

90
21

90
42

90
21

90
3

43210
)(zf

z  

6
1

6
4

6
1

210
)(xf

x
            

15
3

15
9

15
3

210
)(yf

y  

  با جایگذاری. 4-7

10
1

10
6

10
3

210
)(yf

y             
25
4

25
12

25
9

210
)(xf

x  

  

4 -8 . ∑
∞

=

θ=
1

1
x

x
x

c  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

292      آمار و احتمال

4 -9 . },,{ K21 rrSx =  
  )الف .10- 4

( ) 1
2
1

2
1

1

1

2

1
+

=

−
==

∑
NN

x

x
c  

   )ب






≥

<≤= ∑
=

−−

Nx

NxxF
x

i

i

1

12
1

1
][

)(  

4 -11.   

./)()()(
/)(,/)(

902011111
6020302

=≤≤=≤−≤−=≤−
=≤≤=≥

XPXPXP
XPXP  

)()()()(هار عـدد را بـا        اگر این چ   .4-12 1234 XXXX  ـ     ،،، کـه   طـوری ه   نـشان دهـیم ب
)()()()( 4321 XXXX ــت >>> ــاه حال ــاب  ، آنگ ــای انتخ ــین 4ه ــدد  9 از ب ــر ع براب

126
4
9

=






   هایی هـستند  های مساعد آن  از طرفی حالت  . استهای ممکن    که کل حالت 

42برای آنها   که   =)(X   یا و )()()( 431 4 XXX یـا  ( حالـت    3 فقـط    1X)( بـرای    >>>
321) عدد )()( و بـرای     اسـت  ممکن   ,, 34 XX 53 اگـر    و =)(X،    مقـدار )(4X   چهـار 

63وقتـی مقـدار     . حالت مساعد خواهد داشـت     =)(X، )(4X    حالـت مـساعد     3 فقـط 
73خواهد داشت و وقتی کـه        =)(X، )(4X          وقتـی کـه    . فقـط دو حالـت مـساعد دارد

83 =)(X، )(4Xفقط یک حالت مساعد خواهد داشت .  
  در کل 

  1X)(های مساعد حالت = 3

10
2
45

32
5

=
×

=
!!
!=







2
   3X)(  و2X)( های مساعدحالت =5

30103    مساعدهایالتتعداد ح×=

پس احتمال مورد نظر 
126
  .است 30

4-13. B:ی سفید ی مهرهپیشامد مشاهده  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

293 هاحل تمرین

)(
)|().()|(

BP
XBPXPBXP 333 ==

==  

  ا مّا

15
8

5
3

3
2

5
2

3
1

3322

=+=

==+===

)()(

)|()()|()()( XBPXPXBPXPBP
  

  پس

.)BX(P 18
3

15
8
18
8

15
3

3 ===
×   

  )الف .4-14

14
3

14
1

14
4

14
4

14
2

545210
)(

/
xf

x  

14
4521 =<≤ )/( XP  

   )ج
14
10520 =≤< )/( XP  

   )د
14
4520 =<< )/( XP  

   )ه
14
8521 =≤≤ )/( XP  

   دو شرط توزیع احتمال .15 -4
10 )الف ≤≤ )(xf1بایست  که برقرار است و ب می=∑

x
xf )(،  

.)(
)()()(

)( 1
2
1

1
2

1
2

1
2

11
=

+
×

+
=

+
=

+
= ∑∑∑

==

kk
kk

x
kkkk

xxf
k

x

k

xx
  

4-16.  

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
==

111

1

xxx x
c

x
cxf )(  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

294      آمار و احتمال

ا  ام∑
∞

=1

1

x x
∑=1ايي كه از رابطه     هcپس مقدار   .  يك سري واگراست   

x
xf  ـ )( دسـت  ه ب

  .آيد، وجود نداردمي
1214  )الف .4-18 >= /)(F كه با شرط )تناقض دارد) الف.  
)()( )ب

2121
xFxFxx ≤⇒≤  

  .استهاي تابع توزيع احتمال را دارا  ويژگييكليه )ج
   )الف. 4-19

  
  و 

127

7

2

5

1

5

1 =−== ∫∫ )()( dxdxxf
b

a

  

.)()(
5

2

5

35

5

3
5

1

5

3

53 ====<< −∫∫ dxdxxfxP  
4-20.  

./)(

)/()()//(

./)/()(

)()/(

/

/

/

5401

8

1

0

232202392

5404328

8

1

28

1

1

8

1

23

23

2

23

2

2

23

2

=++=

<<+<<=<<

=−=⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+=<

∫

∫

dyy

YPYPYP

yy

dyyYP

  

  )الف .4-21

.]()()(
4

1

142

4

0

4

0

2

1

4

0

4

0

=⇒===== ∫∫∫
−

ccxcdxxcdx
x

cdxxf  
  )ب



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

295 حل تمرینها

.)(

)(|)(

4
1

24
1

4
1

2
1

2
11

24
11

4
1

0
4
1

0

4
0

4

1

=





==<

=−===>

∫

∫

xdx
x

XP

xdx
x

XP

  

   با توجه به تغییر متغیر .4-22

zdzduzu 22 −=⇒−=  
  داریم

.

),()(

2

1
22

1
000

22

=

+−=



−=== ∞−

±∞
−∞± −∞±

∫∫
k

ekekdzzekdzzf zz  

4-23.  

.)()(

)()()(

192
30

192
56

643
1

32
16

32
6

616
4
1

4
1

0

32

4
1

0
24

1

0

==





×
−=








−=

−=−=< ∫∫

xx

dxxxdxxxXP  

.)()()(

)()()(

2
1

12
16

24
1

8
16

32
6

16
2
11

2
1

2
1

0

32

2
1

0
2

==−=







−=

−=<−=> ∫
xx

dxxxXPXP

  

4 -24 .  














≤
<≤+

<≤

<≤
<

=
−

x
x

x

x
x

xF
x

x

41
42

21

10
00

3
2

3
1
3
1
3

)(  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

296      آمار و احتمال

  
4-25 .  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤

<≤−+

<≤
<

=
∫

x
xdtt

x
x

xf x

x

21

212

10

00

1
2

1

2

2

)(
)(  

4-26 .  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤
<≤+

<≤+

<≤
<

=
−

−

x
x

x

x
x

xF
x

x

x

31

32

21

10

00

2

3

4

5

2

1

4

1

4

2

2

)(

)()(  

4-27.   

.)(,)(

,)(

032

2

1

2

1

2

1

10

2

1

=<<=<<−

<≤=

XPXP

xxf
  

4-28.  

.)(,)()(
576

495

8

225

144

5

18

3

=>=<⇒= YPYP
y

yf  

4-29.  

,ee)(F)(F)X(P

,e)(F)(F)X(P
31

2

421331

31022

−−

−

−=−=<<

−=−=<  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

297 هاحل تمرین

.e)e(

))(F)(F()X(P)X(P)X(P
44 5511

041401414
−− =−−=

−−=<<−=<−=>  

  )الف .4-30

.][

)()()(

684
640

3
872

3
216216

228
1

3
36

228
136

228
126

2

6

32

6
2

=−+−=









−=−=−<<−

−

−

−

−∫
xxdxxXP

  

  )ب

.][

)()()(

684
539

3
136

3
216216

228
1

3
36

228
136

228
161

6

1

36

1
2

=−+−=









−=−=<< ∫

xxdxxXP
  

  )ج

.][

)()()(

648
190

3
27108

3
136

228
1

3
36

228
136

228
113

3

1

33

1
2

=−++−=









−=−=−<<−

−

−

−∫
xxdxxXP

  

05 )د == )(XP  
  )الف .4-32

.)()( 600
18000

0

3018000

0
30 1

30
118000018000 −−−

−=












==<<=< ∫ eedxeXPXP

xx

  

  )ب

.)( 9001200
36000

27000

303600027000 −−−
+−=













−=<< eeeXP

x

  

  )ج



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

298      آمار و احتمال

.)(

)()()(

16001600

48000

0

30

11

1480000148000

−−

−

=−−=













−=<<−=∞<<

ee

eXPXP
x

  

  )الف .4-33

./][

))()(()()(

250
25
251

100
2511

5101105110

=+−−−=

−−=<<−=> FFXPXP
  

)()()(.                 )ب
64
39

25
251

64
2515885 =+−−=−=<< FFXP  

)()()(.        )ج
32400
2025

144
251

225
25112151512 =+−−=−=<< FFXP  

4-35.  

.),(),(),(
51
12

51
7

51
5211121 =+=+= ffF  

4-36.  

.),(
144
102

3
1

8
1

3
2

2
1 3

2

2
1

3
1

8
1 ==<<<< ∫ ∫ dydxYXP  

4-38.  

( ] .)( 11
1

0
1
0

0

1

0

1

0 0
=⇒===




= ∫∫∫ ∫ kkykdydyk

y
xdxdy

y
k yy  

4-39.  

21
51
94

51
62

51
32

21
51
129

51
63

51
43

51
23

2

1

3

1

,,),()(

,,),()(

=
+

=
+

+
+

==

=
+

=
+

+
+

+
+

==

∑

∑

=

=

yyyyyxfyf

xxxxxyxfxf

x

y  

4-40.  

.),(),()( 101222 1
0

1

0
<<−==== −−

∫∫ xxydydyyxfxf xx

y

  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

299 هاحل تمرین

.),(),()( 101222 1
0

1

0
<<−==== −−

∫∫ yyxdxdxyxfyf yy

x

  

4-41.  

1

3

02
001

321

9
1

9
3

9
5

9
5

9
1

9
2

9
2

9
3

9
1

9
2

9
1

9
1

)(

)(

yf

xf
x

y

  

4-42.  
).,(),(),(),(),( caFcbFdaFdbFdYcbXaP +−−=≤<≤<  

  y و xشرط استقلال این است که برای هر  .4-43

.)(,)(,),(

)()(),(

51
49

51
129

51
23 yyfxxfyxyxf

yfxfyxf

YX
+

=
+

=
+

=

=
  

  حال مثال نقض

),()()(

)(,)(,),(

11
51
5

3601
273

51
13

51
2111

51
131

51
211

51
511

fff

fff

YX

YX

=≠=×=

===
  

  . استقلال وجود ندارددهد کهمینشان 
ــف .4-44 ــر       )ال ــرای ه ــه ب ــت ک ــن اس ــره ای ــه متغی ــتقلال س ــرط اس 123ش xxx ,, ،
)()()(),,( 321321 xfxfxfxxxf   .آوریمدست میهای را بهای حاشیهابتدا توزیع . =

21
63
189

63
32

63
22

63
12

63
3

63
2

63
1

63

2

1

3

1

,,)()()(

)()(

=
+

=
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

=

+
=∑∑

= =

xxxxxxxx

zyxxf
z y

  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

300      آمار و احتمال

   

  

321
63
96

63
22

63
12

63
2

63
1

63

2

1

2

1

,,,)()(

)()(

=
+

=
+

+
+

+
+

+
+

=

+
=∑∑

= =

yyyyyy

zyxyf
z y  

21
63
21

63
5

63
4

63
3

63
4

63
3

63
11

63

2

1

3

1

,,)(

)()(

==+++++
+

=

+
=∑∑

= =

zzzzzzzz

zyxzf
x y  

.)()()(),,(
63
21

63
15

63
8

63
2111 ××=≠= zfyfxff ZYX  

  .پس استقلال وجود ندارد
  )ب

.

),,(
),,(),,(),(

63
13

63
4

63
6

63
3

122
21211232

=++=

===+
===+====≤+=

ZYXf
ZYXfZYXfZYXP

  

4-45.  

1
03

02
01

321

6
2

6
2

6
2

6
2

6
1

6
1

6
2

6
1

6
1

6
2

6
1

6
1

)(

)(

yf

xf
x

y

  

).,()()( 110
6
2

6
211 fff YX =≠×=  

4-46.  

6
1
6
1

001

2101

)(yf

xy =

                 112 === )( XYf  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

301 هاحل تمرین

2
1
6
1

2
1
3
1
02

2102

)(yf

xy =

  

3
122

3
220 ====== )(,)( XYfXYf  

003

2103

3
1
3
1

)(yf

xy =

              131 === )( XYf  

  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

   فصل پنجمیاهحل تمرین
5 -1.   

.)(

)()(

)()()()()(

bXaE

xfbxfxa

xbfxfaxxfbaxbaXE

xx

xxx

+=

+=

+=+=+

∑∑

∑∑∑
  

5-2.  

.))(()()(

)()()())(())((

∑∑ ∫

∑∫∫ ∑∑

==

===

==

==

n

i
ii

n

i x
ii

n

i x
ii

x

n

i
ii

n

i
ii

XgEcdxxfxgc

dxxfxgcdxxfxgcxgcE

11

111  

5-3.    

.)()(
7
1

7
13

7
11

7
20

7
31 =×+×+×+×−==∑

x
xxfXE  

5-4.   

.)()(
12
37

28
11

8
1

4

2

24

2
=








+=+= ∫

yydyyyYE  

5-5.   

.)()()( 1
33

2 2
1

3
21

0

32

1

1

0
2 =−+=−+= ∫∫

xxxdxxxdxxXE  
  )الف .5-6

.)(
125
300

125
643

125
482

125
121

125
10 =×+×+×+×=XE  

.)(
125
780

125
649

125
484

125
121

125
102 =×+×+×+×=XE  

     )ب



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

303 هاحل تمرین

.

)()()()(

125
11120

125
300124

125
7809

1249124923 222

=×++×=

++=++=+ XEXEXXEXE
  

  )الف .5-7

.
ln

)(
ln

)(
ln

lnln
)(

,
ln

)(
ln

)(
ln

lnln
)(

,
lnlnln

)(

33
26

3
19

3
1

33
1

3
11

3
1

3
4

2
1

2
9

3
1

23
1

3
11

3
1

3
2

3
11

3
1

3

1

3

3

1

3

1
233

3

1

2

3

1

3

1
22

3

1

3

1

=−=







=

==

=−=







=

==

===

∫ ∫

∫ ∫

∫∫

x

dxxdxx
x

XE

x

dxxdxx
x

XE

dxdxx
x

XE

  

  )ب

.
ln

)(
ln

)()()()(

1
33

32168
3
26

3
1

132132 2323

+=+−+=

+−+=+−+ XEXEXEXXXE
  

5-8.  

,)(

)(

12
37

6
13

4
3

6
1

62
3

2
1

46

2
3

22
3

2

322

1

21

0

3

3

2

2

1

1

0

=++=







−+








+








=

−
++= ∫∫∫

xxxx

dxxxdxxdxxxXE

  

,)(

)(

3
8

8
11

6
7

8
1

42
1

68

2
3

22
3

2

4
3

2

1

31

0

4

3

2
22

1

21

0
22

=++=







−+








+








=

−
++= ∫∫∫

xxxx

dxxxdxxdxxxXE

  

.)())((
4
393

12
375

3
8

−=+−=XgE  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

304      آمار و احتمال

  .تا کیک استiها سود ناشی از پخت Zi فرض کنید  .5-9

6
905040430820121016205
6
10040403042081012164
6
96303030208108123
6
782020202010482
6
46101010101041

543210

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

6
1

+−+−+−+−−

+−+−+−−

+−+−−

+−−

−

Z

Z

Z

Z

Z

ZiExf
x

)()(
  فروش

  

یمم انتظار سود خواهیم    س کیک به ماک   4 با پختن    ،ریاضی سودها  با توجه به مقادیر امید    
  .رسید

5-10.  

.)()()()( 3
2
1

3
1

2
25

3
125

18
1

2318
11

18
1

5

1

235

1
=−++=








+=+=

−
−∫

xxdxxxXE  

5-11.  

( ) .)()()()var(

,)()()()()(

49
90

7
1

7
13

7
13

7
13

7
11

7
20

7
31

222

22222

=−=−=

=×+×+×+×−=

XEXEX

XE
  

5-12.  

.)()var(

,)(

)()()()(

6
531

6
59

6
59

3
84

3
6464

8
1

348
1

8
11

8
1

2

4

2

344

2
234

2
22

=−=

=−−+=









+=+=+= ∫∫

Y

yydyyydyyyYE

  

5-13.  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

305 هاحل تمرین

.)var()var(

,)()var(

,)(

)(

)()(

6
6
136366

6
11

6
7

6
7

43
2

4

2

2

2

2

1

431

0

4

2

1
321

0
3

2

1
21

0
22

=×==

=−=

=







−+








=

−+=

−+=

∫∫

∫∫

XX

X

xxx

dxxxdxx

dxxxdxxxXE

  

5-14.  

.)var()var(

,)())(()()var(

625
15552

625
3888442

625
3888

125
300

125
780 222

=×==

=−=−=

XX

XEXEX
  

5-15.  

.
)(ln

ln)var()var(

,
)(ln

ln)
ln

(
ln

)var(,
ln

)(,
ln

)(

2

2
22

3
4341

3
434

3
2

3
4

3
4

3
2

−
==−

−
=−===

XX

XXEXE

  

5-16.  

.)()var(

,)()()(,)()()(

404

42
2
12

2
102

2
12

2
1

22
2

2

222
2

=−=µ−µ′==σ

=+−==µ′=+−==µ

X

XEXE  

5 -17.  

.)(

,)(

,)(

9
2

6
82

2
8
1

2
1

6
8

62
1

2

22
2

2

2

0
42

0
32

2

2

0

32

0
22

0

=−=µ−µ′=σ

=



===µ′

=







====µ

∫

∫∫

xdxxXE

xdxxdxxxXE

  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

306      آمار و احتمال

5-18.  

.)var()var()var()var(

,)())(()()()(

1111

0111

2
222 =σ×
σ

=
σ

=µ−
σ

=
σ
µ−

=

=µ−µ
σ

=µ−
σ

=µ−
σ

=
σ
µ−

=

XXXZ

XEXEXEZE
  

5-19.  

( ]

( ] .ln)(

,)(

+∞====

=−====µ

∞+∞ −∞ −

∞+−∞ −∞ −

∫∫

∫∫

11
1

1
322

1
1

1
2

1
3

222

2222

xdxxdxxxXE

xdxxdxxxXE
 
 

  

  .پس واریانس آن نیز موجود نمی باشد
5-20.  

,)()()( t

t

t

t

x

xt

x

txxXt
X

e
e

e

e
eeeEtM

−
=

−

=







=== ∑∑

∞

=

∞

= 3
2

3
1

32
3

2
3
12

11
  

,
)()(

)()()(
2
3

3
6

3
2320

0
2

0
2 =









−
=









−

+−
=′

== t
t

t

t
t

tttt

e
e

e
eeeeM

X
  

.
)(

)()()()( 3
3

632360
0

4

2
=









−

−+−
=′′

=t
t

ttttt

e
eeeeeM

X
  

5-21.  

.)()(

,)()(

2
1110

1

0
2

0
2

01

0

1

0

=






 +−
=







 −−
=′

−
=

−
=








===

==

∫

t

tt

t

tt

ttxt
xtXt

X

t
ete

t
eteM

t
e

t
ee

t
edxeeEtM

X

  

5-22.  
),()()var( i

i
i xpxX ∑ µ−==σ 22  

],[ یهایی که خارج بازهixبرای  σ+µσ−µ kkافتند، داریم می:  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

307 هاحل تمرین

),()(
:

i
kxi

i xPx
i

∑
σ>µ−

µ−≥σ 22  

  . بگیریم باز نابرابری بالا برقرار استσk را برابر µ−ixحال اگر تمام 

ikxiikxi
PkkP

ii σ≥µ−σ≥µ−
Σσ≥σ↔σΣ≥σ

::

222222  
)(ا امّ

:
σ≥µ−=Σ

σ≥µ−
kXPPikxi i

  :پس خواهیم داشت. 

)( σ≥µ−σ≥σ kXPk 222  
   از طرفین2σحذف عامل با 

2
1

k
kXP ≤σ≥µ− )(  

  یا 

.)( 2
11

k
kXP −≥σ≤µ−  

  کند پس  فقط مقادیر مثبت را اختیار میX چون .5-23

.)()()()()( ∫∫∫∫
∞∞∞

≥+==
aa

a
dxxxfdxxxfdxxxfdxxxfXE

00
  

 ریبراب را قرار دهیم باز هـم نـا        a کوچکترین مقدار آن یعنی      Xحال اگر به جای متغیر    
  پس . بالا برقرار است

)()()()( aXaPdxxfadxxfaXE
aa

≥==≥ ∫∫
∞+∞+  

  در نتیجه

.)()(
a
XEaXP ≤≥  

کند پس بـا اسـتفاده       فقط مقادیر مثبت را اختیار می      X مارکف   برابری چون از نا   .5-24
  : داریمkاز تابع قدرمطلق برای مقادیر مثبت 
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6 -4 .iXهای آنها برابرندها و میانگیناند بنابراین واریانسها مستقل و هم توزیع:  
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شانس پاسخ صحیح برای هر سئوال برابر با  .10- 6
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، و n≤20شود برای حالت  در حالت کلی تقریبی که توصیه می)الف .24- 6
050 /≤θ 100 است امّا اگر≥n 10، و<θnتر خواهد شدقیق برقرار باشد تقریب د.  
10512 برای )الف >=θ /n 2025 و >=nتقریب خوب است ،.  
050040، و n<100 در شرایط )ب // <=θ ،10<θnتقریب خوب است .  
050 چون )د />θتقریب مناسب نیست ،.  
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های r است و برای 0های فرد مقدار کمیت فوق برابر با rهای زوج یا r+1به ازای 
  ام حول میانگین برابر با rی زوج گشتاور مرتبه
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ضلع مثلث از طول مجموع هر دو  (خاصیتی مشهور که در هر مثلث حاکم است .33- 6
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6 -34. Xّه است مقدار ارتکاب خطا در تعیین وزن مخصوص یک ماد.  
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6 -35.   
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
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.σ±µ=x  
′′σµµ>0چون  ),;(nبا  استی ماکسیمم برابر، پس نقطه µ=x. ),:( σµ′′ xn به ازای   

σ±µ=xشود صفر می.  
6 -36.   
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6 -37.   
127101411141 )الف /)/()/( =<−=≥ ZPZP  
640603601360 )ب /)/()/( =<−=−> ZPZP  
14130460090090460 )ج /)/()/()//( =−<−−<=−<<− ZPZPZP  
58760580121121580 )د /)/()/()//( =<−<=<<− ZPZPZP  
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6 -38.   
90820331 )الف /)/( =<ZP  
21480790 )ب /)/( =−≤ZP  
10550221221550 )ج /)/()/()//( =<−<=<< ZPZPZP  
641304409144091 )د /)/()/()//( =<−−<=≤≤− ZPZPZP  
6 -39.   

921472600 )الف //)( =→=<< zzZP  
98680 )ب /)( =< zZP 222 جواب از روی جدول نرمال /=z.  
13140 )ج /)( => zZP 36860 برابر /)( =< zZP است، پس جواب از روی جدول 

  .z=/121نرمال 
85020 )د /)( =<<− zZzP 42510 برابر /)( =−< zZP 441 در نتیجه/=z.  
6 -40.   

4811 )الف /=z  
7402 )ب /−=z  
5503 )ج /=z  
1724 )د /=z  

6 -41. )()()()( kZPkZPkZkPkXkP −<−<=<<−=σ+µ<<σ−µ  
68260 )الف /)( =σ+µ<<σ−µ XP  
9544022 )ب /)( =σ+µ<<σ−µ XP  
9974033 )ج /)( =σ+µ<<σ−µ XP  
99994044 )د /)( =σ+µ<<σ−µ XP  

6 -42.   
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α−=<
<−=>=α
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6451050 )الف // =Z  
9610250 )ب // =Z  
222010 )ج // =Z  

5752 )د
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572582

0050 ///
/ =
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6 -43.   

0668051 )الف
64
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 −
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متغیر استاندارد تمرین به صورت  .44- 6
480
415

/
/−

=
XZاست .  

10560251 )فال
480
4151616 /)/(
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 −
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 −

<=≤ ZPZPXP  
593408330833081515 )ج /)//()/( =<<−=<< ZPXP  

: با توجه به مجهول بودن میانگین متغیر تصادفی داریم .45- 6
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µ−

=
XZ .  

,//)/( 82120
10
5825282 =


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
 µ−

<=< ZPXP  
  :شوداز روی اعداد جدول نتیجه می

./,// 37390
10
582

=µ=
µ−  

  ظر برابر است بااحتمال مورد ن

./)/(//)/( 9332051
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373358358 =−>=




 −

>=> ZPZPXP  
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51 و θn<5در صورتی که  .46- 6 >θ− )(nبرقرار باشد تقریب مناسب است .  
523 )الف <=θ /nتقریب مناسب نیست .  
556 )ب >=θ /nتقریب مناسب است .  
55581 )ج >=θ− /)(nقریب مناسب است ت.  
54221 )د <=θ− /)(n تقریب مناسب نیست.  

  ، چون 46-6ی تمرین  مشابه)الف .47- 6
551421557 >=θ−>=θ /)(,/ nn            

  . برقرار است پس تقریب خوبی است
57برای تقریب به نرمال میانگین و انحراف معیار به ترتیب برابرند با  )ب /=θ=µ n ،
6721و  /)( =θ−θ=σ n پس ،  

./)//(
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)//()//()/,;(

00780252622
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  است با مقدار خطای نسبی برابر )ج

. 67116100
00360

0036000780 /
/

//
=×

−  

  میانگین و واریانس عبارتند از .48- 6

./)(, 87117
2
114 =θ−θ=σ=×=θ=µ nn                          

  :احتمال موردنظر با انجام تصحیح پیوستگی برابر است با
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)//()//()(
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20950: ین احتمال معادل است بادر حالی که مقدار دقیق ا
2
1147 /,, =




b در نتیجه ،

2128020950مقدار خطا  // −.  
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  :آوریمرا به دست می میانگین و انحراف معیار ، تقریب نرمالبرای استفاده از .49- 6
./)(,/)/( 6141627230120 =θ−θ=σ==θ=µ nn                       

  احتمال موردنظر برابر است با

./)/(
/

//)/()( 14460061
614

62753253232 =>=
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 −

>=>=> ZPZPXPXP  

 نسبت شیرها )الف .50- 6
100
X 51، دارای انحراف معیار و میانگین =θ−θ=σ )(n 

θ=µ=50و  nاست  .  
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  بار پرتاب 10000 برای )ج
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)cov,(=0 از هم مستقل باشند آنگاه Y و X اگر )الف .51- 6 YX در نتیجه ،  
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.),cov( 00
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  از متحد ساختن عبارت  .52- 6
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  با عبارت 
[ ]22 1412822
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1 2
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  شودکه از حل آن نتیجه میعادله و سه مجهول سه مدستگاهی با 
.,,/ 51070 21 =σ=σ=ρ   

   دو میانگین را به دست آوریدتوانید مقادیردر ادامه می
., 12 21 =µ−=µ  

6 -53.   
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,),cov()var()var()var( YXYXYXYXYX σρσ+σ+σ=++=+ 22 22  
,),cov()var()var()var( YXYXYXYXYX σρσ−σ+σ=−+=− 22 22  
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  سوالات تستی
  .های زیر صفت کمیّ پیوسته هستندیک از گزینهکدام. 1

   تعداد افراد خانواده )ب                         گروه خونی)الف
   ظرفیت مسافران یک خودرو)د                      سن افراد به سال)ج
  ؟اگر توزیع یک متغیر، متقارن باشد کدام یک از روابط زیر درست است. 2

xxxMO )الف << xxxMO )ب                   ~ == ~  
xxxMO )ج >> xxxMO )د                      ~ => ~  
  یک از صفات زیر کیفی است؟کدام. 3

  غیرها تمام مت)د        جنسیت)ج       امعه جی اندازه)ب        مدرک تحصیلی)الف
  یک از صفات زیر کیفی است؟کدام. 4

   بیمارستانی هزینه)ب                             دستمزد)الف
  کنندگان در یک مسابقهی شرکت رتبه)د                           هل وضع تأ)ج
 5 و تعداد طبقات 45برابر با  و کوچکترین داده 89اگر بزرگترین داده برابر با . 5

  ی تغییرات چقدر است؟باشد دامنه
88 )الف   9 )د         44 )ج         18 )ب         /

ای ای چـه زاویـه   باشد در نمودار دایره%30ای هاگر درصد افراد یک گروه در جامع    . 6
  .دهیماز دایره را به این گروه اختصاص می

  o54 )د         o108 )ج         o120 )ب         o30 )الف
  فراوانی زیر میانگین مقادیر چقدر است؟در جدول توزیع . 7

160250390170030
53252752752252251751751251257

/////
//////////

 نسبیفراوانی
طبقات −−−−−

522 )ب         20 )الف 517 )ج         /   /6521. د         /
 مقـادیر چقـدر     ی باشـد میانـه    N=100ها برابر با     هفت، اگر تعداد کل داده     سؤالدر  . 8

  است؟
522 )الف 517 )ب         / 0420 )ج         /   /721 )د         /
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   هفت نما چقدر است؟سؤالدر . 9
522 )الف 5620 )د         /721 )ج         20 )ب         / /  
تـر   مرکـزی مناسـب    یهایی که چولگی زیاد ندارند کدام مـشخص کننـده         در توزیع . 10

  است؟
   میانگین هندسی)د          میانگین حسابی)ج          نما)ب          میانه)الف
92اگر . 11 =xs 2 و+= xy انحراف معیار ،yچقدر است؟   
  11 )د         5 )ج         3 )ب         9 )الف
10اگر  . 12 /|| <KS  ،) کـدامیک از عبـارات زیـر صـحیح         ) نورس ـیولگی پـی  ضریب چ

  است؟
   توزیع با متقارن بودن تناقض ندارد)ب                    توزیع چوله به چپ است )الف
   توزیع خیلی چوله است)د                      توزیع چوله به راست است)ج

 باشد، واریـانس    520وع مجذورات آنها برابر      و مجم  10 اگر میانگین پنج داده برابر       .13
  آنها کدام است؟

  95 )د         94 )ج         93 )ب         92 )الف
 کیلوگرم به این افـراد      142 کیلوگرم است، دو نفر به وزن        65 نفر   10میانگین وزن   . 14

  شوند، میانگین جدید برحسب گرم کدام است؟اضافه می
  65000 )د         66000 )ج         67000 )ب         69000 )الف
550 برابر 100 تا 1اگر میانگین اعداد از . 15  200 تا 2 باشد، میانگین اعداد زوج از /

  کدام است؟
550 )الف 515 )د         101 )ج         100 )ب         / /  

10اگر . 16
5

1
=∑

=i
ix 40 و

5

1

2 =∑
=i

ix،انحراف معیار کدام است؟   
  2 )د         4 )ج         5 )ب         5 )الف
میانگین .  است 45 آماری دیگر برابر     ی داده 10 و میانگین    15 داده برابر    5میانگین  . 17

  ها برابر است باکل داده
  45 )د         35 )ج         25 )ب         12 )الف
یک از مـوارد زیـر، بـرای گـشتاور          ها نسبت به میانگین متقارن باشند، کدام      اگر داده . 18
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  مرکزی فرد برقرار است؟
   وجود ندارد)ب                   برابر صفر است)الف
   نصف میانگین است)د                  برابر میانگین است)ج

83ی تصادفی میانه برابر     اگر در یک سری نمونه    . 19 23، مد برابر    / ، و میانگین برابر    /
   باشد چولگی این توزیع چگونه است؟4

   متقارن)ب                   به راست چوله)الف
   نامشخص)د                        چوله به چپ)ج

∑، عبارت aبه ازای چه مقداری از . 20
=

−
n

i
i ax

1
  .شود مینیمم می||

   مد)ب                               میانه)الف
   انحراف معیار)د                             میانگین)ج

، باشد ضریب چـولگی کـدام       90، صدک نودم    10، دهک اول    50فرض کنید میانه    . 21
  است؟
50 )الف 440 )ب          /   2 )د         0 )ج         /
  کدام گزینه صحیح است؟. 22
  ترین پارامتر مرکزی میانه است مهمّ)الف
  های آماری دارای مد هستندی توزیع همه)ب
  ی تغییرات بیشتر استدامنه از دامنه همیشه نیم)ج
  ها از میانگین صفر است مجموع انحراف)د

  یار مرکزی نیست؟های زیر معکدام یک از شاخص. 23
   دامنه)د          مد)ج          میانه)ب          میانگین )الف
هـا از آن   داده%75ها از آن کمتر باشد و        داده %25ای که   های آماری داده  در داده . 24

  شود؟بزرگتر باشد چه نامیده می
   صدک هفتاد و پنج)د       چارک اول)ج       دوم چارک)ب        چارک سوم)الف
   90هـا برابـر      و تعـداد داده    15 برابـر بـا      ردهای فراوانی یـک     در رسم نمودار دایره   . 25
   چند درجه است؟رده قطاع متناظر با این یباشد، زاویهمی
 60 )د         70 )ج         80 )ب         90 )الف



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  آمار و احتمال    332

حاصل عبارت . 26
11 ++ rn

rn
P
Pکدام است؟   

 )الف
1
1
+n

 )ب          
n
r         ج( 

( )!1
1
+n

 )د     
1
1

+
−
n
r  

543210با ارقام   . 27 شود ، بدون تکرار ارقام می    300چند عدد سه رقمی بزرگتر از       ,,,,,
  نوشت؟

  120 )         د80 )ج         60 )ب         40 )الف
هـایی کـه در آن عـدد        تعداد صورت . کنیمیک تاس و یک سکه را با هم پرتاب می         . 28

  زوج آمده، کدام است؟
  1 )         د6 )ج         3 )ب         2 )الف
توان در  که با هم متفاوتند، به چند طریق می راکتاب ریاضی و دو کتاب اقتصادسه . 29

   باشند؟ همهای هم موضوع، همواره کنارکه کتابطورییک قفسه کنار هم قرار داد به
  1 ) د        12 )ج         120 )ب         60 )الف
mاگر ترکیب . 30

a
ba

=





  باشد مقدار ترکیب +






 +
b
baکدام است؟   

mma )         دam )ج         bm )ب         m )الف )( +  
خواهد دو کتاب را انتخاب کرده، به یکی از  کتاب خود، می10خصی از میان ش. 31

  دوستانش هدیه کند، این عمل به چند طریق ممکن است؟
  20 )         د90 )ج         45 )ب         40 )الف
} یمجموعه. 32 }edcba    دو عضوی دارد؟ی چند زیرمجموعه,,,,
  10 )         د15 )ج         20 )ب         25 )الف
آمـوز   دانش2 معلم و 3 نفری مرکب از    5آموز چند کمیته     دانش 4 معلم و    5بین  . 33
  توان تشکیل داد؟می
  60 )         د15 )ج         10 )ب         6 )الف
202اگر . 34 =Pn مقدار ،nکدام است؟   
  20 )         د10 )ج         5)ب         2 )الف
xCxی  معادلهجواب. 35 22    کدام است؟=

  5 )         د4 )ج         3 )ب         2. الف 



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  333    سوالات تستی

که لااقـل   طوری نفر تقسیم کرد به    3 سیب نامتمایز را بین      10توان  به چند طریق می   . 36
  یک سیب به هر نفر برسد؟

 )الف






3
 )ب          10







2
313 )         د10! )ج         9 P  

ی نامتمـایز سـیاه را در    مهـره nی نامتمایز سـفید و   مهرهmتوان  به چند طریق می   . 37
 در شـرایط    n  و    m(ی سفیدی کنار هم نباشـند؟       یک ردیف قرار داد که هیچ دو مهره       

  )کنند مناسب صدق می
 )الف







m
n         ب( 






 +
m
n  )ج         1






 +
n
m  )         د1







n
m  

 طـوری  ظرف متمایز قرار داد به     15 نامتمایز را در     ی مهره 20توان  به چند طریق می   . 38
   مهره داشته باشد؟4 درست 7ی که ظرف شماره

 )الف






14
 )ب         29







14
 )ج         30







13
.          د29







13
30  

  شینندتوانند روی یـک ردیـف صـندلی بن ـ        به چند طریق می   ) زن و شوهر  ( زوج   4. 39
  که هر زوج کنار هم باشند؟طوری به
42! )الف 242 )ب         × 424! )ج         ×)!(   4 )         د×
7321 یهای صحیح و نامنفی نامعادلهتعداد جواب. 40 ≤++ xxxکدام است؟   
 )الف







3
 )ب         7







3
 )ج         10







2
 )         د9







4
11  

کار رود و اگر در یک سیستم الکترونیکی هر کلید فقط بتواند برای ارسال دو پیام به. 41
   پیام به چند کلید احتیاج است؟2197 یکلیدها مستقل از هم باشد برای مبادله

   کلید12 ) کلید         د122 )ج کلید         11 )ب کلید         10 )الف
 دستگاه تلویزیون خـراب شـود بـه چنـد           4 اگر   . تعمیرکار تلویزیون دارد   4شهری  . 42

  طریق ممکن است فقط و فقط دو نفر از این تعمیرکارها انتخاب شوند؟
42 )الف

2
4






         ب( 







2
14 )ج         4

2
4


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

42 )         د  

  کدام عبارت صحیح است؟. 43
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 )ج

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+
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knm  

 چند طریق این پانزده      تیم شرکت دارند، به    15در یک لیگ مسابقات حذفی فوتبال       . 44
  های اولّ و دومّ با هم بازی کنند؟توانند در دورهتیم می
82 )الف

715 72 )ب         !!
815 72 )ج         !!

112 )         د!15
15!  

   مدرسه تقسیم کرد؟8توان به  را به چند طریق می تخته سیاه نامتمایز18. 45
 )ج         818 )ب         188 )الف






 −+

8
 )         د1818






 −+

18
1818  

حاصل عبارت . 46





 +
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−
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r
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r
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1
   کدام است؟2
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



 +
r
n  )ب         1





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−
+
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r
n         ج( 
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

 +
r
n  )         د3
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
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

−
+
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r
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  توان بین سه نفر تقسیم کرد؟ سیب نامتمایز را به چند طریق می15. 47
 )الف







3
 )ب         17







15
 )ج         17







3
 )         د15







2
14  

قـسمی کـه    توانند در یک ردیف بنشینند بـه      می) زن وشوهر ( زوج   6به چند طریق    . 48
  ها کنار هم باشند؟زن
262 )ب         12 )الف   6! )         د76!! )ج         )!(
   قبل چند حالت هیچ دو زنی کنار هم نیستند؟سؤالدر . 49
26 )الف 262 )ب         )!(   12! )         د76!! )ج         )!(
   جوابی پاسخ داد؟4 سؤال 5توان به به چند طریق می. 50
54 )ب         )(45 )الف  )ج         )(






 −+
4

 )         د154





 −+

5
154  

 رقمی تهیه کرد اگر بخواهیم دو رقم اولّ از          7ی ماشین   توان نمره د طریق می  به چن . 51
   انتخاب شود؟9 حرف انگلیسی و بقیه از ارقام صفر تا 26بین 
5102526 )الف 52 )ب         ×× 1026 51026 )ج         )(×  )         د×















5
10

2
26  

0135786 با اسـتفاده از ارقـام        رتعداد اعداد چهار رقمی بدون تکرا     . 52  5 کـه بـر      ،،،،،،
  قسمت باشد چقدر است؟قابل
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  50 )         د55 )ج         220 )ب         180 )الف
   نفره تقسیم نمود که با هم بازی کنند؟5 نفر را به دو تیم 10توان به چند طریق می. 53

 )الف






5
 )ب         10

2
5
10








 )ج         
!
!
2
105 )         د10 P  

شوند به چند طریق یک مرد  زن یک گروه سه نفری انتخاب می8 مرد و 5از بین . 54
  خاص در این گروه هست؟

  286 )         د140 )ج         66 )ب         50 )الف
96521 ارقام یوسیلهتوان بهچند عدد سه رقمی زوج می. 55  ساخت که رقم ,,,,

  تکراری نداشته باشند؟
  36 )         د24 )ج         12 )ب         6 )الف
ها تقسیم   نفر تقسیم کرد که اولاً همه سیب       4 سیب را بین     8توان  به چند طریق می   . 56

  هر نفر حداقل یک سیب برسد؟ ثالثاً به ؛ ثانیاً بریدن سیب مجاز نباشد؛شوند
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  کدام تساوی درست نیست؟. 57
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  توان ده نفر را در پنج اتاق دو نفره نامتمایز جا داد؟به چند طریق می. 58

52 )الف
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)!(
 )ب         !

!
,,,,

2
22222

10








525 )ج         
10
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


5
10  

طوری که هر زوج کنار هم توانند دور یک میز بنشینند بهبه چند طریق پنج زوج می. 59
  باشند؟
 )الف

!
!
5
525 )ب         9 524 )ج         !)!( 424)         د!)!( )!(!  

 نامتمایز را در هفت جعبه جای داد به طوری کـه            یتوان صد مهره  چند طریق می  به  . 60
   مهره داشته باشد؟i2) زوجi(ام حداقل iی جعبه
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 )الف
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   شطرنج چند مربع وجود دارد؟یدر صفحه. 61
  204 )         د203 )ج         202 )ب         201 )الف
کـه  طوریهای آنها جای داد به     نامه را به تصادف در پاکت      5توان  به چند طریق می   . 62

  ای در پاکت خود نباشد؟هیچ نامه
  96 )         د120 )ج         24 )ب         44 )الف
ــی  . 63 ــدد طبیع ــه دارد؟  Nع ــسوم علی ــد مق knk( چن

nn PPPN K21
ــه در آن =21  ک

1PPk ،،Kاعداد اولّ متمایزند (.  
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1
1 ∏ )ج         )(
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1
∏ )         د)(1
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i
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1

2 1)(  
نشینند در چند حالـت   صندلی در یک ردیف می15هفت پسر و هشت دختر روی     . 64

  شود؟ توسط یک پسر اشغال می11ی صندلی شماره
815 )     د    148)!( )ج         147)!( )ب         15!الف  −!  

ای که سه فرزند دارند، حداکثر دارای دو فرزند پسر باشد کدام احتمال آنکه خانواده. 65
  است؟
 )الف

8
 )ب         7

8
 )ج         3

8
 )د         1

8
5  

ــر .66 ــازگار B و A اگ ــشامد ناس ــند دو پی  و  باش
4
1

=)(AP ،
3
1

=)(BP ــل  حاص
)( BAP Uبرابر است با   

 )الف
12
 )ب         4

12
 )ج         3

2
 )د         1

12
7  

 اگر دو مهره بـه تـصادف        .ی آبی وجود دارد    مهره 4ی سفید و     مهره 5ای  در کیسه . 67
  خارج کنیم احتمال اینکه دو مهره همرنگ باشند، کدام است؟

 )الف
9
 )ب         2

9
 )ج         5

9
 )د         7

9
4  

 در صـورتی کـه   .زندطور متوسط نصف تیرهای خود را به هدف می        یک تیرانداز به  . 68
  بار تیر را به هدف بزند چقدر است؟3بار شلیک نماید احتمال اینکه 5این تیرانداز 

 )الف
16
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 )ج         5

16
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16
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   کدام است؟6 و 1 دست آمدنبهکنیم احتمال یک تاس را دو بار پرتاب می. 69
 )الف

36
 )ب         7

36
 )ج         5

36
 )د         6

36
11  

دام  حـداقل یـک شـیر ک ـ       دست آمـدن  به، احتمال   کنیمبار پرتاب می  5یک سکه را    . 70
  است؟
 )الف

32
 )ب         3

32
 )ج         1

32
 )د         31

32
15  

اگر . 71
4
1

=)(AP ،
6
1

=)(BP ،
3
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=)|( BAP ،)( BAP Uست؟ کدام ا  

 )الف
12
 )ب         1

36
 )ج         13

3
 )د         1

12
5  

 3از ایـن جعبـه      . دهـیم  در یک جعبه قرار مـی      10 تا   1های   کارت را به شماره    10. 72
های این کارت به ترتیب فـرد و        احتمال اینکه شماره  . آوریم بیرون می  درپیپیکارت را   

  ، کدام است؟زوج و فرد باشد
 )الف

720
 )ب         10

36
 )ج         5

30
 )د         5

12
5  

)()( دو پیشامد باشند مقدارB و Aاگر . 73 BAPBAP −+Iکدام است؟  
)( )الف BAP U         ب( )(BP   BP)( )د         AP)()ج         ′
در  باشد 10شود احتمال اینکه مجموع دو مکعب بیشتر از دو مکعب پرتاب می. 74

  ؟ کدام است باشد5مکعب اولّ صورتی که 

 )الف
3
 )ب         1

6
 )ج         1

3
 )د         3

5
2  

فرض کنیم مجموع دو . کنیم انتخاب می6تا 1طور تصادفی از بین ارقام  دو رقم به.75
   کدام است؟ احتمال اینکه هر دو رقم فرد باشد.رقم زوج باشد

 )الف
3
 )ب         1

4
 )ج         1

3
 )د         2

5
2  

شدن محمد در کنکور به قبول نشدنش احتمال قبول. 76
3
 است، احتمال قبول شدن 1

   است؟کداممحمد در کنکور 
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2
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3
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4
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 احتمال آنکه هر دو ،آمده است5اندازیم اگر بدانیم مجموع دو مکعب را با هم می. 77
  عدد اولّ باشد کدام است؟

 )ب          صفر)الف
2
 )ج         1

3
 )د         1

3
2  

 3. ی آبی وجود دارد مهره5ی سفید، و  مهره4ی قرمز،  مهره3در یک جعبه . 78
آوریم، احتمال آنکه هر کدام از یک رنگ باشند، عبه بیرون میمهره به تصادف از ج

  کدام است؟

 )الف
11
 )ب         5

11
 )ج         3

12
 )د         5

12
3  

  خط بیاید کدام است؟کنیم احتمال آنکه سه بار یک سکه را پنج بار پرتاب می. 79

 )الف
22
 )ب         2

32
 )ج         1

16
 )د         5

32
3  

اگر . 80
3
1

=)(AP ،
5
1

=)(BP ،
3
1

=)|( BAPمقدار باشد ، )( BAP Uکدام است؟  

 )الف
2
 )ب         1

15
 )ج         6

15
 )د         7

5
3  

50 اگر. 81 /)( =BP ،70 /)( =BAP U، و A و Bمقدار مستقل باشند ، )(AP کدام
  است؟

 )الف
17
40 )ب         2  )ج         /

3
. د         2

7
2  

 شئ را به تصادف 6 شئ از این 2سه پیچ و سه مهره در یک جعبه قرار دارند اگر . 82
   کدام است؟دست آید،هباز جعبه بیرون آوریم، احتمال اینکه یک پیچ و یک مهره 

 )الف
3
 )ب         1

9
 )ج         2

3
 )د         2

5
3  

که احتمال در صورتی. ، در یک مسابقه شنا شرکت کردندC، و A ،Bسه شناگر . 83
 باشد C هر کدام دو برابر احتمال برد B و A برابر باشد و احتمال برد B با Aبرد 

   است؟کدام Aاحتمال برد شناگر 

 )الف
5
 )ب         1

10
 )ج         3

5
 )د         2

3
1  
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] یبازهدو عدد حقیقی به تصادف در . 84 احتمال اینکه مجموع . کنیم انتخاب می,20[
   باشد، کدام است؟4مربعات آن دو عدد کوچکتر یا مساوی 

 )الف
2
 )ب         1

4
 )ج         1

4
π         د( 

8
π  

}ای عددی به تصادف از فضای نمونه. 85 }9321 ,,,, Kعدد اگر بدانیم. کنیم انتخاب می 
  ، چقدر است؟، احتمال آنکه عدد رو شده زوج باشداستانتخاب شده، مضرب سه 

 )الف
3
 )ب         1

9
 )ج         1

9
 )د         4

4
1  

20، دو پیشامد مستقل باشند و B و Aاگر . 86 /)( =AP ،40 /)( =BAP U،مقدار  
)(BPدام است؟ ک  

30 )الف 20 )ب         / 250 )ج         / 150 )د         / /  
کشیم،  مهره با هم بیرون می2ی سیاه،  مهره2ی سفید و  مهره3از ظرفی با . 87

  احتمال آنکه حداقل یک مهره سیاه بیرون آمده باشد، کدام است؟

 )الف
8
 )ب         3

10
 )ج         6

8
 )د         7

10
9  

به صورت ) ب(و ) الف (ی وات از دو کارخانه100 و 60های توزیع درصد لامپ. 88
   وات باشد کدام است؟100) الف( احتمال آنکه لامپی از کارخانه .زیر است

601520
1002025

بالفکارخانهنوع
  

 )الف
7
 )ب         4

20
 )ج         7

18
 )د         5

5
1  

 آنکه بدانیم مجموع دو عدد ر همانند، مشروط بB و Aدر پرتاب دو تاس . 89
   باشند، احتمال آنکه هر دو عدد زوج باشد کدام است؟6مضرب 

 )لفا
5
 )ب         2

5
 )ج         3

8
 )د         5

2
1  

 ، قرمز یکی را انتخاب کنیمی گلوله8 سفید و ی گلوله7اگر بخواهیم از بین . 90
   ممکن چندتاست؟هایحالتد تعدا
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  8 )د         7 )ج         65 )ب         56 )الف
دار انتخاب نفر یک رئیس، یک معاون، یک خزانه10توان از بین به چند طریق می. 91

  کرد؟

 )ب         10! )الف






3
310 )ج         10 P         7! )د  

  اره درست است؟ز دو پیشامد ناسازگار باشد کدام گB و Aاگر . 92
)().()( )الف BPAPBAP =I                          ب( )()()( BPAPBAP +=U  

)()()()( )ج BAPBPAPBAP IU  )د         =+−
)(

)()|(
BP
BAPBAP I

=  
20اگر . 93 /)( =AP ،250 /)( =BP050 ، و /)( =BAP Iمقدار آنگاه  )|( BAP 

  ت؟کدام اس
20 )الف 250 )ب         / 020 )ج         / 750 )د         / /  
ی ی شمارهسفید و در جعبهی مهره3ی قرمز، مهره2، تعداد 1ی ی شمارهدر جعبه. 94
ها را به تصادف یکی از جعبه. ی سفید قرار دارد مهره5ی قرمز و  مهره4 تعداد 2

 انتخاب یاحتمال آنکه مهره. کنیمای از آن به تصادف انتخاب میاتخاب و سپس مهره
  د برابر است باشده قرمز باش

 )الف
45
 )ب         38

45
 )ج         19

9
 )د         4

7
3  

 1 یدر سئوال قبل اگر مهره قرمز باشد چقدر احتمال دارد که از ظرف شماره. 95
  ؟اشدانتخاب شده ب

 )الف
19
 )ب         8

19
 )ج         9

19
 )د         10

19
7  

   دو پیشامد مستقل باشند کدام نادرست است؟B و Aاگر . 96
)|()( )الف APBAP )|()( )ب                  = BPABP =  
)().()( )ج BPAPBAP =U            د()().()( BPAPBAP =I  

)|(مقدار . 97 BAAP Uبرابر است با  



P
ay

am
 N

oo
r U

ni
ve

rs
ity

  341    سوالات تستی

 )الف
)( BAP U

)|( )ب         1 BAP+1         ج( )(AP         د( 
)(

)(
BAP

AP
U

  
98 .A و Bای  دو پیشامد از فضای نمونهS1که طوری بهاند=)(APدر این صورت ،  
cBBA )ب         یشامد ناسازگارند دو پB و A )الف =−  
SA )ج    مستقل استB از A )د                                        =

590:  داشته باشیمB و Aفرض کنید برای دو پیشامد . 99 /)( =AP ،30 /)( =BP ،
210 /)( =BAP I. در این صورت مقدار )|( BAP    برابر است با′

690)الف 460 )ب         / 30 )ج         / 210 )د         / /  
100 .A و B30اند و  دو پیشامد مستقل /)( =AP ،20 /)( =BP. حاصل )( BAP U 

  برابر است با
40 )الف 440 )ب         / 50 )ج         / 560 )د         / /  

101 .A و Bاند مستقل، 
8
1

=)( BAP I ،
2
1

=)(AP. مقدار )(BPکدام است؟   

 )الف
4
 )ب         1

16
 )ج         1

8
 )د         3

8
5  

. آوریم سیاه، دو مهره با هم بیرون میی مهره3 سفید و یاز ظرفی با دو مهره. 102
  دام است؟ سیاه بیرون آمده باشد، کیاحتمال آنکه حداقل یک مهره

 )الف
8
 )ب         3

10
 )ج         6

8
 )د         7

10
9  

  امید ریاضی تابع توزیع زیر کدام است؟. 103

6
1

2
1
532

axf
x

)(  

 )ج         3 )ب         10 )الف
6
 )د         5

6
1  

   به صورتXاگر جدول توزیع . 104

25
4

25
4

25
9

25
4

25
4

3522
2
31

)(

/

xXP

xX

=

=
  

)(باشد،  2−XE برابر است با   
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  4 )د         2 )ج         1 )ب         0 )الف

که در صورتی. 105


 ≤≤

= 0 جاهاسایر
80 xKx

xf  یک تابع چگالی احتمال از متغیر پیوسته )(
Xمقدار ، باشد Kکدام است؟   
 )الف

16
 )ب         1

8
 )ج         1

32
 )د         1

64
1  

 از Yمتغیر تصادفی.  است4 و واریانس 5 دارای میانگین Xمتغیر تصادفی . 106
32ی رابطه −= XYمیانگین و انحراف معیار متغیر به ترتیب برابر . آید به دست می

  است با
108 )الف 87 )ب         , 74 )ج         , 104 )د         , ,  
  . به صورت زیر استXالی متغیر تصادفی تابع چگ. 107

6
1

3
1

2
1

211
)(xf

x −
  

   برابر است باXمقدار واریانس 
 )الف

36
 )ب         1

36
 )ج         53

6
 )د         13

6
25  

   تابع زیر یک تابع چگالی احتمال است؟Aبه ازای چه مقداری از . 108

3
1

3
1

3
1 AAxf

cbax
+−)(  

11 )الف <<− A         12 )ب <<− A         21 )ج << A         10 )د << A  

 متغیر تصادفی با تابع توزیع یمیانه. 109






≤
<≤

<
=

x
xx
x

xF
11

10
00

   چقدر است؟)(2

 )الف
2
 )ب         1

2
 )ج         2

21
 )د         6

21
15  

11اگر . 110 22 <+
π

= yxyxf )(آنگاه ، ),(, 1<+ YXPبرابر است با   

 )الف
2
 )ب         1

π2
 )ج         1

π
+
2
1

3
 )د         4

4
3  

321اگر . 111 ,,=y 21 و,=x  ;),(
21
yxyxf +

= )( 3≥+ YXPبرابر است با   

 )ب         1 )الف
21
 )ج         19

21
 )د         6

21
15  
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31اگر . 112
8
1 )()( t

X etM XY، تابع مولد =+    چقدر است؟3=−

tM)( )الف X         33 )ب 1 )( tt ee )( )ج         + te+1
8
 )د         1

8
13 te  

+=4اگر . 113 )var( YX 6 و=− )var( YX آنگاه مقدار ),cov( YXبرابر است با   
 )الف

2
1

 )ب         −
3
 )ج         2

2
 )د         −3

4
1  

62و XE)(=2اگر . 114 =)(XE دوّمین گشتاور عامل برابر است با  
  8 )د         2)ج         4 )ب         6 )الف
+=4اگر بدانیم که . 115 YX آنگاه )|( 4=YXEبرابر است با   
   صفر)د         −4 )ج         8 )ب         4 )الف

اگر . 116


 ==

=  جاهاسایر
   

0
321321 ,,,,

),(
yxkxy

yxf، احتمال توأم X و Y باشد مقدار 
),( 11f کدام است؟  

 )الف
36
 )ب         1

36
 )ج         2

36
 )د         3

36
4  

)var(X،25=)var(Y ،10−=),cov(=26اگر. 117 YX مقدار ،),cov( 1223 −+ YX 
)var(و  YX    برابر است با−

6020 )الف 12046 )ب         ,− 6071 )د         ,−4011 )ج         ,− −,  
282برای توزیع احتمال جدول زیر، مقدار . 118 )( −XEبرابر است با   

1020303010
65432
/////)(xf

x  
52 )الف 53 )ب         / 24 )ج         / 25 )د         / /  
   . به صورت زیر استXتوزیع احتمال متغیر تصادفی . 119

8
1

8
3

4
1

4
1

2101
)(xP

x −
  

   است Xλواریانس متغیر تصادفی 
 )الف

64
 )ج          صفر)ب         36

16
  1 )د         5

)]([عبارت . 120 µ−µ− XXEبرابر است با   
           X امید ریاضی )ب                              صفر )الف
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  X واریانس )د         ها امید ریاضی انحراف)ج
تایی از محصولات این    20ی  یک نمونه .  سالم است  ای درصد تولیدات کارخانه   70. 121

  رود چند کالا معیوب باشند؟کنیم، انتظار میکارخانه انتخاب می
  14 )د         12 )ج         6 )ب         8 )الف
80 لوبیا جوانه بزند ی دانه یکاحتمال آنکه. 122 اگر چهار دانه از این لوبیا را .  است/

  تای آن جوانه بزند چقدر است؟3بکاریم احتمال آنکه فقط 
24960 )الف 40960 )ب         / 83330 )ج         / 10330 )د         / /  
 مورد از 5اگر .  تأثیر مثبت داردپرندگانبرای  درصد 90نوعی واکسن با احتمال. 123

   مورد آن تأثیر مثبت خواهد داشت؟3 فقط این واکسن را به کار رود با کدام احتمال
07290 )الف 0810 )ب         / 0729 )ج         /   81 )د         /
  ای کدام است؟انحراف معیار توزیع دوجمله. 124
)( )ج         np )ب         npq )الف qn   npq )د         1−
340اگر سطح زیر منحنی نرمال استاندارد بین صفر و یک . 125  باشد سمت راست /
   برابر است با1عدد 
340 )الف 160 )ب         / 680 )ج         / 840 )د         / /  
   برابر است با1در سئوال قبل چپ . 126
160 )الف 340 )ب         / 840 )ج         / 680 )د         / /  

برای تابع چگالی . 127


 ≥λ

=
λ−

0جاهاسایر
0xe

xf
x

X    توزیع کدام است؟ی میانه)(

 )ب         λ2ln )الف
λ
λ2ln         ج( 

λ
λ− 2ln         د( λ  

 کلمات غلط ماشین شده در یک صفحه از یک کتاب از توزیـع پواسـون بـا                  دتعدا. 128
پارامتر  
2
1

=λ  احتمال اینکه در دو صفحه حداقل یک غلط وجود داشـته           . کند تبعیت می
  باشد، چقدر است؟

2 )الف
1

1
−

− e         11 )ب −− e         2 )ج
1

−
e         1 )د−e  

  :یک از روابط زیر صحیح است کدام. چگالی پواسون باشدxfX)(فرض کنید . 129
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)()( )الف xfxf XX λ
+λ

=+
)()( )ب                  11 xfxf XX 1

1
+λ
λ

=+  

)()( )ج xf
x

xf XX
λ

)()( )د                         1+= xf
x

xf XX 1
1

+
λ

=+  
 میانگین .صورت زیر است دارای تابع چگالی احتمال نرمال بهXمتغیر تصادفی . 130

  و واریانس توزیع کدام است؟

.,)( Rxexf
xx

X ∈
π

=
+−

−
8

122

22
1  

142 )الف =µ=σ 242 )ب                           , =µ=σ ,  
222 )ج =µ=σ 112 )د                             , =µ=σ ,  

),( یبازه دارای توزیع یکنواخت روی Xاگر . 131  باشد امید ریاضی و واریانس 20
Xبرابر است با   
2 )الف

3
1 2 )ب         ,

4
1 1 )ج         ,

3
1 1 )د         ,

4
1 ,  

 نسبت λدر توزیع پواسون با پارامتر . 132
)var(
)(
X
XE2چقدر است؟   

 )ج         λ )ب         1 )الف
λ
  λ+1 )د         1

 باشد انحراف 2σ و µ به ترتیب Xاگر میانگین و واریانس متغیر تصادفی . 133
یر تصادفی استاندارد متغ

σ
µ−

=
XZست؟ ا کدام  

   یک)د         2σ )ج         σ )ب          صفر)الف
43210برای توزیع  .134

4
3

4
14 4

,,,,;)( =
















== x
x

xXP
xx، واریانس متغیر تصادفی X 

  کدام است؟
 )ب         1 )الف

4
 )ج         3

3
  4 )د         4

احتمال آنکه بازیکنی توپی را وارد سبد کند . 135
10
2

=p بار 5 است، اگر این بازیکن
   شود؟موفقرود چند بار تظار میطرف سبد رها کند انتوپ را به

   بار2 )د          بار 8 )ج          یک بار )ب          بار 5 )الف
 باشد هرگاه δ=4 و µ=50 دارای توزیع نرمال با Xفرض کنید متغیر تصادفی . 136
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50 /)( => bXP آنگاه مقدار bکدام است؟   
 )الف

4
 )ج         50 )ب         50

2
 )د         50

16
50  

   ترتیب برابرند باو واریانس نرمال استاندارد بهمیانگین . 137
  صفر و صفر )د          یک و یک)ج          یک و صفر )ب          صفر و یک)الف
 3طور متوسط در هر ساعت  مرکز تلفن به یکهای مزاحم بهاگر تعداد تلفن. 138

   است؟کدام زده شود ساعتی معیندر تلفن فرض شود احتمال دقیقاً دو تلفن مزاحم 
38 )الف −e         3 )ب

2
9 −e         24 )ج −e         3 )د

2
1 −e  
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)ای های تجمعی دو جملهاحتمال. 1جدول      )∑
=

−−=≤
c

x

xnpxp
x
n

cXP
0

1 )(][ 
 

       p      
 c ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 
             

n=٠/٩٥٠ ٠ ١ ٠/٩٠٠ ٠/٨٠٠ ٠/٦٠٠ ٠/٧٠٠ ٠/٥٠٠ ٠/٤٠٠ ٠/٣٠٠ ٠/٢٠٠ ٠/١٠٠ ٠/٠٥٠
 ١/٠٠٠ ١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٩٠٣ ٠ ٢ ٠/٨١٠ ٠/٣٦٠ ٠/٤٩٠ ٠/٦٤٠ ٠/٢٥٠ ٠/١٦٠ ٠/٠٩٠ ٠/٠٤٠ ٠/٠١٠ ٠/٠٠٣
 ٠/٩٩٨ ١ ٠/٩٩٠ ٠/٩٦٠ ٠/٨٤٠ ٠/٩١٠ ٠/٧٥٠ ٠/٦٤٠ ٠/٥١٠ ٠/٣٦٠ ٠/١٩٠ ٠/٠٩٨
 ١/٠٠٠ ٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٨٥٧ ٠ ٣ ٠/٧٢٩ ٠/٥١٢ ٠/٢١٦ ٠/٣٤٣ ٠/١٢٥ ٠/٠٦٤ ٠/٠٢٧ ٠/٠٠٨ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٣ ١ ٠/٩٧٢ ٠/٨٩٦ ٠/٦٤٨ ٠/٧٨٤ ٠/٥٠٠ ٠/٣٥٢ ٠/٢١٦ ٠/١٠٤ ٠/٠٢٨ ٠/٠٠٧
 ١/٠٠٠ ٢ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٢ ٠/٩٣٦ ٠/٩٧٣ ٠/٨٧٥ ٠/٧٨٤ ٠/٦٥٧ ٠/٤٨٨ ٠/٢٧١ ٠/١٤٣
 ١/٠٠٠ ٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٨١٥ ٠ ٤ ٠/٦٥٦ ٠/٤١٠ ٠/١٣٠ ٠/٢٤٠ ٠/٠٦٣ ٠/٠٢٦ ٠/٠٠٨ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٨٦ ١ ٠/٩٤٨ ٠/٨١٩ ٠/٤٧٥ ٠/٦٥٢ ٠/٣١٣ ٠/١٧٩ ٠/٠٨٤ ٠/٠٢٧ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٢ ٠/٩٩٦ ٠/٩٧٣ ٠/٨٢١ ٠/٩١٦ ٠/٦٨٨ ٠/٥٢٥ ٠/٣٤٨ ٠/١٨١ ٠/٠٥٢ ٠/٠١٤
 ١/٠٠٠ ٣ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٧٤ ٠/٩٩٢ ٠/٩٣٨ ٠/٨٧٠ ٠/٧٦٠ ٠/٥٩٠ ٠/٣٤٤ ٠/١٨٥
 ١/٠٠٠ ٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٧٧٤ ٠ ٥ ٠/٥٩٠ ٠/٣٢٨ ٠/٠٧٨ ٠/١٦٨ ٠/٠٣١ ٠/٠١٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٧٧ ١ ٠/٩١٩ ٠/٧٣٧ ٠/٣٣٧ ٠/٥٢٨ ٠/١٨٨ ٠/٠٨٧ ٠/٠٣١ ٠/٠٠٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٩ ٢ ٠/٩٩١ ٠/٩٤٢ ٠/٦٨٣ ٠/٨٣٧ ٠/٥٠٠ ٠/٣١٧ ٠/١٦٣ ٠/٠٥٨ ٠/٠٠٩ ٠/٠٠١
 ١/٠٠٠ ٣ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٣ ٠/٩١٣ ٠/٩٦٩ ٠/٨١٣ ٠/٦٦٣ ٠/٤٧٢ ٠/٢٦٣ ٠/٠٨١ ٠/٠٢٣
 ١/٠٠٠ ٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٦٩ ٠/٩٢٢ ٠/٨٣٢ ٠/٦٧٢ ٠/٤١٠ ٠/٢٢٦
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٧٣٥ ٠ ٦ ٠/٥٣١ ٠/٢٦٢ ٠/٠٤٧ ٠/١١٨ ٠/٠١٦ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٦٧ ١ ٠/٨٨٦ ٠/٦٥٥ ٠/٢٣٣ ٠/٤٢٠ ٠/١٠٩ ٠/٠٤١ ٠/٠١١ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٨ ٢ ٠/٩٨٤ ٠/٩٠١ ٠/٥٤٤ ٠/٧٤٤ ٠/٣٤٤ ٠/١٧٩ ٠/٠٧٠ ٠/٠١٧ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٣ ٠/٩٩٩ ٠/٩٨٣ ٠/٨٢١ ٠/٩٣٠ ٠/٦٥٦ ٠/٤٥٦ ٠/٢٥٦ ٠/٠٩٩ ٠/٠١٦ ٠/٠٠٢
 ١/٠٠٠ ٤ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٥٩ ٠/٩٨٩ ٠/٨٩١ ٠/٧٦٧ ٠/٥٨٠ ٠/٣٤٥ ٠/١١٤ ٠/٠٣٣
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٩ ٠/٩٨٤ ٠/٩٥٣ ٠/٨٨٢ ٠/٧٣٨ ٠/٤٦٩ ٠/٢٦٥
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٦٩٨ ٠ ٧ ٠/٤٧٨ ٠/٢١٠ ٠/٠٢٨ ٠/٠٨٢ ٠/٠٠٨ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٥٦ ١ ٠/٨٥٠ ٠/٥٧٧ ٠/١٥٩ ٠/٣٢٩ ٠/٠٦٣ ٠/٠١٩ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٦ ٢ ٠/٩٧٤ ٠/٨٥٢ ٠/٤٢٠ ٠/٦٤٧ ٠/٢٢٧ ٠/٠٩٦ ٠/٠٢٩ ٠/٠٠٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٣ ٠/٩٩٧ ٠/٩٦٧ ٠/٧١٠ ٠/٨٧٤ ٠/٥٠٠ ٠/٢٩٠ ٠/١٢٦ ٠/٠٣٣ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٥ ٠/٩٠٤ ٠/٩٧١ ٠/٧٧٣ ٠/٥٨٠ ٠/٣٥٣ ٠/١٤٨ ٠/٠٢٦ ٠/٠٠٤
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٨١ ٠/٩٩٦ ٠/٩٣٨ ٠/٨٤١ ٠/٦٧١ ٠/٤٢٣ ٠/١٥٠ ٠/٠٤٤
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٢ ٠/٩٧٢ ٠/٩١٨ ٠/٧٩٠ ٠/٥٢٢ ٠/٣٠٢
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
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  1ول ی جدادامه    
       p      
 c ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 

             

n=٠/٦٦٣ ٠ ٨ ٠/٤٣٠ ٠/١٦٨ ٠/٠١٧ ٠/٠٥٨ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٤٣ ١ ٠/٨١٣ ٠/٥٠٣ ٠/١٠٦ ٠/٢٥٥ ٠/٠٣٥ ٠/٠٠٩ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٤ ٢ ٠/٩٦٢ ٠/٧٩٧ ٠/٣١٥ ٠/٥٥٢ ٠/١٤٥ ٠/٠٥٠ ٠/٠١١ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٣ ٠/٩٩٥ ٠/٩٤٤ ٠/٥٩٤ ٠/٨٠٦ ٠/٣٦٣ ٠/١٧٤ ٠/٠٥٨ ٠/٠١٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٠ ٠/٨٢٦ ٠/٩٤٢ ٠/٦٣٧ ٠/٤٠٦ ٠/١٩٤ ٠/٠٥٦ ٠/٠٠٥ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٥٠ ٠/٩٨٩ ٠/٨٥٥ ٠/٦٨٥ ٠/٤٤٨ ٠/٢٠٣ ٠/٠٣٨ ٠/٠٠٦
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩١ ٠/٩٩٩ ٠/٩٦٥ ٠/٨٩٤ ٠/٧٤٥ ٠/٤٩٧ ٠/١٨٧ ٠/٠٥٧
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ٠/٩٨٣ ٠/٩٤٢ ٠/٨٣٢ ٠/٥٧٠ ٠/٣٣٧
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=٠/٦٣٠ ٠ ٩ ٠/٣٨٧ ٠/١٣٤ ٠/٠١٠ ٠/٠٤٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٢٩ ١ ٠/٧٧٥ ٠/٤٣٦ ٠/٠٧١ ٠/١٩٦ ٠/٠٢٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٢ ٢ ٠/٩٤٧ ٠/٧٣٨ ٠/٢٣٢ ٠/٤٦٣ ٠/٠٩٠ ٠/٠٢٥ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٩ ٣ ٠/٩٩٢ ٠/٩١٤ ٠/٤٨٣ ٠/٧٣٠ ٠/٢٥٤ ٠/٠٩٩ ٠/٠٢٥ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ٠/٩٩٩ ٠/٩٨٠ ٠/٧٣٣ ٠/٩٠١ ٠/٥٠٠ ٠/٢٦٧ ٠/٠٩٩ ٠/٠٢٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٧ ٠/٩٠١ ٠/٩٧٥ ٠/٧٤٦ ٠/٥١٧ ٠/٢٧٠ ٠/٠٨٦ ٠/٠٠٨ ٠/٠٠١
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٧٥ ٠/٩٩٦ ٠/٩١٠ ٠/٧٦٨ ٠/٥٣٧ ٠/٢٦٢ ٠/٠٥٣ ٠/٠٠٨
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٠ ٠/٩٢٩ ٠/٨٠٤ ٠/٥٦٤ ٠/٢٢٥ ٠/٠٧١
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٠ ٠/٩٦٠ ٠/٨٦٦ ٠/٦١٣ ٠/٣٧٠
 ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=١٠ ٠/٥٩٩ ٠ ٠/٣٤٩ ٠/١٠٧ ٠/٠٠٦ ٠/٠٢٨ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩١٤ ١ ٠/٧٣٦ ٠/٣٧٦ ٠/٠٤٦ ٠/١٤٩ ٠/٠١١ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٨٨ ٢ ٠/٩٣٠ ٠/٦٧٨ ٠/١٦٧ ٠/٣٨٣ ٠/٠٥٥ ٠/٠١٢ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٩ ٣ ٠/٩٨٧ ٠/٨٧٩ ٠/٣٨٢ ٠/٦٥٠ ٠/١٧٢ ٠/٠٥٥ ٠/٠١١ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ٠/٩٩٨ ٠/٩٦٧ ٠/٦٣٣ ٠/٨٥٠ ٠/٣٧٧ ٠/١٦٦ ٠/٠٤٧ ٠/٠٠٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٤ ٠/٨٣٤ ٠/٩٥٣ ٠/٦٢٣ ٠/٣٦٧ ٠/١٥٠ ٠/٠٣٣ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٤٥ ٠/٩٨٩ ٠/٨٢٨ ٠/٦١٨ ٠/٣٥٠ ٠/١٢١ ٠/٠١٣ ٠/٠٠١
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩٨ ٠/٩٤٥ ٠/٨٣٣ ٠/٦١٧ ٠/٣٢٢ ٠/٠٧٠ ٠/٠١٢
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٩ ٠/٩٥٤ ٠/٨٥١ ٠/٦٢٤ ٠/٢٦٤ ٠/٠٨٦
 ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٤ ٠/٩٧٢ ٠/٨٩٣ ٠/٦٥١ ٠/٤٠١
 ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=١١ ٠/٥٦٩ ٠ ٠/٣١٤ ٠/٠٨٦ ٠/٠٠٤ ٠/٠٢٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٨٩٨ ١ ٠/٦٩٧ ٠/٣٢٢ ٠/٠٣٠ ٠/١١٣ ٠/٠٠٦ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٨٥ ٢ ٠/٩١٠ ٠/٦١٧ ٠/١١٩ ٠/٣١٣ ٠/٠٣٣ ٠/٠٠٦ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٨ ٣ ٠/٩٨١ ٠/٨٣٩ ٠/٢٩٦ ٠/٥٧٠ ٠/١١٣ ٠/٠٢٩ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ٠/٩٩٧ ٠/٩٥٠ ٠/٥٣٣ ٠/٧٩٠ ٠/٢٧٤ ٠/٠٩٩ ٠/٠٢٢ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٨ ٠/٧٥٣ ٠/٩٢٢ ٠/٥٠٠ ٠/٢٤٧ ٠/٠٧٨ ٠/٠١٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٠١ ٠/٩٧٨ ٠/٧٢٦ ٠/٤٦٧ ٠/٢١٠ ٠/٠٥٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٧١ ٠/٩٩٦ ٠/٨٨٧ ٠/٧٠٤ ٠/٤٣٠ ٠/١٦١ ٠/٠١٩ ٠/٠٠٢
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٤ ٠/٩٩٩ ٠/٩٦٧ ٠/٨٨١ ٠/٦٨٧ ٠/٣٨٣ ٠/٠٩٠ ٠/٠١٥
 ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٤ ٠/٩٧٠ ٠/٨٨٧ ٠/٦٧٨ ٠/٣٠٣ ٠/١٠٢
 ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ٠/٩٨٠ ٠/٩١٤ ٠/٦٨٦ ٠/٤٣١
 ١/٠٠٠ ١١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
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 1 جدول یهادام
       p      
  ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 
 c            

n=١٢ ٠/٥٤٠ ٠ ٠/٢٨٢ ٠/٠٦٩ ٠/٠٠٢ ٠/٠١٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٨٨٢ ١ ٠/٦٥٩ ٠/٢٧٥ ٠/٠٢٠ ٠/٠٨٥ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٨٠ ٢ ٠/٨٨٩ ٠/٥٥٨ ٠/٠٨٣ ٠/٢٥٣ ٠/٠١٩ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٨ ٣ ٠/٩٧٤ ٠/٧٩٥ ٠/٢٢٥ ٠/٤٩٣ ٠/٠٧٣ ٠/٠١٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ٠/٩٩٦ ٠/٩٢٧ ٠/٤٣٨ ٠/٧٢٤ ٠/١٩٤ ٠/٠٥٧ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ٠/٩٩٩ ٠/٩٨١ ٠/٦٦٥ ٠/٨٨٢ ٠/٣٨٧ ٠/١٥٨ ٠/٠٠٤ ٠/٠٣٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ٠/٨٤٢ ٠/٩٦١ ٠/٦١٣ ٠/٣٣٥ ٠/٠١٩ ٠/١١٨ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٤٣ ٠/٩٩١ ٠/٨٠٦ ٠/٥٦٢ ٠/٠٧٣ ٠/٢٧٦ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٥ ٠/٩٩٨ ٠/٩٢٧ ٠/٧٧٥ ٠/٢٠٥ ٠/٥٠٧ ٠/٠٢٦ ٠/٠٠٢
 ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ ٠/٩٨١ ٠/٩١٧ ٠/٤٤٢ ٠/٧٤٧ ٠/١١١ ٠/٠٢٠
 ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٧ ٠/٩٨٠ ٠/٧٢٥ ٠/٩١٥ ٠/٣٤١ ٠/١١٨
 ١/٠٠٠ ١١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٣١ ٠/٩٨٦ ٠/٧١٨ ٠/٤٦٠
 ١/٠٠٠ ١٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=١٣ ٠/٥١٣ ٠ ٠/٢٥٤ ٠/٠٥٥ ٠/٠٠١ ٠/٠١٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٨٦٥ ١ ٠/٦٢١ ٠/٢٣٤ ٠/٠١٣ ٠/٠٦٤ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٧٥ ٢ ٠/٨٦٦ ٠/٥٠٢ ٠/٠٥٨ ٠/٢٠٢ ٠/٠١١ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٧ ٣ ٠/٩٦٦ ٠/٧٤٧ ٠/١٦٩ ٠/٤٢١ ٠/٠٤٦ ٠/٠٠٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ٠/٩٩٤ ٠/٩٠١ ٠/٣٥٣ ٠/٦٥٤ ٠/١٣٣ ٠/٠٣٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ٠/٩٩٩ ٠/٩٧٠ ٠/٥٧٤ ٠/٨٣٥ ٠/٢٩١ ٠/٠٩٨ ٠/٠٠١ ٠/٠١٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٣ ٠/٧٧١ ٠/٩٣٨ ٠/٥٠٠ ٠/٢٢٩ ٠/٠٠٧ ٠/٠٦٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٠٢ ٠/٩٨٢ ٠/٧٠٩ ٠/٤٢٦ ٠/٠٣٠ ٠/١٦٥ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٦٨ ٠/٩٩٦ ٠/٨٦٧ ٠/٦٤٧ ٠/٠٩٩ ٠/٣٤٦ ٠/٠٠٦ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٩ ٠/٩٥٤ ٠/٨٣١ ٠/٢٥٣ ٠/٥٧٩ ٠/٠٣٤ ٠/٠٠٣
 ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٩ ٠/٩٤٢ ٠/٤٩٨ ٠/٧٩٨ ٠/١٣٤ ٠/٠٢٥
 ١/٠٠٠ ١١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٨٧ ٠/٧٦٦ ٠/٩٣٦ ٠/٣٧٩ ٠/١٣٥
 ١/٠٠٠ ١٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٤٥ ٠/٩٩٠ ٠/٧٤٦ ٠/٤٨٧
 ١/٠٠٠ ١٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=١٤ ٠/٤٨٨ ٠ ٠/٢٢٩ ٠/٠٤٤ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٨٤٧ ١ ٠/٥٨٥ ٠/١٩٨ ٠/٠٠٨ ٠/٠٤٧ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٧٠ ٢ ٠/٨٤٢ ٠/٤٤٨ ٠/٠٤٠ ٠/١٦١ ٠/٠٠٦ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٦ ٣ ٠/٩٥٦ ٠/٦٩٨ ٠/١٢٤ ٠/٣٥٥ ٠/٠٢٩ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٤ ٠/٩٩١ ٠/٨٧٠ ٠/٢٧٩ ٠/٥٨٤ ٠/٠٩٠ ٠/٠١٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٥ ٠/٩٩٩ ٠/٩٥٦ ٠/٤٨٦ ٠/٧٨١ ٠/٢١٢ ٠/٠٥٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٨ ٠/٦٩٢ ٠/٩٠٧ ٠/٣٩٥ ٠/١٥٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٣١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٧ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٨٥٠ ٠/٩٦٩ ٠/٦٠٥ ٠/٣٠٨ ٠/٠١٢ ٠/٠٩٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٤٢ ٠/٩٩٢ ٠/٧٨٨ ٠/٥١٤ ٠/٠٤٤ ٠/٢١٩ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٢ ٠/٩٩٨ ٠/٩١٠ ٠/٧٢١ ٠/١٣٠ ٠/٤١٦ ٠/٠٠٩ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ٠/٩٧١ ٠/٨٧٦ ٠/٣٠٢ ٠/٦٤٥ ٠/٠٤٤ ٠/٠٠٤
 ١/٠٠٠ ١١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٤ ٠/٩٦٠ ٠/٥٥٢ ٠/٨٣٩ ٠/١٥٨ ٠/٠٣٠
 ١/٠٠٠ ١٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٢ ٠/٨٠٢ ٠/٩٥٣ ٠/٤١٥ ٠/١٥٣
 ١/٠٠٠ ١٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ٠/٩٥٦ ٠/٩٩٣ ٠/٧٧١ ٠/٥١٢
 ١/٠٠٠ ١٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
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 1جدول ی ادامه
       p      
  ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 
 c            

n=١٥ ٠/٢٠٦ ٠/٤٦٣ ٠ ٠/٠٣٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٥٤٩ ٠/٨٢٩ ١ ٠/١٦٧ ٠/٠٠٥ ٠/٠٣٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٨١٦ ٠/٩٦٤ ٢ ٠/٣٩٨ ٠/٠٢٧ ٠/١٢٧ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٤٤ ٠/٩٩٥ ٣ ٠/٦٤٨ ٠/٠٩١ ٠/٢٩٧ ٠/٠١٨ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٨٧ ٠/٩٩٩ ٤ ٠/٨٣٦ ٠/٢١٧ ٠/٥١٥ ٠/٠٥٩ ٠/٠٠٩ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ٥ ٠/٩٣٩ ٠/٤٠٣ ٠/٧٢٢ ٠/١٥١ ٠/٠٣٤ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٦ ٠/٩٨٢ ٠/٦١٠ ٠/٨٦٩ ٠/٣٠٤ ٠/٠٩٥ ٠/٠١٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ ٠/٩٩٦ ٠/٧٨٧ ٠/٩٥٠ ٠/٥٠٠ ٠/٢١٣ ٠/٠٥٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٠٥ ٠/٩٨٥ ٠/٦٩٦ ٠/٣٩٠ ٠/١٣١ ٠/٠٠٠ ٠/٠١٨ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٦٦ ٠/٩٩٦ ٠/٨٤٩ ٠/٥٩٧ ٠/٢٧٨ ٠/٠٠٢ ٠/٠٦١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩١ ٠/٩٩٩ ٠/٩٤١ ٠/٧٨٣ ٠/٤٨٥ ٠/٠١٣ ٠/١٦٤ ٠/٠٠١
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٢ ٠/٩٠٩ ٠/٧٠٣ ٠/٠٥٦ ٠/٣٥٢ ٠/٠٠٥
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٦ ٠/٩٧٣ ٠/٨٧٣ ٠/١٨٤ ٠/٦٠٢ ٠/٠٣٦
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٥ ٠/٩٦٥ ٠/٤٥١ ٠/٨٣٣ ٠/١٧١
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٥ ٠/٧٩٤ ٠/٩٦٥ ٠/٥٣٧
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=١٦ ٠/١٨٥ ٠/٤٤٠ ٠ ٠/٠٢٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٥١٥ ٠/٨١١ ١ ٠/١٤١ ٠/٠٠٣ ٠/٠٢٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٧٨٩ ٠/٩٥٧ ٢ ٠/٣٥٢ ٠/٠١٨ ٠/٠٩٩ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٣٢ ٠/٩٩٣ ٣ ٠/٥٩٨ ٠/٠٦٥ ٠/٢٤٦ ٠/٠١١ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٨٣ ٠/٩٩٩ ٤ ٠/٧٩٨ ٠/١٦٧ ٠/٤٥٠ ٠/٠٣٨ ٠/٠٠٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ ٥ ٠/٩١٨ ٠/٣٢٩ ٠/٦٦٠ ٠/١٠٥ ٠/٠١٩ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٦ ٠/٩٧٣ ٠/٥٢٧ ٠/٨٢٥ ٠/٢٢٧ ٠/٠٥٨ ٠/٠٠٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ ٠/٩٩٣ ٠/٧١٦ ٠/٩٢٦ ٠/٤٠٢ ٠/١٤٢ ٠/٠٢٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ ٠/٩٩٩ ٠/٨٥٨ ٠/٩٧٤ ٠/٥٩٨ ٠/٢٨٤ ٠/٠٧٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٧ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٤٢ ٠/٩٩٣ ٠/٧٧٣ ٠/٤٧٣ ٠/١٧٥ ٠/٠٠١ ٠/٠٢٧ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٨١ ٠/٩٩٨ ٠/٨٩٥ ٠/٦٧١ ٠/٣٤٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٨٢ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٥ ١/٠٠٠ ٠/٩٦٢ ٠/٨٣٣ ٠/٥٥٠ ٠/٠١٧ ٠/٢٠٢ ٠/٠٠١
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٨٩ ٠/٩٣٥ ٠/٧٥٤ ٠/٠٦٨ ٠/٤٠٢ ٠/٠٠٧
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٨ ٠/٩٨٢ ٠/٩٠١ ٠/٢١١ ٠/٦٤٨ ٠/٠٤٣
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٧ ٠/٩٧٤ ٠/٤٨٥ ٠/٨٥٩ ٠/١٨٩
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٩٧ ٠/٨١٥ ٠/٩٧٢ ٠/٥٦٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠
             

n=١٧ ٠/١٦٧ ٠/٤١٨ ٠ ٠/٠٢٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٤٨٢ ٠/٧٩٢ ١ ٠/١١٨ ٠/٠٠٢ ٠/٠١٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٧٦٢ ٠/٩٥٠ ٢ ٠/٣١٠ ٠/٠١٢ ٠/٠٧٧ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩١٧ ٠/٩٩١ ٣ ٠/٥٤٩ ٠/٠٤٦ ٠/٢٠٢ ٠/٠٠٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٧٨ ٠/٩٩٩ ٤ ٠/٧٥٨ ٠/١٢٦ ٠/٣٨٩ ٠/٠٢٥ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٥ ١/٠٠٠ ٥ ٠/٨٩٤ ٠/٢٦٤ ٠/٥٩٧ ٠/٠٧٢ ٠/٠١١ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٦ ٠/٩٦٢ ٠/٤٤٨ ٠/٧٧٥ ٠/١٦٦ ٠/٠٣٥ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ ٠/٩٨٩ ٠/٦٤١ ٠/٨٩٥ ٠/٣١٥ ٠/٠٩٢ ٠/٠١٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ ٠/٩٩٧ ٠/٨٠١ ٠/٩٦٠ ٠/٥٠٠ ٠/١٩٩ ٠/٠٤٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ ١/٠٠٠ ٠/٩٠٨ ٠/٩٨٧ ٠/٦٨٥ ٠/٣٥٩ ٠/١٠٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠١١ ٠/٠٠٠
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ ١/٠٠٠ ٠/٩٦٥ ٠/٩٩٧ ٠/٨٣٤ ٠/٥٥٢ ٠/٢٢٥ ٠/٠٠١ ٠/٠٣٨ ٠/٠٠٠
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 351جداول    

 
 1 جدول یادامه

       p    
  ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 
 c          

 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٥ ٠/١٠٦ ٠/٤٠٣ ٠/٧٣٦ ٠/٩٢٨ ٠/٩٨٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ 
 ٠/٠٠١ ٠/٠٢٢ ٠/٢٤٢ ٠/٦١١ ٠/٨٧٤ ٠/٩٧٥ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ 
 ٠/٠٠٩ ٠/٠٨٣ ٠/٤٥١ ٠/٧٩٨ ٠/٩٥٤ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٣ 
 ٠/٠٥٠ ٠/٢٣٨ ٠/٦٩٠ ٠/٩٢٣ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ 
 ٠/٢٠٨ ٠/٥١٨ ٠/٨٨٢ ٠/٩٨١ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٥ 
 ٠/٥٨٢ ٠/٨٣٣ ٠/٩٧٧ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٦ 
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٧ 
             

n=٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠١٨ ٠/١٥٠ ٠/٣٩٧ ٠ ١٨ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٤ ٠/٠٩٩ ٠/٤٥٠ ٠/٧٧٤ ١ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٨ ٠/٠٦٠ ٠/٢٧١ ٠/٧٣٤ ٠/٩٤٢ ٢ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٣٣ ٠/١٦٥ ٠/٥٠١ ٠/٩٠٢ ٠/٩٨٩ ٣ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٥ ٠/٠٩٤ ٠/٣٣٣ ٠/٧١٦ ٠/٩٧٢ ٠/٩٩٨ ٤ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٤٨ ٠/٢٠٩ ٠/٥٣٤ ٠/٨٦٧ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ٥ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٢٠ ٠/١١٩ ٠/٣٧٤ ٠/٧٢٢ ٠/٩٤٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٦ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٥٨ ٠/٢٤٠ ٠/٥٦٣ ٠/٨٥٩ ٠/٩٨٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٢١ ٠/١٣٥ ٠/٤٠٧ ٠/٧٣٧ ٠/٩٤٠ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٦٠ ٠/٢٦٣ ٠/٥٩٣ ٠/٨٦٥ ٠/٩٧٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠١٦ ٠/١٤١ ٠/٤٣٧ ٠/٧٦٠ ٠/٩٤٢ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٥١ ٠/٢٧٨ ٠/٦٢٦ ٠/٨٨١ ٠/٩٨٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/١٣٣ ٠/٤٦٦ ٠/٧٩١ ٠/٩٥٢ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ 
 ٠/٠٠٢ ٠/٠٢٨ ٠/٢٨٤ ٠/٦٦٧ ٠/٩٠٦ ٠/٩٨٥ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٣ 
 ٠/٠١١ ٠/٠٩٨ ٠/٤٩٩ ٠/٨٣٥ ٠/٩٦٧ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ 
 ٠/٠٥٨ ٠/٢٦٦ ٠/٧٢٩ ٠/٩٤٠ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٥ 
 ٠/٢٢٦ ٠/٥٥٠ ٠/٩٠١ ٠/٩٨٦ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٦ 
 ٠/٦٠٣ ٠/٨٥٠ ٠/٩٨٢ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٧ 
 ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٨ 
             

n=٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٤ ٠/١٣٥ ٠/٣٧٧ ٠ ١٩ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٠ ٠/٠٨٣ ٠/٤٢٠ ٠/٧٥٥ ١ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٥ ٠/٠٤٦ ٠/٢٣٧ ٠/٧٠٥ ٠/٩٣٣ ٢ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٢٣ ٠/١٣٣ ٠/٤٥٥ ٠/٨٨٥ ٠/٩٨٧ ٣ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٠ ٠/٠٧٠ ٠/٢٨٢ ٠/٦٧٣ ٠/٩٦٥ ٠/٩٩٨ ٤ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٣٢ ٠/١٦٣ ٠/٤٧٤ ٠/٨٣٧ ٠/٩٩١ ١/٠٠٠ ٥ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٢ ٠/٠٨٤ ٠/٣٠٨ ٠/٦٦٦ ٠/٩٣٢ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ٦ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٣٥ ٠/١٨٠ ٠/٤٨٨ ٠/٨١٨ ٠/٩٧٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠١١ ٠/٠٨٨ ٠/٣٢٤ ٠/٦٦٧ ٠/٩١٦ ٠/٩٩٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٣٣ ٠/١٨٦ ٠/٥٠٠ ٠/٨١٤ ٠/٩٦٧ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٧ ٠/٠٨٤ ٠/٣٣٣ ٠/٦٧٦ ٠/٩١٢ ٠/٩٨٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٢٣ ٠/١٨٢ ٠/٥١٢ ٠/٨٢٠ ٠/٩٦٥ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٦٨ ٠/٣٣٤ ٠/٦٩٢ ٠/٩١٦ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ 
 ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٩ ٠/١٦٣ ٠/٥٢٦ ٠/٨٣٧ ٠/٩٦٨ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٣ 
 ٠/٠٠٢ ٠/٠٣٥ ٠/٣٢٧ ٠/٧١٨ ٠/٩٣٠ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ 
 ٠/٠١٣ ٠/١١٥ ٠/٥٤٥ ٠/٨٦٧ ٠/٩٧٧ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٥ 
 ٠/٠٦٧ ٠/٢٩٥ ٠/٧٦٣ ٠/٩٥٤ ٠/٩٩٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٦ 
 ٠/٢٤٥ ٠/٥٨٠ ٠/٩١٧ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٧ 
 ٠/٦٢٣ ٠/٨٦٥ ٠/٩٨٦ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٨ 
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 1     آمار و احتمال 352

 1 جدول یادامه
       p      
 c ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 

n=٢٠ ٠/٣٥٨ ٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٢ ٠/١٢٢ 
 ٠/٧٣٦ ١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٨ ٠/٠٦٩ ٠/٣٩٢ 
 ٠/٩٢٥ ٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٣٥ ٠/٢٠٦ ٠/٦٧٧ 
 ٠/٩٨٤ ٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٦ ٠/١٠٧ ٠/٤١١ ٠/٨٦٧ 
 ٠/٩٩٧ ٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٥١ ٠/٢٣٨ ٠/٦٣٠ ٠/٩٥٧ 
 ١/٠٠٠ ٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٢١ ٠/١٢٦ ٠/٤١٦ ٠/٨٠٤ ٠/٩٨٩ 
 ١/٠٠٠ ٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٥٨ ٠/٢٥٠ ٠/٦٠٨ ٠/٩١٣ ٠/٩٩٨ 
 ١/٠٠٠ ٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٢١ ٠/١٣٢ ٠/٤١٦ ٠/٧٧٢ ٠/٩٦٨ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٥ ٠/٠٥٧ ٠/٢٥٢ ٠/٥٩٦ ٠/٨٨٧ ٠/٩٩٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٧ ٠/١٢٨ ٠/٤١٢ ٠/٧٥٥ ٠/٩٥٢ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٤٨ ٠/٢٤٥ ٠/٥٨٨ ٠/٨٧٢ ٠/٩٨٣ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠١٠ ٠/١١٣ ٠/٤٠٤ ٠/٧٤٨ ٠/٩٤٣ ٠/٩٩٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٣٢ ٠/٢٢٨ ٠/٥٨٤ ٠/٨٦٨ ٠/٩٧٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٨٧ ٠/٣٩٢ ٠/٧٥٠ ٠/٩٤٢ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠١١ ٠/١٩٦ ٠/٥٨٤ ٠/٨٧٤ ٠/٩٧٩ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٥ ٠/٠٠٣ ٠/٠٤٣ ٠/٣٧٠ ٠/٧٦٢ ٠/٩٤٩ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٦ ٠/٠١٦ ٠/١٣٣ ٠/٥٨٩ ٠/٨٩٣ ٠/٩٨٤ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٧ ٠/٠٧٥ ٠/٣٢٣ ٠/٧٩٤ ٠/٩٦٥ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٨ ٠/٢٦٤ ٠/٦٠٨ ٠/٩٣١ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٩ ٠/٦٤٢ ٠/٨٧٨ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
             

n=٢١ ٠/٣٤١ ٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٩ ٠/١٠٩ 
 ٠/٧١٧ ١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٥٨ ٠/٣٦٥ 
 ٠/٩١٥ ٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٢٧ ٠/١٧٩ ٠/٦٤٨ 
 ٠/٩٨١ ٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١١ ٠/٠٨٦ ٠/٣٧٠ ٠/٨٤٨ 
 ٠/٩٩٧ ٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٣٧ ٠/١٩٨ ٠/٥٨٦ ٠/٩٤٨ 
 ١/٠٠٠ ٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٣ ٠/٠٩٦ ٠/٣٦٣ ٠/٧٦٩ ٠/٩٨٦ 
 ١/٠٠٠ ٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٣٩ ٠/٢٠٠ ٠/٥٥١ ٠/٨٩١ ٠/٩٩٧ 
 ١/٠٠٠ ٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٢ ٠/٠٩٥ ٠/٣٥٠ ٠/٧٢٣ ٠/٩٥٧ ٠/٩٩٩ 
 ١/٠٠٠ ٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٣٥ ٠/١٩٢ ٠/٥٢٤ ٠/٨٥٢ ٠/٩٨٦ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٩ ٠/٠٨٥ ٠/٣٣٢ ٠/٦٩١ ٠/٩٣٢ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٢٦ ٠/١٧٤ ٠/٥٠٠ ٠/٨٢٦ ٠/٩٧٤ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٦٨ ٠/٣٠٩ ٠/٦٦٨ ٠/٩١٥ ٠/٩٩١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠١٤ ٠/١٤٨ ٠/٤٧٦ ٠/٨٠٨ ٠/٩٦٥ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٤٣ ٠/٢٧٧ ٠/٦٥٠ ٠/٩٠٥ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/١٠٩ ٠/٤٤٩ ٠/٨٠٠ ٠/٩٦١ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠١٤ ٠/٢٣١ ٠/٦٣٧ ٠/٩٠٤ ٠/٩٨٧ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٦ ٠/٠٠٣ ٠/٠٥٢ ٠/٤١٤ ٠/٨٠٢ ٠/٩٦٣ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٧ ٠/٠١٩ ٠/١٥٢ ٠/٦٣٠ ٠/٩١٤ ٠/٩٨٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٨ ٠/٠٨٥ ٠/٣٥٢ ٠/٨٢١ ٠/٩٧٣ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٩ ٠/٢٨٣ ٠/٦٣٥ ٠/٩٤٢ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٠ ٠/٦٥٩ ٠/٨٩١ ٠/٩٩١ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢١ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
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 353جداول    

 1 جدول یهادام
       p      
 c ٠/٩٥ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ ٠/٠٥ 

n=٢٢ ٠/٣٢٤ ٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٧ ٠/٠٩٨ 
 ٠/٦٩٨ ١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٤٨ ٠/٣٣٩ 
 ٠/٩٠٥ ٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٢١ ٠/١٥٤ ٠/٦٢٠ 
 ٠/٩٧٨ ٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٨ ٠/٠٦٨ ٠/٣٣٢ ٠/٨٢٨ 
 ٠/٩٩٦ ٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٢٧ ٠/١٦٥ ٠/٥٤٣ ٠/٩٣٨ 
 ٠/٩٩٩ ٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٨ ٠/٠٧٢ ٠/٣١٣ ٠/٧٣٣ ٠/٩٨٢ 
 ١/٠٠٠ ٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٢٦ ٠/١٥٨ ٠/٤٩٤ ٠/٨٦٧ ٠/٩٩٦ 
 ١/٠٠٠ ٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٧ ٠/٠٦٧ ٠/٢٩٠ ٠/٦٧١ ٠/٩٤٤ ٠/٩٩٩ 
 ١/٠٠٠ ٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٢١ ٠/١٤٣ ٠/٤٥٤ ٠/٨١٤ ٠/٩٨٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٥٥ ٠/٢٦٢ ٠/٦٢٤ ٠/٩٠٨ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠١٤ ٠/١٢١ ٠/٤١٦ ٠/٧٧٢ ٠/٩٦١ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٣٩ ٠/٢٢٨ ٠/٥٨٤ ٠/٨٧٩ ٠/٩٨٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٩٢ ٠/٣٧٦ ٠/٧٣٨ ٠/٩٤٥ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٢٠ ٠/١٨٦ ٠/٥٤٦ ٠/٨٥٧ ٠/٩٧٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٥٦ ٠/٣٢٩ ٠/٧١٠ ٠/٩٣٣ ٠/٩٩٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/١٣٣ ٠/٥٠٦ ٠/٨٤٢ ٠/٩٧٤ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٦ ٠/٠٠١ ٠/٠١٨ ٠/٢٦٧ ٠/٦٨٧ ٠/٩٢٨ ٠/٩٩٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٧ ٠/٠٠٤ ٠/٠٦٢ ٠/٤٥٧ ٠/٨٣٥ ٠/٩٧٣ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٨ ٠/٠٢٢ ٠/١٧٢ ٠/٦٦٨ ٠/٩٣٢ ٠/٩٩٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٩ ٠/٠٩٥ ٠/٣٨٠ ٠/٨٤٦ ٠/٩٧٩ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٠ ٠/٣٠٢ ٠/٦٦١ ٠/٩٥٢ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢١ ٠/٦٧٦ ٠/٩٠٢ ٠/٩٩٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٢ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
             

n=٢٣ ٠/٣٠٧ ٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/٠٨٩ 
 ٠/٦٧٩ ١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٤٠ ٠/٣١٥ 
 ٠/٨٩٥ ٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٦ ٠/١٣٣ ٠/٥٩٢ 
 ٠/٩٧٤ ٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٥ ٠/٠٥٤ ٠/٢٩٧ ٠/٨٠٧ 
 ٠/٩٩٥ ٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٩ ٠/١٣٦ ٠/٥٠١ ٠/٩٢٧ 
 ٠/٩٩٩ ٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٥ ٠/٠٥٤ ٠/٢٦٩ ٠/٦٩٥ ٠/٩٧٧ 
 ١/٠٠٠ ٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٧ ٠/١٢٤ ٠/٤٤٠ ٠/٨٤٠ ٠/٩٩٤ 
 ١/٠٠٠ ٧ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٤ ٠/٠٤٧ ٠/٢٣٧ ٠/٦١٨ ٠/٩٢٨ ٠/٩٩٩ 
 ١/٠٠٠ ٨ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠١٣ ٠/١٠٥ ٠/٣٨٨ ٠/٧٧١ ٠/٩٧٣ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٩ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٢ ٠/٠٣٥ ٠/٢٠٢ ٠/٥٥٦ ٠/٨٨٠ ٠/٩٩١ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٧ ٠/٠٨١ ٠/٣٣٩ ٠/٧١٣ ٠/٩٤٥ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١١ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٢١ ٠/١٦٤ ٠/٥٠٠ ٠/٨٣٦ ٠/٩٧٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٢ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٣ ٠/٠٥٥ ٠/٢٨٧ ٠/٦٦١ ٠/٩١٩ ٠/٩٩٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٣ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٩ ٠/١٢٠ ٠/٤٤٤ ٠/٧٩٨ ٠/٩٦٥ ٠/٩٩٨ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٤ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٢٧ ٠/٢٢٩ ٠/٦١٢ ٠/٨٩٥ ٠/٩٨٧ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٥ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٧٢ ٠/٣٨٢ ٠/٧٦٣ ٠/٩٥٣ ٠/٩٩٦ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٦ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٦ ٠/١٦٠ ٠/٥٦٠ ٠/٨٧٦ ٠/٩٨٣ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٧ ٠/٠٠١ ٠/٠٢٣ ٠/٣٠٥ ٠/٧٣١ ٠/٩٤٦ ٠/٩٩٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٨ ٠/٠٠٥ ٠/٠٧٣ ٠/٤٩٩ ٠/٨٦٤ ٠/٩٨١ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ١٩ ٠/٠٢٦ ٠/١٩٣ ٠/٧٠٣ ٠/٩٤٦ ٠/٩٩٥ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٠ ٠/١٠٥ ٠/٤٠٨ ٠/٨٦٧ ٠/٩٨٤ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢١ ٠/٣٢١ ٠/٦٨٥ ٠/٩٦٠ ٠/٩٩٧ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٢ ٠/٦٩٣ ٠/٩١١ ٠/٩٩٤ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
 ١/٠٠٠ ٢٣ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ 
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∑های پواسون احتمال. 2جدول                      
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c ١ ٠/٩ ٠/٨ ٠/٧ ٠/٦ ٠/٥ ٠/٤ ٠/٣ ٠/٢ ٠/١ 
٠/٣٦٨ ٠/٤٠٧ ٠/٤٤٩ ٠/٤٩٧ ٠/٥٤٩ ٠/٦٠٧ ٠/٦٧٠ ٠/٧٤١ ٠/٨١٩ ٠/٩٠٥ ٠ 
٠/٧٣٦ ٠/٧٧٢ ٠/٨٠٩ ٠/٨٤٤ ٠/٨٧٨ ٠/٩١٠ ٠/٩٣٨ ٠/٩٦٣ ٠/٩٨٢ ٠/٩٩٥ ١ 
٠/٩٢٠ ٠/٩٣٧ ٠/٩٥٣ ٠/٩٦٦ ٠/٩٧٧ ٠/٩٨٦ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ٢ 
٠/٩٨١ ٠/٩٨٧ ٠/٩٩١ ٠/٩٩٤ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٣ 
٠/٩٩٦ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٤ 
٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٥ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٦ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ 

           
     m      
c ٢ ١/٩ ١/٨ ١/٧ ١/٦ ١/٥ ١/٤ ١/٣ ١/٢ ١/١ 
٠/١٣٥ ٠/١٥٠ ٠/١٦٥ ٠/١٨٣ ٠/٢٠٢ ٠/٢٢٣ ٠/٢٤٧ ٠/٢٧٣ ٠/٣٠١ ٠/٣٣٣ ٠ 
٠/٤٠٦ ٠/٤٣٤ ٠/٤٦٣ ٠/٤٩٣ ٠/٥٢٥ ٠/٥٥٨ ٠/٥٩٢ ٠/٦٢٧ ٠/٦٦٣ ٠/٦٩٩ ١ 
٠/٦٧٧ ٠/٧٠٤ ٠/٧٣١ ٠/٧٥٧ ٠/٧٨٣ ٠/٨٠٩ ٠/٨٣٣ ٠/٨٥٧ ٠/٨٧٩ ٠/٩٠٠ ٢ 
٠/٨٥٧ ٠/٨٧٥ ٠/٨٩١ ٠/٩٠٧ ٠/٩٢١ ٠/٩٣٤ ٠/٩٤٦ ٠/٩٥٧ ٠/٩٦٦ ٠/٩٧٤ ٣ 
٠/٩٤٧ ٠/٩٥٦ ٠/٩٦٤ ٠/٩٧٠ ٠/٩٧٦ ٠/٩٨١ ٠/٩٨٦ ٠/٩٨٩ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٥ ٤ 
٠/٩٨٣ ٠/٩٨٧ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٤ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٥ 
٠/٩٩٥ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٦ 
٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٧ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ 

           
     m      
c ٣ ٢/٩ ٢/٨ ٢/٧ ٢/٦ ٢/٥ ٢/٤ ٢/٣ ٢/٢ ٢/١ 
٠/٠٥٠ ٠/٠٥٥ ٠/٠٦١ ٠/٠٦٧ ٠/٠٧٤ ٠/٠٨٢ ٠/٠٩١ ٠/١٠٠ ٠/١١١ ٠/١٢٢ ٠ 
٠/١٩٩ ٠/٢١٥ ٠/٢٣١ ٠/٢٤٩ ٠/٢٦٧ ٠/٢٨٧ ٠/٣٠٨ ٠/٣٣١ ٠/٣٥٥ ٠/٣٨٠ ١ 
٠/٤٢٣ ٠/٤٤٦ ٠/٤٦٩ ٠/٤٩٤ ٠/٥١٨ ٠/٥٤٤ ٠/٥٧٠ ٠/٥٩٦ ٠/٦٢٣ ٠/٦٥٠ ٢ 
٠/٦٤٧ ٠/٦٧٠ ٠/٦٩٢ ٠/٧١٤ ٠/٧٣٦ ٠/٧٥٨ ٠/٧٧٩ ٠/٧٩٩ ٠/٨١٩ ٠/٨٣٩ ٣ 
٠/٨١٥ ٠/٨٣٢ ٠/٨٤٨ ٠/٨٦٣ ٠/٨٧٧ ٠/٨٩١ ٠/٩٠٤ ٠/٩١٦ ٠/٩٢٨ ٠/٩٣٨ ٤ 
٠/٩١٦ ٠/٩٢٦ ٠/٩٣٥ ٠/٩٤٣ ٠/٩٥١ ٠/٩٥٨ ٠/٩٦٤ ٠/٩٧٠ ٠/٩٧٥ ٠/٩٨٠ ٥ 
٠/٩٦٦ ٠/٩٧١ ٠/٩٧٦ ٠/٩٧٩ ٠/٩٨٣ ٠/٩٨٦ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩١ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٤ ٦ 
٠/٩٨٨ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٥ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٧ 
٠/٩٩٦ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٨ 
٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٩ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ 
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ادامهی جدول 2 

     m      
c ٤ ٣/٩ ٣/٨ ٣/٧ ٣/٦ ٣/٥ ٣/٤ ٣/٣ ٣/٢ ٣/١ 
٠/٠١٨ ٠/٠٢٠ ٠/٠٢٢ ٠/٠٢٥ ٠/٠٢٧ ٠/٠٣٠ ٠/٠٣٣ ٠/٠٣٧ ٠/٠٤١ ٠/٠٤٥ ٠ 
٠/٠٩٢ ٠/٠٩٩ ٠/١٠٧ ٠/١١٦ ٠/١٢٦ ٠/١٣٦ ٠/١٤٧ ٠/١٥٩ ٠/١٧١ ٠/١٨٥ ١ 
٠/٢٣٨ ٠/٢٥٣ ٠/٢٦٩ ٠/٢٨٥ ٠/٣٠٣ ٠/٣٢١ ٠/٣٤٠ ٠/٣٥٩ ٠/٣٨٠ ٠/٤٠١ ٢ 
٠/٤٣٣ ٠/٤٥٣ ٠/٤٧٣ ٠/٤٩٤ ٠/٥١٥ ٠/٥٣٧ ٠/٥٥٨ ٠/٥٨٠ ٠/٦٠٣ ٠/٦٢٥ ٣ 
٠/٦٢٩ ٠/٦٤٨ ٠/٦٦٨ ٠/٦٨٧ ٠/٧٠٦ ٠/٧٢٥ ٠/٧٤٤ ٠/٧٦٣ ٠/٧٨١ ٠/٧٩٨ ٤ 
٠/٧٨٥ ٠/٨٠١ ٠/٨١٦ ٠/٨٣٠ ٠/٨٤٤ ٠/٨٥٨ ٠/٨٧١ ٠/٨٨٣ ٠/٨٩٥ ٠/٩٠٦ ٥ 
٠/٨٨٩ ٠/٨٩٩ ٠/٩٠٩ ٠/٩١٨ ٠/٩٢٧ ٠/٩٣٥ ٠/٩٤٢ ٠/٩٤٩ ٠/٩٥٥ ٠/٩٦١ ٦ 
٠/٩٤٩ ٠/٩٥٥ ٠/٩٦٠ ٠/٩٦٥ ٠/٩٦٩ ٠/٩٧٣ ٠/٩٧٧ ٠/٩٨٠ ٠/٩٨٣ ٠/٩٨٦ ٧ 
٠/٩٧٩ ٠/٩٨١ ٠/٩٨٤ ٠/٩٨٦ ٠/٩٨٨ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٤ ٠/٩٩٥ ٨ 
٠/٩٩٢ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٤ ٠/٩٩٥ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٩ 
٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٠ 
٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١١ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٢ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٣ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ 

           
     m      
c ٩ ٨/٥ ٨ ٧/٥ ٧ ٦/٥ ٦ ٥/٥ ٥ ٤/٥ 
٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠٠ ٠/٠٠١ ٠/٠٠١ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٤ ٠/٠٠٧ ٠/٠١١ ٠ 
٠/٠٠١ ٠/٠٠٢ ٠/٠٠٣ ٠/٠٠٥ ٠/٠٠٧ ٠/٠١١ ٠/٠١٧ ٠/٠٢٧ ٠/٠٤٠ ٠/٠٦١ ١ 
٠/٠٠٦ ٠/٠٠٩ ٠/٠١٤ ٠/٠٢٠ ٠/٠٣٠ ٠/٠٤٣ ٠/٠٦٢ ٠/٠٨٨ ٠/١٢٥ ٠/١٧٤ ٢ 
٠/٠٢١ ٠/٠٣٠ ٠/٠٤٢ ٠/٠٥٩ ٠/٠٨٢ ٠/١١٢ ٠/١٥١ ٠/٢٠٢ ٠/٢٦٥ ٠/٣٤٢ ٣ 
٠/٠٥٥ ٠/٠٧٤ ٠/١٠٠ ٠/١٣٢ ٠/١٧٣ ٠/٢٢٤ ٠/٢٨٥ ٠/٣٥٨ ٠/٤٤٠ ٠/٥٣٢ ٤ 
٠/١١٦ ٠/١٥٠ ٠/١٩١ ٠/٢٤١ ٠/٣٠١ ٠/٣٦٩ ٠/٤٤٦ ٠/٥٢٩ ٠/٦١٦ ٠/٧٠٣ ٥ 
٠/٢٠٧ ٠/٢٥٦ ٠/٣١٣ ٠/٣٧٨ ٠/٤٥٠ ٠/٥٢٧ ٠/٦٠٦ ٠/٦٨٦ ٠/٧٦٢ ٠/٨٣١ ٦ 
٠/٣٢٤ ٠/٣٨٦ ٠/٤٥٣ ٠/٥٢٥ ٠/٥٩٩ ٠/٦٧٣ ٠/٧٤٤ ٠/٨٠٩ ٠/٨٦٧ ٠/٩١٣ ٧ 
٠/٤٥٦ ٠/٥٢٣ ٠/٥٩٣ ٠/٦٦٢ ٠/٧٢٩ ٠/٧٩٢ ٠/٨٤٧ ٠/٨٩٤ ٠/٩٣٢ ٠/٩٦٠ ٨ 
٠/٥٨٧ ٠/٦٥٣ ٠/٧١٧ ٠/٧٧٦ ٠/٨٣٠ ٠/٨٧٧ ٠/٩١٦ ٠/٩٤٦ ٠/٩٦٨ ٠/٩٨٣ ٩ 
٠/٧٠٦ ٠/٧٦٣ ٠/٨١٦ ٠/٨٦٢ ٠/٩٠١ ٠/٩٣٣ ٠/٩٥٧ ٠/٩٧٥ ٠/٩٨٦ ٠/٩٩٣ ١٠ 
٠/٨٠٣ ٠/٨٤٩ ٠/٨٨٨ ٠/٩٢١ ٠/٩٤٧ ٠/٩٦٦ ٠/٩٨٠ ٠/٩٨٩ ٠/٩٩٥ ٠/٩٩٨ ١١ 
٠/٨٧٦ ٠/٩٠٩ ٠/٩٣٦ ٠/٩٥٧ ٠/٩٧٣ ٠/٩٨٤ ٠/٩٩١ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ١٢ 
٠/٩٢٦ ٠/٩٤٩ ٠/٩٦٦ ٠/٩٧٨ ٠/٩٨٧ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١٣ 
٠/٩٥٩ ٠/٩٧٣ ٠/٩٨٣ ٠/٩٩٠ ٠/٩٩٤ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٤ 
٠/٩٧٨ ٠/٩٨٦ ٠/٩٩٢ ٠/٩٩٥ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٥ 
٠/٩٨٩ ٠/٩٩٣ ٠/٩٩٦ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٦ 
٠/٩٩٥ ٠/٩٩٧ ٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٧ 
٠/٩٩٨ ٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٨ 
٠/٩٩٩ ٠/٩٩٩ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١٩ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٢٠ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٢١ 
١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ١/٠٠٠ ٢٢ 
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نرمال استانداردتوزیع های  احتمال3جدول   

 
z ٠/٠٩ ٠/٠٨ ٠/٠٧ ٠/٠٦ ٠/٠٥ ٠/٠٤ ٠/٠٣ ٠/٠٢ ٠/٠١ ٠ 

-٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٢ ٣/٥ 
-٠/٠٠٠٢ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٣ ٣/٤ 
-٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٤ ٠/٠٠٠٤ ٠/٠٠٠٤ ٠/٠٠٠٤ ٠/٠٠٠٤ ٠/٠٠٠٤ ٠/٠٠٠٥ ٠/٠٠٠٥ ٠/٠٠٠٥ ٣/٣ 
-٠/٠٠٠٥ ٠/٠٠٠٥ ٠/٠٠٠٥ ٠/٠٠٠٦ ٠/٠٠٠٦ ٠/٠٠٠٦ ٠/٠٠٠٦ ٠/٠٠٠٦ ٠/٠٠٠٧ ٠/٠٠٠٧ ٣/٢ 
-٠/٠٠٠٧ ٠/٠٠٠٧ ٠/٠٠٠٨ ٠/٠٠٠٨ ٠/٠٠٠٨ ٠/٠٠٠٨ ٠/٠٠٠٩ ٠/٠٠٠٩ ٠/٠٠٠٩ ٠/٠٠١٠ ٣/١ 
-٠/٠٠١٠ ٠/٠٠١٠ ٠/٠٠١١ ٠/٠٠١١ ٠/٠٠١١ ٠/٠٠١٢ ٠/٠٠١٢ ٠/٠٠١٣ ٠/٠٠١٣ ٠/٠٠١٣ ٣ 
            

-٠/٠٠١٤ ٠/٠٠١٤ ٠/٠٠١٥ ٠/٠٠١٥ ٠/٠٠١٦ ٠/٠٠١٦ ٠/٠٠١٧ ٠/٠٠١٨ ٠/٠٠١٨ ٠/٠٠١٩ ٢/٩ 
-٠/٠٠١٩ ٠/٠٠٢٠ ٠/٠٠٢١ ٠/٠٠٢١ ٠/٠٠٢٢ ٠/٠٠٢٣ ٠/٠٠٢٣ ٠/٠٠٢٤ ٠/٠٠٢٥ ٠/٠٠٢٦ ٢/٨ 
-٠/٠٠٢٦ ٠/٠٠٢٧ ٠/٠٠٢٨ ٠/٠٠٢٩ ٠/٠٠٣٠ ٠/٠٠٣١ ٠/٠٠٣٢ ٠/٠٠٣٣ ٠/٠٠٣٤ ٠/٠٠٣٥ ٢/٧ 
-٠/٠٠٣٦ ٠/٠٠٣٧ ٠/٠٠٣٨ ٠/٠٠٣٩ ٠/٠٠٤٠ ٠/٠٠٤١ ٠/٠٠٤٣ ٠/٠٠٤٤ ٠/٠٠٤٥ ٠/٠٠٤٧ ٢/٦ 
-٠/٠٠٤٨ ٠/٠٠٤٩ ٠/٠٠٥١ ٠/٠٠٥٢ ٠/٠٠٥٤ ٠/٠٠٥٥ ٠/٠٠٥٧ ٠/٠٠٥٩ ٠/٠٠٦٠ ٠/٠٠٦٢ ٢/٥ 
-٠/٠٠٦٤ ٠/٠٠٦٦ ٠/٠٠٦٨ ٠/٠٠٦٩ ٠/٠٠٧١ ٠/٠٠٧٣ ٠/٠٠٧٥ ٠/٠٠٧٨ ٠/٠٠٨٠ ٠/٠٠٨٢ ٢/٤ 
-٠/٠٠٨٤ ٠/٠٠٨٧ ٠/٠٠٨٩ ٠/٠٠٩١ ٠/٠٠٩٤ ٠/٠٠٩٦ ٠/٠٠٩٩ ٠/٠١٠٢ ٠/٠١٠٤ ٠/٠١٠٧ ٢/٣ 
-٠/٠١١٠ ٠/٠١١٣ ٠/٠١١٦ ٠/٠١١٩ ٠/٠١٢٢ ٠/٠١٢٥ ٠/٠١٢٩ ٠/٠١٣٢ ٠/٠١٣٦ ٠/٠١٣٩ ٢/٢ 
-٠/٠١٤٣ ٠/٠١٤٦ ٠/٠١٥٠ ٠/٠١٥٤ ٠/٠١٥٨ ٠/٠١٦٢ ٠/٠١٦٦ ٠/٠١٧٠ ٠/٠١٧٤ ٠/٠١٧٩ ٢/١ 
-٠/٠١٨٣ ٠/٠١٨٨ ٠/٠١٩٢ ٠/٠١٩٧ ٠/٠٢٠٢ ٠/٠٢٠٧ ٠/٠٢١٢ ٠/٠٢١٧ ٠/٠٢٢٢ ٠/٠٢٢٨ ٢ 
            

-٠/٠٢٣٣ ٠/٠٢٣٩ ٠/٠٢٤٤ ٠/٠٢٥٠ ٠/٠٢٥٦ ٠/٠٢٦٢ ٠/٠٢٦٨ ٠/٠٢٧٤ ٠/٠٢٨١ ٠/٠٢٨٧ ١/٩ 
-٠/٠٢٩٤ ٠/٠٣٠١ ٠/٠٣٠٧ ٠/٠٣١٤ ٠/٠٣٢٢ ٠/٠٣٢٩ ٠/٠٣٣٦ ٠/٠٣٤٤ ٠/٠٣٥١ ٠/٠٣٥٩ ١/٨ 
-٠/٠٣٦٧ ٠/٠٣٧٥ ٠/٠٣٨٤ ٠/٠٣٩٢ ٠/٠٤٠١ ٠/٠٤٠٩ ٠/٠٤١٨ ٠/٠٤٢٧ ٠/٠٤٣٦ ٠/٠٤٤٦ ١/٧ 
-٠/٠٤٥٥ ٠/٠٤٦٥ ٠/٠٤٧٥ ٠/٠٤٨٥ ٠/٠٤٩٥ ٠/٠٥٠٥ ٠/٠٥١٦ ٠/٠٥٢٦ ٠/٠٥٣٧ ٠/٠٥٤٨ ١/٦ 
-٠/٠٥٥٩ ٠/٠٥٧١ ٠/٠٥٨٢ ٠/٠٥٩٤ ٠/٠٦٠٦ ٠/٠٦١٨ ٠/٠٦٣٠ ٠/٠٦٤٣ ٠/٠٦٥٥ ٠/٠٦٦٨ ١/٥ 
-٠/٠٦٨١ ٠/٠٦٩٤ ٠/٠٧٠٨ ٠/٠٧٢١ ٠/٠٧٣٥ ٠/٠٧٤٩ ٠/٠٧٦٤ ٠/٠٧٧٨ ٠/٠٧٩٣ ٠/٠٨٠٨ ١/٤ 
-٠/٠٨٢٣ ٠/٠٨٣٨ ٠/٠٨٥٣ ٠/٠٨٦٩ ٠/٠٨٨٥ ٠/٠٩٠١ ٠/٠٩١٨ ٠/٠٩٣٤ ٠/٠٩٥١ ٠/٠٩٦٨ ١/٣ 
-٠/٠٩٨٥ ٠/١٠٠٣ ٠/١٠٢٠ ٠/١٠٣٨ ٠/١٠٥٦ ٠/١٠٧٥ ٠/١٠٩٣ ٠/١١١٢ ٠/١١٣١ ٠/١١٥١ ١/٢ 
-٠/١١٧٠ ٠/١١٩٠ ٠/١٢١٠ ٠/١٢٣٠ ٠/١٢٥١ ٠/١٢٧١ ٠/١٢٩٢ ٠/١٣١٤ ٠/١٣٣٥ ٠/١٣٥٧ ١/١ 
-٠/١٣٧٩ ٠/١٤٠١ ٠/١٤٢٣ ٠/١٤٤٦ ٠/١٤٦٩ ٠/١٤٩٢ ٠/١٥١٥ ٠/١٥٣٩ ٠/١٥٦٢ ٠/١٥٨٧ ١ 
            

-٠/١٦١١ ٠/١٦٣٥ ٠/١٦٦٠ ٠/١٦٨٥ ٠/١٧١١ ٠/١٧٣٦ ٠/١٧٦٢ ٠/١٧٨٨ ٠/١٨١٤ ٠/١٨٤١ ٠/٩ 
-٠/١٨٦٧ ٠/١٨٩٤ ٠/١٩٢٢ ٠/١٩٤٩ ٠/١٩٧٧ ٠/٢٠٠٥ ٠/٢٠٣٣ ٠/٢٠٦١ ٠/٢٠٩٠ ٠/٢١١٩ ٠/٨ 
-٠/٢١٤٨ ٠/٢١٧٧ ٠/٢٢٠٦ ٠/٢٢٣٦ ٠/٢٢٦٦ ٠/٢٢٩٦ ٠/٢٣٢٧ ٠/٢٣٥٨ ٠/٢٣٨٩ ٠/٢٤٢٠ ٠/٧ 
-٠/٢٤٥١ ٠/٢٤٨٣ ٠/٢٥١٤ ٠/٢٥٤٦ ٠/٢٥٧٨ ٠/٢٦١١ ٠/٢٦٤٣ ٠/٢٦٧٦ ٠/٢٧٠٩ ٠/٢٧٤٣ ٠/٦ 
-٠/٢٧٧٦ ٠/٢٨١٠ ٠/٢٨٤٣ ٠/٢٨٧٧ ٠/٢٩١٢ ٠/٢٩٤٦ ٠/٢٩٨١ ٠/٣٠١٥ ٠/٣٠٥٠ ٠/٣٠٨٥ ٠/٥ 
-٠/٣١٢١ ٠/٣١٥٦ ٠/٣١٩٢ ٠/٣٢٢٨ ٠/٣٢٦٤ ٠/٣٣٠٠ ٠/٣٣٣٦ ٠/٣٣٧٢ ٠/٣٤٠٩ ٠/٣٤٤٦ ٠/٤ 
-٠/٣٤٨٣ ٠/٣٥٢٠ ٠/٣٥٥٧ ٠/٣٥٩٤ ٠/٣٦٣٢ ٠/٣٦٦٩ ٠/٣٧٠٧ ٠/٣٧٤٥ ٠/٣٧٨٣ ٠/٣٨٢١ ٠/٣ 
-٠/٣٨٥٩ ٠/٣٨٩٧ ٠/٣٩٣٦ ٠/٣٩٧٤ ٠/٤٠١٣ ٠/٤٠٥٢ ٠/٤٠٩٠ ٠/٤١٢٩ ٠/٤١٦٨ ٠/٤٢٠٧ ٠/٢ 
-٠/٤٢٤٧ ٠/٤٢٨٦ ٠/٤٣٢٥ ٠/٤٣٦٤ ٠/٤٤٠٤ ٠/٤٤٤٣ ٠/٤٤٨٣ ٠/٤٥٢٢ ٠/٤٥٦٢ ٠/٤٦٠٢ ٠/١ 
٠/٤٦٤١ ٠/٤٦٨١ ٠/٤٧٢١ ٠/٤٧٦١ ٠/٤٨٠١ ٠/٤٨٤٠ ٠/٤٨٨٠ ٠/٤٩٢٠ ٠/٤٩٦٠ ٠/٥٠٠٠ ٠ 
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3 جدول یادامه     
z ٠/٠٩ ٠/٠٨ ٠/٠٧ ٠/٠٦ ٠/٠٥ ٠/٠٤ ٠/٠٣ ٠/٠٢ ٠/٠١ ٠ 
٠/٥٣٥٩ ٠/٥٣١٩ ٠/٥٢٧٩ ٠/٥٢٣٩ ٠/٥١٩٩ ٠/٥١٦٠ ٠/٥١٢٠ ٠/٥٠٨٠ ٠/٥٠٤٠ ٠/٥٠٠٠ ٠ 
٠/٥٧٥٣ ٠/٥٧١٤ ٠/٥٦٧٥ ٠/٥٦٣٦ ٠/٥٥٩٦ ٠/٥٥٥٧ ٠/٥٥١٧ ٠/٥٤٧٨ ٠/٥٤٣٨ ٠/٥٣٩٨ ٠/١ 
٠/٦١٤١ ٠/٦١٠٣ ٠/٦٠٦٤ ٠/٦٠٢٦ ٠/٥٩٨٧ ٠/٥٩٤٨ ٠/٥٩١٠ ٠/٥٨٧١ ٠/٥٨٣٢ ٠/٥٧٩٣ ٠/٢ 
٠/٦٥١٧ ٠/٦٤٨٠ ٠/٦٤٤٣ ٠/٦٤٠٦ ٠/٦٣٦٨ ٠/٦٣٣١ ٠/٦٢٩٣ ٠/٦٢٥٥ ٠/٦٢١٧ ٠/٦١٧٩ ٠/٣ 
٠/٦٨٧٩ ٠/٦٨٤٤ ٠/٦٨٠٨ ٠/٦٧٧٢ ٠/٦٧٣٦ ٠/٦٧٠٠ ٠/٦٦٦٤ ٠/٦٦٢٨ ٠/٦٥٩١ ٠/٦٥٥٤ ٠/٤ 
٠/٧٢٢٤ ٠/٧١٩٠ ٠/٧١٥٧ ٠/٧١٢٣ ٠/٧٠٨٨ ٠/٧٠٥٤ ٠/٧٠١٩ ٠/٦٩٨٥ ٠/٦٩٥٠ ٠/٦٩١٥ ٠/٥ 
٠/٧٥٤٩ ٠/٧٥١٧ ٠/٧٤٨٦ ٠/٧٤٥٤ ٠/٧٤٢٢ ٠/٧٣٨٩ ٠/٧٣٥٧ ٠/٧٣٢٤ ٠/٧٢٩١ ٠/٧٢٥٧ ٠/٦ 
٠/٧٨٥٢ ٠/٧٨٢٣ ٠/٧٧٩٤ ٠/٧٧٦٤ ٠/٧٧٣٤ ٠/٧٧٠٤ ٠/٧٦٧٣ ٠/٧٦٤٢ ٠/٧٦١١ ٠/٧٥٨٠ ٠/٧ 
٠/٨١٣٣ ٠/٨١٠٦ ٠/٨٠٧٨ ٠/٨٠٥١ ٠/٨٠٢٣ ٠/٧٩٩٥ ٠/٧٩٦٧ ٠/٧٩٣٩ ٠/٧٩١٠ ٠/٧٨٨١ ٠/٨ 
٠/٨٣٨٩ ٠/٨٣٦٥ ٠/٨٣٤٠ ٠/٨٣١٥ ٠/٨٢٨٩ ٠/٨٢٦٤ ٠/٨٢٣٨ ٠/٨٢١٢ ٠/٨١٨٦ ٠/٨١٥٩ ٠/٩ 

            
٠/٨٦٢١ ٠/٨٥٩٩ ٠/٨٥٧٧ ٠/٨٥٥٤ ٠/٨٥٣١ ٠/٨٥٠٨ ٠/٨٤٨٥ ٠/٨٤٦١ ٠/٨٤٣٨ ٠/٨٤١٣ ١ 
٠/٨٨٣٠ ٠/٨٨١٠ ٠/٨٧٩٠ ٠/٨٧٧٠ ٠/٨٧٤٩ ٠/٨٧٢٩ ٠/٨٧٠٨ ٠/٨٦٨٦ ٠/٨٦٦٥ ٠/٨٦٤٣ ١/١ 
٠/٩٠١٥ ٠/٨٩٩٧ ٠/٨٩٨٠ ٠/٨٩٦٢ ٠/٨٩٤٤ ٠/٨٩٢٥ ٠/٨٩٠٧ ٠/٨٨٨٨ ٠/٨٨٦٩ ٠/٨٨٤٩ ١/٢ 
٠/٩١٧٧ ٠/٩١٦٢ ٠/٩١٤٧ ٠/٩١٣١ ٠/٩١١٥ ٠/٩٠٩٩ ٠/٩٠٨٢ ٠/٩٠٦٦ ٠/٩٠٤٩ ٠/٩٠٣٢ ١/٣ 
٠/٩٣١٩ ٠/٩٣٠٦ ٠/٩٢٩٢ ٠/٩٢٧٩ ٠/٩٢٦٥ ٠/٩٢٥١ ٠/٩٢٣٦ ٠/٩٢٢٢ ٠/٩٢٠٧ ٠/٩١٩٢ ١/٤ 
٠/٩٤٤١ ٠/٩٤٢٩ ٠/٩٤١٨ ٠/٩٤٠٦ ٠/٩٣٩٤ ٠/٩٣٨٢ ٠/٩٣٧٠ ٠/٩٣٥٧ ٠/٩٣٤٥ ٠/٩٣٣٢ ١/٥ 
٠/٩٥٤٥ ٠/٩٥٣٥ ٠/٩٥٢٥ ٠/٩٥١٥ ٠/٩٥٠٥ ٠/٩٤٩٥ ٠/٩٤٨٤ ٠/٩٤٧٤ ٠/٩٤٦٣ ٠/٩٤٥٢ ١/٦ 
٠/٩٦٣٣ ٠/٩٦٢٥ ٠/٩٦١٦ ٠/٩٦٠٨ ٠/٩٥٩٩ ٠/٩٥٩١ ٠/٩٥٨٢ ٠/٩٥٧٣ ٠/٩٥٦٤ ٠/٩٥٥٤ ١/٧ 
٠/٩٧٠٦ ٠/٩٦٩٩ ٠/٩٦٩٣ ٠/٩٦٨٦ ٠/٩٦٧٨ ٠/٩٦٧١ ٠/٩٦٦٤ ٠/٩٦٥٦ ٠/٩٦٤٩ ٠/٩٦٤١ ١/٨ 
٠/٩٧٦٧ ٠/٩٧٦١ ٠/٩٧٥٦ ٠/٩٧٥٠ ٠/٩٧٤٤ ٠/٩٧٣٨ ٠/٩٧٣٢ ٠/٩٧٢٦ ٠/٩٧١٩ ٠/٩٧١٣ ١/٩ 

            
٠/٩٨١٧ ٠/٩٨١٢ ٠/٩٨٠٨ ٠/٩٨٠٣ ٠/٩٧٩٨ ٠/٩٧٩٣ ٠/٩٧٨٨ ٠/٩٧٨٣ ٠/٩٧٧٨ ٠/٩٧٧٢ ٢ 
٠/٩٨٥٧ ٠/٩٨٥٤ ٠/٩٨٥٠ ٠/٩٨٤٦ ٠/٩٨٤٢ ٠/٩٨٣٨ ٠/٩٨٣٤ ٠/٩٨٣٠ ٠/٩٨٢٦ ٠/٩٨٢١ ٢/١ 
٠/٩٨٩٠ ٠/٩٨٨٧ ٠/٩٨٨٤ ٠/٩٨٨١ ٠/٩٨٧٨ ٠/٩٨٧٥ ٠/٩٨٧١ ٠/٩٨٦٨ ٠/٩٨٦٤ ٠/٩٨٦١ ٢/٢ 
٠/٩٩١٦ ٠/٩٩١٣ ٠/٩٩١١ ٠/٩٩٠٩ ٠/٩٩٠٦ ٠/٩٩٠٤ ٠/٩٩٠١ ٠/٩٨٩٨ ٠/٩٨٩٦ ٠/٩٨٩٣ ٢/٣ 
٠/٩٩٣٦ ٠/٩٩٣٤ ٠/٩٩٣٢ ٠/٩٩٣١ ٠/٩٩٢٩ ٠/٩٩٢٧ ٠/٩٩٢٥ ٠/٩٩٢٢ ٠/٩٩٢٠ ٠/٩٩١٨ ٢/٤ 
٠/٩٩٥٢ ٠/٩٩٥١ ٠/٩٩٤٩ ٠/٩٩٤٨ ٠/٩٩٤٦ ٠/٩٩٤٥ ٠/٩٩٤٣ ٠/٩٩٤١ ٠/٩٩٤٠ ٠/٩٩٣٨ ٢/٥ 
٠/٩٩٦٤ ٠/٩٩٦٣ ٠/٩٩٦٢ ٠/٩٩٦١ ٠/٩٩٦٠ ٠/٩٩٥٩ ٠/٩٩٥٧ ٠/٩٩٥٦ ٠/٩٩٥٥ ٠/٩٩٥٣ ٢/٦ 
٠/٩٩٧٤ ٠/٩٩٧٣ ٠/٩٩٧٢ ٠/٩٩٧١ ٠/٩٩٧٠ ٠/٩٩٦٩ ٠/٩٩٦٨ ٠/٩٩٦٧ ٠/٩٩٦٦ ٠/٩٩٦٥ ٢/٧ 
٠/٩٩٨١ ٠/٩٩٨٠ ٠/٩٩٧٩ ٠/٩٩٧٩ ٠/٩٩٧٨ ٠/٩٩٧٧ ٠/٩٩٧٧ ٠/٩٩٧٦ ٠/٩٩٧٥ ٠/٩٩٧٤ ٢/٨ 
٠/٩٩٨٦ ٠/٩٩٨٦ ٠/٩٩٨٥ ٠/٩٩٨٥ ٠/٩٩٨٤ ٠/٩٩٨٤ ٠/٩٩٨٣ ٠/٩٩٨٢ ٠/٩٩٨٢ ٠/٩٩٨١ ٢/٩ 

            
٠/٩٩٩٠ ٠/٩٩٩٠ ٠/٩٩٨٩ ٠/٩٩٨٩ ٠/٩٩٨٩ ٠/٩٩٨٨ ٠/٩٩٨٨ ٠/٩٩٨٧ ٠/٩٩٨٧ ٠/٩٩٨٧ ٣ 
٠/٩٩٩٣ ٠/٩٩٩٣ ٠/٩٩٩٢ ٠/٩٩٩٢ ٠/٩٩٩٢ ٠/٩٩٩٢ ٠/٩٩٩١ ٠/٩٩٩١ ٠/٩٩٩١ ٠/٩٩٩٠ ٣/١ 
٠/٩٩٩٥ ٠/٩٩٩٥ ٠/٩٩٩٥ ٠/٩٩٩٤ ٠/٩٩٩٤ ٠/٩٩٩٤ ٠/٩٩٩٤ ٠/٩٩٩٤ ٠/٩٩٩٣ ٠/٩٩٩٣ ٣/٢ 
٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٦ ٠/٩٩٩٦ ٠/٩٩٩٦ ٠/٩٩٩٦ ٠/٩٩٩٦ ٠/٩٩٩٦ ٠/٩٩٩٥ ٠/٩٩٩٥ ٠/٩٩٩٥ ٣/٣ 
٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٠/٩٩٩٧ ٣/٤ 
٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٠/٩٩٩٨ ٣/٥ 
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  خوانندة محترم 
پاسخگويي به دقت شما در . ها تهيه شده است هاي درسي و رفع نواقص آن به منظور ارتقاي كيفيت كتاباين پرسشنامه 

  .اين پرسشنامه در پايان هر نيمسال ما را در تحقق اين هدف ياري خواهد كرد
  ...................سال انتشار ........................................... رجم مت/نام مؤلف.............................................. نام كتاب 
  ...........سابقة تدريس .. ..................................رشتة تخصصي  ها  عضو علمي ساير دانشگاه نور  عضو علمي پيام: پاسخگو

  .............ورودي سال ......... ....................................رشتة تحصيلي  ها  دانشجوي ساير دانشگاه نور  دانشجوي پيام       
  

 سؤال

خيلي زياد
زياد

متوسط  
 

كم
بسيار كم 

 

     آيا از زمان تحويل و نحوة دسترسي به كتاب راضي بوديد؟ .1
       آيا حجم كتاب با توجه به تعداد واحد مناسب بود؟ .2
       براي مطالعة كتاب منظور شده بود؟هاي لازم  آيا راهنمايي .3
       رعايت شده بود؟) آسان به مشكل(آيا در ترتيب مطالب كتاب سلسله مراتب شناختي   .4
       ها متناسب و بجا بود؟ ها يا بخش بندي مطالب در فصل آيا تقسيم .5
       ها قابل فهم بود؟ آيا متن كتاب روان و ساده و جمله .6
       ب و آمارها رعايت شده بود؟روزبودن مطال آيا به .7
       آيا مطالب تكراري داشت؟ .8
       نياز رعايت شده بود؟ هاي پيش آيا پيوستگي مطالب با درس .9

       گويابودند و درفهم مطلب تأثير داشتند؟... ها و  ها، نمودارها، جدول ها، شكل آيا مثال .10
       رفتاري تا چه اندازه به درك بهتر شما كمك كرد؟/ هاي كلي، آموزشي مطالعة هدف .11
       اي بود كه تمام مطالب درسي را شامل شود؟ گونه هاي كتاب به آيا خودآزمايي .12
       ها كامل و گويا بود؟ ها و تمرين آيا پاسخ خودآزمايي .13
       هاي چاپي مواجه شديد؟ هاي املايي و اشكال چقدر با غلط .14
       آيا از كيفيت چاپ و صحافي كتاب راضي بوديد؟ .15
       آيا طرح روي جلد كتاب با مطالب كتاب تناسب داشت؟ .16
در ... آموزشي از قبيل نوار، فيلم، لوح فشرده و  چنانچه دانشگاه وسايل كمك .17

  اند؟  اختيارتان گذارده، آيا به درك بهتر شما كمك كرده
     

       نياز كرد؟ ما را از حضور در كلاس بيتا چه اندازه اين كتاب ش .18
  

  بسيار ضعيف    ضعيف    متوسط    خوب    كنيد؟ عالي  در مجموع كتاب را چگونه ارزيابي مي
ها را با ذكر شمارة صفحه  ايد، فهرستي از آن هاي تايپي يا محتوايي و مطالب تكراري مواجه شده لطفاً چنانچه با اشكال

  .بنويسيدنيز ي خود را هاصورت تمايل ساير پيشنهاددر  .ضميمه كنيد
 ،اين پرسشنامه را پس از تكميل از كتاب جدا كنيد و به قسمت آموزش مركز تحويل دهيد يا مستقيماً به نشاني تهران
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