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 آشنايي با نظريه اعداد مختلط -1

  

042وجود معادلاتي مانند  =+x كه هيچ جوابي در مجموعه اعداد حقيقي ندارند باعث شد تا بشر به فكر ...  و

براي اين منظور بكار برد رياضيدان اولين كسي كه اعداد مختلط را . ايجاد اعداد جديدي به نام مختلط گردد

  .توان با نظريه اعداد مختلط حل نمودبسياري از مسائل مهندسي را مي. باشد ميGirolamo Cardanoايتاليايي به نام 

   1-1تعريف 

  شوداست كه بصورت زير تعريف مي  yو xعدد مختلط يك زوج مرتب از اعداد حقيقي 

)1-1                           (                                                                         ( ){ }1,,, 2 −=∈+= iRyxiyxz  

  دهندشود و بصورت زير نمايش مي گفته ميz قسمت موهومي عدد مختلط yقسمت حقيقي و به  xبه 

)1-2                                                                     (                                                                      
)Im(

)Re(

zy

zx

=

=           

   

   خواص اعداد مختلط-1-1  

111در مجموعه خواص زير  iyxz += ،222 iyxz 333 و =+ iyxz   . فرض شده است=+

212121                                                             تساوي دو عدد مختلط   • , yyxxzz ==⇔= 

)جمع و تفريق دو عدد مختلط                                                            • ) ( )211121 yyixxzz ±+±=± 

)          ضرب دو عدد مختلط                                                 • ) ( )1221212121 yxyxiyyxxzz ++−= 

iyxzمزدوج عدد مختلط                                                                                                            • −= 

      تقسيم دو عدد مختلط                                                           •
2

2

2

2
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2
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1221جابجايي عمل جمع                                                                                                 • zzzz +=+ 

)پذيري عمل جمع                                                                   شركت • ) ( ) 321321 zzzzzz ++=++ 

1221جابجايي عمل ضرب                                                                                                       • zzzz = 

)  پذيري عمل ضرب                                                                               شركت • ) ( ) 321321 zzzzzz = 

)پذيري عمل ضرب                                                                            جمع • ) 3121321 zzzzzzz +=+ 

21مزدوج مجموع                                                                                                   •

_______

21 zzzz +=+ 

21ضرب                                                                                                      مزدوج حاصل •

______

21 zzzz = 

                                              تقسيم                                                        مزدوج حاصل •
2

1

________

2

1

z

z

z

z
=








 

xقسمت حقيقي عدد مختلط                                                                              •
zz

zal =
+

=
2

)(Re 

y                     قسمت موهومي عدد مختلط                                             •
zz

zaginary =
−

=
2

)(Im 

22اندازه عدد مختلط                                                                                         •
yxzzz +== 

  

  .هاي زير را اثبات كنيدنامساوي) 1-1(تمرين

zz) الف ≤)Re(            ب   (nn zzzzzz ...... 2121 2121)                    ج++≥++ zzzz −≥−  
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   نمايش اعداد مختلط به فرم قطبي-1-2

  توان بصورت قطبي نيز نمايش دادهر عدد مختلط را بر اساس نمايش آن در صفحه اعداد مختلط مي

  

)1-3                                                   (                                      )sin()cos( θθ irriyxz +=+=                                   

  .باشدكه مابين فرم دكارتي و قطبي نمايش اعداد مختلط، روابط زير برقرار مي

)1-4         (πθπθθθ <<−=+=== − )(tan,,sin,cos 122

x

y
yxrryrx  

كه اگر گيرد بطورييم به سادگي انجام ميدر نمايش اعداد مختلط به فرم قطبي عمليات ضرب و تقس

ni ,...,2,1= ،iz را بصورت ( )iiii irz θθ sincos    تعريف كنيم آنگاه داريم=+

)1-5                                                      (( ))...sin()...cos(...... 21212121 nnnn irrrzzz θθθθθθ +++++=   

  توان نتيجه زير را گرفت كه به رابطه دموآور معروف استلا به سادگي ميبا استفاده از رابطه با: نكته

)1-6                                                                 (( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )θθθθ

θθθθ

nini

ninrirz

n

nnnn

sincossincos

sincossincos

+=+

⇒+=+=  

  

)3cos(با استفاده از رابطه بالا ) 2-1(تمرين θ 3( وsin( θب  را بر حس)cos(θ و )sin(θبدست آوريد .  
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  z ام عدد مختلط n محاسبه ريشه -1-3

)فرض كنيد  )θθ sincos irz ) و =+ )ϕϕ sincos iRW   . باشد آنگاه داريمzام عدد مختلط  nريشه  W و =+

)1-7                                (
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  . را بيابيد1ام عدد nريشه ) 1-1(مثال
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024معادله ) 2-1(مثال =+ izرا حل كنيد   
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  ها و نواحي در صفحه اعداد مختلط منحني-1-4

az بصورت a و zدر صفحه اعداد مختلط فاصله بين دو نقطه  −=ρشود و  تعريف مي− az يك دايره به 

−>ρدر صفحه اعداد مختلط ناحيه . باشد ميρ و شعاع aمركز  azيك دايره به مركز   معرف نقاط درونa و 

−≥ρ و ناحيه ρشعاع  az و روي يك دايره به مركز  ط درونمعرف نقاa و شعاع ρباشد مي.  

Rzzzzناحيه : نكته =−+−   .باشد مي0zو 1zهاي  بيانگر يك بيضي با كانون10

Rzzzzناحيه : نكته =−−−   .باشد مي0zو 1zهاي  بيانگر يك هذلولي با كانون10

10ناحيه : نكته zzzz   .باشد مي0zو 1z بيانگر عمود منصف پاره خطي است كه دو سر آن روي −=−
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223شكل هندسي ناحيه ) 3-1(مثال ≤−− iz رسم نماييد را.  

  

)اگر ) 4-1(مثال )θθ sincos += rz باشد آنگاه n

m

zرا محاسبه كنيد .  
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2)5(08معادله ) 5-1(مثال =+++− izizرا حل كنيد .  
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


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  هاي بخش اولتمرين

 .ابيدمقدار اصلي آرگومان اعداد زير را بي 1-1

iEiDiCiBiA −−−−−+−+ 10)1)1)1)1) 

 .هاي زير را بيابيد و در صفحه مختلط مشخص كنيدتمام مقادير ريشه 1-2

544 1)1)125)125) iDCiBiA +−+−+− 

  .معادلات زير را حل كنيد 1-3

           068)21(3)01) 242 =+−+−=−++ izizBizzA   

 .نواحي زير را در صفحه اعداد مختلط رسم نماييد 1-4

2)Im()1)
4

)()3)Re(0)32) 2 ==
−

+
<<<>+ zE

iz

iz
DzArgCzBzA

π  
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  ختلطتوابع م  -2

zfW)(دهند و بصورت تابع مختلط تابعي است كه دامنه و برد آن را اعداد مختلط تشكيل مي  نمايش داده =

iyxzشود كه در حالت كلي مي ivuW و =+ توان بصورت يك در واقع تابع مختلط را مي. باشد مي=+

-مي    yو  xهر كدام تابعي از  vو  uدقت كنيد كه . در نظر گرفت (u,v) به فضاي(x,y)ي از فضا) نگاشت(تبديل 

),(باشند يعني  yxuu ),( و = yxvv =.  

  

   حد و پيوستگي-2-1

  باشدتعريف حد در توابع مختلط شبيه توابع حقيقي بوده و بصورت زير مي

  است هرگاه داشته باشيم lكند داراي حد  ميل مي0zبه سمت  z وقتي f(z)تابع 

)2-1                                   (δεδε <−⇒<−>∃>∀=
→

lzfzztslzf
zz

)(:.00,)(lim 0
0

  

توجه شود كه شرط لازم براي وجود حد در توابع دو متغيره اين است كه در كليه مسيرها بايد مقادير حد يكسان 

  .باشد

zfW)(تابع  )( گويند هرگاه  پيوسته0z را در نقطه = 0zf تعريف شده و )()(lim 0
0

zfzf
zz

=
→
  .باشد 

zfW)(تابع    .گويند هرگاه در هر نقطه از آن دامنه پيوسته باشد دامنه پيوسته  را در يك=
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   مشتق تابع مختلط-2-2

  .مشروط بر آنكه حد زير وجود داشته باشد. شود بصورت زير تعريف مي0z در نقطه f(z)تابع مشتق 

)2-2                                                             (0
00

0
0 ,

)()(
lim)( zzz

z

zfzzf
zf

z
−=∆

∆

−∆+
=′

→∆
  

  

zzfمشتق تابع )  1-2(مثال   . را بدست آوريد)(=





→∆=∆−

=∆→∆
=

∆+∆

∆−∆
=

∆

∆
=

∆

−∆+

=′
→∆∆→∆→∆ 0,0;1
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z

z

zzz

zf
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zzfچون در دو مسير مختلف، دو مقدار متفاوت بدست آمده است لذا تابع    .باشدپذير نمي مشتق)(=

2مشتق تابع ) 2-2(مثال
)( zzf   . را بدست آوريد=

( )( ) ( )
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


→∆=∆+−
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∆

∆
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∆
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=

∆
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→∆→∆→∆
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  .باشدپذير نميتقبا توجه به مثال قبل مش

  :خواص مشتق

]) الف ] )()()()( zgzfzgzf ′+′=
′

] )                     ب+ ] )()()()()()( zfzgzgzfzgzf ′+′=
′   

) ج
)(

)()()()(

)(

)(
2
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zfzgzgzf

zg

zf ′−′
=

′


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



  
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   توابع تحليلي-2-3

را  f(z) تابع  .پذير باشد تعريف شده و مشتقDدر تمام نقاط  f(z) گويند هرگاه تحليلي D را در دامنه f(z)تابع 

0zzدر نقطه    . تحليلي گويند هرگاه در يك همسايگي از آن تحليلي باشد=

  

  )ريمان-كوشي (1-2قضيه 

)(),(),(فرض كنيد تابع  yxivyxuzf تعريف شده و پيوسته باشد و در خود  z در يك همسايگي از نقطه =+

z جزئي مرتبه اول پذير باشد آنگاه مشتقاتمشتق u  وv  در آن نقطه وجود دارد و در شرايط زير كه به شرايط

  )اثبات كنيد. ( كند ريمان معروف هستند صدق مي-كوشي

)2-3                                                                                                 (
x

v

y

u

y

v

x

u

∂

∂
−=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
,  

  )ريمان-وشيك (2-2قضيه

 داراي مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته y و xاز دو متغير حقيقي v(x,y) و u(x,y)هر گاه دو تابع پيوسته حقيقي 

كنند، آنگاه تابع مختلط    ريمان صدق مي-در معادلات كوشي Dاي مانند باشند كه در دامنه

),(),()( yxivyxuzf   .تحليلي است  D در  =+

)(),(),(توان مشتق تابع ه يكي از سه روش زير ميبطور كلي ب: توجه yxivyxuzf   . را محاسبه نمود=+

  .استفاده از تعريف اصلي مشتق) الف

) ب
x

v
i

x

u
zf

∂

∂
+

∂

∂
=′ )(.  

) ج
y

v

y

u
izf

∂

∂
+

∂

∂
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xzzfپذيري تابع در مورد مشتق) 3-2(مثال == )Re()(نظر دهيد .  

01چون  =≠= yx vuباشد لذا تابع فوق در هيچ جا تحليلي نمي .  

ريمان را برآورده كند آنگاه تابع -اگر تابعي فقط در يك نقطه يا چند نقطه جدا از هم شرايط كوشي: توجه

  . باشدمذكور در هيچ جا تحليلي نمي

zizzzfتابع ) 4-2(مثال +−= )Re()(   .پذير و تحليلي است در كجا مشتق2

) روابط كوشي ريمان داريم   با اعمال ) ( )
yuxvyvxu

xyixyzf

yxyx 22,22

)( 2222

−=−====−=

  لذا براي برقراري =−++⇒

باشد در پذير مي مشتقy=-x لذا تابع مذكور فقط بر روي خط.  باشدy=-x  ريمان بايد -معادلات كوشي 

باشد چون براي تحليلي بودن در هر نقطه بايست در حاليكه در هيچ كجا حتي بر روي خط مذكور تحليلي نمي

   .پذير باشديك همسايگي از آن مشتق

  :ريمان در فرم قطبي-شرايط كوشي

)(),(),(بصورت  f(z)در فرم قطبي تابع  θθ rivruzf شود كه مابين فرم قطبي و دكارتي رابطه  نوشته مي=+

  داريم. برقرار است) 1-4(

)2-4 (                                   

θ
θθ

θ
θθ

θ

θ

θ

θ

θ

θ
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∂
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∂

∂
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∂
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∂
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∂
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+∂

∂
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+∂
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=
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∂
=
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∂
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∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

v

rr

vu

rr

u

y

v

x

u

yx

xv

yx

y

r

v

y

v

y

r

r

v

y

v

yx

yu

yx

x

r

u

x

u

x

r

r

u

x

u

).cos(
1

).sin().sin(
1

).cos(

....

....

2222

2222

  

ريمان در فرم قطبي - را يكسان بگيريم شرايط معادلات كوشيcos و sinگر در طرفين تساوي ضرايب حال ا

  .آيدبدست مي
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)2-5                                                                                                                                       (

θ

θ

∂

∂
−=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

u

rr

v

v

rr

u

1

1

  

)()sin()cos(در مورد تحليلي بودن تابع ) 5-2(مثال yieyezf xx   . نظر دهيد=+

yتحليلي است چون روابط 

x

xy

x

x uyevvyeu −==== )sin(,)cos(برقرار است   .  

   1-2تعريف 

  .باشداي است كه تابع در آن نقطه تحليلي نيست ولي حداقل در يك همسايگي از آن تحليلي مينقطهتكين نقطه 

نقاط تكين تابع ) 6-2(مثال
)sin(

1
)(

z

zf
π

  . را بدست آوريد=

,...1,0,
1

0)sin( ==⇒=⇒= k
k

zk
zz

π
ππ  

  

  )معادلات لاپلاس (3-2قضيه 

)(),(),(فرض كنيد  yxivyxuzf در معادله لاپلاس صدق  D در vو uتحليلي باشد آنگاه  D در دامنه =+

  )بات كنيداث. (باشد ميDكرده و داراي مشتقات جزئي مرتبه دو پيوسته در 

                                         
0

0

2

2

=+=∇

=+=∇

yyxx

yyxx

vvv

uuu
  

   2-2تعريف 

  .شود ناميده ميتابع همسازهر تابعي كه داراي مشتقات جزئي مرتبه دوم باشد و در معادله لاپلاس صدق كند 
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   3-2تعريف 

)(),(),(اگر تابع  yxivyxuzf   . نامندمي u مزدوج همسازا ر vتحليلي باشند آنگاه  D در =+

 مجهول باشد v(x,y) معلوم بوده و u(x,y)فرض كنيد . كنيمبراي يافتن مزدوج همساز بصورت زير عمل مي

yxآنگاه از رابطه  vu = ، v(x,y)  را بصورت∫ += )(u y)v(x, x xdy ϕ بدست آورده و از رابطه yx uv −= ،

)(xϕكنيمرا تعيين مي.  

  

yxyxuمزدوج همساز تابع ) 7-2(مثال coshsin),(   . را بدست آوريد=

Kyxyxv

Kxxyxuxyxv

xyxxdyyxyxvyxu

yx

x

+=

=⇒=′⇒−=−=′+−=

+=+=→= ∫

sinhcos),(

)(0)(sinhsin)(sinhsin

)(sinhcos)(coshcos),(coshcos

ϕϕϕ

ϕϕ

  

  .بايد توابع ثابتي باشند v و u باشد آنگاهvمزدوج همساز uو  uمزدوج همساز  vاگر : نكته

  

  

  دومتمرين هاي بخش 

 . يك از توابع زير صادق استريمان در مورد كدام-روابط كوشي 2-1

22

33

22

33

)())arg()))
yx

yx
i

yx

yx
zfDzCzBzA

+

+
+

+

−
= 

)(),(),(اگر  2-2 yxivyxuzf )(),(),( تحليلي باشد تحت چه شرايطي =+ yxiuyxvzf  هم =+

 .تحليلي است
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),(2)1(آيا توابع  2-3 yxyxu yxyyxu و=− 23 3),( در صورت مثبت بودن .  همساز هستند=−

 . را بيابيدهاجواب مزدوج همساز آن

)()()(كليه توابع تحليلي بصورت  2-4 yivxuzf  )f(z)=cz+a. (  را بيابيد=+

)(22آيا تابع  2-5 iyxzf دلايل منفي بودن جواب علارغم صادق بودن .  تحليلي استx=y بر خط =+

 .ريمان را توضيح دهيد-شرايط كوشي

آنگاه مزدوج همساز آنها .  شده زير همساز باشندرا طوري تعيين كنيد كه توابع داده cو  a ،bاعداد  2-6

ybxBayeuA.                            را بدست آوريد x sinhcos))cos() 2=  

 .در مورد تحليلي بودن توابع زير نظر دهيد 2-7

4

22 ))(ln)
1

))
z

i
DziArgzC

z
zBzzA ++−  
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   توابع مقدماتي-3

   تابع نمايي-3-1

  .شودريف ميتابع نمايي در آناليز مختلط بصورت زير تع

)3-1                                                                                                  ()sin(cos)( yiyeezf xz +==  

  .تحليلي و غيرصفر است z اين تابع به ازاي تمامي مقادير 

   خواص تابع نمايي-3-1-1

2121)الف zzzz
eee yeee)      ب+= zxz == )arg(,ج      (ππ 2,2 iTee ziz ))       د+== ) zz

ee =
′  

  .باشددامنه تابع نمايي كل صفحه مختلط و برد آن تمام صفحه مختلط به جز مبداء مي) د

032معادله ) 1-3(مثال =+ zz
ieeرا حل كنيد .  









−
±=

=→=

⇒
−

+
−

=−=+=

⇒=+=⇒=+

2
2

098.13

))
2

sin()
2

(cos(33)sin(cos

0300)3(

π
π

ππ

ky

xe

iiyiyee

ieoreiee

x

xz

zzzz

  

  هيپربوليكي و  توابع مثلثات-3-2

  شوندبصورت زير تعريف مي coshو  sin  ،cos  ،sinhتوابع 

)3-2               (
2

cosh,
2

sinh,
2

cos,
2

sin
zzzziziziziz

ee
z

ee
z

ee
z

i

ee
z

−−−− +
=

−
=

+
=

−
=  

باشند و  ميπ2iمتناوب با دوره تناوب  coshو  sinh و توابع π2متناوب با دوره تناوب  cosو  sinتوابع 

هاي ضمناً تمام فرمول. باشدهمانند توابع حقيقي مي... و  tan ،cot،sec ،csc  ،tanh ،cothوابع تعريف ت

  باشد ها برقرار ميتوابع مثلثاتي حقيقي براي فرم مختلط آن
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)3-3    (( ) ( )

( ) ( ) ...,coshsinhcoshsinh)sinh(,sectanh,coshsinh

...,cossincossin)sin(,sectan,cossin

122121

2

122121

2

zzzzzzzhzzz

zzzzzzzzzz

±=±=
′

=
′

±=±=
′

=
′

  

  

sincos(( رابطه اويلر) 2-3(مثال θθθ ie i   . را اثبات كنيد ) =+

  شودبراحتي اثبات مي cosو  sinه از تعريف با استفاد

  

yxiyxzثابت كنيد كه) 3-3(مثال sinhcoscoshsinsin   . است=+

[ ]

[ ] [ ]

yxiyx
ee

xi
ee

x

xexeixexeixeixexeixe
i

eeee
ii

ee
z

yyyy

yyyyyyyy

xixe

xixe

yixyix
iziz ix

ix

sinhcoscoshsin
2

cos
2

sin

sincossincos
2

1
sincossincos

2

1

2

1

2
sin

sincos

sincos

+=






 −
+






 +
=

+++−=+−+=

⇒========−=
−

=

−−

−−−−

+=

−=

−−
−

−

yxiyxzتوان ثابت كرد با همين استدلال مي sinhsincoshcoscos   )ثابت كنيد. ( است=−

  

  .درستي روابط زير را بررسي كنيد) 1-3(تمرين

yxiyxzDyiyC

yxiyxzByiiyA

sinsinhcoscoshcosh)cosh)cos()

sincoshcossinhsinh)sinh)sin()

+==

+==
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0sinجواب معادله  ) 4-3(مثال =zرا بيابيد .  

  :راه اول

        π
π

kiyxz
kxx

yy
yxiyxz =+=⇒





=→=

=→=
⇒=+=

0sin

00sinh
0sinhcoscoshsinsin  

  : راه دوم

π
ππ

kiyxz
kxkx

ye

ixixeee
i

ee
z

y

yyixiz
iziz

=+=⇒




=→+=

=→=

+=+=⇒=−⇒=
−

=

−

−−
−

202

01

)0sin0(cos1))2sin()2(cos(010
2

sin

2

2222

  

   تابع لگاريتم -3-3

  شودتابع لگاريتمي در آناليز مختلط بصورت زير تعريف مي

)3-4                                         (                                                                       θirzzf +== lnln)(                                                     

zrكه  πθ و = kArgzz 2arg   .باشدلذا اين تابع يك تابع چند مقداري مي. باشد مي==±

  :تابع لگاريتمخواص 

• 2121 lnln)ln( zzzz +=  ،  21

2

1 lnln)ln( zz
z

z
−= 

 .باشد در همه جا تحليلي ميهاxغير از مبداءو قسمت منفي محور اين تابع  •

2&0تابع مذكور فقط به ازاي  • >+<< raa πθباشدتك مقداري و پيوسته مي. 

 .باشند مياط تكين تابع لگاريتمنقهر نقطه بر روي محور حقيقي منفي و مبداء مختصات  •
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  هاي عمومي توان-3-4

  شودبصورت زير تعريف مي zهاي عمومي عدد مختلط غير صفر توان

)3-5                                                                                     (complexCzezzf CLnZC ∈≠== ,0)(                         

  . معادلات زير را حل كنيد)5-3(مثال

iieeeezizC

ieeeiB

kikieiA

ii

ii
iii

i

35.008.20)1sin1(cos.3ln)

2ln
4

sin2ln
4

cos2)1()

)2
4

(34.0)2
4

(2ln)2ln()1ln()

333

4
)

4
2)(ln1(

)1ln()1(1

4

−=−===→−=









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
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
−+
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−===+
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







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+−− ππ

π
π

π
π

ππ

π

  

  

  هيپربوليك توابع معكوس مثلثاتي و -3-5

sin(wz(تابع معكوس مثلثاتي سينوسي بصورت  sin)( يا = 1 zw توان برحسب توابع شود كه ميتعريف مي=−

  .را نوشتلگاريتمي و بصورت زير آن

)3-6             (                       

)1ln(sin

1012

01202
2

sin

21

22

2

zizizw

ezizXizXXXe

izeeizee
i

ee
wz

iwiw

iwwiiwiw
iwiw

−+−==

⇒=−+=⇒=−−⇒=

⇒=−−⇒=−−⇒
−

==

−

∆

−
−

  

  توان روابط زير را بدست آوردبه طريق مشابه مي

)3-7                      (

z

z
zzzz

zzz
zi

zii
zziziz

−

+
=−+=

++=
−

+
=−+−=

−−

−−−

1

1
ln

2

1
tanh,)1ln(cosh

)1ln(sinh,ln
2

tan,)1ln(cos

121

21121
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  سومهاي بخش تمرين

 .هاي حقيقي و موهومي هر يك از توابع نمايي زير را محاسبه كنيدقسمت 3-1

23

)))) 2 zzzz
eDeCeBeA

−−− π 

−>1ها  كه به ازاي آن zمقادير تمامي  3-2 zeاست را تعيين كنيد. 

iمقدار اصلي  3-3
iرا محاسبه كنيد . 

)مقدار اصلي  3-4 ) i
i

π+
−

3
 .را محاسبه كنيد25

 .معادلات زير را حل كنيد 3-5

43

24

5

4

2ln)
2

3
2ln)3coshsin)3)

03)2cos)sinh))062)

π
i

z

zz

ezIizHzGeF

ieeEzDizCizBizA

=−−===

=+====+−
  

  

 .يف مشتق در حساب حقيقي را بيان داريدتفاوت تعريف مشتق در حساب مختلط با تعر 3-6

 .تام هستند cosz و sinzآيا توابع . گويند ميتامتابعي كه در تمام صفحه مختلط تحليلي باشد را  3-7

zتفاوت عمده  3-8
e با x

eتر دهو بيان داريد چرا لگاريتم مختلط از لگاريتم طبيعي پيچي.  را بيان داريد

 .است

  .پذير باشد ولي در آن نقطه تحليلي نباشدآيا ممكن است تابعي در يك نقطه مشتق 3-9
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   نگاشت -4

)(),(),(تابع مختلط  yxivyxuzfw از نقطه نظر هندسي عملكرد اين تابع را  . را در نظر بگيريد==+

در نظر گرفت بدين ) (u,v)صفحه ( wبه صفحه ) ) x,y(صفحه (  zتوان بصورت يك نگاشت از صفحه مي

),(معنا كه تحت اين تابع مختلط يك نقطه مشخص مانند  00 yx از صفحهz  يك نقطه مشخص مانند به

),( 00 vuدر صفحه  w شوداي يك نگاشت گفته ميشود به چنين رابطهمنتقل مي.  

   1-4تعريف 

كند، در آن س هموار گذرنده از يك نقطه مشخص را حفظ مينگاشتي كه اندازه و جهت زاويه بين دو قو

  .گويندنقطه همديس مي

   1-4قضيه 

)( تحليلي باشد و 0zدر نقطه  f(z)اگر  0zf   .همديس است0zدر نقطه w=f(z) مخالف صفر باشد آنگاه تابع ′

  

   نگاشت خطي-4-1

azwت نگاش ai( يك عدد مختلط دلخواه مخالف صفر استa را كه =
eaa

را نگاشت خطي ) =∠

و دوراني aاين نگاشت انبساط يا انقباضي با اندازه . باشداين نگاشت همه جا تحليلي و همديس مي. گويند

  . دهد در جهت مثلثاتي بر روي تابع انجام مي∠aبه اندازه 

bazwنگاشت خطي  اعداد مختلط دلخواه مخالف صفر هستند علاوه بر انبساط يا انقباضي با  b و aكه =+

  .شوند ميb در جهت مثلثاتي سبب انتقالي به اندازه ∠aو دوراني به اندازه aاندازه 
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}نگاشت ناحيه ) 1-4(مثال  }
33

,21|
ππ

<<−<<= ArgzzzD را تحت رابطه w=-2z+iبيابيد .  

π) πi، دوراني به اندازه 2اين نگاشت انبساطي به اندازه
e22   .كندايجاد مي  iو انتقالي به اندازه )−=

  

  

   نگاشت تواني-4-2

nنگاشت 
zw اين نگاشت در همه جا . باشديك عدد طبيعي غير يك مي n را نگاشت تواني گويند كه =

θiبا فرض . باشدتحليلي بوده و غير از مبداء در تمام صفحه مختلط همديس مي
rez ϕi و =

w Re=درايم.  

)4-1                                                                       (( )




=

=
⇒==⇒=

θϕ
θθϕ

n

rR
errezw

n

innniin Re  

رسانده و شعاع حامل  nتوان نتيجه گرفت كه اين نگاشت فاصله هر نقطه تا مبداء را به توان از رابطه بالا مي

  .كندبرابر مي nنقطه را 

}نگاشت ناحيه ) 2-4(مثال }3010| <<= ArgzzD 33 تحت رابطه zew
i
π

  .را بيابيد=

برابر كرده و سپس به اندازه 3اين نگاشت ابتدا زاويه شعاع حامل هر نقطه را 
3

πدهددوران مي.  
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2حالت خاص اين نگاشت : نكته
zw باشد كه در فرم دكارتي بصورت  مي=

( ) xyiyxivuw 222 1در اين حالت نگاشت هذلولي . شود نوشته مي=+=−+

22 cyx ، خط −=

1cu 22 و نگاشت هذلولي = cxy 2cv ، خط =   .باشد مي=

2را تحت رابطه xy<1>1-نگاشت ناحيه ) 3-4(مثال
zw   . بيابيد=

  كندتبديل مي v=-2را به خط  xy=-1 و هذلولي v=2را به خط  xy=1اين نگاشت هذلولي 

  

  ام nنگاشت ريشه  -4-3

nنگاشت  zw θiكه با فرض . ام گويندn را نگاشت ريشه =
rez ϕi و =

w Re=داريم.  

)4-2                         (                                                           








=

=

⇒=⇒=

n

rR

erzw

n

n
i

nin

θ
ϕ

θ
ϕRe  

توان نتيجه گرفت كه اين نگاشت فاصله هر نقطه تا مبداء را به توان از رابطه بالا مي
n

 رسانده و شعاع حامل 1

  .كندتقسيم مي nنقطه را بر 

  

  

  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 ��

iziwصفحه فوقاني صفحه مختلط را تحت رابطه نگاشت نيم) 3-4(مثال   .بيابيد=−+−21

zw( اين نگاشت ابتدا ناحيه بالاي محور را به ربع اول انتقال داده  90سپس دوراني به اندازه منهاي ) 1=

  كندايجاد مي 2i-1درجه و انتقالي به اندازه 

  

  

   نگاشت كسري-4-4

نگاشت 
z

w
1

اين نگاشت در تمام صفحه مختلط به جزء مبداء تحليلي و .  را نگاشت كسري گويند=

θiكه با فرض . باشدهمديس مي
rez ϕi و =

w Re=داريم  

)4-3                                                                                 (    







−=

=
⇒=⇒= −

θϕ

θϕ
r

R
e

rz
w

ii

1
1

Re
1  

-دايره دروني بالاي محور را به نيماين نگاشت نقاط خارج از يك دايره را به نقاط ناصفر درون دايره و نيم

  كنددايره بيروني پايين محور تبديل مي
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  توان بصورت زير نشان داددر حالت كلي معادله يك دايره يا خط راست را مي

)4-4                (                                                                                  ( ) 022 =++++ DCyBxyxA  

خواهيم نگاشت يافته رابطه بالا را تحت رابطه حال مي
z

w
1

  . بيابيم=

)4-5                      (










+

−
=

+
=

⇒
+

−
+

+
=

+
=+⇒=⇒=

22

22

2222

111

vu

v
y

vu

u
x

vu

v
i

vu

u

ivu
iyx

w
z

z
w  

  تواند خط يا دايره باشدرسيم كه ميمي wبه رابطه زير در صفحه ) 4-4( بالا در با جايگزاري رابطه

)4-6                                                                                                  (( ) 022 =+−++ ACvBuvuD  

  توان نتايج زير را گرفتمي) 6-4(و ) 4-4(با استفاده از 

 باشد يعني دايره  از مبداء عبور نكند، آنگاه نگاشت آن تحت D≠0 و A≠0اگر ) 4-4(در •

رابطه
z

w
1

 .گذردشود كه از مبداء نمياي ميدايره=

دايره  از مبداء عبور كند، آنگاه نگاشت آن تحت  باشد يعني D=0 و A≠0اگر ) 4-4(در •

رابطه
z

w
1

 .گذردشود كه از مبداء نميخط راستي مي =

يعني خط راستي كه  از مبداء عبور نكند، آنگاه نگاشت آن   باشدD≠0 و A=0اگر ) 4-4(در •

تحت رابطه
z

w
1

 .گذردشود كه از مبداء مياي ميدايره=

آنگاه نگاشت آن  يعني خط راستي كه  از مبداء عبور كند،  باشدD=0 و A=0اگر ) 4-4(در •

تحت رابطه
z

w
1

 .گذردشود كه از مبداء مي خط راستي مي=
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تصوير خط ) 4-4(مثال 
2

1
+= xy به وسيله نگاشت 

z
w

1
  .را بيابيد=

)اي با رابطه طبق مباحث صورت گرفته دايره ) ( ) 211
22

=+++ vuشودمي.  

}نگاشت ناحيه ) 5-4(مثال }21,21| ≤≤≤≤= yxzD را تحت رابطه 
z

w
1

  . بيابيد=

) دايره x=1نگاشت خط  )
4

1
0

2

1 2

2

=++







− vu نگاشت خط ،x=2 دايره ( )

16

1
0

4

1 2

2

=++







− vu، 

) دايره y=1نگاشت خط  )
4

1

2

1
0

2

2
=








−++ vu و نگاشت خط y=2 دايره ( )

16

1

4

1
0

2

2
=








−++ vu 

باشد لذا نگاشت آن اشتراك چهار دايره بدست چون ناحيه داده شده استراك چهار خط مذكور مي. باشدمي

  .شد كه بصورت زير استباآمده مي
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  نگاشت خطي كسري -4-5

نگاشت 
dcz

baz
w

+

+
اين نگاشت در همه . نامند را نگاشت خطي كسري، تبديل دو خطي يا تبديل موبيوس مي=

جا غير از نقطه 
c

d
z −≠0 تحليلي و با فرض =− bcad در همه جا غير از نقاط ،

c

d
z . باشد همديس مي=−

توان چنين تصور كرد كه اين نگاشت نقطه مي
c

d
z  را به بينهايت و بينهايت را به نقطه =−

c

a
w  تبديل     =

  .كندمي

   2-4قضيه 

  .نگاردمي wهاي راست صفحه را بر دواير و خط zهاي راست صفحه تبديل موبيوس دواير و خط

  3-4قضيه 

 بر روي w=f(z)توان با يك و تنها يك تبديل خطي كسري  را همواره مي3zو 1z ،2zسه نقطه مجزا و مفروض 

  .شوداين نگاشت بطور ضمني با معادله زير مشخص مي.  نگاشت3w و 1w،2wسه نقطه مجزاي مشخص 

)4-7                                                                                           (
12

32

3

1

12

32

3

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww

−

−
×

−

−
=

−

−
×

−

−  

-ها بينهايت باشد صورت و مخرج شامل بينهايت ري با هم ساده ميiwها يا izدقت شود كه اگر يكي از مقادير 

  .كنيم

كند بصورت تبديل ميw>1 را به ناحيه z>1ترين تبديل موبيوس كه ناحيه توان نشان داد كه كليمي: نكته

10

0

−

−
=

zz

zz
ew

iaباشد كه ميa 10 عدد حقيقي و <zاست.  
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كند بصورت تبديل ميw>1 را به ناحيه Im(z)>0ترين تبديل موبيوس كه ناحيه توان نشان داد كه كليمي: نكته

0

0

zz

zz
ew

ia

−

−
)Im(0 عدد حقيقي و aباشد كه مي = 0 >zاست .  

2,0,2تبديل خطي كسري كه سه نقطه ) 6-4(مثال 321 ==−= zzz را به ترتيب بر روي سه نقطه 

8

3
,

4

1
, 321 ==∞= wwwنگارد را بدست آوريدمي.  

) 3-4(طبق قضيه : حل
42

1

+

+
=

z

z
wخواهد بود .  

  

  نگاشت ياكوفسكي  -4-6

نگاشت 
z

zw
1

تحليلي بوده  z=0اين نگاشت در تمام صفحه مختلط به جزء . گويندرا نگاشت ياكوفسكي مي=+

θiكه با فرض . باشدهمديس مي،  z=0,+1,-1و در تمام نقاط صفحه مختلط به جزء، 
rez ivuw و =   داريم=+

)4-8              (





















−=









+=

⇒







−+








+=+=+= −

)sin(
1

)cos(
1

)sin(
1

)cos(
111

θ

θ

θθθθ

r
rv

r
ru

r
ri

r
re

r
re

z
zw

ii  

  توان نتيجه زير را گرفته بالا به راحتي مياز رابط

)4-9                                                                                                                 (1
11

2

2

2

2

=









−

+









+

r
r

v

r
r

u  

  .كنديعني نگاشت ياكوفسكي دايره را به بيضي تبديل مي

خط بر روي محور حقيقي مابين منهاي دو و مثبت دو ، نتيجه نگاشت يك پارهz=1در حالت خاص : نكته

  .خواهد شد
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}نگاشت ناحيه ) 7-4(مثال }π≤≤≥= )(0,1,| zArgzzD 4 را تحت رابطه
1

z
zw   .بيابيد=+

  

  

    نگاشت نمايي  -4-7

zاين نگاشت بصورت 
ew به فرض . باشدو در تمامي صفحه مختلط تحليلي و همديس مي. شود مي تعريف=

iyxz ϕi و =+
w Re=داريم  

)4-10                                                                                                            (




=

=
⇒==

y

eR
eeew

x

iyxz

ϕ
.  

}نگاشت ناحيه) 8-4(ثالم }π≤≤≤≤= yxzD z را تحت رابطه |,0,20
ew   . بيابيد=

  

  

)تبديل يافته ناحيه ) 9-4(مثال )








≤≤=
4

0,|
π

zArgzD 2 را تحت رابطه

1

Zew   .بيابيد=
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   نگاشت لگاريتمي -4-8

zLnw)(اين نگاشت بصورت  zLnw)(با توجه به چند مقداري بودن تابع . شوديف مي تعر= ، در اين حالت =

  لذا داريم. باشدفقط مقدار اصلي مدنظر مي

)4-11                                                                                           (




=

=
⇒+==

θ
θ

v

Lnru
iLnrzLnw )(  

  .باشدهاي منفي تحليلي ميxامي صفحه مختلط غير از مبداء و نگاشت فوق در تم

  

    نگاشت سينوس -4-9

  شود و براي آن داريم تعريف مي w=sin(z)اين نگاشت بصورت 

)4-12                                               (ivuyxiyxiyxzw +=+=+== sinhcoscoshsin)sin(sin  

  . را ندارد-1 و 1ختلط ديگر محدوديت بين هاي مدقت شود كه سينوس و كسينوس با آرگومان: نكته

  . ها را محدود انتخاب كردxتابع سينوس متناوب بوده لذا در تمامي صفحه يك به يك نيست لذا بايست : نكته
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2حاصل ) 10-4(مثال
sin zرابيابيد .  

yxyxyxyxyxz
22222222222

sinhsinsinhcos)sinh1(sinsinhcoscoshsinsin +=++=+=  

تبديل يافته ناحيه ) 11-4(مثال








≥≤≤= 0Im,Re
2

| zzzD π
π را تحت رابطه zw cos−=بيابيد.  

   به سه مسير داريمDبندي ناحيهبا استفاده از روابط زير و تقسيم





=

∞→=
⇒





∞→

=





=

→−=
⇒








=

→





→∞=

=
⇒








→∞

=





=

−=
⇒+−=−=

0

1:cosh
:3

0:
:3

0

10:cos
:2

0

2
:

:2

0:sinh

0
:1

0:

2:1

sinhsin

coshcos
sinhsincoshcoscos

v

yu

y

x
path

v

xu

y

x
path

yv

u

y

x
path

yxv

yxu
yxiyxzw

π

π
π

π

  

  

  

     تبديلات متوالي-4-10

  توان بر حسب تبديلات ديگر بدست آورد براي مثالدر حالت كلي اكثر تبديلات را مي

)4-12          (                                                                         







=

+=
⇒+==

12

1

sin

2)
2

sin()cos(

ww

zw
zzw

π
π  
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)4-13                                                                     (













+−=

=

+=

⇒
+

−=
+

−
=

5.15.2

1

12

12

5.2
5.1

12

13

23

1

2

1

ww

w
w

zw

zz

z
w  

)4-14                                            (
1

1

1

1

cos

sin
)tan(

2

2

2

+

−
−=⇒

+

−
−=

+

−
−===

=

−

−

t

t
iw

e

e
i

ee

ee
i

z

z
zw

te

iz

iz

iziz

iziz zi

  

  .شوديعني نگاشت تابع تانژانت به يك نگاشت نمايي و بدنبال آن بك نگاشت موبيوس تبديل مي

توان براي ساير توايع مثلثاتي و هيپربوليك بر حسب توابع معرفي شده تبديلات مناسب را به همين صورت مي

  .بدست آورد

}تبديل يافته ناحيه ) 12-4(مثال }π≤≤≤= zzzD Im0,Re0| ت را تحت نگاشzw cosh=بيابيد.  

جايي كه از آن
2

1

cosh
z

z

e
e

z

+

zewهاي  لذا اين نگاشت را بصورت تركيبي از نگاشت= =1 ،

1

12

1

w
ww 23و =+

2

1
ww   .گيريم در نظر مي=
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  چهارمهاي بخش تمرين

}تبديل يافته ناحيه  4-1 }4Re1| ≤≤= zzD را با نگاشت w=-i3z+2i-3بيابيد . 

نگاشت ناحيه  4-2








<≤<<=
3

0,21|
π

ArgzzzD 2را تحت رابطه
zw   .بدست آوريد=

}نگاشت ناحيه  4-3 }02,1| 22 <<−= xyyxzD 2را تحت رابطه
zw   .بدست آوريد=

تبديل يافته ناحيه  4-4








≤≤≤≤=
4

0,21|
π

ArgzzzD 1 را با نگاشت
2

4 +−= z
i

wبيابيد .  

11تبديل يافته ناحيه محصور بين دو دايره  4-5 =−z 1و=− iz توسط 
z

w
1

  . را بدست آوريد=

تبديل يافته ناحيه  4-6








≤≤<=
24

,2|
ππ

ArgzzzD  توسط
z

w
1

  .وريد را بدست آ=

11تبديل يافته ناحيه محصور بين  4-7 ≤−z 1و≥+ yx  توسط
z

w
1

  . را بدست آوريد=

azدايره  4-8 تحت نگاشت  z از صفحه =
z

a
zw

2

 .شوداي تبديل ميبه چه ناحيه wدر صفحه =+

} تبديل يافته ناحيه 4-9 }30Im20,2Re1| ≤≤≤≤= zzzDرا تحت نگاشت z
ew  . بيابيد=

تبديل يافته ناحيه  4-10








≤≤≤=
2

Im0,0Re|
π

zzzDرا تحت نگاشت z
ew  . بيابيد=

==−=∞نگاشتي بيابيد كه سه نقطه  4-11 123 ,1,1 zzz1 به را سه نقطه,, 123 === ziwiwبنگارد .  

}افته ناحيه تبديل ي 4-12 }1Im1,Re0| ≤≤−≤= zzzD را تحت نگاشت iz
i

w +







−=

2
sin2

πبيابيد.  

تبديل يافته ناحيه  4-13








≤≤≤= zzzD Im0,Re
2

| π
π  را تحت نگاشت

z
w

cos

1
  .بيابيد=

تبديل يافته ناحيه  4-14








≤≤≤
−

= zzzD Im0,
2

1
Re

2

1
)را تحت نگاشت  | ) ziw πsin1+=بيابيد.  
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  هاي مختلط ري  س-5

  ها    دنباله-5-1

} نسبت داده شود، آنگاه اعداد nzعددي مانند  nاگر به هر عدد صحيح مثبت  },...,..., 21 nzzz يك دنباله را 

}دهند كه بصورت تشكيل مي }nzدنباله. شود نمايش داده مي{ }nz گويند هرگاهمگراهرا   

)5-1                                                                                                                                         (Azn
n

=
∞→

lim                                         

A   نامند ميواگرااي كه همگرا نيست را دنباله. باشد حالت كلي عددي مختلط ميرا حد دنباله فوق ناميم كه در.  

   1-5قضيه 

}دنباله  }nzبا nnn iyxz iYXA به =+ }هاي حقيقي هاي قسمت همگرا است اگر و فقط اگر دنباله=+ }nx به

X  و{ }ny بهY همگرا باشد.  

  1-5تعريف 

}دنباله  }nz گوييم هرگاه عددي مثبت مانند كراندار را M كهوجود داشته باشد طوري  

)5-2                                                                                                                  (       NnMzn ∈∀< ,                               

  .ناميمرا بيكران ميدار نباشد آناي كراناگر دنباله

   2-5قضيه 

  .هر دنباله همگرا كراندار است لذا هر دنباله بيكران واگراست
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  ها سري-5-2

}اگر  }nzناميمنگاه مجموع زير را سري نامتناهي يا سري مياي از اعداد مختلط باشد آ دنباله  

)5-3                                                                                                                           (∑
∞

=

++=
1

21 ...
i

i zzz  

  3-5قضيه 

nnnاگر  iyxz هاي حقيقي و  قسمت  گويند اگر و فقط اگر سريهمگرارا ) 3-5(آنگاه سري .  باشد=+

∑∑(موهومي آن 
∞

=

∞

= 11

,
i

i

i

i xy (همگرا باشد.  

   2-5تعريف 

  .نامند هرگاه سري زير همگرا باشد ميهمگرا مطلقرا ) 3-5(سري 

)5-4                                                                               (                                         ∑
∞

=

++=
1

21 ...
i

i zzz  

  .ناميم ميهمگراي مشروطرا ) 3-5(واگرا باشد آنگاه سري ) 4-5(همگرا ولي سري ) 3-5(اگر سري : توجه

  4-5قضيه 

0limهمگرا باشد آنگاه ) 3-5(هرگاه سري  =
∞→

n
n

zشود مي.  

  5-5ضيه ق

  .باشدهمگراي مطلق باشد آنگاه همگرا نيز مي) 3-5(هرگاه سري 

  

  

  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 ��

  هاي همگراييآزمون  -5-2-1

هاي همگرايي در حساب ديفرانسيل و انتگرال هاي همگرايي در مجموعه اعداد مختلط دقيقاً شبيه آزمونآزمون

  . باشدمي

  )آزمون مقايسه (6-5قضيه 

21...اگر به ازاي سري مفروض  ++ zz 21... بتوان سري همگراي ++ bb كه جملات آن حقيقي نامنفي هستند 

  متعلق به اعداد طبيعي داشته باشيم nطوري يافت كه به ازاي هر 

)5-5                                                                                                       (                                       nn bz <  

  .آنگاه سري مفروض مطلقاً همگرا خواهد بود

  )آزمون نسبت ( 7-5قضيه 

21...اگر براي سري مختلط  ++ zz 0 با≠nz)  براي تماميnداشته باشيم) هاي طبيعي  

)5-6                   (                                                                                                                  L
z

z

n

n

n
=+

∞→

1lim  

  آنگاه

   . L<1سري مطلقاً همگرا است اگر )          الف

   . L>1سري واگراست اگر  )          ب

  .دهدآزمون همگرايي و يا واگرايي را نتيجه نمياين  L=1به ازاي )            ج

  )آزمون ريشه ( 8-5قضيه 

21...اگر براي سري مختلط  ++ zz 0 با≠nz)  براي تماميnداشته باشيم) هاي طبيعي  

)5-7                                                                             (                                                        Lzn
n

n
=

∞→
lim  
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  آنگاه

   . L<1سري مطلقاً همگرا است اگر )          الف

   . L>1سري واگراست اگر  )          ب

  .دهداين آزمون همگرايي و يا واگرايي را نتيجه نمي L=1به ازاي )            ج

  

)ر مورد همگرايي سري د) 1-5(مثال  ) ( )n

n
n

n

i−
+

−
∑

∞

=

4
32

1

0
2

  . نظر دهيد

)(با استفاده از آزمون ريشه داريم :حل ) ( ) 1
4

17

34

4
lim4

32

1
lim

2
>=

+

−
=−

+

−
∞→∞→ n nn

n
n

n

n

n

i
i ( لذا سري فوق واگرا است.  

)در مورد همگرايي سري ) 2-5(مثال )
∑

∞

=

+

0 !

200100

n

n

n

iنظر دهيد .  

سري فوق همگرا است زيرا داريم  : حل
( )

0
1

200100
lim

!1200100

!200100
lim

1

→
+

+
=

++

+

∞→

+

∞→ n

i

ni

ni

nn

n

n
   

ناحيه همگرايي سري ) 3-5(مثال
n

n z

iz
∑

∞

=










+

−

0 1
  . رابيابيد

  با اعمال آزمون ريشه داريم: حل

                            
xyorxy

yxyx

ziz
z

iz

z

iz
n

n

n

−><−

⇒++<−+

⇒+<−⇒<
+

−
=

+

−
∞→

2222 )1()1(

11
11

lim
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∑ناحيه همگرايي سري  )4-5(مثال
∞

=

−

0

2

n

nz
eرابيابيد   

  با اعمال آزمون ريشه داريم: حل

                  
xyxyxy

ee

eeeeee

xy

xyxyixyxyixyz
n

nz

n

<⇒<⇒<−

=<

===⇒<=

−

−−+−−−

∞→

2222

0

22

0

1

.1lim

22

22222222

    

  

  

  هاي تواني   سري-5-2-2

سري تواني مهمترين . نامندآنگاه سري را سري تابع مي) zتابعي از متغير ( هاي يك سري متغير باشداگر جمله

0zzهاي سري تابع است كه برحسب توان   شود نمايش داده مي−

)5-8                       (                                               ( ) ( ) ( ) ...
2

020100

0

+−+−+=−∑
∞

=

zzazzaazza
n

n

n  

00اگر  =z آيدبدست مي) سري مك لورن( باشد حالت خاص سري تواني  

)5-9                                                                                                      (  ∑
∞

=

+++=
0

2

210 ...
n

n

n zazaaza  

  )همگرايي سري تواني ( 9-5قضيه 

01در نقطه ) 8-5(اگر سري تواني  zzz ، 0zاش از  كه فاصلهz همگرا باشد آنگاه اين سري به ازاي هر =≠

010( باشد 1zكمتر از  zzzz 02در نقطه ) 8-5(و اگر سري تواني . باشدهمگرا ميمطلقاً ) −>− zzz ≠= 
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020( باشد2z، بيشتر از 0zاش از  كه فاصلهzواگرا باشد آنگاه اين سري به ازاي هر  zzzz -واگرا مي) −≤−

  .باشد

  )انيشعاع همگرايي سري تو ( 10-5قضيه 

فرض كنيد دنباله 
n

n

a

a n يا +1
na كه در آن n=1,2,…   همگرا بوده و حد آنL صورتدر اين. باشد  

  . همگرا بوده و شعاع همگرايي آن بينهايت استzبه ازاي هر ) 8-5( باشد آنگاه سري تواني L=0اگر ) الف

)اگر ) ب ) 00 ≠> LL8-5(آدامار شعاع همگرايي سري تواني -شد آنگاه طبق رابطه كوشيبا (
L

R
1

= 

Rzz كه در zبوده و سري براي تمامي مقادير <−  كه در zكنند همگرا و براي تمامي مقادير صدق مي0

Rzz >− Rzz شعاع همگرايي، دايره  راRصورت در اين. باشدكنند واگرا مي صدق مي0 =−  را دايره 0

Rzzهمگرايي و قرص  <−   .نامند را قرص همگرايي مي0

  11-5قضيه 

حاصل شده است، سري مشتق سري تواني ) 8-5(سري تواني زير را كه از مشتق جمله به جمله از سري تواني 

  .همگرايي سري تواني اصلي برابر استنامند كه شعاع همگرايي آن با شعاع مي

)5-10                                                                                     (( ) ( ) ...2 021

1

0

1

+−+=−
−

∞

=

∑ zzaazzna
n

n

n  

  12-5قضيه 

حاصل شده است داراي شعاع همگرايي ) 8-5(سري تواني زير را كه از انتگرال جمله به جمله از سري تواني 

  .باشدابر با شعاع همگرايي سري تواني اصلي ميبر

)5-11                                                                     (( ) ( ) ( ) ...
21

2

0
1

00

1

0

0

+−+−=−
+

+
∞

=

∑ zz
a

zzazz
n

a n

n

n  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 �	

  13-5قضيه 

مشتقات . دهددر داخل دايره همگرايي خود، تابعي تحليلي را نمايش مي R>0هر سري تواني با شعاع همگرايي 

آيد لذا داراي شعاع همگرايي برابر با سري اصلي گيري جمله به جمله از سري اصلي بدست ميبع با مشتقاين تا

  .باشدمي

  .هاي تواني زير را مشخص كنيدمركزهمگرايي و دايره همگرايي سري) 5-5(مثال

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

∑ ∑
∞

=
∞→

∞

=
∞→

∞

=

<+=⇒=
+

+
=⇒+

<−=⇒==⇒







−=−

0
3

3

3

0 0

27

1
,

27

1
27

!3)!1(

!!33
lim

!

!3

3

1

3

2
,

3

1
33lim

3

2
323

n
n

n

n

n n

n

n

n

nn

izR
nn

nn
Liz

n

n

zRLziz

ππ

  

  

  )سري تيلور (14-5قضيه 

0zz و تحليلي بوده D در ناحيه f(z)فرض كنيد  باشد در اين صورت يك و تنها يك سري تواني  Dاي در  نقطه=

  .دهنداين سري را سري تيلور ناميده و بصورت زير نمايش      مي. دهدنشان مي را f(z)وجود دارد كه0zبه مركز 

)5-12                                              (          ( ) ,...2,1,0,)(
!

1
,)( 0

)(

0

0 ==−=∑
∞

=

nzf
n

azzazf
n

n

n

n

n  

00در سري تيلور اگر  =zلورن بعضي از توابع در زير بسط مك. گرددلورن حاصل مي قرار دهيم بسط مك

  .و بهتر است به خاطر سپرده شوند. آيدبدست مي) 12-5(ها را براحتي با اين بسط. مقدماتي مهم آمده است

)5-13         (                                                                                               1,
1

1

0

<=
−

∑
∞

=n

n
zz

z
  

)5-14                                                                                                          (∞<=∑
∞

=

z
n

z
e

n

n
z ,

!0
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)5-15                                                                                   (( )
( )

∞<
+

−=∑
∞

=

+

z
n

z
z

n

n
n

,
!12

1sin
0

12

  

)5-16                                                                                       (( )
( )

∞<−=∑
∞

=

z
n

z
z

n

n
n

,
!2

1cos
0

2

  

)5-17                     (                                                                    
( )

∞<
+

=∑
∞

=

+

z
n

z
z

n

n

,
!12

sinh
0

12

  

)5-18                                                                                               (
( )

∞<=∑
∞

=

z
n

z
z

n

n

,
!2

cosh
0

2

  

  .ت آوريدلوران توابع زير را بدسسري مك) 6-5(مثال

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
1,

1

1

1

1
)(

1,
12

11
1

)(tan)(

1,1)(
)(1

1

1

1
)(

1,
1

11
1

)1()(

1,1
)(1

1

1

1
)(

1

1

0
2

0

12

0

2

2

1

0

2

0

2
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0 0

1

00
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′









=

′










−
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−
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<
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<
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=
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=

∞

=

+

∞

=

∞
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znzz
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zf

z
n

z
dzz

z
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z
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z
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n
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n
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n
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n
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بسط تيلور تابع )  7-5(مثال
z

zf
1

)(   .بنويسيد z=1 را حول =

( ) ( )∑
∞

=

<−−−=
−+

==
0

11,11
)1(1

11
)(

n

nn
zz

zz
zf  
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بسط تيلور تابع ) 8-5(مثال
z

zf
43

2
)(

−
  .بنويسيد z=2 را حول =

( ) ( ) ( ) ( )
4

5
2,2

5

42
12

5

4
1

5

2

)2(
5

4
1

1

5

2

)2(45

1
2

8)2(43

1
2

43

2
)(

0
1

1

0

<−−






 ×
−=−








−−

=









−+

×−=
−−−

×=
−−−

×=
−

=

∑∑
∞

=
+

+
∞

=

zzz

z
zzz

zf

n

n
n

n
nn

n

n

n

  

   15-5قضيه 

)ري تواني س )n

n

n zza 0

0

−∑
∞

=

rzzاي   در هر قرص دايرهR>0 با  <−   .همگراي يكنواخت است r<R با 0

  2-5تعريف 

)(0 گويند اگر f(z) را صفر تابع تابع D متعلق به0zتحليلي باشد نقطه  Dدر  f(z)اگر تابع  0 =zfباشد .  

   2-5يف تعر

)را كه  nباشد، كوچكترين عدد صحيح  f(z) يك صفر تابع 0zفرض كنيد  ) 0)( 0 ≠zf
nباشد را مرتبه صفر f(z)  

  .ناميممي

)(2مرتبه صفر ) 9-5(مثال zzf   . را بيابيدz=0 در =

)0(02باشد چون داراي مرتبه دو مي ≠=′′fاست .  

  3-5تعريف 

0zzنقطه  اما در همسايگي آن نقطه تابع تحليلي .  در آن نقطه تحليلي نباشدf(z ( گويند هرگاه تابعنقطه تكينرا =

0zzنقطه . بندي نمودتقسيم) انباشته (تكين غيرتنها و تكين تنهاتوان به دو دسته است نقاط تكين را مي نقطه  را =

      در برخي مواقع ملاحظه .  باشدf(z)هاي ديگر از  گويند هرگاه داراي يك همسايگي بدون تكينتكين تنها
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گردد كه تابع داراي بينهايت نقطه تكين است كه همگي در حال نزديك شدن يا انباشته شدن بر روي يكي از مي

  .گويندمي) انباشته(تكين غيرتنهاباشند، چنين نقطه تكيني را اصطلاحاً نقاط تكين مي

  4-5تعريف 

)اي يافت شود كه حاصل حد mنامند هرگاه   ميmقطب مرتبهرا يك 0z نقطه تكين تنها ) )(lim 0
0

zfzz
m

zz
−

→
 را 

  .نامند ميf(z)تابع  تكين اساسيرا 0z نقطه تكين تنهاموجود و مخالف صفر كند و در غير اين صورت 

  

  .ها را تعيين كنيدنقاط تكين و نوع آن) 10-5(مثال

تابع ) الف
7

3

1
)(

z

e
zf

z−
باشد چون  مي4نوع قطب مرتبهداراي تكين تنها از  z=0 در =

01
3

3
lim

1
lim)(lim

2

2

030

4

0

33

≠−=
−

=
−

=
→→→ z

ez

z

e
zfz

z

z

Hz

zz
  .است

تابع ) ب

z

zf
1

sin

1
)( ..., داراي نقاط تكين =

3

1
,

2

1
,

11

ππππ
±±±==

k
z و z=0  است چون در تمامي اين

 است چون ساير نقاط تكين تنها تكين غير تنها z=0نقطه . باشدنقاط تابع تحليلي نمي

,...
3

1
,

2

1
,

11

ππππ
±±±==

k
z به سمت انباشته شدن بر z=0 كنندحركت مي.  

∑تابع ) ج
∞

=









==

0

1
1

!

1
)(

n

n

z

zn
ezf در z=0  است چون هيچ ين اساسيتكداراي تكين تنها از نوع m اي يافت

)شود كه حاصل نمي ) zm

zz
ez

1

0lim
0

−
→

  . را موجود و غيرصفر كند
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تابع ) د
z

z
zf

sin
)( طوري تعريف  z=0را در  f(z)توان تابع  است چون مينقطه تكين برداشتني داراي z=0 در =

را بصورت   f(z)ايست كرد كه تابع در آن نقطه تحليلي گردد براي اين منظور ب







=

≠
=

0,1

0,
sin

)(

z

z
z

z

zf  

  .تعريف كرد

  

 باشد تكين تنهااما چنانچه نقطه مذكور .  تحليلي نباشد در آن نقطه بسط تيلور نخواهد داشت0z در f(z)اگرتابع 

  .هاي زير استژگيكه داراي وي.  را نوشتنام بسط لورانتوان براي تابع حول نقطه مذكور بسطي به مي

)بالاترين توان منفي  • )0zz كند و اگر بالاترين توان را مشخص مي0zاگر موجود باشد، مرتبه قطب −

 .است f(z)تكين اساسي تابع 0zمنفي موجود نباشد به اين معني است كه 

ضريب جمله  •
0

1

zz −
0zz در f(z)تابع  مانده) 1b( اگر موجود باشدf(z)تابع   در بسط لوران - ناميده مي=

  شود

  )قضيه لوران (16-5قضيه 

را  f(z)ها تحليلي باشد آنگاه تابع  در طوق بين آنو 0zبه مركز2Cو 1Cالمركز روي دو دايره متحد f(z)اگر تابع 

  توان با سري لورانمي

)5-19                                   (( )
( )

( ) ......)(
0

1
010

0 1 0

0 +
−

++−+=
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+−=∑ ∑
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∞

= zz

b
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zz

b
zzazf

n n
n

nn

n   

  .توان از رابطه زير محاسبه نمودنمايش داد كه ضرايب سري را مي
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)5-20                                           (                                                               ( )

( )∫

∫

−
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−
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C

n
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C
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dzzfzz
i

b

dz
zz

zf

i
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)(
2

1

)(

2

1

1

0

1

0

π

π
  

 قرار دارد و دايره داخلي را در جهت خلاف 2Cو 1Cمسير بسته دلخواهي است كه در طوق مابين دو دايره Cكه 

  .زندهاي ساعت دور ميعقربه

  .هاي زير توجه كنيدشود براي آشنايي با اين امر به مثالاستفاده نمي) 20-5(ي محاسبه سري لوران معمولاً از برا

  

سري لوران تابع ) 11-5(مثال








+
+=

2

1
sin)3()(

z
zzf را حول z =-2بدست آورده و مانده را مشخص كنيد   

  با استفاده از بسط سينوس داريم: حل
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n

  

11 مقدار z=-2لذا مقدار مانده تابع حول  =bباشد مي.  

zezzfسري لوران تابع ) 12-5(مثال

1

2)(   . را به مركز صفر بيابيد و مانده را مشخص كنيد=

  با استفاده از بسط تابع نمايي داريم: حل

...!3

1

!2

11

!

1
)(

0

22

1

2 ++++=







== ∑

∞

= z
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zezzf

n

n

z  

مقدار مانده 
6

1

!3

1
  .باشد مي=
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سري لوران تابع ) ) 13-5(مثال
z

e
zf

z

−
=

1
)(

1

  . را به مركز صفر بيابيد و مانده را مشخص كنيد

با استفاده از بسط مكلورن تابع نمايي و تابع : حل
z−1

  . داريم1

...

...)
!3

1

!2

1

!1

1
(
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!3

1

!2

1

!1

1
1(
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1...)(1(
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1

1

1
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= ∑∑
∞
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∞
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zz

e
zf

n
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n
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(...مقدار مانده 
!3

1

!2

1

!1

1
(   .باشدمي+++

بسط لوران تابع ) 14-5(مثال
)2)(1(

1
)(

−−
=

zzz
zf را حول z=2بدست آوريد .  

  با استفاده از تجزيه به كسرهاي جزئي داريم

( ) ( ) ( ) 120
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1
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رايي سري نيز نوشته شود در بهتر است شرط همگ. در صورتي كه سري لوران يك تابع خواسته شده باشد: توجه

اگر در صورت سؤال شرط همگرايي قيد . شودمثال قبل فقط در ناحيه همگرايي بدست آمده سري همگرا مي

  .اي بازنويسي نمود كه قيد خواسته شده حاصل گرددشده باشد بايست مسأله را به گونه
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221سري لوران مثال قبل را در ناحيه ) 15-5(مثال <−< z حول z=2بدست آوريد .  
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( ) ( ) 221
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  هاي محاسبه مانده  روش-5-3

باشد اما چنانچه  استفاده از سري لوران مي0zاگر چه يك راه حل هميشگي براي يافتن مانده تابع در نقطه تكين 

0z سادگي مانده را تعيين نمودهاي زير و بهتوان با روشاشد مي بيك نقطه تكين تنها از نوع قطب.  

  توان بصورت زير حساب كرد را مي0z در f(z) باشد آنگاه مانده f(z) يك قطب مرتبه اول تابع 0zاگر ) الف

)5-21                                                    (            ( ) ( ) )()(lim)(Re|)(Re 00
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0
zfzzzfszfsidual

zz
z −==

→
  

 يك قطب مرتبه اول تابع 0zاگر ) ب
)(

)(
)(

zQ

zP
zf )(0 باشد و = 0 ≠zPباشد داريم  

)5-22                                                                                               (( )
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zz ′
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   باشد داريمf(z)تابع  m يك قطب مرتبه 0zاگر ) ج

)5-23                                                                   (( ) ( )[ ]
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مانده تابع ) 16-5(مثال
)4)(1(

32
)(

2 +−

+
=

zz

z
zf را در نقطه تكين z=2iست آوريد بد.  

  .   توان از الف يا ب استفاده كرد يك قطب ساده است لذا براي محاسبه مانده ميz=2i چون نقطه: حل

)                الف
)4)(12(
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مانده تابع )  17-5(مثال
z

z
zf

sin

cos
)(   . بدست آوريدz=0  را در=

)0cos(01چون   است لذا =≠
( )

1
)sin(

)cos(
lim))0((Re

0
=

′
=

→
z

z
fs

z
  . است

مانده تابع ) 18-5(مثال
4)12(

3sin
)(

+
=

z

z
zf را در 

2

1−
=zبدست آوريد .  

نقطه تكين 
2

1−
=z است لذا4 قطب مرتبه   
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 نقطه تكين تابع 0zگر ا: نكته
)(

)(
)(

zQ

zP
zf )()(0كه   باشد بطوري= 00 =′= zQzQ 0 و)( 0 ≠′′ zQ و 

0)( 0 ≠zP باشد آنگاه براي محاسبه مانده تابعf(z) 0 درzتوان از رابطه زير استفاده نمود مي.  
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مانده تابع )  19-5(مثال
( )1

1
)(

−
=

z
ez

zf را در z=0بدست آوريد .  

2

1
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مانده تابع ) 20-5(مثال
1

1
sin
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−

=
z

zzfدر نقاط تكين آن تعيين كنيد را .  
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  پنجمهاي بخش تمرين

 .هاي تواني زير را تعيين كنيدمركز و شعاع همگرايي هر يك از سري 5-1
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 .ها را تعيين كنيدلورن توابع زير و شعاع همگرايي آنسري مك 5-2

) الف
51

1

z−
)2sin()                          ب 2zج                         (
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34152
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بسط لوران تابع  5-3

2

1
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−

−
=

z

z
zfرا در نواحي زير بدست آوريد  

)      الف        
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1
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1
>zج                            ( 

4

1

4

1
<−z  
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بسط لوران تابع  5-4
1

1
)(

2 −
=

z
zf 21 را در ناحيه >−zبدست آوريد. 

 

سري لوران تابع  5-5
π−

=
z

z
zf

sin
). ( بنويسيدπ=z را حول )( ) )sin()(sin)sin( πππ −−=+−= zzz( 

 

 .ها را در توابع زير مشخص كنيدنقاط تكين و نوع آن 5-6
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 .ها بدست آوريدمقدار مانده هر يك از توابع زير را در نقاط تكين آن 5-7
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    انتگرال مختلط -6

هاي مختلط با انتگرال. باشدهاي مختلط مييكي از مباحث جالب و قابل توجه در مطالعه فضاي مختلط، انتگرال

هاي علاوه بر اين از انتگرال. توجه به وجود قضاياي مربوط به آن به سادگي قابل حل بوده و كاربرد فراواني دارند

هاي مختلطي كه انواع انتگرال. هاي حقيقي و مثلثاتي استفاده نمودتوان براي محاسبه بعضي از انتگرالمختلط مي

  .باشدگردد به شرح زير ميدر اين بخش معرفي مي

∫هاي مختلط به فرم انتگرال) لفا
C

dzzf )( )C كه در دو حالت زير  مورد بررسي قرار مي) يك كانتور باز است-

  گيرند 

• f(z) تحليلي است كه در اين صورت انتگرال به مسير بستگي ندارد. 

•  f(z)  تحليلي نيست كه در اين صورت انتگرال را به زير مسيرهايي برحسبx ،y،  r،θ ياt 

 .كنيمتقسيم نموده و همانند انتگرالهاي حقيقي با آن برخورد مي

∫هاي مختلط به فرم انتگرال) ب
C

zf   .شوند كه به دو دسته زير تقسيم مي)(

• f(z)  در داخل و روي كانتورC گورسا -صورت طبق قضيه كوشيباشد كه در اينتحليلي مي

 .شودگردد حاصل انتگرال صفر مياقباً بيان ميكه متع

باشد كه با قضيه مانده حاصل انتگرال تحليلي نمي Cدر تعدادي نقاط محدود در  f(z)تابع  •

 .شودمحاسبه مي

هاي مختلط جايگزين محاسبه ها را با انتگرالتوان حاصل آنهاي حقيقي يا مثلثاتي خاصي كه ميانتگرال) ج

  .نمود
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  رال روي خط در صفحه مختلط  انتگ-6-1

. گيردگيري صورت ميدر صفحه مختلط انتگرال Cدر انتگرال روي خط مختلط، در طول يك منحني مانند 

  . نامندگيري ميگيرد مسير انتگرالگيري انجام ميرا كه بر آن انتگرال Cمنحني 

  توان بصورت گيري را ميهر مسير انتگرال

)6-1                     (                                                                                                         )()()( tiytxtz +=  

  .يك پارامتر حقيقي است tنمايش داد كه در آن 

  1-6تعريف 

  . گويند هرگاه در هر نقطه داراي مشتقي پيوسته و غيرصفر باشدهمواررا  Cمنحني 

  2-6تعريف 

 گويند هرگاه از تعداد متناهي منحني هموار كه از انتها به هم وصل شده باشند، تشكيل اي هموارتكهرا  Cمنحني 

  .شده باشد

  3-6تعريف 

  .مسيري است كه خود را قطع نكند و بر خودش مماس نيز نباشدمسير بسته ساده 

  4-6تعريف 

بطور كلي ناحيه داخل يك . باشد Dفقط شامل نقاط  Dه ساده در  گويند اگر هر مسير بستهمبند سادهرا  Dناحيه 

  .همبند ساده است... منحني بسته ساده مانند دايره،مربع يا 

  5-6تعريف 

  گويند ميهمبند چندگانهاي كه همبند ساده نباشد را ناحيه
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  )گيري با استفاده از مسيرانتگرال ( 1-6قضيه 

z=z(t) ، btaكه با اي هموار باشد يك مسير تكه Cهرگاه   يك تابع پيوسته f(z) ، نمايش داده شده باشد و ≥≥

  . باشد آنگاه داريمCبر 

)6-2                                                                                                               (( ) dttztzfdzzf
C

b

a

)()()( &∫ ∫=  

  ساسي انتگرال روي خطسه خاصيت ا

]گيري يك اپراتور خطي است يعني            انتگرال • ] dzzfbdzzfadzzbfzaf
CCC

)))()( 2121 ∫∫∫ +=+  

∫ تبديل كنيم داريم                     2Cو 1C را به دو زيرمسير Cاگر  • ∫∫ +=

1 2

)()()(
C CC

dzzfdzzfdzzf 

 .شوديم حاصل انتگرال در يك منها ضرب ميگيري را عوض كناگر جهت انتگرال •

C ،Mzfعدد حقيقي باشد كه در هر نقطه از  Mو  Cطول منحني مسير  Lاگر  • باشد آنگاه )(≥

MLdzzf
C

≤∫  .باشد مي)(

)حاصل انتگرال) 1-6(مثال )∫ +
C

dzzz
20,2 كه بصورت Cرا روي كانتور باز 2 ≤≤= xxy تعريف شده 

  .است را محاسبه كنيد

:                                                             حل
( ) ( )

( ) ∫∫ ∫

∫∫

+=+−++

=+−++=+
=

2

0

2

0

2

0

2222

22

)()()(()(

)()()(

2

dxxgidxxfixxdixxixx

iyxdiyxiyxdzzz
xy

CC  

  .باشدهاي حقيقي قابل حل ميكه به راحتي همانند انتگرال
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)حاصل انتگرال ) 2-6(مثال )∫ +
C

dzzzz
  .را روي مسير زير محاسبه كنيد2

 با توجه به مسير داريم     






=

>>=
θ

θ θπ
i

i

iedz

ez     لذا داريم                             0

( ) ( )
3

8

3

1
)()(1

0

3

0

3

0

22 =+=+=+=+ ∫∫∫
π

θθθ

π

θθ

π

θ θθ iiiiii

C

eedieiedieedzzzz  

)حاصل انتگرال) 3-6(مثال )∫ +
C

dzzz
  . را روي مسير داده شده بيابيد2

با توجه به مسير داريم















=→>>=

=→<<+=

=→<<=

=→<<=

=

dredzrrezC

idydzyiyzC

dxdzxxzC

diedzezC

z

ii

ii

44
4

3

2

1

05,:

40,3:

32,:

22
2

3
2:

ππ

θθ θπθ
π

             

 لذا داريم 

( )

( ) ( ) ( ) idrereeridyiyiydxxxdieee

dzzz

iii
iii

C

3

8
2)(3)3()2(24 4

0

5

422

4

0

2

3

2

2

0

2

3

2

2

−=









+++++++++

=+

∫∫∫∫

∫
πππ

θ

π

θθ θ

  .شودهاي حقيقي محاسبه ميكه به راحتي و همانند انتگرال
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  )گيري نامعين توابع تحليليانتگرال (2-6قضيه 

وجود دارد، يعني تابع  Dدر دامنه  f(z)امعيني از تحليلي باشد آنگاه انتگرال ن D در دامنه همبند ساده f(z)هرگاه 

)()(كه  وجود دارد طوريF(z)تحليلي مانند  zfzF  را 1z و 0zكه دو نقطه  Dدر  Cو براي هر مسير . است′=

  كند داريمبهم وصل مي

)6-3                                 (                                                                              )()()( 01

1

0

zFzFdzzf

z

z

−=∫  

  .صفحه مختلط را بكار برد Dتوان به جاي تام باشد مي f(z)اگر : نكته

ط به نقاط ابتدايي   بوده و فقمستقل از مسير در دامنه خود تحليلي باشد آنگاه انتگرال روي خط آن f(z)اگر  : نكته

  .و انتهايي مسير بستگي دارد

  

  .هاي زير را محاسبه كنيدحاصل انتگرال) 5-6(مثال

iiizzdzB

eeeedzeA

i

i

i

i

ii

i
zi

i

z

097.23)sinh(2)sin(2sincos)

022) 22

3

4

38

8

2

38

8

2

====

=







−==

∫

∫

−
−

−
−

+

−

+

ππ
π

π

π

π

πππ

π

π

π  

  .را دوباره حل كنيد) 3-6(مثال) 2-6(با اعمال قضيه) 7-6(مثال

  تحليلي است لذا انتگرال آن مستقل از مسير بوده و به مسير بستگي ندارد f(z)چون تابع 

                                                                                 ( ) ( ) i
zz

dzzzdzzz

iiC
3

8
2

23

0

2

230

2

22 −=+=+=+
−−

∫∫ 
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    قضيه انتگرال كوشي-6-2

  ) گورسا -قضيه انتگرال كوشي يا قضيه كوشي ( 3-6قضيه

  داريم Dواقع در  Cآنگاه به ازاي هر مسير بسته ساده تحليلي باشد  Dدر دامنه كراندار همبند ساده  f(z)هرگاه 

)6-4                                                                                                                                      (0)( =∫
C

dzzf  

  

∫براي هر مسير بسته ساده حاصل ) 6-6(مثال ∫ ∫ ∫ ====
C C C C

nz
dzzzdzzdzdze 0sincosشود  صفر مي.  

)هاي حاصل انتگرال) 7-6(مثال  )∫
=−

−
Rzz

n
dzzz

0

 و 0
( )∫

=− −Rzz

n
dz

zz
0 0

متعلق به اعداد طبيعي است را   n كه 1

  .بدست آوريد

)با توجه با تحليلي بودن تابع  )n
zz Rzz در −0 =−   . حاصل انتگرال صفر استگورسا-و طبق قضيه كوشي0

با توجه به تحليلي نبودن تابع 
( )n

zz 0

1

−
Rzz در  =−   . داريم0

( )
( )





=

≠
===

−

⇒=⇒<<+=

∫∫∫
−−

=−

∆

12

10
Re

11

Re20Re

2

0

)1(1

2

00

0

0
ni

n
deiRdi

eR
dz

zz

didzzz

nini

inn

Rzz

n

ii

π
θθ

θπθ
π

θθ
π

θ

θθ

  

∫حاصل انتگرال ) 8-6(مثال 
=−− −

+

121

23 2

1

iz

dz
zz

zرا بدست آوريد.  

  .شودال صفر ميگيري جواب انتگربا توجه به تحليلي بودن تابع در ناحيه انتگرال

∫حاصل انتگرال ) 9-6(مثال
=+










−
+

2

1
2 )1(

1
cos

iz

dz
zz

zرا بدست آوريد.  

  .شودگيري جواب انتگرال صفر ميبا توجه به تحليلي بودن تابع در ناحيه انتگرال
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  )مستقل از مسير ( 4-6قضيه 

  .سير استمستقل از م Dدر  f(z) باشد آنگاه انتگرال تحليلي Dدر دامنه همبند ساده  f(z)هرگاه 

گورسا -باشد آنگاه طبق قضيه كوشي D زير يك مسير بسته در Cتحليلي باشد و مسير Dدر ناحيه  f(z)فرض كنيد 

  داريم            

)6-5                                         (∫ ∫∫ ∫ ∫ =⇒+==
− 1 21 2

)()()()(0)(
C CC C C

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzf  

  

  )هاي همبند چندگانهقضيه براي دامنه ( 5-6قضيه 

,,..., بر روي كانتورهاي f(z)اگر تابع  21 CCCو نقاط هاشورخورده در شكل زير تحليلي باشد آنگاه داريم   

)6-6                                                                                                                                (0)(
...21

=∫
+++ CCC

dzzf  
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   5-6تيجه قضيه ن

12 بر روي f(z)اگر  ,CCها تحليلي باشد داريمو ناحيه هاشورخورده مابين آن  

)6-7                                                                                      (∫∫ ∫ =⇒=
− 221 1

)()(0)(
CCC C

dzzfdzzfdzzf  

  

  

  )فرمول انتگرال كوشي ( 7-6قضيه 

 را 0z كه  D در C و هر مسير بسته ساده 0zتحليلي باشد آنگاه به ازاي هر  D در ناحيه همبند ساده f(z)كنيد فرض 

  در بر بگيرد، داريم

)6-8                                                                                         (                            )(2
)(

0

0

zfidz
zz

zf

C

π=
−∫  

  )مشتقات يك تابع تحليلي ( 8-6قضيه 

اي داراي مشتق است كه همه اين از هر مرتبه D در f(z) باشد آنگاه تحليلي D در ناحيه همبند ساده f(z)فرض كنيد 

  عبارتند از D از 0zاي مانند در نقطه f(z)مشتقات تابع . تحليلي هستند Dمشتقات نيز در 

)6-9                                  (

( )

( ) ( ) !

)(
2

)(

3

)(

2

!2
)(

)(

2

1
)(

0

)(

1

00

0

2

0

0

n

zf
idz

zz

zf
dz

zz

zf

i
zf

dz
zz

zf

i
zf

n

C

n

C

C

π
π

π

=
−

⇒















−
=′′

−
=′

∫∫

∫
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∫حاصل انتگرال ) 10-6(مثال
=−

−
3

)cos(

π π
z

z

zرا بدست آوريد.  

πππ.                                         با استفاده از فرمول انتگرال كوشي داريم: حل
ππ

2cos2
)cos(

3

ii
z

z

z

−==
−∫

=−

  

∫حاصل انتگرال )  )11-6(مثال
=2z

z

dz
z

e          را بدست آوريد  

ππ.                                                        با استفاده از فرمول انتگرال كوشي داريم: حل 22 0

2

ieidz
z

e

z

z

==∫
=

  

∫حاصل انتگرال ) 12-6(مثال −

+

C

dz
zz

z
23

را  به ازاي دو مسير 13
2

1
=z2 و=z          بدست آوريد   

  :حل

 براي مسير 
2

1
=z                داريم       π

π
8

1

13

!1

21

13

)1(

13

0
2

1
22

i
z

zi
dz

z

z

z

dz
zz

z

z
C

z

−=

′










−

+
=










−

+

=
−

+

==

∫ ∫  

∫ داريم   z=2براي مسير  ∫∫∫
= ==

=+−=
−

+−−=
−

+

2 22

22
0)2(4)2(40

1
44

)1(

13

z zzC

ii
z

dz

z

dz

z

dz
dz

zz

z
ππ  

∫حاصل انتگرال  )13-6(مثال
=−

−

+

3

1

2

2

2

)2(

)1(

i
z

dz
iz

zLnرا بدست آوريد  

)1(تابع : حل 2zLn   ) تحليلي نيست كه بيرون مسير استz=iدر (  درون و روي مسير تحليلي است +

3

2
)1(

4

1

!1

2

)
2

(

)1(
4

1

)2(

)1(

2

2

3

1

2

2

2

3

1

2

2

2 ππ
−=

′









+=

−









+

=
−

+

==−=−

∫∫
i

z
i

z
i

z

zLn
i

dz
i

z

zLn

dz
iz

zLn  
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  ششمهاي بخش مرينسري اول ت

∫انتگرال مختلط  -1
C

dzzf  . را در حالات زير محاسبه كنيد)(

)()Re()           الف zzf   . دايره واحد در جهت خلاف عقربه ساعتC و =

)()Im()           ب 2zzf   .و در جهت خلاف عقربه ساعت i,1,-1,0 كران مربعي به رئوس Cو  =

zzf)           ج    . i  تا i– پاره خط از  يكC و )(=

zzf)            د   .كند وصل ميi  را به i– دايره واحد واقع در سمت چپ محور موهومي كه C و )(=

zzf)           ه   .كند وصل ميi  را به i– دايره واحد واقع در سمت راست محور موهومي كه C و )(=

  .را با هم مقايسه و تفسير كنيد) ه(و ) د(، )ج(هاي قسمتجواب )          و

 .هاي زير را بدست آوريدحاصل انتگرال -2

( )

( )
( )∫∫ ∫∫

∫∫∫∫

=
=

=

=−=+=−
=−

−−
−

++−

2

2

42

2

3
2

2

3

32

1

2

1

2

35

3

1
2

3
)

1

tan
))1)

1
)

1
)

4
)

sinh
)

z

i

i
z

z

z

izizz
iz

dz
iz

z
H

z

z
Gdz

z

e
FdzzE

z

dz
D

z

dz
Cdz

z

Lnz
B

z

dz
A

π

  

)حاصل انتگرال  -3 )dzzz
C

∫ + ) و 22 )dzzzz
C

∫ )  و + )dzzz
C

∫ + sin2را در طول مسير زير بدست آوريد. 
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    قضيه مانده-6-3

دارد  C فقط يك نقطه تكين در داخل f(z)وقتي  Cهاي بسته توان انتگرال توابع تحليلي را روي منحنياينجا ميتا 

گيري را دارد نيز انتگرال Cچندين نقطه تكين در  f(z)توان براي حالتي كه با معرفي قضيه مانده مي. را محاسبه كرد

  .انجام داد

  )قضيه مانده ( 9-6قضيه 

,...,1به جز تعدادي نقطه تكين محدود  Cتابعي باشد كه در داخل و روي مسير بسته  f(z)فرض كنيد  zzk تحليلي 

  باشد، آنگاه

)6-10             (( ) ( ) ( ) ( )[ ])(Re...)(Re)(Re2)(Re2)( 21

1

k

C

k

j

j zfszfszfsizfsidzzf +++==∫ ∑
=

ππ  

  .گيردهاي ساعت صورت ميو در جهت عكس عقربه Cگيري روي كه انتگرال

  

dzzeانتگرال ) 14-6(مثال
z

z∫
=−

−
−

11

1

1

  .را محاسبه كنيد

  باشد لذا داريم مي z=1گيري تابع داراي نقطه تكين در داخل مسير انتگرال: حل

ππ izfsidzze

zfs
zz

zzezf

z

z

z

−===

−
=−==⇒+

−
+

−
−+−==

∫
=−

−
−

−
−

))1((Re2

2

1
1

!2

1
))1((Re...)

)1(!2

1

1

1
1)(11()(

11

1

1

2
1

1
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dzانتگرال ) 15-6(مثال
z

z

∫
=

−
1

cos1

  .را محاسبه كنيد1

πkzzz . كنيمبراي يافتن نقاط تكين مخرج تابع را مساوي صفر مي: حل 201cos0cos1 ±=⇒=⇒=−  

z=0، )(limبراي تعيين مرتبه قطب . افتدگيري ميدر ناحيه انتگرال z=0كه فقط 
0

zfz
m

z→
 را محاسبه و كوچكترين 

2.كنيمكند را پيدا مياي كه حد فوق را محدود مي mمقدار 

2
2)

2
(sin2

lim
cos1

lim
2

2

2

2

0

2

0
=









==

− →→ z

z

z

z

z

z

zz
 

  باشد، داريم دو ميz=0بنابراين مرتبه قطب 

( ) 0)0(Re2
cos1

0
cos1

lim
!1

1
)(lim

!1

1
))0((Re

1

2

0

2

0
==

−
⇒=









−
=== ∫

=
→→

sfi
z

dz

z

z

dz

d
zfz

dz

d
zfs

z
zz

π  

dzانتگرال ) 16-6(مثال
z

z

z

∫
=

−
1

13

  .را محاسبه كنيد3

تابع داراي نقطه تكين : حل
3

1
=z) داريم. باشدگيري ميدر ناحيه انتگرال) قطب ساده  

3

2
)

3

1
(2

13

3

3

1

)13(

3
lim)

3

1
(Re

1
3

1

π
π iidz

z

z

z

z
zfs

zz

==
−

⇒=
′−

=







= ∫

=→

  

∫انتگرال ) 17-6(مثال
=2

tan
z

zdzرا محاسبه كنيد .  

πكنيم كه بصورت اط تكين را محاسبه ميابتدا نق: حل
π

kzcoz ±=⇒=
2

گيري دو در ناحيه انتگرال.  است0

نقطه تكين 
2

π
±=zداريم لذا   

( )

( )

π
ππ

π
π

π

π

π

4)
2

(Re)
2

(Re2tan

1
cos

sin
lim)

2
(Re

1
cos

sin
lim)

2
(Re

1

2

2
isfsfizdz

z

z
zsf

z

z
zsf

z

z

z

−=







−+=⇒



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∫انتگرال ) 18-6(مثال
=3

4

sin

z

dz
z

zرا محاسبه كنيد.  

  باشد لذامي z=0 در 3 داراي قطب مرتبه f(z)تابع : حل

3
)

6

1
(2

sin

6

1

)!12(
)1(

1
Re)0(Re

6

1sin
lim

!2

1
)0(Re

3

4

12

42

2

0

π
π iidz

z

z

n

z

z
szsfor

z

z

dz

d
zsf

z

n
n

z

−=
−

=

−
=









+
−==

−
=








==

∫

∑

=

+

→

  

  

∫انتگرال ) 19-6(مثال
=

−
2

)
1

sin(
1

1

z

dz
zz

  . را محاسبه كنيد

مانده ) 20-5(باشد كه در مثال گيري مي داراي دو نقطه تكين صفر و منهاي يك در ناحيه انتگرالf(z)تابع : حل

  اين تابع به ازاي اين دو نقطه محاسبه گرديد لذا داريم

[ ] [ ] 01sin1sin2)1(Re)0(Re2)
1

sin(
1

1

2

=−=+=
−∫

=

ππ isfsfidz
zz

z
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گردد لذا مانده چنين ظاهر مي z هاي زوج فقط توانz=0تابعي زوج باشد لذا در بسط آن تابع حول  f(z)اگر : نكته
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 بنابراين اگر چنين عباراتي در تابع زير علامت باشند در هيچ كجا تحليلي نميzو  z ،Imz ،Rezتوابع : نكته

azگيري بر روي مسير توان از قضيه مانده استفاده نمود ولي در مواردي كه انتگرالانتگرال ظاهر شوند نمي = 

  .توان با استفاده از روابط زير اين عبارات را حذف نمودگيرد، ميانجام مي

)6-11              (                                                                                                   



















−
=

−
=

+
=

+
=

===

=

i

z

a
z

i

zz
z

z

a
z

zz
z

z

a

z

z

z

zz
z

az

22
Im

22
Re

2

2

2
2

  

  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 ��

∫انتگرال ) 22-6(مثال
=

−
2

3
z

z

dz
iz

eرا محاسبه كنيد .  

  .داريم) 11-6(با استفاده از : حل

)
9

4
(2

)34(
2)

3

4
(Re2

34
3

43
3

4

3

4
222

i

i
z

z

z

z

z

z

z

z

ei
iz

ze
i

i
sfidz

iz

ze
dz

i
z

e
dz

iz

e
πππ =

















′−
=








=

−
==

−

=
−

====

∫∫∫

∫ انتگرال) 23-6(مثال
=











+

1

sin
z

zdz
z

zرا محاسبه كنيد .  

dzو z=1با جايگزاري : حل
zz

d
z

zz
dzd

2

11 −
=








=








   در انتگرال داريم=

( ) ∫∫∫
===

−=−−=







−

−
=

−
+=










+

1

2

1

2

1

4)11(2
sin1

)
1

(sinsin
zzz

iidz
z

z

z
dz

z
zzzdz

z

z
ππ  

  

  ششمهاي بخش مرينسري دوم ت

 .هاي زير را محاسبه كنيد انتگرال

( )

( )

∫∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫∫

===
=

=−=+
=−

==
=

=−−

++

+

−−










−
−+

+−

−++−

+

1

234

3

1

3

1

2

2

1

11

2

1

2

3

1

2

1

2

3

2

1

1

2

2

1

23

22

23

65

)4(
)

tan
)

3

cosh
)

1

1
cos

)

1

1
sin62)

sinh
)

)12()1(
)

)4(4
))

)1(
)

2

1
)

zzz
z

ziz
z

z

z

z

z

z
z

z

iz

dz
zzz

z
Kdz

z

z
Jdz

izz

z
Idz

z

zH

dz
z

zzGdz
z

z
Fdz

zz

e
E

dz
zz

e
DdzezCdz

zz

e
Bdz

zz

z
A

π

π

  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 ��

  هاي مختلطهاي حقيقي با استفاده از انتگرالرال  محاسبه برخي از انتگ-6-4
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dxهاي حقيقي به فرم  براي محاسبه انتگرال)ب
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dxaxهاي حقيقي به فرم  براي محاسبه انتگرال)د
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گيري زوج باشد آنگاه مقدار انتگرال از منهاي بينهايت تا مثبت در مواردي كه تابع حقيقي زير انتگرال: نكته
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∫انتگرال ) 28-6(مثال
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+
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∫انتگرال ) 30-6(لمثا
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0

24

2

45

12
dx

xx

xرا بدست آوريد.  

  .چون تابع زوج بوده و شرايط الف را دارد داريم: حل
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>>

∞

∞−

∞

++

−
=

++

−
=

++

−
=

++

−

0Im

22

2

0Im

24

2

24

2

0

24

2

14

12

2

1

45

12
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x
dx
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x  

حال بايد مانده تابع 
( )( )14

12
22

2
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−

zz

z را در نقاط تكين بالاي محور حقيقي)z=2i,i (را محاسبه كنيم.  

( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( )[ ]

412

9

6

3
2

2

1

45

12

12

9

14

12

14

12
Re

6

3

14

12

14

12
Re

0

24

2

2

22

2

22

2

22

2

22

2

π
π =








+

−
×=

++

−
⇒















=
′

++

−
=









++

−

−
=

′
++

−
=









++

−

∫
∞

=

=

ii
idx

xx

x

izz

z

zz

z
s

izz

z

zz

z
s

iz

iz  

  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 ��

  ششمش هاي بخمرينسري سوم ت

  

  .هاي زير را بدست آوريدحاصل انتگرال

 

∫∫∫ ∫

∫∫∫∫

∫ ∫∫∫

∫∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞
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∞
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∞
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∞
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    آناليز فوريه-7

  

هاي متعامد      هاي اساسي پردازش يك شكل موج يا يك تابع رياضي استفاده از توابع يا دنبالهيكي از روش

هاي توان بجاي تحليلتعامد ميبوسيله نمايش يك تابع پريوديك برحسب مجموعه اي از توابع م. باشدمي

يكي از اين . تري است استفاده نمودهاي سادهپيچيده، از توابعي كه قابليت مشابهي دارند ولي داراي تحليل

نمايش يك شكل . باشدها يا مجموعه توابع نمايي ميها وكسينوسهاي متعامد مهم مجموعه سينوسمجموعه

سري فوريه   ) 1830-1768(به ياد ژان باپتيست فوريه فيزيكدان فرانسوي ها را موج پريودي بر حسب اين مجموعه

فوريه از بررسي مسائل انتقال حرارت و گرما دريافت كه . نامند كه كاربرد زيادي در حل مسائل مهندسي داردمي

دارند نمايش توان با مجموعه اي نامتناهي از توابع سينوسي و كسينوسي كه ارتباط هماهنگ توابع متناوب را مي

  .داد

   1-7تعريف 

)()(( شكل موجي است كه پس از مدت زماني مشخص دوباره تكرار شود : شكل موج متناوب tfTtf =+ .( 

 نامند ميf(t)را دوره تناوب تابع يا سيگنال  Tدر اينصورت 

  2-7تعريف 

)()(نامند هرگاه  ميتابعي زوجرا  f(t)تابع  tftf ∫ر اينصورت داريم  د=− ∫
+

−

+

=
a

a

a

dttfdttf
0

)(2)( 

)()(نامند هرگاه  ميتابعي فردرا  f(t)و تابع  tftf ∫ در اينصورت داريم =−−
+

−

=
a

a

dttf 0)( 
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و . باشدتابعي زوج مي f(t)×g(t) هر دو فرد و يا هر دو زوج باشند آنگاه تابع g(t)و  f(t)صورت اگر توابع در اين

 .باشد ها تابعي فرد مييكي از توابع زوج و ديگري فرد باشد آنگاه حاصلضرب آناگر 

بهتر است فرد يا زوج بودن اشكال متناوب را از روي شكل موج آنها بررسي كرد زيرا در بعضي مواقع : نكته

  .باشدكننده ميضابطه تابع گمراه

   3-7تعريف 

)()(0 گوييم هرگاه متعامد (a,b)را در فاصله  g(x)و  f(x)دو تابع 
_____

=∫ dxxgxf

b

a

باشد علامت بار به مفهوم مزدوج 

)()(0در صورت حقيقي بودن توابع شرط متعامد بودن دو تابع بصورت . استتابع بكار رفته  =∫ dxxgxf

b

a

  .است

>>π در فاصله g(x)=cos(x)و  f(x)=sin(x)آيا دو تابع )  1-7(مثال  x0امدند؟ متع  

)cos()sin(0بله چون :  حل
0

=∫ dxxx

π

  .مي باشد

  4-7تعريف 

mمجموعه تابع 

i
i

x
1

)(
=

ϕدر فاصله    راbxa  گوييم هرگاه متعامد >>




=≠

≠=
∫ ji

ji
dxxx j

b

a

i
0

0
)()( ϕϕباشد   .  

  5-7تعريف 

mمجموعه تابع 

i
i

x
1

)(
=

ϕدر فاصله    راbxa  گوييم هرگاه يكه متعامد  >>




=≠

≠=
∫ ji

ji
dxxx j

b

a

i
1

0
)()( ϕϕ 

  .  باشد

  

}مجموعه )  2-7(مثال  }m

n
nx

0
)cos( >>πدر فاصله = x0 متعامد است؟   
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)cos()cos(0چون :  حل
0

=∫
≠

π

dxmxnx
mn

  و 
2

)(cos
0

2 π
π

=∫ dxnxباشد است لذا متعامد مي.  

 مجموعه توابع نمايي آيا)  3-7(مثال
m

n

x
T

jn

exf

1

2

)(

=







=
π

   متناوب است؟ متعامد چطور؟

)(.)( است زيرا   Tمتناوب با دوره تناوب :  حل

2

2

2
)(

2

xfeeeeTxf
x

T
jn

jn
x

T
jnTx

T
jn

====+
+

π
π

ππ

  

         متعامد است زيرا     




==

≠=−

∫ mnT

mn
dxee

x
T

jm
T

x
T

jn 0
.

2

0

2 ππ

.    

  

  

  هفتمهاي بخش مرينسري اول ت

0)(1هاي اينشان دهيد چندجمله .1 =xp ،xxp =)(1 ،
2

13
)(

2

2

−
=

x
xp و

2

35
)(

3

3

xx
xp

−
 در =

 .باشندبرهم عمود مي (1,1-)فاصله 

(بررسي كنيد كه آيا دو تابع  .2
2

sin()(
x

xf
π

( و =
42

sin()(
ππ

+=
x

xgبر هم عمود هستند . 

 دوره تناوب توابع زير را بيابيد .3

)sin()(

)
3

2cos()(

)14sin()110cos(2)(

2

xxh

xxg

xxxf

=

−=

−−+=

π
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  سري فوريه -7-1

باشد يعني اگر مجموعه توابع     اي از توابع متعامد ميسري فوريه يك تابع در واقع بسط آن بصورت مجموعه

∞

=1

)(
n

xnϕ يك مجموعه متعامد يكه در فاصله bxa  را بر f(x)  باشد آنگاه تحت شرايطي مي توان تابع >>

  ها نوشت يعنينحسب آ

)7-1                                                                                                                            (∑
∞

=

=
1

)()(
n

nn xcxf ϕ   

  . ضرايب سري فوريه ناميده مي شودncكه در رابطه بالا 

  .گردد حالات خاص زير ايجاد ميxnϕ)(ا توجه به انتخاب در حالت كلي و ب

 انتخاب گردد آنگاه سري فوريه ايجاد شده را سري cos يا sin بصورت مجموعه اي از توابع xnϕ)(اگر )  الف

  .فوريه مثلثاتي مي نامند

از توابع نمايي انتخاب گردد آنگاه به بسط حاصل، سري فوريه نمايي گفته  بصورت مجموعه اي xnϕ)(اگر ) ب

  .شودمي

ضرب نموده و در فاصله xmϕ)(را در ) 1-7( طرفين رابطه ncبراي محاسبه ضرايب : محاسبه ضرايب سري فوريه

bxa   گيريم از آن انتگرال مي>>

)7-2                                                 (∫ ∫∑ ∑ ∫
∞

=

∞

=

==
b

a

b

a n n

b

a

mnnmnnm dxxxcdxxxcdxxfx
1 1

)()()()()()( ϕϕϕϕϕ  

 مقدار دارد و درغير اينصورت داراي مقدار n=m، انتگرال بالا فقط به ازاي xnϕ)(با توجه به متعامد يكه بودن 

  صفر مي باشد لذا داريم

)7-3                               (                                                                                           ∫=
b

a

nn dxxxfc )()( ϕ  
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    سري فوريه مثلثاتي -7-1-1

 نمايشي از آن بصورت مجموع بينهايت جمله از مجموع Tسري فوريه مثلثاتي يك تابع متناوب با دوره تناوب 

}توابع متعامد  }),...2sin(),sin(),...,2cos(),cos(,1 0000 xxxx ωωωωباشد كه بصورت زير نمايش داده    مي

  .شودمي

)7-4                                                 (( )∑
∞

=

=++=
1

000
0 2

)sin()cos(
2

)(
n

nn
T

xnbxna
a

xf
π

ωωω  

  . زير محاسبه مي شوندو بصورت) 3-7( با توجه به فرمول كلي nbو 0a ،naكه ضرايب 

)7-5                                                                                                          (

















=

=

=

∫

∫

∫

T

n

T

n

T

dxxnxf
T

b

dxxnxf
T

a

dxxf
T

a

)sin()(
2

)cos()(
2

)(
2

0

0

0

ω

ω  

2

0a را مؤلفه dc سيگنال f(x)باشد گويند كه متوسط تابع در يك دوره تناوب مي.  

  

  ديريكلهشرايط -7-1-2

  :باشد كه عبارتند ازشرايط ديريكله شرايط كافي براي همگرايي سري فوريه متناظر با يك تابع مي

∫>∞پذير باشد يعني در دوره تناوب خود مطلقاً انتگرال f(x)تابع : شرط اول ديريكله dxxf
T

)(  

براي مثال تابع 








≤<= 10
1

)( x
x

xf)  كندديريكله را برآورده نميشرط اول )) 1-7(شكل  .  
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  كند رسم شده شرط اول ديريكله را برآورده نميf(x)تابع ): 1-7(شكل

براي مثال تابع . در دوره تناوب خود داراي تعداد محدودي اكسترمم باشد f(x)تابع : شرط دوم ديريكله









≤<= 10)
2

sin()( x
x

xf
π)  كندشرط دوم ديريكله را برآورده نمي)) 2-7(شكل.  

  
  كند رسم شده شرط دوم ديريكله را برآورده نميf(x)تابع ): 2-7(شكل

تابعي كه ) 3-7(در شكل .  داراي تعداد معيني ناپيوستگي در دوره تناوب خود باشدf(x)تابع : شرط سوم ديريكله

  .كند ترسيم شده استچنين شرطي را برآورده نمي

  
  كندريكله را برآورده نمي رسم شده شرط سوم ديf(x)تابع ): 3-7(شكل
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 اين شرايط را برآورده سازد f(x)بنابراين اگر . باشند و لازم نيستندبايد توجه نمود كه شرايط فوق شرايط كافي مي

را برحسب را با سري فوريه بيان كرد ولي اگر شرايط را برآورده نكند باز هم ممكن است بتوان آنتوان آنمي

  سري فوريه نمايش داد

    1-7 قضيه

اي بوده و در هر نقطه از فاصله مزبور  در فاصله تناوب خود پيوسته تكهT با دوره تناوب f(x)هرگاه تابع متناوب 

 0xمجموع آن در هر نقطه، به جز نقطه .  همگرا استf(x)مشتق چپ و راست داشته باشد آنگاه سري فوريه تابع

 مجموع سري برابر ميانگين حدهاي چپ و راست 0x بوده و در نقطهf(x)ه است برابر  ناپيوستf(x)كه در آن تابع 

f(x)باشد در اين نقطه مي.  

,2سري فوريه موج مربعي    ) 4-7(مثال
210

101
)( =





<<

<<
= T

x

x
xfرابدست آوريد   .  

  :حل

( )
)sin(

11

2

1
)(

)1(1
2

0

)cos(
1

)sin(
2

2

,0)sin(
1

)cos(
2

2
,1.1

2

2

2

2

1

1

0

1

0

1

0

0

1

0

00

xn
n

xf

noddisn
n

evenisn

xn
n

dxxnb

xn
n

dxxnadxa

n

n

n

n

n

π
π

π
π

π
π

π

π
π

ππ
π

ω

∑

∫

∫∫

∞

=








 −−
+=

−−
=







=

−
==

=====⇒==

  

  

كند و در نقاط ناپيوسته به ميانگين حد چپ و  ميل ميf(x)اط پيوسته به مقدار سري در نق) 1-7(بر اساس قضيه

  .كند در آن نقاط ميل ميf(x)راست 
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را با     نرم ) 4-7( سري فوريه بدست آمده در مثال n=79 و n=1 ،n=3 ،n=19به ازاي مقادير مختلف ) 1-7(تمرين

  . رسم نموده و تفسير نماييدMATLABافزار 

   تحقيق نماييد؟پديده گيبس توجه به تمرين قبل در مورد درستي با)  2-7(تمرين

)(,20بسط سري فوريه تابع    ) الف)    5-7(مثال 2 ≤≤= xxxf با  T=2 را بدست آوريد.  

ππمقدار سري را در نقاط )                    ب 2,=xرا بدست آوريد .  

:         ري بدست آمده ثابت كنيدبه كمك س)                   ج
6

....
3

1

2

1

1

1 2

222

π
=++  

  :حل

∑∫

∫∫
∞

=









−+==

−
==

≠====⇒==

1
2

2
2

2

0

2

2

2

0

2

2

0

2
2

00

)sin(
4

)cos(
4

3

4
)(,

4
)sin(

2

2

0,
4

)cos(
2

2
,

3

8

2

2
1

2

2

n

n

n

nx
n

nx
n

xxf
n

dxnxxb

n
n

dxnxxadxxa

πππ

π

π

π

ππ

π
ω

π

ππ

  

)(2 برابر با مقدار تابع π=xمقدار سري در نقطه پيوسته  ππ =fباشد مي  

) برابر با مقدار   π2=xمقدار سري در نقطه ناپيوسته  ) 2
22

2
2

)0(2

2

)2()2(
π

πππ
=

+
=

+ −+
ffاست   

∑ ∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

−+

=⇒=

⇒







×−×+===

+
⇒=

1 1

2

22

2

1
2

2
2

6

14

3

2

)0sin(
4

)0cos(
4

3

4
2

2

)0()0(
0

n n

n

nn

n
n

n
n

ff
xfor

ππ

ππ
π

  

  سري فوريه توابع زير را بدست آوريد؟)  3-7(تمرين 

ππ)                               الف =<<= Txxxf ,0,)sin()(  

)(,4,22)                               ب =<<−= Txxxf  
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  سري فوريه توابع زوج و فرد -7-1-3

)()sin(0باشد  سري فوريه آن صفر ميnbتابع زوجي باشد آنگاه ضرايب   f(x)اگر
2

0 =×= ∫ dxxnxf
T

b

functionodd

n 44 344 21
ω  

)()cos(0باشد سري فوريه آن صفر ميnaتابع فردي باشد آنگاه ضرايب   f(x)اگر 
2

0 =×= ∫ dxxnxf
T

a

functionodd

n 44 344 21
ω  

ها را بصورت توابع زوج و يا فرد نوشت و توان با انتقال آنضي از توابع نه زوج و نه فرد هستند اما ميبع: نكته

  .ضرايب فوريه را ساده تر محاسبه نمود

  .ضرايب سري فوريه شكل زير را بدست آوريد) 5-7(مثال 

  

)()5.0( را بصورت g(x)ابتدا تابع :   حل += xfxgباشد لذا ضرايب  تابعي زوج ميكنيم كه تعريف ميnb آن 

∫:     صفر بوده و داريم −=−
×

==
1

0

220 ))cos(1(
2

)cos()1(
2

22
,1 π

π
π n

n
dxxnxaa n لذا 

  داريم

∑
∞

=

−+=
1

22
)cos())cos(1(

2

2

1
)(

n

xnn
n

xg ππ
π

)().05( و از رابطه  −= xgxfتوان سري فوريه ميf(x) را 

  براحتي بدست آورد  
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∑
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=

≡
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=
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1
22

0

22

1
22

)sin()
2

sin())cos(1(
2

)cos()
2

cos())cos(1(
2

2

1

))05.(cos())cos(1(
2

2

1
)(

n

n

n
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n

xn
n

n
n

xnn
n

xf

π
π

π
π

π
π

π
π

ππ
π

444444 3444444 21

  

  

  متقارن نيم موجسري فوريه توابع  -7-1-4

()( را متقارن نيم موج گويند هرگاه f(x)تابع 
2

( xf
T

xf  هاي n براي nb و naباشد در اينصورت ضرايب +=−

()(و اگر ) اثبات كنيد( باشندزوج صفر مي
2

( xf
T

xf  هاي n براي nb و naباشد در اينصورت ضرايب  +=

  ).اثبات كنيد. ( باشندفرد صفر مي

  ضرايب سري فوريه شكل زير را بدست آوريد؟)  6-7(مثال

  

  :حل

( )( )







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






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
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
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∫ ∫
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oddisn
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n
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2

)sin()1()sin(
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2

0
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cos1
2

)cos()1()cos(
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2

,0,

0

1

1

0

22
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0

1

1

0
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πππ
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ز رابطه توان اباشد مي ميx چند جمله اي بر حسب p(x)هايي بصورت زير كه در آنها براي محاسبه انتگرال: نكته

  .زير استفاده نمود

)7-6                          (
)()(,)()(

)()()1.....()()()()()()(

01

1

)(

21

xFxfdxxFxF

wherexFxpxFxpxFxpdxxfxp

mm

m

mm

==

−+′−=

∫

∫
+

+  

  

  سري فوريه توابع غيرپريوديك -7-1-5

) يك شكل موج غير متناوب باشد كه در فاصلهf(x)اگر  )a,0 مخالف صفر و در خارج آن مساوي صفر باشد

  سري فوريه نوشتتوان براي آن هاي مختلف ميآنگاه به روش

  )بسط نيم دامنه كسينوسي (g(x) بصورت تابعي زوج با استفاده از تابع كمكي f(x)متناوب كردن ) الف

)7-7             (








<<=

∞<<∞−+=
⇒





<<−−

<<
=

∑
∞

=

axxgxf

xxna
a

xg

xaxf

axxf
xg n

n

0,)()(

,)cos(
2

)(

0)(

0)(
)( 1

0

0 ω  

  )بسط نيم دامنه سينوسي (g(x) بصورت تابعي فرد با استفاده از تابع كمكي f(x)متناوب كردن  )ب

)7-8               (








<<=

∞<<∞−=
⇒





<<−−−

<<
=

∑
∞

=

axxgxf

xxnbxg

xaxf

axxf
xg n

n

0,)()(

,)sin()(

0)(

0)(
)( 1

0ω  

  

  .باشد كه تابعي نه فرد و نه زوج ميT=a بصورت تابعي با دوره تناوب f(x)متناوب كردن ) ج

   با تابعي بصورت متقارن نيم موجf(x)متناوب كردن ) د

)7-9                                      (axxfxgaTxg
T

xg <<==−=+ 0,)()(,2,)()
2

(  
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بسط نيم دامنه سينوسي تابع        )  4-7(تمرين







<<

<<

=
21

2

1

101

)(
x

x

xfرا بدست آوريد .  

  .تر است مناسبf(x)هاي گفته شده براي بسط دادن تابع به نظر شما كدام يك از روش)   5-7(تمرين

  

  گيري از سري فوريهگيري و انتگرالمشتق -7-1-6

),(در فاصله  T=2L با f(x)فرض كنيد  LL−تعريف شده و داراي بسط سري فوريه به فرم زير باشد  

)7-10                                                               ()
2

2
sin()

2

2
cos(

2
)(

1

0 x
L

nbx
L

na
a

xf n

n

n

ππ
++= ∑

∞

=

     

  گيري از رابطه فوق داريمبا استفاده از انتگرال) الف

)7-11                                                (Kx
L

nbx
L

na
n

L
x

a
dxxf n

n

n +−+=∫ ∑
∞

=

})
2

2
cos()

2

2
sin({

2
)(

1

0 ππ

π
  

xدقت شود كه بخاطر وجود عبارت 
a

2

∫ ، عبارت سمت راست معادله بالا توصيف سري فوريه 0 dxxf )(   

∫توان به راحتي سري فوريه تابع   ميf(x)باشد ولي با فرض معلوم بودن سري فوريه تابع نمي − x
a

dxxf
2

)( 0 

  .   نمودت زير محاسبه بصور

)7-12                                                (Kx
L

nbx
L

na
n

L
x

a
dxxf n

n

n +−=−∫ ∑
∞

=

)}
2

2
cos()

2

2
sin({

2
)(

1

0 ππ

π
                      

)()(چنانچه ) ب LfLf    داريمf(x)گيري از سري فوريه تابع باشد با مشتق=−

)7-13 (                                                                     )}
2

2
cos()

2

2
sin({)(

1

x
L

nbx
L

na
L

n
xf nn

n

πππ
+−=′ ∑

∞

=

  

xf)(توان سري فوريه تابع لذا به راحتي مي   . را محاسبه كنيم′
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ππتابع    )  7-7(مثال <<−= xxxf ,)(   باشد داراي سري فوريه به فرم زير مي2

∑
∞

=

<<−
−

+=
1

2

2

)cos(
)1(4

3
)(

n

n

xnx
n

xf ππ
π  

xxسري فوريه تابع  
23 π−را در فاصله مذكور بيابيد .  

  .گيري داريمبا استفاده از خاصيت انتگرال:   حل

0)sin(
)1(12

)sin(
)1(4
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2
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2
sin({
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02

+
−

=−⇒+
−

=
−

+−=−

∑∑

∫ ∑

∞

=

∞

=

∞

=

xn
n

xxKxn
n

xx

Kx
L

nbx
L

na
n

L
x

a
dxx

n

n

n

n

n

n

n

π
π

ππ

π  

  .باشد صفر ميKچون تابع مذكور فرد است لذا مقدار 

سري فوريه تابع ) 6-7(تمرين
2

)(
x

xf ππ در فاصله = <<− x بصورت ∑
∞

=

+−
=

1

1

)sin(
)1(

)(
n

n

nx
n

xf     

)(2سري فوريه تابع . باشدمي xxg   . را نيز محاسبه كنيدKثابت .  را در بازه مورد نظر بدست آوريد=

  

  تساوي پارسوال در سري فوريه مثلثاتي -7-1-7

),( تابعي متناوب در فاصلهf(x)فرض كنيد  LL−و داراي سري فوريه بصورت زير باشد   

)7-14   (                                                            )
2

2
sin()

2

2
cos(

2
)(

1

0 x
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nbx
L

na
a

xf n
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n

ππ
++= ∑
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=

  

-رسيم كه به تساوي پارسوال معروف  ميگيري از آن به نتيجه زير مي در دو طرف تساوي و انتگرالf(x)با ضرب 

  باشد

)7-15                                                             (              ( )∫ ∑
+

−

∞

=

=++=
L

L n

nn

T
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a
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L 1

22
2

02

2
,

2
)(

1  



Engineering Mathematics............................................................................................................................ By: Siahi 

 

 ��

≥≥π در بازه f(x)=sin(x)اگر بسط سري فوريه كسينوسي ) 8-7(مثال x0بصورت زير باشد   
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.....آنگاه مقدار سري   
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1
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1
222222

   را بدست آوريد؟+++

,0در اين مثال : حل
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  هفتمهاي بخش مرينسري دوم ت

)(3سري فوريه تابع  .1 xxf ππ را در فاصله = ≤≤− xبدست آوريد .  

هاي زير را داشته براي اين تابع بسطي بنويسيد كه ويژگي. د در نظر بگيريx<2>0 را در فاصله f(x)=xتابع  .2

.  هاي زوج صفر گرددnضرايب فوريه آن براي ) ب.   فقط جملات كسينوسي داشته باشد) الف.    باشد

 جملات سينوسي و كسينوسي داشته باشد) ج

∑حاصل سري  .3
∞

= +1
21

1

n n
xexf را از روي بسط فوريه تابع متناوب  ) در بازه )(=− )ππ  بدست −,

 .آوريد

)2cos()(sin)(در نمايش سري فوريه تابع  .4 2 tttf را 4aو 0a ،2a مقادير π2=Tبا دوره تناوب =

 .بدست آوريد

 سري فوريه تابع    .5




<<−

<<
=

212

10
)(

tt

tt
tfرا بدست آوريد . 

xxfبسط فوريه تابع   .6  . بدست آوريدx<1>1- را در فاصله )(=

)(cos)(بسط فوريه تابع  .7 2 ttf ) را در بازه = )π,0بدست آوريد . 

بسط نيم دامنه كسينوسي تابع  .8
2

1)(
t

tf )زه را در با =−  . بدست آوريد2,0(

بسط فوريه تابع  .9




<<−−

<<+
=

02)sin(

20)sin(
)(

xx

xx
xf

π

πچگونه است  

 زوج كسينوسي) زوج سينوسي       د)         جفرد كسينوسي) بزوج كسينوسي         ) الف
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بسط فوريه تابع     .10
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xfچگونه است   

 فرد سينوسي) دزوج سينوسي       )         جسينوسيفرد ك) بزوج كسينوسي         ) الف

)در بازه  f(x)=xاگر بسط نيم دامنه كسينوسي تابع  .11 )π,0 بصورت 
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π باشد آنگاه بسط به سري فوريه 

)سينوسي تابع  )
8

)(
π

π xxxg  . در همان بازه را بدست آوريد=−

  سري فوريه تابع   .12
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=

310

112
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t

t
tfرا بدست آوريد   . 
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 انتگرال فوريه -7-2

نظر به اينكه حل . باشدسري فوريه ابزار پرقدرتي براي حل مسائل گوناگوني كه شامل توابع متناوب است، مي

هاي د سريشود لذا بجاست كه مطالب ارائه شده در مورتعداد زيادي از مسائل عملي به توابع نامتناوب مربوط مي

 تعريف شده بر اعداد حقيقي y=f(x)تابع نامتناوب . فوريه را طوري تعميم داد كه توابع نامتناوب را نيز در بر بگيرد

xfy)(باشد ولي اگر تابع متناوب داراي سري فوريه نمي L= با دوره تناوب L را بررسي نموده و L را به  

را بصورت حد سري فوريه توان بسط آناگرچه تابع حاصل متناوب نيست ولي ميسمت بينهايت ميل دهيم آنگاه 

xfy)(تابع  L= وقتي Lنمايش بدست آمده را انتگرال فوريه مي. كند، نمايش داد به سمت بينهايت ميل مي-

  .باشدگويند كه ابزار پرقدرتي براي بررسي توابع نامتناوب مي

  

  )تگرال فوريهقضيه ان ( 2-7قضيه 

اي پيوسته و در هر نقطه داراي مشتق چپ و راست بوده و  در هر فاصله متناهي قطعهf(x)فرض كنيد تابع 

dxxf∫
+∞

∞−

نمايش داد كه در نقاط پيوسته ) 16-7(توان با انتگرال فوريه  را ميf(x)آنگاه تابع .  موجود باشد)(

يكسان بوده و در نقاط ناپيوستگي مقدار انتگرال فوريه با ميانگين حد چپ و مقدار انتگرال فوريه با مقدار تابع 

  باشد در آن نقطه برابر ميf(x)راست تابع 

)7-16                                                                      ([ ]∫
∞

+=
0

)sin()()cos()()( ωωωωω dxBxAxf  

  كه در آن

)7-17                               (                                                                           ∫
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∞−

= dxxxfA )cos()(
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)( ω
π

ω  
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)7-18                                                                                                           (∫
+∞

∞−

= dxxxfB )sin()(
1

)( ω
π

ω                   

  توان نتايج زير را بدست آوردروابط بالا به سادگي مياز 

)(0 تابعي زوج باشد آنگاه f(x)اگر  • =ωBو ∫
+∞

=
0

)cos()(
2

)( dxxxfA ω
π

ωباشد مي. 

)(0 تابعي فرد باشد آنگاه f(x)اگر  • =ωA و∫
+∞

=
0

)sin()(
2

)( dxxxfB ω
π

ωباشدمي. 

 

    انتگرال فوريه تابع)  9-7(مثال
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  با توجه به فرد بودن تابع داريم:   حل
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توان در حل سؤالات تستي از آنها كمك هاي لاپلاس معروف هستند كه ميهاي زير به انتگرالانتگرال: نكته

  گرفت
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xexfانتگرال فوريه تابع ) 10-7(مثال )()( با شرط  وx<0 براي  )(=− xfxf   .را بدست آوريد=−

ωωبرابر با  )k=1 ( )19-7(با توجه به زوج بودن تابع و بر اساس رابطه :   حل
ωπ

dx)cos(
1
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2∫
∞

+
  . است

)()(,0با استفاده از انتگرال فوريه تابع ) 11-7(مثال 2 >=−= − xexfxf x حاصل انتگرال ،
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∞
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 اعداد ثابتي باشند و   Cو α ،0>β>0 و مقادير )(

∫
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)( λλ
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λ
dxxf  باشد آنگاه مقاديرα ،β وC را بدست آوريد.  

αβتوان زوج بودن اين تابع را نتيجه گرفت لذا مي f(x)با توجه به فرم انتگرالي داده شده براي تابع :   حل −= .

  .نويسيميرا م f(x)گرال فوريه تابع حال با استفاده از اين شرط انت
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∫در معادله انتگرالي   ) 13-7(مثال
∞



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>
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101
)cos()(
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xx
dxf ωωω تابع )(ωfرا بيابيد.  

  يمتوان به زوج بودن حاصل انتگرال پي برد لذا داربا توجه به شكل كسينوسي انتگرال فوريه داده شده مي:   حل
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∞
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  هفتمش هاي بخمرينسري سوم ت

∫با استفاده از معادله انتگرالي    .1
∞



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
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0 20

213
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∞
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2
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ωω

ω

ω
dرا بدست آوريد . 
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∫)                                                                   الف
∞

−









>

=

<

=
+

+

0

2

0;

0;
2

0;0

1

)sin()cos(

xe

x

x

d
xx

xπ

π
ω

ω

ωωω  

)                                                         ب










>

<

=
−∫

∞

2
;0

2
;)cos(

2
)cos(

1

)
2

cos(

0

2 π

ππ

ωω
ω

ω
π

x

xx

dx  

 

∫مقدار انتگرال ناسره  .6
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