
 

 

  
  
   

 فصل دوم : نظريه اعداد
   

  
نظريه اعداد شاخه اي از رياضيات است كه در مورد اعداد صحيح  و زير مجموعه هاي آن صحبت مي كند. اعدا دصحيح و 

پايه اي ترين محصولات تفكر بشر مي باشد و در تمدنهاي بخصوص اعداد صحيح مثبت (اعداد طبيعي)از قديميترين و 
باستاني براي مقاصدي نظير داد و سند و محاسبه طول  و مساحت زمينها و ساختمانها و تعيين وقت بكار برده مي شده 

ه اين اختن باست .از مهمترين ابزارهاي نظريه اعداد مي توان به اصل استقرا و اصل خوشترتيبي اشاره نمود .ما قبل از پرد
  دو اصل چند تعريف را بررسي ميكنيم.

  عضو ابتداي يك مجموعه :
aرا در نظر ميگيريم.  Aمجموعه اي مانند  A  را عضو ابتدايA : مي ناميم هرگاه  

 
      :x A x a    

  
  عضو انتهاي يك مجموعه :

aرا در نظر ميگيريم.  Aمجموعه اي مانند  A  را عضو انتهايA : مي ناميم هرگاه  
:x A x a    

  
  اصل خوشترتيبي: هر زير مجموعه ناتهي از اعداد صحيح داراي كوچكترين عضو است.

  
naموجود است كه    nدو عدد طبيعي باشند ثابت كنيد عدد طبيعي   bو   aتمرين (خاصيت ارشميدسي ): اگر  b    



 

 

   n (فرض خلف) پس براي هر     na< b  ,  nاثبات : فرض كنيم براي هر عدد طبيعي 
,  ٠≥na-b      لذاna-b     عددي طبيعي است. مجموعه{ : }S b na n N    .اين مجموعه  را در نظر ميگيريم

   m a   –bزير مجموعه ناتهي از اعداد طبيعي است لذا طبق اصل خوشترتيبي داراي كوچكترين عضو است .آنرا 
)ميناميم  )m N:داريم . 

( )1 0 1 ( 1) ( 1)am bm m m a ma b m a b ma                 
كمتر است. اين يك تناقض است پس فرض   Sاست كه از كيپوچكترين عضو   Sعضوي از    a(١+m)-bو اين يعني 

  خلف نادرست است لذا حكم ثابت مي شود.
  

Aمجموعه از بالا كراندار:فرض كنيم  Z .A  را از بالا كراندار مي ناميم هرگاه عدد صحيحk        : موجود باشد كه
:x A x k      

  
Aفرض كنيم مجموعه از پايين كراندار: Z .A  را از پايين كراندار مي ناميم هرگاه عدد صحيحk        : موجود باشد كه

:x A x k      
  

  كه از پايين كراندار باشد داراي كوچكترين عضو است. Zتمرين : هر زير مجموعه از 
  

موجود   kاد صحيح باشد كه از پايين كراندار است.بنابراين عدد صحيح زير مجموعه نا تهي از اعد Aاثبات: فرض كنيم 
x:است كه :    A k x    
}مجموعه    : }S x k x A    را در نظر مي گيريم.واضح است كهS داراي كوچكترين  

  Sزير مجموعه اي نا تهي از اعداد طبيعي است) كوچكترين عضو  Sعضو است . (زيرا 
0rميناميم كه در آن   ٠r- kرا  A    ٠.ثابت ميكنيمr   عضوS   .است  

                          0 0 0:r k x A r k x k r x         كوچكترين عضوS   



 

 

  
  است. Sكوچكترين عضو   ٠rپس   

  
  زير مجموعه از اعداد طبيعي باشد كه در دو شرط زير صدق كند   Sفرض كنيم   رياضي :اصل استقرا 

1 -الف                                      S   
kاگر  –ب                                       S  1آنگاهk S    

   S=Nدر اين صورت 
  

  قضيه : اصل استقرا رياضي را مي توان از اصل خوشترتيبي نتيجه گرفت.
  

  زير مجموعه از اعداد طبيعي باشد كه در دو شرط زير صدق كند   Sاثبات:  فرض كنيم 
1 -الف                                      S   

kاگر  –ب                                       S  1آنگاهk S    
   S=Nثابت مي كنيم 

Sفرض كنيم  N  (فرض خلف) در اينصورتN S    بنا بر اينN S  زير مجموعه ناتهي از اعداد
  ميناميم. rطبيي است لذا طبق اصل خوشترتيبي داراي كوچكترين عضو است كه آنرا 

                            1 1 11
N S S r Nr N S r r r NS
         
   

r-طبيعي است لذا بايد عضو     ١S  يا متمم آن يعنيN-S   تعلق داشته باشد. اما  
١-r   نمي تواند عضوS-N 1 شد زيرا از كوچكترين عضو آن كمتر است. پس به ناچار بايد باr S     

                                      1 ( 1) 1r S r S r S        
     S=Nباشد.پس فرض خلف نادرست است لذا   N-Sو هم عضو  Sنمي تواند هم عضو  rو اين يك تناقض است زيرا 



 

 

  
   يك گزاره باشد كه در دو شرط زير  صدق كند   n   (n)p ,قضيه استقزا رياضي: اگر براي هر 

  درست  p)١( –الف                               
  درست باشد k+p)١( درست باشد آنگاه    p(k)اگر  –ب                                

  درست است.  n    (n)p ,در اينصورت براي تمام اعداد طبيعي 
  

  N Sرا در نظر مي گيريم . واضح است  N  S={X  درست : p(x){اثبات: مجموعه 
 درست P)١(S١همچنين:            

kحال فرض كنيم  S  
                             

                 ( 1) 1kp k S      درست( )kp   درستk S    
                                                    

و اين   S = Nزير مجموعه اي از اعداد طبيعي است كه در شرايط اصل استقرا رياضي صدق مي كند لذا   Sبنابراين 
)يعني براي هر عدد طبيعي  ) ,np n .درست است  

  
  شروع شود  مي تواند از هر عدد طبيعي ديگري شروع شود. ١از  nتذكر : در قضيه استقرا رياضي به جاي آنكه 

  
Sاصل استقرا قوي رياضي :فرض كنيم  N : در دو شرط زير صدق كند  

1 -الف   S                                                                                            اگر براي هر عدد طبيعي  –ب
n   اعداد طبيعي كوچكتر ازn    عضوS باشند آنگاهn S      

                                           
     S=Nدر اينصورت 



 

 

 
nثابت كنيد     nمرين : براي هر عدد طبيعي ت Nk

    
0صحيح و  kكه در آن   k n    

  . nاثبا ت بوسيله استقرا روي 
  بديهي است (شروع استقرا ) زيرا   ١=nحكم براي  

                                                                                
10 10
11 11

k N

k N

       
       

   

)حال فرض كنيم  )nP   درست باشد(فرض استقرا) . ثابت مي كنيم( 1)nP . (حكم استقرا)درست است  

                                         , 0 : nk N k n Nk
        

  فرض استقرا   

1ما بايد ثابت كنيم  براي هر   , 0 1n N k nk
       

  

١k=n+  1n يا  =٠kاگر  Nk
    

1زيرا    10
n     

1و    11
n
n
     

  
    ١+k < n >٠حال فرض كنيم  

1  داريم: 
1

n n n
k k k

                     
   ≥.k-١≥ nنتيجه مي شود  ٠+k < n >١ از آنجايي كه   

1طبق فرض استقرا 
n Nk

    
nو   Nk

    
1پس 

n n Nk k
             

1nلذا   Nk
    

  
  و اين حكم را ثابت مي كند . 

  



 

 

2ثابت كنيد :     nتمرين : براي هر عدد طبيعي  3 1...2 2 2 3
n n                               

   
  :  nاثبات بوسيله استقرا روي 

2بديهي است (شروع استقرا ) زيرا سمت چپ برابر  =٢nحكم براي 
2
    

3و سمت راست برابر 
3
    

  است كه هر دو برابر  

  مي باشند. ١
ثابت ميكنيم(حكم استقرا ). پس بايد ثابت   +١n درست باشد (فرض استقرا ) حكم را براي    nفرض كنيم حكم براي 

2كنيم  3 1 2...2 2 2 3
n n                                

  
                          

                                                    2 3 1...2 2 2 3
n n                                

  فرض استقرا 

                                            
1

2 2 3 1 1 1...2 2 2 2 3 2

n
n n n n

                                                           

1اما  1 2
3 2 3

n n n                       
2بنابراين :  3 1 2...2 2 2 3

n n                                
  

  پس حكم استقرا ثابت مي شود لذا حكم مساله درست مي باشد.
  

n   : 2تمرين : ثابت كنيد براي هر عدد طبيعي  2 2 2 ( 1)(2 1)1 2 3 ... 6
n n nn          

22اثبات : واضح است  2
m m m      

 بنا بر اين :  



 

 

                                               
                                       

2 2 2 2 2 31 2 3 ... 1 [2 2) (2 3) ... (2 ]2 2 2
2 3 2 1 ( 1)2[ ... ] 22 2 2 3 2

2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)(2 2 3)
6 2 6

( 1)(2 1)
6

nn n

n n n

n n n n n n n n
n n n

                               
                                  
       
 

  

  
  

  تقسيم پذيري
  

  تقسيم پذير ميناميم هرگاه   bرا بر  b≠▪  aدو عدد صحيح و bو  aتعريف : فرض كنيم 
    a=bkموجود باشد كه   k  عدد صحيح

  
را مي  a   عدد bيا   aعاد ميكند  bو مي خوانيم  b l a    تقسيم پذير باشد در اينصورت مي نويسيم  bبر  aاگر 

  شمارد .
  

16مثال:    32 7 28 5 30 6 18  
  

  خواص تقسيم پذيري:



 

 

aاگر  -١ b  ( در اينصورت: الفa b    ( بa b      ( جa b  
  

a:اثبات :                    b k Z b ka    
                                            ( )( )b ka b a k a b        

                                         ( 1) ( )b ka b a k a b         
                                      ( 1) ( )b ka b a k a b          

  
aاگر  -٢ b  0وb   آنگاهa b   

:0اثبات:                                                    0ba b k Z b ka k     

                         0 , ) 1
a

k k Z k ka a b a
        

aاگر  -٣ b   وb a  دراينصورتa b   
  

aاثبات:  b 0پس طبق تعريفa   و همچنينb a  0بنابراينb    
  داريم:

  
0

0

b

a
a b a b

a b a b
b a b a




     





  

a    1 ,برا ي هر عدد صحيح  -٤ a   



 

 

1اثبات :                                   1
( )( 1) 1

a a a
a a a
  
      

  
1aدر اينصورت  1aاگر  -٥    

1اثبات :                                                                            
1

1
a

a
a

    

,اگر    -٦ 0a Z a   0آنگاهa  
0اثبات :                                         0( ) 0a a     

  
aاگر     -٧ b       وa c  در اينصورت براي هر دو عدد صحيحm  وn    داريمa mb nc     
  

  اثبات:                                                                                                                  
                                      

1 1 1
1 2

2 2 1

:
( )

:

m

n
a b k Z k a b mk a mb

k m k n a mb nc a mb nc
a c k Z k a c nk a nc




          
     

   

aاگر  -٨ b   آنگاه براي هر عدد صحيح,a bc c  0و همچنين اگرc   آنگاهac bc 

:اثبات :                                           ca b k Z ka b kac bc a bc       
bcهمچنين  kac  پسac bc  



 

 

  
aاگر  -٩ b  وc d  در اينصورتac bd  

  اثبات:                           

                                       1 1
1 2

2 2

:
:

a b k Z k a b
k k ac bd ac bd

c d k Z k c d
            

  
  مثالهايي از بخشپذيري

  
3يك عدد صحيح و   nتمرين: اگر  2 1n    29ثابت كنيد 4 10 4n n   

  اثبات:

                                           
2

3 2 1
3 2 1 3 3 2 4

3 3

3 2 1
3 3 (2 1)(2 4) 9 4 10 4

3 2 4

n
n n

n
n n n n

n

      
         

  

  
3دو عدد صحيح باشند و  nو  aتمرين: اگر  1a n     12و 5a n   1ثابت كنيدa      

  اثبات :                           



 

 

                                        3 1
(12 5) 4(3 1) 1 1

12 5
a n

a n n a a
a n

            

  فرد است)   nنكته : با توجه به رابطه هاي(در رابطه دوم  
                                     1 2 1

1 2 2 2 1
( )( ... )

( )( ... )
n n n n n
n n n n n n
a b a b a a b b
a b a b a a b a b b

  
   

     
          

  داريم 
                                                       n na b a b   

                                   )n            (فردn na b a b   

626              ثابت كنيد nتمرين : براي هر عدد طبيعي  3 25n  
  اثبات:

                                              
3 3 2 6

6
6 6

3 1 (3 ) 1 26 3 1

26 3 1
26 (3 1) 26 26 3 26

26 26

n n

n
n n

   

      

  

  
410ثابت كنيد      nتمرين : براي هر عدد طبيعي  3 9n   

  



 

 

اثبات:                                          
2 2 2 1 4 2

4 2
4 2 4 2

3 1 (3 ) 1 10 3 1

10 3 1
10 (3 1) 10 10 3 9

1010

n n

n
n n

 


 

   

      

  

  
   qZاست كه در آن   ١+٨qتمرين : ثابت كنيد مربع هر عدد فرد بصورت   

  است. ٣+٤kيا  ١=٤kاثبات : هر عدد فرد بصورت  

                  
2 2 2

2 2 2 2

(4 1) 16 8 1 8(2 ) 1 8 1

(4 3) 16 24 9 16 24 8 1 8(2 3 1) 1 8 1
q

q

k k k k k q

k k k k k k k q

        
             





  

4ثابت كنيد  اعداد صحيح فرد باشند  bو  aتمرين : اگر  48 a b  
  مباشد. ٨+١qبصورت  ٢bو مربع   ٢aمربع هردو فرد هستند پس مربع آنها نيز فرد مي باشند. بنابر اين  bو    aاثبات : 

                                            4 1 4 4 4 41 24 2
8 1 8( ) 88 1

a q a b q q a bb q
          

324  تمرين : ثابت كنيد براي هر عدد صحيح فرد ,n n n  

33است بنابراين  ٣. مي دانيم حاصلضزرب سه عدد متوالي مضرب   ٣n-n=(n-١+n (n (١(اثبات :  n n   از

28فرد است  لذا  nطرفي   1n                                     :بنابر اين  

                                                                    2 2 38 1 8 ( 1) 8n n n n n      



 

 

324 است و اين يعني:   ٢٤باشد مضرب  ٨و  ٣اگر عددي مضرب  n n  
4ثابت كنيد  nتمرين : براي هر عدد صحيح   | 2 2n   

  
                   2 2 22 1 8 1 2 8 3 2 4 3 4 |n k n q n q n q              2

2 2
2

2 4 4 |
n

n k n k


    2 2n   

aدو عدد صحيح باشند و   bو  aتمرين : اگر  b a  ثابت كنيدa b b  

)اثبات :                                       )
a b a

a b a a b a b b
a b a b

          

13ثابت كنيد  nتمرين : براي هر عدد طبيعي  2 ( 1)n n    

nميدانيم   nو عدد طبيعي  bو  aاثبات:   براي هر دو عدد صحيح  na b a b   

2بنابراين :               ( 10 2 ( 1) 3 2 ( 1)n n n n        
  تمرين : نشان دهيد حاصلضرب چهار عدد صحيح متوالي بعلاوه يك مربع كامل است.  

  
اثبات:                                      

2 2
2 2 2 2 2

( 1) ( 10( 2) 1 ( )( 2) 1
( ) 2( ) 1 (( ) 1)
n n n n n n n n
n n n n n n
        

          

4تمرين: اگر براي عدد طبيعي  3 1 ,n n  24ثابت كنيد 51 20 1n n   
  اثبت:



 

 

                             

2

2 2
2

4 3 1 4 17(3 1) 4 51 17

4 3 1
4 (51 17 ) (3 1) 4 51 20 1

4 51 17

n n n n

n
n n n n n

n n

    
         

   

348ثابت كنيد   nتمرين : براي هر عدد طبيعي و زوج  4n n  
  پس:         =٢n kموجود است كه  kزوج است پس عدد صحيح  ٣n , n-n=(n٤-٢+n(n(٢  (اثبات : 

                     3 3
2

4 (2 2)2 (2 2) 4 8 ( 1) ( 1) 16
q

n n k k k n n k k k q         


  

15كسر  nتمرين : به ازاء چند عدد صحيح  14
3 2
n
n

 صحيح است؟  

                                          
15 14 3 2 15 143 2
3 2 15 14

3 2 (15 14) (15 10) 3 2 4 3 2 1, 2, 4
3 2 5(3 2)

n Z n nn
n n

n n n n n
n n

    
                

13          غ ق ق                                        2 1 3n n     
3ق ق                                                 2 1 1n n        
3ق ق                                                     2 2 0n n      

43غ ق ق                                              2 2 3n n        

23غ ق ق                                                  2 4 3n n       



 

 

3ق ق                                                 2 4 2n n       
  

15پس كسر  14
3 2
n
n

   به ازاء سه عدد صحيح,  n    .صحيح است  

  
  الگوريتم تقسيم

  
  بعلاوه ي عدد صحيح ديگري نوشت؟  ٥را مي توان بصورت مضربي از عدد   ٣٧سوال: آيا عدد 

                 ١٢+(٥)٥=٣٧ ,                     ٧+(٥)٦=٣٧ ,                  ٢+(٥)٧=٣٧پاسخ:   
   ١٧+(٥)٤=٣٧ ,                (٨-)+(٥)٩=٣٧ ,               (٣-)+(٥)٨=٣٧              

 
   ٥را بصورت مضربي از  ٣٧با بقيه متفاوت است زيرا در اين حالت   ٢+(٥)٧=٣٧مورد  

  ) ٢+(٥)٧=٣٧نوشته ايم. اين نمايش ( ٥بعلاوه عددي بزرگتر مساوي صفر و كمتر از 
   ٥را بصورت مضربي  از  ٣٧منحصر بفرد است. يعني در تمام دنيا  اگر كسي بخواهد 

  ٢+(٥)٧=٣٧بنويسد فقط ميتواند بنويسد ٥بعلاوه عددي بزرگتر مساوي صفر و كمتر از 
  

د موجودن rو  qعدد طبيعي باشدآنگاه اعداد صحيح و منحصر بفرد   bو يك عدد صحيح و  aقضيه (الگوريتم تقسيم):اگر  
  كه      

                                                                  , 0a bq r r b     
}اثبات : مجموعه   0 }S a mb m Z     را در نظر مي گيريم. واضح استS N   

  ناتهي است. Sثابت مي كنيم 
                                           ( 1) ( 1) 1 0a a b a a b a a                



 

 

)پس  1)a a b S      لذاS  زير مجموعه ناتهي از اعداد طبيعي است بنابراين طبق اصل خوشترتيبي داراي
   مي ناميم .  rرا  Sكوچكترين عضو است. كوچكترين عضو 

 :r S q Z a q b r a q b r                
r  -سه حالت رخ ميدهد .  الف bو  rبراي  b       ب- r b         ج- r b  

مناسب را ارائه مي دهيم  و ثابت مي كنيم ج نمي تواند رخ دهد (و بنابر اين در حالت ج نياز به  qو   rدر حالت الف و ب 
  نيست)  qو  rارائه 

  
rالف ) اگر   b   با توجه به مثبت بودنr )r S  0پسr  0اريم )د r b   كافيستr r 

qو  q  در اين حالت, 0a bq r r b     
  

rاگر  –ب  b    آنگاهa bq b   و لذا( 1) 0a b q    0پس در اين حالتr   و
1q q   
  

  ج) حالت ج رخ نمي دهد . فرض كنيم رخ دهد(فرض خلف) 
                           0 (1)

( 1) (2)
r b r b
r b a bq b r a q b
    
            

rنتيجه  ميشود    )٢(و      )١ (از   b   عضوS   است . كه اين امكان ندارد  زيراr b   از كوچكترين عضوS 
  كمتر است.پس فرض خلف نادرست است و اين يعني

  حالت ج رخ نمي دهد.  
  

  :  q و rاثبات منحصر بفرد بودن 



 

 

1فرض كنيم    1 1,0a bq r r b      2و 2 2,0a bq r r b      بايد ثابت كنيم
1 2 1 2,q q r r   

          1 1 2 2 1 2 2 1 2 1( )bq r bq r b q q r r b r r              
1اگر  2r r 1در اينصورت 2 0r r   2پس 1b r r     1اما اين امكان ندارد زيراr b   2وr b  پس

2 1r r b   1و در نتيجه 2r r  
                                        1bq r 1 2 2bq r  1 2 1 2bq bq q q     

  
  قضيه نمايش

  
را در نظر گرفته ايم . فرض كنيم شما از عددي كه در نظر گرفته ايم اطلاعي نداريد و قرار است  با    ٣٧٥عددي مانند 

  طرح پرسشهايي به ارقام عدد مورد نظر برسيد.
  چه روشي را پيشنهاد ميكنيد؟

  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

  بنويسيم :   ١٠را بصورت مجموعي از مضارب توانهاي نزولي   ٣٧٥ضمن آنكه ارقام عدد بدست آمد مي توانيم 
                                               2375 3(10 ) 7(10) 5    

 در حالت كلي قضيه زير را خواهيم داشت. 
  

را مي توانيم بصورت منحصر بفردي  برحسب مضارب توانهاي نزولي هر عدد طبيعي  aقضيه نمايش:  هر عدد طبيعي 
1bديگري مانند    : بصورت زير بنويسيم  

                                                   1 1
1 1 0...k k

k ka a b a b ab a
       

0كه در آن     , 0 ii k a b       
  
  

  بنويسيد. ٧و بار ديگر بر حسب توانهاي نزولي  ٨را يكبار برحسب توانهاي نزولي   ٣٧٥تمرين : 
  

1پاسخ:       2 1 2 38 8 ,8 64 ,7 7 ,7 49 ,7 343      

                                                           
2

3 2
375 5(8 ) 6(8) 7
375 1(7 ) 0(7 ) 4(7) 7

  
       

  
1قرارداد : در قضيه نمايش  2 1 0( ... )k k ba a a a a  را نمايش عددa  در مبناي عددb . ميناميم  

  
  بصورت  ٧و نمايش آن در مبناي  (567)8بصورت   ٨در مبناي  ٣٧٥مثال: نمايش عد 

  مي باشد. (1044)7
  

  برعكس عمل مي كنيم. ١٠تذكر: براي تعين نمايش عدد در مبناي 



 

 

  
   ١٠است. نمايش آنرا در مبناي  (421)5بصورت   ٥مثال: نمايش عددي  در مبناي 

  نماييد.مشخص 
2پاسخ:                                                   

5(421) 4(5 ) 2(5) 1 111     
  

)9بصورت  ٩تمرين : نمايش عددي در مبناي  )ab  بصورت  ٧و نمايش آن در مبناي  
7( )ba  مشخص كنيد. ١٠است. نمايش اين عدد را در مبناي  

9پاسخ:        7
3 6( ) ( ) 9 7 8 6 ,4 8

a aab ba a b b a a b b b
               

      

6اما  
8

a
b
  

  باشند . پس ٧رقم ها بايد كمتر از  ٧ قابل قبول نيستزيرا در مبناي  

7 , 7a b    3لذا
4

a
b
  

  :بنابر اين  

  ١٠نمايش عدد در مبناي  ٣١=٤+(٣)٩=                                                  
 

(17)تمرين : در كدام مبنا :     (75) (114)a a a  
  
  پاسخ:                    

    
               2 2 8(17) (75) (114) 7 7 1 1 7 8 0 1a a a

aa a a a a a a
                 

   
  ميباشد. ٨پس مبناي مورد نظر 



 

 

  
  ميباشد در كدام مبنا بصورت   (11111)3بصورت  ٣تمرين:نمايش عددي دز مبناي 

(441)a نوشته مي شود؟  

پاسخ:                   
2 4 3 23

2

(441) (11111) 4 4 1 1(3) 1(3) 1(3) 1(3) 1
54 4 120 0 6

a a a
aa a a

        
        

  

  
  چند رقم دارد؟ ١٢هشت رقم دارد.اين عدد در مبناي  ٢عددي در مبناي  - ٢٠

  ) دو يا سه رقم ٤) سه يا چهار رقم           ٣) سه رقم      ٢)دو رقم          ١
  

7پاسخ:        12 12(10000000) 2 128 10(12 ) 8 ( 8)a      ٢كوچكترين عدد هشت در مبناي  
                   82 2(11111111) (100000000) 1 2 1      ٢بزرگترين عدد هشت در مبناي 

                          2 1 12255 1(12 ) 9(12 ) 3 (193)     
  دو يا سه رقم دارد. ١٢پس عدد مورد نظر در مبناي 

  
  نشان   bو  aده و يازده رقم مي باشند كه به ترتيب آنها را با  ١٢تذكر : در  مبناي 

  ميدهيم.
 

واحد به مقسوم و سه واحد به مقسوم عليه اضافه مي كنيم. از باقيمانده يك واحد كم مي  ٤٤: در يك عمل تقسيم ١تست 
  شود و خارج قسمت تغييري نمي كند.خارج قسمت كدام است؟

  
١)١٥               ٢)١٧                      ٣)١١                         ٤)١٣  



 

 

                   
   ١پاسخ : گزينه 

               44 3 1 1544 ( 2) 1
a bq r q qa b q r

            
  

   ١٠١ميباشد. به مقسوم  ١١و باقيمانده  ٣١:در يك تقسيم مقسوم عليه  ٢ تست 
  واحد اضافه مي كنيم . خارج قسمت چه تضييري مي كند؟

  سه واحد كم مي شود ٢)دو واحد اضافه مي شود                   ١)
  سه واحد اضافه مي شود ٣)  دو واحد كم مي شود                      ٣)

  ٢پاسخ : گزينه 
             10131 11 101 31 101 11 101 31 93 19

101 31( 3) 19
a q a q a q

a q
         

    
    

  بنابراين به خارج قسمت سه واحد اضافه مي شود.
  

  برابر  ٤تقسيم شود باقيمانده  ٨١ : چند عدد طبيعي وجود دارد كه اگر بر  ٣تست 
  خارج قسمت مس باشد.

   
١)٢٣                           ٢)٢٢                     ٣)٢١                   ٤)٢٠  

  ٤پاسخ : گزينه 

                                             4
81 4 , 0 4 81

0 4 81 0 20/25 0 20
a q q q

q q q
   
          

  عدد براي مقسوم وجود دارد.  ٢٠و بنابر اين  qعدد براي   ٢٠لذا 
  

  عدد اول



 

 

  
  بجز بر خودش و يك بر هيچ عدد طبيعي ديگري بخشپذير نباشد. را اول مي ناميم هر گاه ١<pتعريف : عدد طبيعي 

  اول نباشد آنرا مركب مي ناميم . ١<nاگر عدد طبيعي 
  

  باشد حاصلضرب آمها كدام است؟ ١٩٣ اگر مجموع دو عدد اول برابر   : ٤تست 
١)٣٨٢                     ٢)٤٩٧                   ٣)٥١٧                ٤)٥٢٤  

 
   ١خ : گزينه پاس
و ديگري  ٢تنها عدد اول فرد است . بنابر اين يكي از آنها  ٢مجموع دو عدد زماني فرد است كه يكي از آنها فرد باشد  و   

    ٣٨٢است لذا حاصلضرب دو عدد   ١٩١
  مي باشد.

  
27تمرين :ثابت كنيد براي هر عدد طبيعي  1 ,n n .عددي مركب است  

3اثبات:               227 1 (3 ) 1 (3 1)(3 3 1)n n n n n        
27پس  1n .مركب است  

  
  مي باشد.  ٣+٤qيا ١+٤qبصورت  ٢تمرين : ثابت كنيد هر عدد اول بجر 

   ٣+٤qيا  ٢+٤qيا  ١+٤q يا   ٤qاثبات: طبق الگوريتم تقسيم هر عد طبيعي بصورت 
  ٢ ) بنابراين  هر عدد اول بجز  ٢+(٠)٤زوج اند پس ا و ل  نمي باشند   (بجز در حالت   ٢+٤qو  ٤qاست .  اما 

  مي باشد.   ٣+٤qيا ١+٤qبصورت  
  

  .مي باشد  ٥+٦qيا  ١+٦q بصورت ٣و٢تمرين : ثابت كنيد هر عدد اول بجر 



 

 

 ٤+٦qيا  ٣+٦qيا  ١+٦qيا   ٦qاثبات: طبق الگوريتم تقسيم هر عد طبيعي بصورت
 ٣+٦q) . همچنين  ٢+(٠)٦زوجند پس اول نمي باشند (مگر در حالت  ٤+٦qو  ٢+٦qو  ٦qميباشد. اما  ٥+٦q يا 

  ميباشند پس اول نمي باشند ٣مضرب ٦q  و   
   ١+٦qتنها مي تواند بصورت  ٣ و  ٢) لذا هر عدد اول بجز   ٣+(٠)٦(مگر در حالت 

  باشد. ٥+٦qيا 
  

  يك عدد صحيح  است. kكه در آن  ٢p=٦+١kد آنگاه او ل باش <٣pتمرين : ثابت كنيد اگر 
2اثبات :     2 23 6 1 36 12 1 6 1p p q p q q p k           اول است  

  
224اول باشد ثابت كنيد  <٣pتمرين:اگر  1p   

  است.    ٨مضرب    ٢p-١است .لذا   ٨+١kفرد است پس مربع  آن بصورت   pاثبات : 
   ٣p>    ٢-١اول است پس طبق مساله قبلp   است. ٣است لذا مضرب  ٦مضرب  

        ٢-١P   224است بنابر اين   ٨ و مضزب  ٣مضرب 1p  
  

  وجود دارد ؟ ٣n-١: چند عدد اول به شكل  ٥تست 
  بي شمار ٤)                   ٣)٣                 ٢)١صفر                   ١)
  

   ٢پاسخ : گزينه 
 3 21 ( 1)( 1)n n n n      1بنابر اين در حالتي كه 1n    3عدد 1n   مركب است و اين يعني

3 1n   2تنها در حالتn  .عدد اول است 
  



 

 

2تمرين : ثابت كنيد اگر   1n   اول باشد آنگاهn .اول است  
  موجودند بطوريكه  mوkمركب باشد دراينصورت اعداد طبيعي  nاثبات: فرض كنيم 

1 , ,k m n n km   : در اينصورت  
                        1 2 32 1 (2 ) 1 (2 1)[(2 ) (2 ) (2 ) ... 1]n k m k k m k m k m            

 
2ملاحظه مي شود    1n   2در آمده است كه اين با اول بودن   ١بصورت حاصلضرب دو عدد طبيعي بزرگتر از 1n  

  اول باشد. nتناقض دارد پس حتما بايد 
2تمرين : ثابت كنيد اگر  1n   عدد اول باشد آنگاهn   مي باشد. ٢به شكل تواني از  

را بصورت حاصلضرب يك عدد فرد در يك عدد   nنباشد در اينصورت ميتوان   ٢شكل تواني از به  nاثبات : فرض كنيم 
  نوشت.لذا:  m(١+٢k)=nطبيعي ديگر  مانند 

                     2 1 2 2 12 1 (2 ) 1 (2 1)[(2 ) (2 ) ... 1]n m k m m k m k           
2در اينجا  1n   2نوشته شده است كه اين با اول بودن   ١بصورت حاصلضرب دو عدد طبيعي بزرگتر از 1n   تناقض

  ميباشد. ٢به شكل تواني از  nدارد .پس  
     

  حد اقل يك مقسوم عليه اول دارد. 1قضيه : هر عدد صحيح بجز 
  

1nاثبات:عدد صحيح    ٠ر را در نظر ميگيريم . اگn=  حكم بديهي است ( زيرا  

....5 0 , 3 0 , 2 0n). حال فرض كنيم 0   مجموعه{ : 1, }S k k k n   را در نظر ميگيريم . واضح است

S N  وS   حداقل ميدانيم)n S بنابر اين طبق اصل (  



 

 

اول است .  pميناميم.ثابت ميكنيم  pنا تهي است لذا داراي كوچكترين عضو است. كوچكترين عضو آنرا   Sخوشترتيبي 
,موجود است كه  qفرض كنيم اول نباشد (فرض خلف ). پس عدد طبيعي  1q p q p   بنابراين  

                                1qq p
q n q S

p n
   

 pباشد لذا فرض خلف نادرست است و   Sكمتر است پس نبايد عضو  Sاز كوچكترين عضو  qاين يك تناقض است زيرا 
  يك عدد اول است.

  
 

  قضيه :مجموعه اعداد اول نا متناهي است.
 ٣p, … , n p p ,٢ p ,١    ت اثبات : فرض كنيم مجموعه اعداد اول متناهي باشد(فرض خلف) وتنها اعداد اول بصور

  ٣p…. np = p ٢p ١p  +١ باشند . واضح است عدد 
n p , … ,است . بنا بر اين طبق قضيه  قبل يك مقسوم عليه اول دارد. اما طبق فرض خلف تنها اعداد اول  1مخالف 

    ١, p ٢, p ٣p  1)مي باشند لذا )i n i  موجود است كهn 3 2 1p .... 1ip p p p   از طرفيn 3 2 1p ....ip p p p
  (حاصلضرب چند عدد مضرب هر كدام از عاملها ميباشد) لذا:

          
                             

                    n 3 2 1
n 3 2 1 n 3 2 1

n 3 2 1

p .... 1
(p .... 1) p .... 1

p ....
i

i i
i

p p p p
p p p p p p p p

p p p p
      

را نمي شمارد.پس فرض خلف نادرست است و بنابر اين مجموعه اعداد اول  ١كه اين يك تناقض است زيرا هيچ عدد اولي 
  نامتناهي است.

  



 

 

  دارد. nيك عدد مركب باشد آنگاه حداقل يك مقسوم عليه اول ككوچكتر مساوي    nقضيه :اگر 
1و  n=abموجودند كه   bو aمركب است پس اعداد طبيعي  nاثبات:  a b n    

               
                                                         2aa b a ab a n         

1aاز آنجائيكه       پس يك مقسوم عليه اول دارد كه آنراp .ميناميم  

                                                         

a n
p a p a p n

p a
p n

a n

  




          

pاست كه  nيك مقسوم عليه اول  pپس  n  
  

  عدد اول است. ١٠٣تمرين : ثابت كنيد 
باشد   ١٠٣بايد مقسوم  عليه  103ي مركب باشد در اينصورت يكي از اعداد اول كوچكتر مساو ١٠٣اثبات: فرض كنيم 

نمي باشند.بنابر  ١٠٣مي باشند كه هيچكدام  مقسوم عليه  103تنها اعداد اول كوچكتر مساوي   ٧  ,٥  ,٣ ,٢ اما   
  اين

  عدد اول است. ١٠٣
  
  
  

  بزرگترين مقسوم عليه مشترك



 

 

  
دو عدد صحيح و حداقل يكي از آنها مخالف صفر باشد در  ا ينصورت بزرگترين مقسو م عليه  bو aتعريف : فرض كنيم 

  در دو شرط زير صدق كند. dاست هرگاه  dنشان ميدهيم برابر با عدد     (a,b)مشترك آنها  (ب م م )  كه آنرا با 
d,   -الف  a d b   

) -ب  , )c a c b c d   
دو عدد صحيح و حداقل يكي از آنها مخالف صفر باشد . در اينصورت كوچكترين عضو   bو aه (قضيه بزو): فرض كنيم قضي

}مجموعه        0: , }S ma nb m n Z     بزرگترين مقسوم عليه مشتركa  وb        مباشد يعني
min( ) ( , )S a b   

  
  يك تركيب مثبت از دو عدد صحيح الزاما ب م م آنها است؟سوال: آيا 

  پاسخ: خير اما حتما بزرگتر يا مساوي ب م م آنها است.
  

4بنابراين  ١ )٧٦(-٤ )١٨ = (٤داريم  =١٨b  =a ,٧٦   مثال: (76,18)  
  
  ب م م سوال : يك عدد وجود دارد كه اگر يك تركيب از دو عدد برابر آن باشد قطعا  

  آنها است. آن عدد كدام است؟
  باشد قطعا كوچكترين تركيب مثبت از آن دو عدد است بنابراين: ١.زيرا اگر يك تركيب مثبت از دو عدد برابر   ١پاسخ: عدد 

                                            ( , ) 1 , : 1a b m n Z ma nb       
  باشد. ١تعريف : دو عدد صحيح را نسبت به هم اول مي ناميم(متباين) هرگاه ب م م آنها برابر  

  
  نسبت به هم اولند. ١٨و  ٢٥تمرين: ثابت كنيد 



 

 

(18)7پاسخ:                                                    5(25) 1 (25,18) 1     
  

  چند نكته :
  
,1)براي هر عدد صحيح  -١ ) 1 ,a a  

(1)1اثبات:                                                0( ) 1 (1, ) 1a a     
  
)براي هر عدد صحيح  -٢ 1, ) 1 ,a a    

)1اثبات:                                                1) 0( ) 1 ( 1, ) 1a a                 
  
)به عبارت ديگر   (r, b)=(a , b)در اينصورت      a=bq+rاگر  -٣ bq , ) ( , )r b r b   

)اثبات: فرض كنيم   , ) , ( , )r b d a b d   بايد ثابت كنيم .d d   
                                          

  داريم:        
             1 1 1 1 1 2( )m a n b d m bq r n b d k r k b d          

)است لذا      dبرابر    rو  bس يك تركيب از پ , )d r b      
  همچنين:

                   2 2 2 2 1 2( )m r n b d m a bq n b d k a k b d                           
  

dبرابر   aو  bپس يك تركيب از        است لذا( , )d a b      
  



 

 

                                                                   ( , )
( , )

d r b d dd a b
    

  و حكم ثابت مي شود.
  

  نيز باشد. bمي تواند منفي و يا بزرگتر مساوي  rمربوط به الگوريتم تقسيم نمي باشند يعني  qو   rتذكر : در اين نكته 
  

  را مشخص كنيد. ١٨و  ٧٦مثال: ب م م دو عدد 
                                          (76,18) ( 4(18) 4,18) (4, 4(4)  2) (4,2) 2    

  
)يك عدد صحيح باشد دراينصورت  aاگر  -٤ ,0)a a  

  در دو شرط الف و ب مربوط به تعريف ب م م صدق ميكند. aاثبات : كافي است ثابت كنيم 

lal واضح است  a ,  lal   بنابر اين شرط الف تعريف برقرار است. 0

c حال فرض كنيم  a ,  c lalcبايد ثابت كنيم  0   

                                             0lal lcl lal c lal
c cac
     

  پس شرط ب نيز برقرار است. 
  
aاگر   -٥ b     آنگاه( , )a b a  

  اثبات :        



 

 

                                           :
( , ) ( ,
a b k Z b ka
a b a ka

  
 0) ( , ) ( ,0) ( , )a b a a b a      

  
  خواص زير را به كمك تعريف ميتوان ثابت نمود

  
)يك عدد صحيح و مخالف صفر باشد در اينصورت   kاگر  -٦ , ) ( , )ka kb k a b  
)يك عدد طبيعي باشد در اينصورت   nاگر  -٧ , ) ( , )n n na b a b  
٨-       ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b b a a b a b a b         
 

4ثابت كنيد  nتمرين : براي هر عدد طبيعي  2( 7 5 4, 1) 1n n n n     
  اثبات : 

             
4 2 4 3( 7 5 4, 1) (n n n n n n      3 2n n  28 8n n  3 3n  1, 1)
( 1, 1) 1

n
n

 
       

  
  ) ٦٥يك عدد طبيعي باشد كدام صحيح است. (آزاد nو   d=(٣+٤،٢n+٥n): اگر  ٥تست  

=١)١ d         d=يا  ٢)١  d=٧      d=٤)١               d=٧ , d=٣) ١         
  ٢پاسخ: گزينه 

          
(5 4,2 3) ( 4 6n n n    2,2 3) ( 2,2 3) ( 2, 2 4n n n n n n         7) ( 2,7)n d                                                                          

١d=  ٧ ياd=    7d   



 

 

3يك عدد طبيعي باشد و   n: اگر ٦تست  2( , ) 30n n n n    مقدارn كدام است؟  
١)٤                    ٢)٥                       ٣)٦                  ٤)٧  

  
   ٣پاسخ : گرينه 

                           3 2 3 2( , ) (n n n n n n    2n n  2 2
2

, ) (0, ) 30
30 6

n n n n
n n n

   
      

  
ثابت كنيد  nتمرين: براي هر عدد طبيعي  ! 1,( 1)! 1 1n n     

  اثبات :         

                   ! 1,( 1)! 1 ! 1,( 1)! 1 ! 1, ( 1)( ! 1)n n n n n n n n n            
( !

n
n

   
 1, ) (1, ) 1n n    

  

  
  اول است. bcنسبت به   aاول باشد ثابت كنيد  cو  bنسبت به دو عدد  aتمرين: اگر 

  اثبات:

                  
( , ) 1 , : 1 ( )( ) 1 1( , ) 1 , : 1

( ) 1 ( , /0 1

a b m n Z ma nb ma nb m a n ca c m n Z m a n c
mm a mn c m nb a nn bc a bc

                     
         

   

  
3نسبت به اعداد     aنكته: بوسيله استقرا مي توان ثابت كرد اگر  2 1,..., , ,nb b b b    

3اول باشد آنگاه نسبت به حاصلضرب آنها اول است يعني:  2 1( , ,..., , , ) 1na b b b b   
  

)تمرين : اگر   , ) 1a b  ثابت كنيد براي هر دو عدد طبيعيm وn  ( , ) 1n ma b   



 

 

  
  اثبات:

                     
( , ) 1,( , ) 1,...., ( , ) 1 ( , ) 1

( , ) 1,( , ) 1,...., ( , ) 1 ( , ) 1

m

mمرتبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧه

m m m n m

nبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧار

a b a b a b a b

a b a b a b a b

    

    





  

  
cنسبت به هم اول باشند و  bو  aتمرين :  اگر   a b  ثابت كنيدc  نسبت بهa  وb  .اول است  

اثبات : 
: ( ) 1 ( ) 1 ( , ) 1

( , ) 1 , : 1
c a b k Z a b kc ma n kc a m n a nkc a c

a b m n Z ma nb
                     

  ١=(b,c)مشابها 
 
 

)تمرين : ثابت كنيد اگر   , ) 1a b   آنگاه( , ) 1a a b  
)اثبات :                          ,a a ) ( , ) ( , ) 1b a b a b                       

  
  

)تمرين : ثابت كنيد اگر   , ) 1a b    آنگاه( , ) 1ab a b      
  

)اثبات:                                     , ) 1( , ) 1 ( , ) 1( , ) 1
a a ba b ab a bb a b

        
   



 

 

                                         
                                                                       

)تمرين : ثابت كنيد اگر    , )a b d   آنگاه( , ) 1a b
d d   

  
)اثبات:           , ) , : ( ) ( ) 1 ( , ) 1d a b a ba b d m n Z ma nb d m nd d d d

            
  

n,تمرين : اگر براي عدد طبيعي  na b n   ثابت كنيدa b  
اثبات :                

( , ) ( , ) 1 ( ) , ( ) 1( )

, : ( ) ( ) 1 ( , ) (1)

( , ) (2)

n n n

n n n n n n n n n n

a b a ba b d dd d d d
a bx y Z x y xa yb d d a b d a d ad d

a b d d a d a

        
             

   
  

 
dنتيجه مي شود  )٢(و  )١(از رابطه هاي  a 

                                           ( , ) |a|  |a| b a ba b     
)تمرين:اگر  , ) 1a b  يا  ٢ثابت كنيد( , ) 1a b a b     



 

 

اثبات:        
( , ) ( ,a b a b d a b a b      2 ) ( , 2 ) 2
( , ) ( ,2

b d a b b d d b
a b a b d a b a a b

      
       ) ( ,2 ) 2
2

(2 ,2 ) 2( , ) 2
2

d a b a d d a
d a

d a b d a b d
d b

    
   

 

  =٢dيا  =١dنتيجه مي شود   2dاز رابطه    
)فرد باشند و  bو  aتمرين:اگر   , ) 1a b  ثابت كنيد( , ) 2a b a b      

  
2اثبات: فرض كنيم  1 , 2 1b m b n      و همچنين( , )d a b a b    

            ( , ) (2 1 2 1,2 1 2 1) 2( 1, ) 2d a b a b m n m n m n m n d                 
   2dاز طرفي طبق مساله قبل :       

                                                                02
2 2

2
dd

d d
d

        

  
aتمرين: اگر   c   وb c  و( , ) 1a b   ثابت كنيدab c  

اثبات:                                  
1 1

2 2

2 1

:
:

( , ) 1 , : 1 ( ) ( )c

a c k Z c k a
b c k Z c k b
a b m n Z ma nb mac nbc c ma k b nb k a c ab c

  
  
           

  

  



 

 

aسوال :آيا از رابطه  bc  مي توان نتيجه گرفتa c  ياa b  
6پاسخ: خير . بطور مثال  3 4  6اما | 6و 3 | 4  

  
  با وجود مثال بالا ما قضيه زير را داريم. 

  
  

aقضيه(لم اقليدس): اگر  bc  و( , ) 1a b   در اينصورتa c  
  اثبات:                       

  
  

               :
( , ) 1 , : 1 ( )c
a bc k Z bc ka
a b m n Z ma nb mac nbc c mac n ka c a c

  
              

 
pيك عدد اول باشد و  pقضيه : اگر  bc در اينصورتp b  ياp c 

) ١يا   pاثبات :  واضح است   , )p b    
)اگر      , )p b b     در اينصورت طبق خاصيت الف ب م مp b   

)اگر         , ) 1p b      با توجه به اينكهp bc    طبق لم اقليدسp c    
  



 

 

1يك عدد اول باشد pنكته : بوسيله استقرا مي توان ثابت كرد قضيه قبل قابل تعميم است . يعني اگر  2... np a a a 
1آنگاه  ,i n i    كه        موجود استip a   

  
npيك عدد اول باشد و   pتمرين:اگر  a  ثابت كنيدn np a    

...اثبات :           :n n n n n np a p aa a p a k Z a kp a k p p a              
  

  قضيه بنيادي حساب
  

  بصورت منحصر بفردي از حاصلضرب اعداد اول نوشت.قضيه : هر عدد طبيعي بزرگتر از يك را صرفنظر از ترتيب 
  

تذكر : در تجزيه اعداد طبيعي به عا ملهاي اول ميتوان  حاصلضرب چند  عدد  اول مساوي را بصورت تواني از آن نوشت.             
1 2 ... kn p p p    

  
  رب يك مربع را مي توان بصورت حاصلض ١تمرين: ثابت كنيد هر عدد طبيعيبزرگتر از 

 ) نوشت. ١مربع (بجز كامل و يك عدد صحيح بدون عامل
بك عدد طبيعي باشد . طبق قضيه بنيادي حساب  ميتوان آنرا به عا ملهاي اول بصورت  <١nاثبات: فرض كنيم  

1 2 ... kn p p p     تجزيه نمود .براي هرi   فرض كنيم  
2i i ir    0كه در آنir   1ياir  : بنا براين .  

                                                             2 2 2
1 2 1 2.... ....r r r

n nn p p p p p p     
2اگر قرار دهيم  2 2

1 2 .... nA p p p    1و 2 ....r r r
nB p p p   در اينصورتn AB  كه  



 

 

  هيچ عامل مربع كامل ندارد. Bمربع كامل است و  Aدر آن 
  
  

  كوچكترين مضرب مشترك (ك م م )
  

  دو عدد صحيح باشند . كوچكترين مضرب مشترك آنها عدد  bو  aتعريف : فرض كنيم 
  نشان مي دهيم هرگاه در دو شرط زير صدق كند . [a,b]است وآنرا با نماد  mمثبت 

a,     -الف                    m b m                   

0اگر    –ب                     , ,c a c b c  در اينصورتm c   
  دو عدد طبيعي باشند كه بصورت زير به عوامل اول تجزيه شده باشند                b و aقضيه : فرض كنيم 

                          1 2 1 2... , ...k kb p p p a p p p           
  

1در اينصورت :          2 1 2( , ) ... , [ , ] ...k ka b p p p a b p p p           
                                

}كه در آن    :            , } , min{ , }i i i i i iMax        
                                  

  
  مطالبي ديگر از  (ب م م)   و  (ك م م)   

  
15دو عدد  , 18b a                :  (18,15)را در نظر مي گيريم. داريم 3  



 

 

18و همچنين      6(3) , 15 5(3)       (6,5)و نيز 1    
)اين مطلب در حالت كلي برقرار است يعني اگر  , )a b d  آنگاهa  وb  موجودند  

)كه  , ) 1 , ,a b a a d b b d       
)دو عدد طبيعي باشند و    bو aنكته : اگر  , )a b d: در اينصورت 

  2 (2 [ , ] (1ab a b d a b a b d      
)مي توان نتيجه گرفت :    ٢تذكر: از نكته  , )[ , ]ab a b a b  

  
  است؟ ٢١٦و ك م م آنها  ١٢تمرين : چند جفت عدد طبيعي موجود است كه ب م م آنها 

                                                           216 12 216 18a b d a b a b           

                                                               
18 918 ,1 2

216 108,12 12

a aa b b b
a a
b b

             
        

  

  
  بنابر اين دو جفت عدد طبيعي با شرايط مساله موجود است.

  
  باشد. ٨٦٤و حاصلضرب آنها   ٦را چنان مشخص كنيد كه ب م م آنها  bو aتمرين : اعداد طبيعطي 

2پاسخ :                                                 864 36 864 24a b d a b a b                
  

                                                           
24 824 ,1 3

144 48,6 18

a aa b b b
a a
b b

             
        

  



 

 

  
  است.آن دو عدد را مشخص كنيد. ٥٠٤و ك م م آنها   ٣٠تمرين : تفاضل دو عدد طبيعي

  پاسخ :     
                                          30 ( ) 5 ( ) 5

[ , ] 504 84 84
a b a b d a b
a b a b d a b

               
( , ) 1 , (5,504) 1a b a b      پس  

                                              5 12 72
84 7 42

a b a a
a b b b

                    
        

xنكته : كسر   
y      را تحويل ناپذير مي ناميم هرگاه( , ) 1x y     

xاگر دو كسر  
y   وa

b       تحويل نا پذير باشند وx a
y b   در اينصورت,y b x a       

)ثابت كنيد    bو   aتمرين : براي اعداد طبيعي  ,[ , ]) ( , )a b a b a b    
  اثبات : 

               ( , ) ( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) ( ,[ , ])da b d a b a b a b a d b d a b d d a b a b d                     
  

آنها عدد مثبت   دو عدد صحيح و حد اقل يكي از آنها مخالف صفر باشد. دراينصورت  ب م م bو  aقضيه : فرض كنيم 
d   هرگاهd :در دو شرط زير صدق كند  

d      -الف                                a     وd b  
cاگر      –ب                                  a        وc b        آنگاهc d  

در دو شرط زير صدق  mهرگاه   mدو عدد صحيح . دراينصورت  ك م م  آنها عدد مثبت  bو  aقضيه : فرض كنيم 
  كند:



 

 

a     -الف                                m      وb m  
aاگر    –ب                                  c          وb c          آنگاهc m     

  
     !nدر تجزيه   pمشخص نمودن توان عدد اول  .١
  

!31سوال  :  مي دانيم    1 2 3 ... 30 31        وجود دارد . آيا مي توان  ٣مضرب    ٣١تا  ١اد و  در بين اعد
  نوشت :

    ٣١=!١٠٣ ×) ٣(عددي فاقد عامل                                              
  

   ٣دو عامل  ٢٧اضافي دارند و همچنين مضارب  ٣يك عامل  ٩پاسخ: خير زيرا مضارب 
  

  اضافي دارند بنا براين : 
                                                                             

  
  
  

  تقسيم  ٩و اگر آنرا به  ٣تقسيم كنيم تعداد مضارب  ٣را به  ٣١ملاحظه مي كنيم اگر 
  مشخي ميشوند.  ٢٧تعدادمضارب   تقسيم ٢٧و اگر آنرا به  ٩كنيم تعداد مضارب 

                  
31 310 33 31

  ٣١=!١٤٣ ×)  ٣(عامل فاقد          

 ٣) تعداد مضارب ٩+ (تعداد مضارب تعداد مضارب ٢٧+ تعداد مضارب
 ٣ ) X (عامل فاقد ٣=!٣١



 

 

به عوامل اول كافيست مجموع خارج قسمت هاي تقسيمات  !nدر تجزيه    pنكته : براي مشخص كردن توان عدد اول 
 را مشخص كنيم. pبر  nمتوالي 
  را به اعداد اول تجزيه كنيد. !٢٥تمرين: 

        25 131       25 112             25 73             25 55 51   25 38 32    
25 212 26 23 21

    

   
                                                       25 231             25 191            25 171   

  ٢٥=!٢٢٢×١٠٣×٦٥×٣٧×٢١١×١٣×١٧×١٩×٢٣بنابر اين           
 چقدر است؟ !٣٧سوال : تعداد صفرها ي سمت راست عدد 

به اعداد اول. زيرا تنها اعداد اولي كه حاصلضرب آنها صفر توليد مي كند  !٣٧در تجزيه  ٥پاسخ:دقيقا به تعداد توان عدد 

37ها بيشتر مي باشد.          ٥ها از تعداد    ٢مي باشند و مسلما تعداد  ٥ و  ٢ 57 51                    
  در سمت راست هشت صفر دارد. !٣٧پس 

!400سوال: عدد  900!
40! 90!  چند رقم صفر در سمت راست دارد؟  

!900واضح است تعداد صفرهاي سمت راست عدد  
!400از تعداد صفر هاي    !90

بسيار بيشتر است . بنابراين تعداد  !40

!400صفرهاي سمت راست عدد  900!
40! 90!   400دقيقا با  تعداد صفرهاي سمت راست عدد!

  برابر است. !40

!400براي تعين صفر هاي سمت راست عدد  
كم  ٤٠٠!را از تعداد ي صفر هاي  ٤٠!كافي است تعداد صفر هاي عدد  !40

  كنيم.



 

 

          
400 580516 53

        40 58 51  

  
!400پس   900!

40! 90!  ,       صفر در سمت راست دارد. ٩٠  
  

  همنهشتي 
  

  a-bميناميم هر گاه   nرا همنهشت به پيمانه  bو  a. دو عدد صحيح را در نظر مي گيريم   nتعريف : عدد طبيعي 
naباشد. در اينصورت مي نويسيم  nمضرب  b  

  بعبارت ديگر 
                              na b n a b   

  مي باشد در اينصورت رابطه هاي زير را خواهيم داشت .   ٣ , ٥ , ١٥مضرب  ٢٢و   ٣٧مثال : از آنجايي كه تفاضل 
                             1537 22               537 22                337 22  

543تمرين : پنج عدد براي طرف دوم  رابطه همنهشتي     . مشخص كنيد  
5پاسخ :     5 5 5 543 3 43 13 43 2 43 7 43 18        
            

  نكته :    
naاگر   -١ b   در اينصورتnb a  
naواضح است  aو هر عدد صحيح  nبراي هر عدد طبيعي  -٢ a  



 

 

   
  خواص همنهشتي 

naاگر   -١ b  در اينصورت براي هر عدد صحيحa  و هر عدد طبيعيk :  
na _الف c b c           ب- nac bc       ج- nk ka b  

naاگر   -٢  b    وnb c   در اينصورتna c   

اگر          -٣
n

n
a b
c d





در اينصورت          
n

n
a c b d
ac bd

  



   

  با چه اعدادي همنهشت است ؟ ١٠به پيمانه   ١٦٣سوال : عدد 

                 
10 10 10 10 10

10 10 10
163 3 163 13 163 63 163 7 163 17
163 23 163 37 163 103

 


    
  

  

10163با اعداد زيادي همنهشت مي باشد اما مورد  ١٦٣ملاحظه مي شود  3  از همه موارد جالب تر است زيرا سمت
  مي باشد. ١٦٣راست رقم يكان 

  
و  ٠طرف دوم رقم يكان طرف اول است . البته به شرط آنكه طرف دوم بزرگتر مساوي   ١٠نكته :در همنهشتي به پيمانه 

  باشد.  ١٠كمتر از 
   

  را مشخص كنيد .  ٢٥١٧+١٣ رين : رقم يكان عدد تم

پاسخ:              
710 10 10 102 2 125 125 250 251

10 10251 251
7 1 (7 ) ( 1) 7 1 7 7

7 13 7 13 7 13 6

    
     

   
 

  

  است. ٦عدد   ٢٥١٧+١٣بنابر اين رقم يكان  



 

 

  
  را مشخص كنيد.  ٨٧١٣+٣ تمرين : رقم يكان عدد 

  پاسخ :    

               
10 1087 87

310 10 10 10 102 2 43 43 86 87 87
1087

13 3 13 3
3 1 (3 ) ( 1) 3 1 3 3 13 3

13 3 0


       

 

 
    


   

2تذكر : معادله  5 7 2x x    را به سمت چپ منتقل مي  ٢را در نظر مي گيريم . براي حل اين معادله ابتدا عدد
را اضافه كرده ايم(خواص تساوي). در همنهشتي  ٢-تغيير مي دهيم . در واقع مانند آن است كه به دو طرف  ٢-كنيم و به 

نيز مي توانيم يك عدد صحيح را به دو طرف اضافه كنيم .بنابر اين در همنهشتي نيز مي توانيم يك عدد را از يك طرف 
  به طرف ديگر منتقل كرده و علامت را تغيير بدهيم. 

  
  با چه اعدادي همنهشت است؟  ٥به پيمانه  ٢٨سوال: عدد 

                                 5 5 5 5 528 3 28 28 13 28 28 78 2       
528بااعداد زيادي همنهشت است  اما مورد    ٥به پيمانه  ٢٨ملاحظه مي شود  3  

  مي باشد.  ٣عدد ٥بر  ٢٨با بقيه متفاوت است . زيرا باقي مانده 
  

تقسيم طرف اول بر پيمانه است . البته به شرط آنكه طرف دوم طرف دوم باقي مانده   nنكته :در همنهشتي به پيمانه 
  باشد.  nو كمتر از  ٠بزرگتر مساوي 

  
  

85تمرين : باقي مانده تقسيم عدد  863 3  بدست آوريد؟ ٣٥ را بر  



 

 

                 

35 353 63 8 3 64   356 123 36   1

335 35 35 3512 12 7 7 84 85
335 3585 86

3585 86

3 1 (3 ) (1) 3 1 3 3 (1)
3 3 3 9 (2)
(1) , (2) 3 3 12




  

 

   
 



    

  
1097تمرين : فرض كنيم  17a   وa  يك عددطبيعي باشد در اينصورت رقم يكان عدد  

  97a .را مشخص كنيد 
  پاسخ:

                                          
1097 10 1097 97
10

17 0 20 ( 17) 3
0 20

a a a
      

  
   

نكته : از آنجايي كه مضارب پيمانه با صفر همنهشت مي باشند اگر مضارب پيمانه را به يك طرف اضافه كنيم اشكالي ايجاد 
  است. nبا صفر همنهشت باشد حتما مضرب  nنمي شود .همچنين اگر عددي به پيمانه 

  
. ي فرض كنيم  اشكالي ايجاد نمي شودتذكر : در تعريف همنهشتي پيمانه عددي صحيح بود اما اگر پيمانه را عددي طبيع

  اين مطلب قدرت ما را در حل مسائل بالا مي برد.
15كسر   n ,تمرين:به ازاء چند عدد صحيح  14

3 2
n
n

  صحيح مي باشد ؟  

15پاسخ: كسر   14
3 2
n
n

   :زماني صحيح است كه صورت مضرب مخرج باشد لذا  

                                  3 215 14 0 15 10nn n   3 2 3 20 4 0 4 0n n         
                                       4   2يا    3يا 2 4 3 2 1n n           



 

 

              ١n=      يا ٠  يا -٢                                                                       
    

2  است . باقي مانده  ٢٠   ,٢٣ بر  aتمرين:باقي مانده عدد روج 
a  بدست آوريد. ٢٣را بر  

2بنابراين   =٢a  kپاسخ: فرض  كنيم 
a k   

                                       12232 17 24k  23 2041k 2320 20k    

2لذا باقيمانده 
a  ميباشد. ٢٠عدد  ٢٣بر  

1باشد باقيمانده  ١٣ برابر  ٢٥بر  aتمرين : اگر تاقي ماتده عدد فرد 
2

a   را بدست آوريد. ٢٣بر 

1بنابراين   =٢a+١k  پاسخ: فرض  كنيم 
2

a k    

                              1325 25 25 252 1 13 2 12 26 156 6k k k k      
  

naاز رابطه  kنكته(تغيير پيمانه)  :براي عدد طبيعي  b   رابطهnkak bk ين اگر را مي توان نتيجه گرفت. همچن
na b   وk n   آنگاهka b   

  بدست آوريد. ١٨را بر  aمي باشد . باقيمانده  ٥و  ٢بترتيب  ٦و  ٩ بر  aتمرين : باقيمانده عدد 

پاسخ:              
9 182

18 18
66 3 18

2 2 4 3 2 11 11
5 3 15

a a a a a
a a




      
  

  

  مي باشد. ١١برابر  ١٨بر  aيعني باقيمانده 



 

 

  
  را بدست آوريد. ٣بر   ٢+٥aباشد باقيمانده  ٨برابر  ١٢بر  aتمرين : اگر باقيمانده 

پاسخ:           
3 12 5 212 3 3 5 3 5 38 8 2 5 10 5 2 12a a a a a           

باشد رقم وسط  ٢١مضرب  ١٧+aاست. اگر  ١٢برابر   ٢٩ ,بر   a):باقيمانده تقسيم عدد  ٧٥(سراسري  ٧تست  
  كدام است؟  aكوچكترين عدد 

١)٤            ٢)٧                    ٣)٨                   ٤)٩  
   ٤پاسخ :گزينه 

                               
29 12a  29 2917

21
17 17 0

17 0
a a

a
    


 


  

  است.    ٢٩و  ٢١ك م م    ١٧+aميباشد لذا كوچكترين    ٢٩و  ٢١مضرب    ١٧+aبنابر اين 
[21,29]كوچكترين  =٦٠٩-١٧=٥٩٢     21 29 609 a      
  

1بر عدد ٥٦ و١٣٣: اگر باقيمانده اعداد ٨تست  20,b b   بر  ١٥٠برابر باشند دراينصورت باقيماندهb كدم است؟  
     ٧يا٤)٢                ٥يا٣)٢             ٧يا٢)٣                ٥يا ١)٣

   ٢پاسخ : گزينه 

                     133 133 56 133 56 0 77 0 77
56

b b b b
b
r b
r
       

  

1يا   ١١                                                                  2077 7bb b      

   7 11150 3 , 150 7   
 چند نكته



 

 

f:تابع حسابي :هر تابع  N R اميم.را يك تابع حسابي مي ن  
  كه در شرايط زير صدق ميكند را تابع حسابي مي نامند . fتابع ضربي: تابع ضربي 

                                                                                    ( ) ( ) ( )
( , ) 1

ab a bf f f
a b


  

3ضربي باشد و اعداد  fنكته : اگر تابع  2 1,...,na a a a    : دوبدو نسبت به هم اول باشند آنگاه
( .... ) ( ) ( ) ( )....a a a a a af f f f  

 nبه  كه نسبت   n) تعداد اعداد طبيعي كوچكتر  ١(بزرگتر از     nاويلر :تابعي است كه به هر عدد طبيعي تابع  
  اولند را نسبت مي دهد.

  راحساب كنيد. (10)و   (8)مثال : 

                                       1, 2,3, 4 ,5, 6 ,7, 8 (8) 4
1, 2

 
,3, 4 , 5 , 6 ,7, 8 ,9, 10 (10) 4       

  راحساب كنيد. (11)و   (7)تمرين : 

                                        1,2,3,4,5,6, 7 (7) 6
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11

 
(11) 10   

)ته : براي عدد اول نك ) ,p p  
  اويلر يك تابع ضربي است. قضيه : تابع 

  راحساب كنيد. (42)و (30)و (15)و   (10)تمرين :  

                     
(10) (2 5) (2) (5)

(15) (3 5) (3) (5)

(30) (2 3 5) (2) (3) (5)

(42) (2 3 7) (2) (3) (7)

(2 1)(5 1) 4
(3 1)(5 1) 8

(2 1)(3 1)(5 1) 8
(2 1)(3 1)(7 1) 12

   
   
    
    



 
 

     
     
      
      

     



 

 

3)4تمرين :  ) .راحساب كنيد  
3)4را كنار مي گذاريم . تعداد اعداد باقيمانده همان  ٣را در نظر ميگيريم. مضارب  ٨١تا  ١پاسخ: اعداد   )  .مي باشد  

                                                4 4 38181 3 3(3 ) 3       
  :  و عدد طبيعي    pنكته : براي عدد اول 

                                                          1( ) p pp      
 .راحساب كنيد (100)و  (12)و(25)تمرين :  

                                   
2 2

2 2
2 2 2

5 5 20
(3 1)(2 2) 4

(5 5)(2 2) 40

(25 ) (5 )
(12 ) (3 2 )
(100 ) )( 252

 
 
 

   
    
    




  

   ١=(n,a)يك عدد طبيغي باشد و   nيك عدد صحيح و aقضيه اويلر:فرض كنيم 
)در اينصورت :    ) 1nna       

p|يك عدد يك عدد اول باشد و   pيك عدد صحيح و aقضيه فرما : فرض كنيم  a   :1دراينصورت 1ppa    
  تذكر: قضيه فرما حالت خاصي از قضيه اويلر است.

  بدست آوريد. ٣٥را بر  ١٢٢٣+١٧تمرين: باقي مانده 
               

35 35 35 35(35) (5 1)(7 1) 24 24 5 5 120

9 1735 35122 122

(3,35) 1 3 1 3 1 3 1 (3 ) (1) 3 1
3 9 3 17 26

p  
 

         
   

     

  مي باشد.  ٦برابر  ٣٥بر   ١٢٢٣+١٧بنابراين باقي مانده  
41: باقي مانده    ٩تست  51 61 71 811 2 3 4 5 6      كدام است؟ ١١بر  

١)٧                       ٢)٨                        ٣)٩                  ٤)١٠        
   ٤پاسخ : گزينه 



 

 

                                      
                           211 11 11 11 11(11) 10 10 4 4 40 41(2,11) 1 3 1 2 1 (2 ) (1) 2 1 2 2           

11513مشابها    3 11614و 4 11715و 5  11816و 6    :لذا  
                                      11 1141 51 61 71 811 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 10             

  
  تقسيم طرفين همنهشتي بر يك عدد

naقبلا ديديم از رابطه همنهشتي   b  ميتوان رابطهnac bc را براي هر عدد صحيحc كس اين نتيجه گرفت.آيا ع
nacمطلب  نيز درست است؟ يعني از رابطه    bc   مي توان نتيجه گرفتna b  

96پاسخ: خير . به طور مثال  5 6 2   5اما 9 2  
  تقسيم دو طزف يك همنهشتي بر يك عدد را داريم.با وجود منفي بودن پاسخ سوال بالا ما قضيه زير را براي 

  

nacقضيه : اگر  bc  دراينصورت
n
da b  كه در آن( , )d c n  

  اثبات:

                    
( , ) 1

( , ) ( , ) 1
: ( ) ( )

( ) ( )

n

n c n
d d d

n cn c d d d
c nac bc k Z ac bc kn c a b kn a b kd d

n c na b a b a bd d d


  
          

    




   

  
  



 

 

  را بدست آوريد. ٧بر عدد   ٤+٣aباشد در اينصورت باقي مانده  ١٣برابر   ١٤بر   ١+١٨aتمرين : اگر باقيمانده 

پاسخ:       
14614 14 7 7218 1 13 18 12 3 2 3 2 3 4 6a a a a a           

  
4mدو عدد طبيعي باشند و   nو mنكته : اگر  n  در اينصورت براي هر عدد طبيعيa  رقم يكانma  و رقم يكانna 

10mبرابرند .بعبارت ديگر  na a  
  

  كدام است؟  ٢+١٠١١+١٠١٢+١٠١٣+١٠١٤  ): رقم يكان  ٦٥(سراسري  ١١تست
١)٠                ٢)١                 ٣)٢                  ٤)٣  

  ١پاسخ : گزينه  

                                     
4 10 10 10101 101 101

10 10101 101 101
101 1 2 2 , 3 3 , 4 4

1 2 3 4 1 2 3 4 0
   

       
  

9)9:عدد  ١٢تست  1)9  به كدام رقم ختم مي شود؟  

١)١                ٢)٣                  ٣)٦               ٤)٩  

                                                          ١پاسخ:گزينه 
4 4 49 9

10 102
9 1 9 1 9 1 2

9 19(9 1)9
      

  

  
  معادله سياله



 

 

كيلو گرم دارد. اگر وزن كيسه ها  ٤كيلو گرم و تعدادي ديگر به وزن  ٥مساله : مغازه داري تعدادي كيسه برنج به وزن 
  كيلو گرم باشد او از هر كدام چند كيسه دارد؟ ٥١روي هم 

 xكيلو گرم: ٤پاسخ:                                          تعداد كيسه هاي به وزن 
    yكيلو گرم: ٥تعداد كيسه هاي به وزن                                                    

 را خواهيم داشت .  ٥١=٥y+٤xبنا براين معادله دو مجهولي   
1غ ق ق                                                          9/4x y          
2غ ق ق                                                          8 /6x y          
3غ ق ق                                                          7 /8x y          
4 ق ق                                                                7x y         
5غ ق ق                                                          6/2x y        
6غ ق ق                                                          5 /4x y    

7غ ق ق                                                          4 /6x y          
8غ ق ق                                                          3 /8x y                                        
9ق ق                                                                  3x y      
كيسه  ٩ "داشته و يا اينكه  "كيلو گرمي ٥كيسه  ٧كيلو گرمي و  ٤كيسه  ٤ "ملاحظه مي شود اين مغازه دار ممكن است

  داشته باشد .  "كيلو گرمي ٥كيسه ٣كيلو گرمي و  ٤
كه اين جواب قابل قبول نيست .اما به نوعي مي توان تعبيري براي آن در نظر گرفت . مثلا  ١-=xآنگاه    ١١=yالبته اگر 

  كيلو گرمي بدهكار است. ٤كيلو گرمي در مغازه موجود دارد و يك كيسه  ٥كيسه  ١١اين مغازه دار 
  

ادله سياله دو متغيره اعداد صحيح مي باشند را يك مع  cو   bو  aكه در آن   ax+by=cتعريف : هر معادله به صورت 
  خطي مي ناميم.

   ax+by=cجوابهاي معادله سياله  
  مينامند.  ax+by=cكه در معادله صدق مي كنند را يك جواب معادله سياله   0yو  0xاعداد صحيح 

0يك معادله سياله است كه  ٤+٥x=٥١y مثال : 
0

4
7

x
y
  .يك جواب آن است  



 

 

  همواره جواب دارد ؟  ax+by=cسوال : آيا معادله سياله  
فاقد جواب است زيرا سمت چپ زوج است در حالي كه سمت راست فرد   ٥١=٦y+٤xپاسخ : خير . مثلا معادله سياله 

است در حالي كه سمت راست  ٣رب فاقد جواب است زيرا سمت چپ مض ٢٢=٦y+٣xاست. همچنين معادله سياله 
  نيست. ٣مضرب 

)داراي جواب است اگر و تنها اگر     ax+by=cقضيه : معادله سياله   , )a b c  
d. ابتدا فرض كنيم  d=(a,b)اثبات: قرار ميدهيم  c  . ثابت مي كنيم معادله داراي جواب است

:
( , ) , : ( ) ( )k
d c k Z c kd
a b d m n Z ma nb d mka nkb kd mka nkb c a mk b nk c

  
             

0بنابر اين معادله داراي جواب  
0

x mk
y nk
  .است  

0برعكس: اينك فرض كنيم معادله داراي جواب صحيح   
0
x
y

    .باشد  
                                                               0 0 0 0,y x ax by c    جواب معادله  

                                                    0 0( , ) d aa b d d ax by d cd b
      

  و حكم ثابت مي شود.
  

  تعين جوابهاي معادله سياله
جواب خصوصي آنرا مشخص   ٤را در نظر مي گيريم . اولا جوابهاي كلي معادله ثانيا   ٥١= ٥y+٤xتمرين : معادله سياله 

  كنيد.
51پاسخ:     54 5 51 4

yx y x       
  را بدست آورده ايم  اما براي ما قابل قبول نيست.زيرا بايد شكل بدست آمده به فرم صحيح باشد بنابراين: xدر اينجا 



 

 

                                51 5 52 4 1 1134 4 4
y y y yx x x y            

  باشد. ٤مضرب  ١+yدر اينجا بايد 
                                                   1 4 ( ) 4 1y k k Z y k           

Y  به فرم صحيح بدست آمده است. حالy  113بدست آمده را در رابطه 4
yx y     

  قرار مي دهيم.
                                                   13 (4 1) 5 14x k k x k         

  اختصاص ميدهيم.  kبراي تعين جوابهاي خصوصي مقاديري را به 
            

1 2 3 4
1 2 3 4

14 9 19 40 1 1 21 3 5 7
x x x xk k k ky y y y
                           

  را بدست آوريد.  ١٠٠=١٧y+١٣xتمرين: جوابهاي كلي معادله سياله 
100پاسخ:    17 104 4 13 4 4 48 4 4 1313 13 13

y y y yx x x y y k               
4 4 13y k  ه سياله را حل مي كنيم.خود يك معادله سياله است. فعلا اين معادل  

                      
12 44 13 4 3 1 4 ( )4 4

3(4 ) 1 13 1
8 (13 1) 4 17 9

k k ky k y y k k m m Z
y m m y m

x m m x m

           
      
       

  

  روش دوم(استفاده از همنهشتي) :        
          

 17 17 4 17 1713 17 100 13 100 4 2 16 8 8 17 8x y x x x x x k                         
  اين مقدار بدست آمده را در معادله اصلي قرار مي دهيم.



 

 

                                           13(17 8) 17 100 17 204 13(17 )
13 12

k y y k
y k

     
               

17تذكر : در روش اول ما به جواب    9
13 1

x m
y m
      17و در روش دوم به جواب 8

13 12
x k
y k

       رسيديم . اين
را قرار  ٠عدد  mدو جواب در ظاهر با هم متفاوت مي باشند ام در اصل يكسان مي باشند. مثلا اگر در شكل اول به جاي 

0دهيم به جواب رسيديم
0

9
1

x
y

    ميزسيم. حال اگر در شكل دوم جواب به جايk  باز هم به همان جواب   ١عدد

0
0

9
1

x
y

   .ميرسيم  
  باشدآنگاه  ax+by=cيك جواب خصوصي معادله سياله  ٠yو  ٠xتمرين: ثابت كنيد اگر 

0ت جوابهاي كلي معادله بصور

0

bx x kd
ay y kd

    
  . d=(a,b)مي باشد كه در آن  

1يك جواب ديگر معادله باشد .ثابت مي كنيم  ٠yو  ٠xاثبات: فرض كنيم  0

1 0

bx x kd
ay y kd

    
  

                               0 0ax by c   ٠x  ٠وy . يك جواب معادله است  
                                 ١x1 1ax by c    ١وy  .يك جواب معادله است  

1بنابراين  1 0 0ax by ax by     1لذا 0 0 1ax ax by by    

       
1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1

( , ) 1
1 0 1 0 1 0 1 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

d

a b
d d

a bax ax by by a x x b y y x x y yd d
b a b b bx x x x k Z x x k x x kd d d d d





          

            
   



 

 

1اكنون اگر   0
bx x kd    1را در رابطه 1 0 0ax by ax by    1خواهيم داشت 0

ay y kd     
  را بدست آوريد. ١١=٢y+٧xتمرين: با استفاده از تمرين قبل جوابهاي كلي معادله سياله 

يك جواب براي معادله مي باشد . پس جوابهاي كلي معادله بصورت  ٠y=-٢  x ,٠=٢پاسخ: واظح است كه 
2 2
2 7

x k
y k
     .مي باشد  

  
  تمرينهاي فصل دوم

)2به وسيله استقرا ثابت كنيد  -١ ) , 9 2 15 8nn N n    
2(1)2بديهي است(شروع استقرا).زيرا  =١n اثبات: حكم براي 15(1) 8 27   9و 27  

ثابت ميكنيم (حكم استقرا).يعني بايد  +١n=kدرست باشد(فرض استقرا). حكم را براي  n=kفرض كنيم حكم براي 
19ثابت كنيم    4 15( 1) 8k k     

                                                                 4 15 8 9k k q   فرظ استقرا  
                             

14 15( 1) 8 4(9 15 8) 15 23 36 45 9 9(4 5 1) 9k k q k k q k q k q               
19پس  4 15( 1) 8k k    .يعني حكم استقرا درست است لذا حكم مساله درست مي باشد  

72يك عدد طبيعي باشد ثابت كنيد  nاگر  -٢ 8 9 17n n n   

                  اثبات:
1 2 2 1( ) ( ) ....1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n

abn n n n n n

n n na b a b a b a b abn
a b a b kab a b a b

                       
        

  

 را در رابطه بالا جايگزين مي كنيم. ٩=b  و ٨=aحال مقادير 



 

 

                            8 9 72(8 9) (8 9 ) 17 (8 9 ) 72 8 9 17n n n n n n n n n          
2100ثابت كنيد  nبراي هر عدد طبيعي  -٣ 7 7 50n n    

  اثبات:
  

        

42 2 2
4 42 2

2 2 2

2

7 7 50 ( 1) ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) 2
7 7 50 2( 1) 2 0 4 7 7 50 (1)

7 7 50 7 (7 1) 50 50(7 1) 25 7 7 50 (2)
(2) , (1) 100 7 7 50

n n n n n n

n n n n n

n n n n n n

n n

 

 

 



            
         

         
  

  

136ثابت كنيد  nبراي هر عدد طبيعي  -٤ 2 3 13 3 1 0n n      
  اثبات: 

           
13 13 9 133 6 6 2
13 13 3 133 3 3 1

13 1 13 136 2 3 1 6 2 3 1 6 2 3 1

3 1 3 1 3 9 (1)
3 1 3 1 3 3 (2)
(1) , (2) 3 3 9 3 3 3 1 13 3 3 1 0

n n

n n

n n n n n n

 
 

     

    
    

           
  

  
433ثابت كنيد  nبراي هر عدد طبيعي  -٥ 16 7 0n    

(1)3بديهي است زيرا  =١nاثبات:حكم براي  16 7 43    
ثابت كنيم  بايد mلذا براي هر عدد طبيعي  +١n=mموجود است كه  mبنابر اين عدد طبيعي  <١nاكنون فرض كنيم 

433( 1) 16 7 0m     بعبارت ديگر براي هر عدد طبيعيm   433ثابت كنيم 26 7 0m    
             43 6 43 43 43 36 43 43 432 3 3 3 3 2 3 2 3 26 7 6 42 6 1 6 1 6 36 6 7 6 7 0n n n n                   



 

 

  
72ثابت كنيد  nبراي هر عدد طبيعي  -٦ 2 4 43 2 0n n    

  اثبات:
          

7 7 7 7 7 72 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 4 43 4 3 ( 4) 3 4 3 (2 ) 3 2 3 2 0n n n n n n n n n n                       
139ثابت كنيد  nبراي هر عدد طبيعي  -٧ 6 310 10 10 12 0n n n     

  اثبات :
    

13 13 13 133 3 3
13 133 6
13 133 9

13 13 139 6 3 9 6 3 9 6 3

10 3 10 27 10 1 10 ( 1) (1)
10 ( 1) 10 1 (2)
10 ( 1) 10 ( 1) (3)
(1),(2),(3) 10 10 10 1 10 10 10 12 13 10 10 10 12 0

n n

n n

n n n

n n n n n n n n n

       
   
    

             

  

  
18)2باقي مانده  -٨ 1) 12 10 4n n    را پيدا كنيد. ٩را بر( )n N  

  اثبات :

        

9 9 9 9 2 9 93 3 6 6 18 18 18 1 18 1 2 2

92(18 1)

9 91

9 4 9 92(18 1) 1 2(18 1) 1

2 1 (2 ) ( 1) 2 1 2 1 2 2 (2 ) (2)
2 4 (1)

10 1 10 1 (2)
(1),(2) 2 10 4 1 2 10 4 9 0

n n n

n

n

n n n n

  




   

           
 
  

        

  

179جوابهاي كلي معادله همنهشتي  -٩ 1x .را بدست آوريد  



 

 

17پاسخ:                     29 1 18x   17 171 2 2 17 2x x x k          
2ثابت كنيد معادله  -١٠ 2 1387x y     درZ .جواب ندارد  

  است. ٣+٤qبصورت  ١٣٨٧پاسخ: عدد 
                                              x2 2 4 2x y k     وy  فرد  

                                               x2 2 4x y k    وy     زوج  
                                          x2 2 4 1x y k     وy  يكي فرد و يكي زوج  

  بنابر اين سمت چپ و راست هرگز برابر نمي باشند.
)اگر  -١١ ,4) ( ,4) 2b a   ثابت كنيد( 4) 4a  .  

0اثبات: فرض كنيم  4 , 4r a q r    : بنابراين  
     ٢r=  يا( ,4) 2 ( 4a b q   ,4) 2 ( ,4) 2 2 0r r r r        
(0,4)  باشد زيرا ٢  نمي تواند برابر با rاما  2  ٢ بنابر اينr=  4پس 2a q   4و مشابها 2b q   

                         ( ,4) ( 4a b q  2 4q  2,4) (4,4) 4    
)اگر  -١٢ , ) 1a b   2ثابت كنيد 2( , ) 1a b ab   

              2 2( , ) 1 ( , ) 1 ([ ][ ], ) 1 ( , ) 1( , ) 1 ( , ) 1
a b a b ab a b a b ab a b aba b a b ab

               
2و  =(a,b)٢را چنان تعين كنيد كه  bو  aدو عدد طبيعي  -١٣ 280[a,b]=21(a )b  

 پاسخ:  

             
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
80 21( ) 80 21( ) 80 42 ( )

7 1480 40 40
3 642 21 21

a b d a d b d a b a b d a b a b
a aa b a b a b
b ba b a b a b

                  
                             

       



 

 

]فرض كنيد   bو  aبراي دو عدد طبيعي  -١٤ , ]a b c  9 و
13

a
b   و, 12ab c   دراينصورتa و 

b  .را بيابيد  
  پاسخ: 

                

2 2 2

99 1171313
12 117 12 117 117 117 12 117 12 0

27( 3)( 4) 0 3 39

aa d a bbb d
ab c a b d a b d d d d d

a a dd d d b b d

         
                 

          

     

aاگر  -١٥ c   وb c ١و(a,b)=  ثابت كنيدab c    

اثبات:            
:
:

( , ) 1 , : 1
1 ( )c

a c k Z c ka
b c k Z c k b
a b m n Z ma nb
ma nb mac nbc c mak b nbka c ab mk nk c ab c

  
    

     
            

   

24ثابت كنيد  ,b)١٣=(١و  ,a)١٣=(١اگر  -١٦ 2413 a b  

اثبات:                       
13 13 13 13(13) 12 12 2 2 24
13 13 13 13(13) 12 12 2 2 24

( ,13) 1 1 1 ( ) (1) 1
( ,13) 1 1 1 ( ) (1) 1
a a a a a
b b b b b




        
        

  

                                    13 1324 24 24 24 24 241 1 0 13a b a b a b          
  را چنان مشخص كنيد كه داشته باشيم: bو  aدو عدد طبيعي  ١٨-

  [ , ] 2 , 5( , )( , )
a b a b a b a ba b       



 

 

22پاسخ:                      ( )2
55 5

a b d a ba b a b da d b d dd a ba ba d b d d a b
                               

    

5aحال از رابطه  b    با توجه به اينكهa   وb  : نسبت به هم اولند داريم  
      4

1
a
b
         3يا

2
a
b
        2يا

3
a
b
      1يا

4
a
b
     2 كه از هركدام به ترتيب نتيجه ميشود

3d     يا

4d    4ياd     2يا
3d     4كه تنها جواب قاتل قبولd   12ميباشد.بنابراين

8
a
b
   

  بدست آوريد. ٧را بر   b١٣٨٦a+c١٣٨٦+١٣٨٦نباشند باقي مانده  ٧مضرب    cو bو  aاگر  -١٩
7پاسخ:   7 7 77 1 6 6 231 231 1386( ,7) 1 1 1 ( ) (1) 1a a a a a          71386مشابها 1b  و

71386 1c 71386بنابراين 1386 1386 3a b c    
173ثابت كنيد اگر  -٢٠ 6 4 0a b   177در اينصورت 3 2 0a b    

17اثبات:                 83 6 4 0 24a b     7 48a  3 32b  17 172 0 7 3 2 0a b       
                                       

  
  

      
  
  
  
  
  



 

 

  
    

 
 


