




 

 



 : پيشگفتار
 

در فرآينـدها و صـنايع نفـت، گـاز و پتروشـيمي، شـركت مشـاوره مهندسـي         با توجه به كاربرد گسترده ترموديناميك 
برآن شـد تـا مسـائل مختلـف ترموديناميـك پيشـرفته تحصـيلات تكميلـي          DSP Consultantsدانشگران صنعت پژوه 

مندان و  تهيه و به علاقه McQuarrieو آماري  Prausnitz تعادل فازي مهندسي شيمي را بر اساس كتابهاي ترموديناميك
 :تقديم نمايد يميش يرشته مهندس يدانشجويان محترم تحصيلات تكميل

  

 Molecular Thermodynamics of Fluid-Phase Equilibria, John M. Prausnitz, Second Edition 
 

 Statistical Mechanics, Donald A. McQuarrire 
 

با توجه به خـاص  . است ضر، علاوه بر مسائل اين دو كتاب، مسائل مختلف ديگري نيز حل و بررسي شدهدر كتاب حا
  كتـاب مـذكور را بـه صـورت الكترونيكـي      DSP Consultantsبودن اين كتاب و محدود بودن مخاطبـان آن، شـركت   

)E-book (اسـت ولـي بـه جـرات      ام شـده ن كتـاب انج ـ يكه در گردآوري مطالب ا علي رغم تلاشهايي .ارائه مي نمايد
پـذير   امكان را آن كيفيت افزايش و تصحيح شما پيشنهادات و نظرات نقطه و نبوده اشكال از خالي كتاب اين گفت توان مي
سـتان و اسـاتيد   دو در اين مدت. مندان قرار گرفت تهيه و در دسترس علاقه 1387ويرايش اول كتاب در آبان . سازد مي

بـر آن شـد    DSP Consultantsشركت . دندرا در اختيار نويسندگان كتاب قرار دامختلفي نكات و مثالها   محترم مطالب،
اسـت برخـي از اشـكالات     در ويرايش دوم تلاش شـده . ئه نمايدمندان ارا ويرايش جديدي از كتاب را ايجاد و به علاقه

 اشـكال  از خالياين حال اين ويرايش نيز با . موجود اصلاح و با افزودن نكات و مثالهاي جديد كيفيت آن افزايش يابد

  .سازد پذير مي امكان را آن كيفيت افزايش و تصحيح شما پيشنهادات و نظرات نقطه و نبوده
 يروس قطبيسد محترم جناب آقاي دكتر يتااسشايان ذكر است در تهيه اين كتاب، از مطالب علمي ارائه شده توسط 

ك يناميترموددر كلاس دانشگاه تربيت مدرس  درحق طلب  يدكتر عل يجناب آقا ،فيشر يدر دانشگاه صنعت
استفاده  يك آماريناميدر كلاس ترمودر يركبيام يدر دانشگاه صنعت دكتر مدرس يجناب آقاو  يشرفته تعادل فازيپ

م زهرا از همكار محترم سركار خان. نهايت لطف و سپاس را داريمن بزرگواران از اي، يبه رسم ادب و شاگردشده كه 
تاكنون دوره . آيد آراسته كه در تايپ كتاب هاي آموزشي دانشگران صنعت پژوه ما را ياري نمودند قدرداني بعمل مي

دانشگران صنعت پژوه برگزار گرديده و در  يتوسط توسط مدرسين شركت مشاوره مهندس يمختلف آموزش يها
در پالايشگاه هاي نفت، گاز، واحدهاي صنعتي همين راستا آمادگي خود را براي برگزاري اين دوره آموزشي 

  . مختلف اعلام مي داريم يواحدها يبرا يمشاوره و مهندس يپتروشيمي و دانشگاه ها و انجام پروژه ها
  

  با احترام                                                                                                  
 يف نجفيشر  -مهدي گوهررخي                                                 

  ياحسان زاهد - طمه فرهمندفا                                                           
  شركت دانشگران صنعت پژوه                                                  
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  :ميريگ يم
RT)bv(p)

p
v(p)

T
v(T)

p
u( TpT =−

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

⇒  
 

 

Cu0bVVbbV
p
RT)

p
u( T =⇒=−+−=−+

−
=

∂
∂

⇒  

u∂ دهنده وابسته بودن در حالت همدما صفر است كه نشانu باشد يبه دما م.  

PTPT

TTT

)
T
V(TV)

P
H(   )

T
V()

P
S(  

,V)
P
S(T)

P
H(  VdPTdSdH   knowwe?)

P
H)(e

∂
∂

−=
∂
∂

⇒
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

⇒+==
∂
∂

Q

 

T(P پارامتر )b(در قسمت 
V(
∂
 .ميكن ين ميگزيم، حال جايبدست آورد را ∂

PbHbbVV)
P
H( T ΔΔ =⇒=+−=
∂
∂

⇒  

 

 

 

)PP(b
P
PlnRTG

dP)b
p

RT(VdPdGV)
P
G(VdPSdTdG)g

12
1

2

P

P

G

G

G

GT
2

1

2

11

2

1

−+=⇒

+⇒==⇒=
∂
∂

⇒+−= ∫ ∫∫
Δ

 

  

 ـ  Jk-1mol-1 69.96 برابرK 298.15  يع در دماياستاندارد آب ما ينتروپآاگر  -3 بخـار آب را در حالـت    يباشد، آنتروپ
 3168برابر   K 298.15 يفشار بخار آب در دما. ديمحاسبه كن) bar 1و فشار  K 298.15 يآل در دما دهيگاز ا(استاندارد 

Pa 2.436ر آن يتبخ يو آنتالپ kJg-1 باشد يم .  

p
Vb)

p
V(0dpbdpVVpd T

−
=

∂
∂

⇒=−+

bV
bVlnRTA 1

−
−

=Δ

∫ ∫∫ −
−

=−=⇒

−=
∂
∂

⇒−−=

2

1

2

1

2

1

V

V

V

V

A

A

T

Vd
bV

RTVpdAd

p)
V
A(SdTPdVdA)f
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  )حل 
با توجـه بـه معلـوم    ) bar 1و فشار  298.15K يآل در دما دهيگاز ا(بخار آب در حالت استاندارد  ين آنتروپييتع يبرا

  :ر را در نظر گرفتيند زيد چهار فرآي، با298.15K يع در دمايآب ما يبودن آنتروپ
و فشـار اشـباع    298.15K يع اشـباع در دمـا  يبـه آب مـا   P (P>P sat)و فشـار   298.15K يع در دمايابتداء آب ما :الف

Psat=3168 Pa نـد، آب متـراكم   ين فرآين در ايبنابرا. شود يل ميتبدCompressed Liquid  ثابـت و بـا كـاهش     يدر دمـا
ع و جامـد،  يما يفازها يم برايدان يشود و م يع انجام ميند در فاز ماين فرآيا .شود يل ميباع تبدع اشيفشار، به آب ما

  :شود يمحاسبه م ريز هفقط تابع دماست و از رابط يآنتروپ

1

2
1L2L T

TLncSSS =−=Δ  
SL1  :298.15 يع متراكم در دمايما يآنتروپ k و فشارP  ) (P>Psat  
SL2  :298.15 ير دماع متراكم ديما يآنتروپ k  و فشارP sat ) = 3168 pa (Psat                             0STT 21 =⇒= Δ  
ل يتبـد  pa 3168و فشـار   298.15K يبـه بخـار آب اشـباع در دمـا     Pa 3168و فشار  298.15K يآب اشباع در دما :ب
  .ميريگ يآل در نظر م دهير اين حالت، بخار آب اشباع را غيدر ا. شود يم

Sg  :298.15 يبخار آب اشباع در دما يآنتروپK  3168و فشار pa  
SL2 : 298.15 يآب اشباع در دما يآنتروپK  3168و فشار Pa  

)1(
T
h

SSS fg
2Lgfg =−=  

K mol
J 2.147S

15.298
01528.181000436.2

T
h

S fg
fg

fg =⇒
××

==  
و  298.15K يماآل در د دهيبه بخار آب اشباع ا pa 3168و فشار  298.15K يآل در دما دهير ايبخار آب اشباع غ :ج

. ند را در محاسبات لحاظ نمودين فرآيد ايندارد و فقط با يند وجود خارجين فرآيا. شود يل ميتبد pa 3168فشار 
د ينام دارد كه مقدار آن را با (Residue)مانده  يت باقي، خاصيقيآل و حق دهيا يت گازهايم اختلاف خاصيدان يم

  .محاسبه نمود
S ig :298.15 يآل در دما دهياع ابخار آب اشب يآنتروپK  3168و فشار pa    
SR  :ده آليبخار در حالت ا يو آنتروپ يقيبخار در حالت حق ياختلاف آنتروپ( مانده يباق يآنتروپ(  

)2()entropyresidual(SSS R
gig −=−  

)
dT
dBw

dT
dB(P

R
S

r

1

r
r

R

+
°

−=  

6.2
rr

o

6.1
r

o

T
675.0

dT
dB

T
422.0083.0B =⇒−=  

2.5
rr

1

2.4
r

1

T
722.0

dT
dB

T
172.0139.0B =⇒−=  

K mol
J102762.2S0344w,

3.647
15.298T,

5.220
103168P 2R

r

5

r
−

−

×−=⇒==
×

=  
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 1و فشار  ok 298.15 يآل در دما دهيبه بخار آب اشباع ا pa 3168و فشار  ok 298.15 يآل در دما دهيبخار آب اشباع ا :د

bar )ز مشـابه  ي ـند نين فرآيا. ميده يش ميند را افزايگر، فشار حاكم بر فرآيان ديبه ب. شود يل ميتبد) حالت استاندارد
  . كند ير مييو فقط فشار تغ رديگ يثابت انجام م يند الف، در دمايفرآ
S '

ig : 298.15 يآل در دما دهيبخار آب اشباع ا يآنتروپk  1و فشار bar )حالت استاندارد(  

)3(
P
Pln

m
RSS

1

2
igig −=−′  

81.28
103168

01325.1ln
1

3144.8SS 5igig −=
×

−=−′ −  

' Sحالت استاندارد ( آل دهيبخار آب اشباع ا يآنتروپتوان  يدر چهار مرحله م يرات آنتروپييپس، از مجموع تغ
ig ( را

  .محاسبه كرد
SSSSS)SS()SS()SS()SS(S 1Lig1Ligigiggig2Lg1L2L ΔΔ +=′⇒−′=−′+−+−+−=⇒  

Kmol
J4.11881.28102276.22.1470S 2 =−×++=⇒ −Δ  

K mol
J36.188S96.694.118S igig =′⇒+=′⇒  

  

)دهيحجم كاه) 4 )α ـبـوده   يق ـيآل و حجم گاز حق دهين حجم گاز اياختلاف ب  vصـورت  ه و ب
P

RT
−=αف ي ـتعر

له رابطـه  يج بوس ـيو نتـا  يرياندازه گ αمتفاوت،  يها يو حجم مول Co100 يمعلوم، در دما يگاز يبرا. گردد يم
ــ v3(2( يتجرب 2−=α ــب ــ  lmol-1ون يمانســيد يدارا vان شــده اســت كــه در آن ي ســرعت صــوت از . باشــد يم

رابطه
T

c v
pvkgw ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= 21SkgmN 1بدون بعد و برابـر   يثابت cgد كه در آن يآ يبدست م 22 سـرعت  . باشـد  يم ـ −−

1gmol100برابر  يجرم مول. ديتر محاسبه كنيل 2.3 يدر حجم مولC100oين گاز در دمايا يصوت را برا برابر  kو  −
  . باشند يم 1.4

  

  )حل 
v

P
RT                  ,

v
32 2 −==− αα  

2
v

v3
P

RTv
P

RT
v
32 2

3

2 =
−

+⇒−=−                    (1)  

3

32

T4

322

2 RTv
)6v(p)

v
p(0dv

v
)v3(v2)v(v3dp

P
RT +−

=
∂
∂

⇒=
−−−

+
−  

T
2

c
2 )

v
p(kvgw
∂
∂

−=  

RTv
)bv(kgp

RTv
)6(pkvgw

3
c

2

3

32
2

c
2 +

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
−=⇒

ν
 

:م يآور يفشار را بدست م )1(ابتدا از رابطه   
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Kmol
l.atm

0820567.0R,mol
l3.2v

3v2v
RTvp 23

2

==
−+

=  

mol
l.atm

3565.17
RTv

)6v(patm20261.8p
32

=
+

⇒=⇒  

gr100
grmol1

gr
kgr10001

Ns
kg14.1)

lit
m.10

atm
)m/N(Pa1001325.1

mol
lit.atm3565.17(w 2

3
3

2
52 ×××××××= −  

s
m911.156w

s
m05244.24621w 2

2
2 =⇒=⇒  

 
13 يو حجم مول C350o يدر دما يگاز )5 molcm600  يفشار خروج. شود يك منبسط ميزنتروپين ايتوسط تورب −
 ـي ـد؟  ظرفيرا محاسبه كن يخروج يدما.  اتمسفر است 1 ده آل در فشـار ثابـت برابـر اسـت بـا      ي ـگـاز ا  يت حرارت

11
P molJK5.33C −−=o   .  

ــواص  ــا PVTخ  ــ ي ــبه م ــدروالس محاس ــه وان ــاز از معادل ــه در آن   ين گ ــود ك )ش )2135 molcmbar1056a و  =×−
13molcm45b  . باشند يم =−

  
 

  )حل 
 :ميرياز دما وحجم در نظر بگ يرا تابع ياگر آنتروپ. باشد يصفر م يرات آنتروپييك، تغيزنتروپيند آيدر فرا

Kmol
J5.33Cig

p =  

)v,T(SS =  

pdvTdsdudv)
v
s(dT)

T
s(ds Tv −=

∂
∂

+
∂
∂

=⇒ Q  

T
RC

)
T
s(

T
c)

T
s(T)

T
u(

ig
p

v

ig
v

vv
−

=
∂
∂

=⇒
∂
∂

=
∂
∂

⇒  

2vT v
a

bv
RTp:stateofequationfrom)

T
p()

v
s( −

−
=

∂
∂

=
∂
∂

Q  

bv
R

T
pdT

bv
Rdp

v −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒
−

=  

)isentropic(0dv
bv

RdT
T

RC
ds

ig
p =

−
+

−
=⇒  

∫ ∫ −
−=

−
⇒

2

1

2

1

T

T

v

v

ig
p dv

bv
RdT

T
RC

 

bv
bvln

RC
R

T
Tln

bv
bvlnR

T
Tln)RC(

2

1
ig
p1

2

2

1

1

2ig
p −

−
−

=⇒
−
−

=−⇒  
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2
22

2
2

RC
R

2

1
12 v

a
bv

RTp)I()
bv
bv(TT

g1
p −

−
=

−
−

=⇒ −  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

==

=

=

−
−
−
−

=

−

mol
cm600v

bar01325.1atm1p
mol

cm45b

mol
cmbar5E56a

data)II(
v
a

bv

)
bv
bv(RT

P

3
1

2

3

2

6

2
22

RC
R

2

1
1

2

ig
p

 

  ):II(ل معادله از ح ،پس

2

3144.85.33
3144.8

x
5E56

45x
45x
45600)15.273350(1433.83

01325.1 −
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+×
=

−

 
 

K81.203Tmol
cm61.16433vx 2

eqI3
2 =⎯→⎯==  

 

  : ز حل كردير فشار ثابت نيك مسير دما ثابت و سپس يك مسيگر، شامل يد يرين مساله را از مسيتوان ا يم
dP

P
SdT

T
SdS)P,T(SS

TP
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⇒=  

   :دانيم مي

PP
p

P

PT

T
ST

T
H

T
c

T
S

vdPTdSdH
T
v

P
S

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

 

  : كنيم استفاده مي) شود ياثبات م 6ر مسئله د( ياليرياز معادله واندروالس به فرم و

2
P RT

a
P
R

T
v

RT
ab

P
RTvP

RT
abRTPv +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+=  

0dT
T
SdP

P
S0dSdSdS

ctePPcteTT
ctePcteT =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒=+=
==

==
 

( )
1

3
p122

11

2p
2 T

TlncPP
RT

a
P
PlnRdT

T
c

dP
RT

a
P
R

=−+⇒=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +        (1) 

( )
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=−
−

= 23

23

33

3

21

mol
cm360000

mol
cmbar5e56

mol
cm45

mol
cm600

K15.623*
Kmol

cmbar1451.83

v
a

bv
RTP  

atm8.76bar8.77P1 ==  
 

  
  



مسائل ترموديناميك پيشرفته مولكولي و آماري    8
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

  :ميكن ين ميگزيجا)  1(ر را در رابطه يحالا مقاد

( ) ( )
( )( )*atm8.761*

K15.623*
Kmol

cmbar1451.83

mol
cmbar5e56

8.76
1ln

Kmol
J31451.8

22
3

23

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 
( )

15.623
Tln

Kmol
J5.33

Kmol
cmbar10

Kmol/J1*
atm
bar01325.1 3

3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

K886.203T3 =  
 

...( ياليريمعادله حالت واندروالس به فرم و يد كه وقتينشان ده -6
v
C

v
B1

RT
Pv

2 ب دوم يضـر  ،نوشته شود )=+++

                                                                                        : گردد يمحاسبه مرو  روبهال از رابطه يريو
RT
abB −=  

 

  )حل 
zRT

pv,
v
a

bv
RTp 2 =−
−

=  

 

1م كه اگر يدان يم يبا توجه به مجموع تصاعد هندس
v
b
1xز اگر يو ن >   : ر برقرار استيباشد، رابطه ز >

∑
∞

=

=
− 0n

nx
x1

1  

2

2

2

2

v
b

v
1)

RT
ab(1zz

RTv
a...

v
b

v
b1 +−+=⇒=−+++⇒  

,...bD,bC,
RT
abB 32 ==−=⇒  

  

2Tن از رابطه يمع يگاز يبرا) B(ال يريب دوم ويضر -7
baB −= . ثابـت هسـتند   bو  aد كـه در آن  ي ـآ يبدست م 

از . دي ـمحاسـبه كن  πار كـم تـا   يثابت، از فشار بس ـ ير فشار در دماييند تغين گاز را در فرآيا يداخل يرات انرژييتغ
               . دياستفاده كن PVTخواص  ير برايعادله زم

RT
BP1

RT
Pvz +==  

 

  )حل 

RT
Pv

RT
BP1z       &     

T
baB 2 =+=−=  

22 T
bPaPRTPv

T
bPapRTBPRTPv −+=⇒−+=+=⇒                (1) 

TTT p
vp

p
sT

p
updvTdsdu ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒−=  

z
RTv

a

v
b1

1z
RT

v
a)bv/(RTv

=−
−

⇒=
−−

⇒
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

TPTPT p
vP

T
vT

p
u

T
v

p
s                    (2) 

  : ميريگ يم در فشار ثابت ، مشتق) 1(ن رابطه ياز طرف

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒+= 3
p

3 T
b2

P
R

T
vdT

T
bP2RdTdvP  

  :م يريگ يثابت ، مشتق م يدر دما)  1(ن رابطه ياز طرف
dPv

T
baPdvdp

T
badPvdPdvP 22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⇒−=+  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒
p
v

pT
b

p
a

p
v

2
T

 

 :م يكن ين ميگزيجا)  2(حال مشتقات بدست آمده را در رابطه 

v
T
ba

T
b2

P
RT

p
vp

T
vT 22

TP
−−++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

 

  : از معادله حالت

22 T
ba

P
RTv

T
bPaPRTPv −+=⇒−+=  

2222
T T

b2
T
ba

P
RT

T
ba

T
b2

p
RT

p
u −

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−++−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒  

∫ ∫ −
−

=−⇒
−

=⇒
2

1

2

1

u

u

p

p 122122 )pp(
T

b2uudp
T

b2ud  

  

  : ثابت هستند يريهرگاز مقاد يبرا mو nد كه درآن يرير را در نظر بگيمعادله حالت ز -8
RT)mv(

Tv
np

2
12 =−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +  

13kgdm 948.6و حجم 100ºC يد كربن در دماياكس يگاز د يرا برا) z( يريپذ ب تراكميضر    .ديمحاسبه كن −
 

  )حل 
  

  :را بصورت عمومي براي گازهاي مختلف محاسبه كنيم nو  mدر اين مساله بايد 

dv
Tv
n2

)mv(
RT

dp
Tv
n

mv
RTp 5.0325.02 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−

−
=⇒−

−
=  

 : دانيم در نقطه بحراني دو رابطه زير برقرار هستند مي

0
v
p  &   0

v
p

T
2

2

T
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

 

5.043
T

2

2

2
c

c
5.0

c
3
c Tv

n6
)mv(

RT2
v

p,)1(
)mv(

RT
Tv
n2

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
=⇒  

3
vm

)2(
)1()2(

Tv
n6

)mv(
RT2 c

5.0
c

4
c

3
c

c =⇒⇒=
−

⇒  
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  : آوريم بدست مي) 1(ه و بعد از جايگزين كردن در معادل
c

5.1
c vRT8

9n =  
ان يدما و فشار ب يريقابل اندازه گ يرهايباشند ، بهتر است آنها را بر حسب متغيم cvبرحسب   m ,n يرهايچون متغ

  : ميده يپس نقطه بحراني را در معادله حالت صدق م. ميكن

c

c
C5.2

c
2

c

c
5.1

c

c

c
c v

RT)8/3(P
Tv8

vRT9
v)3/2(

RTP =⇒−=  

c

c
C P

RT)8/3(v =  

8
3zc =  

c

c

c

c
2

P8
RTm    ,

P
TR

64
27n

2
5

==⇒  

Kmol
cm.bar1439.83R,bar 8.73P,K 2.304T:COfor

3

cc2 ===  

mol
cm  8394.42m   ,K)

mol
cm(bar  7E378.6n

3
5.02

3

==⇒  

5.1
32

5.15.15.02

vRT
n......)v/m()v/m()v/m(1z

vRT
n

v/m1
1z

vRT
n

mv
vz

Tv
n

mv
RTP

−+++=

⇒−
−

=⇒−
−

=⇒−
−

=
 

...
v
m

v
m

v
1)

RT
nm(1z 3

3

2

2

5.1 +++−+=⇒  

mol
cm  712.305

mol
m  4E05712.3441010948.6M10vv

33
333 =−=×××=××= −−−  

811656.0z
712.305

8394.42
712.305

1)
15.3731439.83

7E3378.68394.42(1z
2

5.1 =⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+×

×
−+=⇒  

 

 ــ -10 ــول آب ــار   يمحل ــكر را در فش ــا bar 1ش ــر بگ 25ºC يو دم ــريدر نظ ــر. دي ــه  يويب اكتيض ــه آب از رابط ت
2

ww )x1(Aln −=γ كند كه درآن  يم يرويپA آل دهيحالت محلول ا. باشد يو وابسته به دما م يتجرب يثابت( )1w →γ 
)ل شده ستياست كه محلول حاصل فقط از آب خالص تشك يزمان )1xw تـه  يويب اكتيضـر (sγ يبرا يا رابطه. →
  . ل كنديم 1به سمت  sγكند،  يل ميم 1به سمت  xwكه يد كه در آن زمانيابيب) شكر

  

  : دانيم مي )حل 
 

(1) 
     

  

)
RT
Gn(n

)nn(
nAn)

RT
Gn(n

n
nA

E

12
21

2
2

E

12

2
2 ∂=∂⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⇒∂=∂⇒  

nj,P,T
j

E

2
1

2
ww

nj,P,T
i

E

1 n
RT

Gn(
)x1(A)x1(Aln,

n

)RT
Gn(

ln
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
=−⇒−=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
= γγ
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  :ميريگ يانتگرال م) مول  n1از صفر تا ( ن يصورت معبه )  1(ن رابطه ياز طرف

21

EE

21

1
2

E

21

2
2

En

021

2
2

xAx
RT
G

RT
Gn)

nn
n(An

RT
Gn)1

nn
n(An

RT
Gn

nn
nAn

1

=⇒=
+

×

⇒=+
+
−

×⇒=
+
−

×⇒ ∫
 

 
  :ديبدست آ 2lnγمشتق گرفته تا  n2بر حسب  EG يحالا از رابطه بدست آمده برا

2
21

21

2
2

n,P,T
2

E

ln
nn
nAn

n
ln

n

)RT
Gn(

1

γγ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+∂

∂
⇒=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
 

2
s

2
2

2
1222

21

221
1 )x1(A)x1(AAxlnln

)nn(
nnnAn −=−==⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+
⇒ γγ  

  : اين معادله طوري نرمالايز شده كه
1or0ln1xif sss →→⇒→ γγ  

  : در صورتيكه مطلوب است بصورت زير نرمالايز شده باشد

)
RT
Gn(n

n
An0x  when1

E

12

2
2

ss ∂=∂⇒→→γ  

)
RT
Gn(n

)nn(
1An

E

12
21

2
2 ∂=∂⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
⇒  

  :ميده يرا انجام م يرين انتگرالگين رابطه بالا به صورت نا معياز طرف

21

2
2

E

nn
An

RT
Gn

+
−

=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−++
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−+
−=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
⇒ 2

21

2
1

2
1

2
221

2
21

2
2212

n,P,T
2

E

)nn(
nnnnn2A

)nn(
n)nn(n2A

n

)RT
Gn(

1

  

)1x(A)x1(A
)nn(

n)nn(Aln 2
w

2
12

21

2
1

2
21

2 −=−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+
−=⇒ γ  

ط دما وفشار ثابت به يدوهم در شرا- بسيم كه رابطه گيدان يم .توان اين مساله را از روشي ديگر نيز حل كرد مي
 :شود  يان مير بيصورت ز

0lndx ii =∑ γ  
 

0lndxlndx0lndxlndx ssww2211 =+⇒=+⇒ γγγγ  
 

0
dx
lndx)Ax2(x0

dx
lndx

dx
lndx

w

s
ssw

w

s
s

w

w
w =+−⇒=+⇒

γγγ
 

CAxlndxAx2lnd 2
wswws +=⇒=⇒ γγ  

 

2
sSss )x1(AlnC001x    when    1)I −=⇒+=⇒→→ γγ  

 

)1x(AlnACCA01x   when    1)II 2
wSws −=⇒−=⇒+=⇒→→ γγ  
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در  1جـزء  ) و فشار كـم (ثابت  يدر دما. ل شده استيتشك 2و  1د كه از دو جزء يريع را در نظر بگيمحلول ما -11
ax0 يمحدوده كسر مول 1  يدر محـدوده كسـر مـول    2د كـه جـزء   ي ـنشـان ده . كنـد  يت م ـيتبع ياز قانون هنر ≥≥

1xa1 2   . كند يم يروياز قانون رائولت پ −≥≥
  

  )حل 
 صادق است پس  يقانون هنر 1جزء  يبرا

)
p
pa

p
kxactivityisa(           alnRTIf

i

i
i

2

1
111 °°

° =⇔=+= μμ  

1
1

1
1

1
11 dx

x
RTd

p
kxlnRT =⇒+=⇒ ∗

° μμμ  

121
2

21
2

1
2ii dxdx,dx

x
RTdd

x
xd0dx −=−=⇒−=⇒=∑ μμμμ  

222
2

2
2

2

2
22222

2222
2

2

xpP
p
Px

p
PlnRT,xlnRT

.constxlnRTxlnRTddx
x
RTd

°
°°

°° =⇒=⇒=−=−

⇒+=⇒==⇒

μμμμ

μμ
 

  . قانون رائولت برقرار است  2جزء  يپس برا
  

  . ديمحاسبه كن bar 70و  320ºC يته بخار آب را در دمايجدول بخار، فوگاس يها با استفاده از داده -12
  

  )حل 

∗
∗ =−⇒=

f
flnRTGGflnRTddG  

C320T  &  kPa 1p:)staterefrence( °∗∗ ==∗  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=⇒=

=
⇒

∗∗∗∗∗

∗

kg
kJ987608.3058STHGKkgkJ41232.10S

kg
kJ08.3117H

 

  : توان بدست آورد كه از جدول بخار مي

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒°==
kgK/kJ0651.6S
kg/kJ92.2916H

C320T  &  kPa 7000Pat  

681.8
p
fln

)15.273320(3144.8
18)987602.30585941.680(

f
fln5941.680TSHG =⇒

+×
×+−

=⇒−=−= ∗∗  

bar89.58fkPa8761.5888f =⇒=⇒  

 

اسـت كـه    ييل دمـا ي ـبو يدهـد و دمـا   ير علامت مييتامسون تغ -ب ژولياست كه ضر ييدما يوارونگ يدما -13
 يد كـه دمـا  يدهكند، نشان  يت ميكه از معادله واندروالس تبع يگاز يبرا. دهد ير علامت مييال تغيريب دوم ويضر

  . باشد يل ميبو يدو برابر دما يوارونگ
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  )حل 
صـفر قـرار داد ، چـون در     يال را بدسـت آورد و مسـاو  يريب دوم ويد ضريل ابتدا بايبو يبدست آوردن دما يبرا
  :دهد  ير علامت مييال تغيريب دوم ويضر

vRT
a

bv
vzRT/Pv

v
a

bv
RTP 2 −

−
==⇒−

−
=  

∑
∞

=

−+++=−=⇒−
−

=⇒
0n

2

2
n

vRT
a...

v
b

v
b1

vRT
a)

v
b(z

vRT
a

v
b1

1z  

bR
aT...

v
b

v
1)

RT
ab(1z B2

2

=⇒++−+=⇒  

 

nP
T
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

 
Th

P
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

 
pT

h
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= -1   ⇒   
nP

T
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= - 
TP

h
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  / 

pT
h
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒  

  :دهد تغيير علامت مي jµدر دماي وارونگي 
0j =⇒ μ  

p)T
v(

vT
∂

∂
=⇒  

  : م يريگ ياز معادله حالت داده شده در فشار ثابت ،از حجم نسبت به دما مشتق م

23

223

3

P

)bv(a2RTv
)bv(Rv

1T
)bv(a2RTv

)bv(Rv
T
v

−−
−

=⇒
−−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒

222232 av2bRTv)v
b1(av2RTv)bv(RTv =⇒−−=−⇒  

  :ميكن يصرفنظر م b/v، از 1در مقابل  b/vز بودنيبا توجه به ناچ

BT2
bR

a2T ==⇒  

  :ديآ ياز رابطه روبرو بدست م Tم، مقداريريدر نظر بگ راb/v  ، اگريدر حالت كل

Rb
)v/b1(a2T

2−
=         

  

n
j P

T
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=μ

P

p

n
j c

v
T
vT

P
T

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=μ



  :سومفصل 
  

  محاسبه خواص ترموديناميكي از 
 هاي حجمي داده
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15
د ين مورد نشان دهيا يبرا. س صادق استيته لوئيآن قانون فوگاس يد كه برايريگاز را در نظر بگ mاز  يمخلوط - 1

)ته مخلوطيكه فوگاس )mixtf  ن رابطه يدر ا. شود يمحاسبه م) 1(از رابطهyi  جزء  يكسر مولi  وipuref ته يفوگاس ,
  .باشد يو فشار كل مخلوط مدر دما  iجزء خالص 

)1(ff
m

1i

y
i,furemixt

i∏
=

=  

  )حل 
  : كند يان ميس بيته لوئيقانون فوگاس

i,pureii fyf̂ =  
 : ميدان يم يجزئ يتهايف كميبر اساس تعر ياز طرف

ij,nj,T,pi
ii

R
i

R
i

n
)lnn(ˆlnˆln

RT
Gln

RT
G

≠
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
=⇒=⇒=

φφφφ  

iتوان  يقت ميدر حق
ˆlnφ يت جزئيرا كم )partial (تر پارام يبراφln در نظر گرفت . 

iiii
ˆlnylnMxm φφ ∑=⇒∑=  

 

...)
py

f̂ln(y)
py

f̂ln(y)
P
fln(

2

2
2

i

1
1

m ++=⇒  

i,pure
i

i f
y
f̂
= ...)

p
f

ln(y)
p

f
ln(y)

P
fln( 2,pure

2
1,pure

1
m ++=⇒  

 

)...pln(y)fln(y)pln(y)fln(y)pln(y)fln(ypln)fln( 33pure322pure211,pure1m −+−+−=−⇒  
 

)...yyy()pln()fln(y)fln(y)fln(ypln)fln( 3213pure32pure21,pure1m ++×−++=−⇒ ( )∏
=

=⇒
N

1i

y
i,purem

iff  
 

 100ºC يدر دمـا  bar 50در فشـار كـل   . باشـد  يم ـ Bجزء  يمول %75و  Aجزء  يمول %25شامل  يگاز يمخلوط -2
را  يته مخلـوط گـاز  يفوگاس ـ. باشـد  يم 0.90و  0.65ب برابر با ين مخلوط به ترتيدر ا Bو  Aته جزء يضرائب فوگاس

  . ديمحاسبه كن
  

  )حل 
9.0ˆ,65.0ˆ,B%75,A%25.0 BA == φφ  

 

9.0ln75.065.0ln25.0lnlnyln:knowwe ii +=⇒∑= φφφ  
 

bar484.41f18672.0)
P
fln(ln m

m =⇒−==⇒ φ  

 

اتـان برابـر اسـت     يتعـادل  يار كم است، كسر مـول يت اتان در آب بسي، حلالbar 1 يو فشار جزئ 25ºC يدر دما -3
4:با

HC 1033.0x
62

 ـ 25ºCت اتان در يحلال. =×− ب تـراكم  يضـر  25ºC يچقـدر اسـت؟ در دمـا    bar 35 يو فشار جزئ
253 ياتان از رابطه تجرب يريپذ P1022.7P1063.71z −− در . است barبرحسب  Pد كه در آن يآ يبدست م =−×−×
  . باشند يم bar 0.0316آب  يو برا 42.07فشار اشباع اتان  25ºC يدما
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  )حل 

dp)p1022.71063.7(lndp
p

1zln
p 53p

0 ∫∫ −− ×−×−=⇒
−

=
o

φφ  

bar99236.0fbar1p@    p
2

1022.7p1063.7
p
fln t

2
5

3 =⇒≈⇒
×

−×−=⇒
−

− 

ت اتـان در آب  يچون حلال. آوردتوان بدست  يته را ميت و فشار، مقدار فوگاسير حلاليبا توجه به معلوم بودن مقاد
  : م يبرقرار بوده و دار يار كم است، قانون هنريبس

bar61241.30071k1033.0k99236.0xkf i
4

iiii =⇒××=⇒= −  

  :ن فشار بدست آورديت را در ايتوان حلال يد ميدر فشار جد  fبعد از محاسبه مقدار 
4

iit 1053.8xbar638.25fbar35p  If −×=⇒=⇒≈⇒  
 

ر حساب ياز رابطه ز aΔيهلمولتز مول يرات انرژييتغ. ديريرا درنظر بگ 2و  1شامل اجزاء  ييمخلوط دو تا - 4
 ير انرژييتغ aΔب درصد و يمخلوط و وابسته به ترك يبرا يثابت bمخلوط،  يحجم مول vشود كه در آن  يم

به ) bar 1ده در فشار گاز خالص و مخلوط ش(است كه از حالت استاندارد  ييند همدمايفرا يبرا يهلموتز مول
  . رسد يم v يحجم مول

RTy
vlny

RTy
vlny

bv
vln

RT
a

2
2

1
1 −−

−
=

Δ  
2211ب درصد بصورت يبه ترك bيوابستگ bybyb در  1ته جزء يمحاسبه فوگاس يبرا يا رابطه. شود يف ميتعر =+

  . ديدا كنين مخلوط پيا
  

  )حل 
 aΔيهلمولتز مول يرات انرژييتغ. ر كندييا ثابت تغند دميط مذكور در فرآياز حالت استاندارد تا شرا ياكر حجم مول

Naگر يبه عبارت د. باشد يم /Δ =
R

A  

ij,n,P,Ti

R

ii
ig
ii

R

j
n

)RT/nA(ˆlnˆlnRTAAA
≠

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

=⇒=−=⇒ φφ  

  :ميده يرا قرار م V/Nآن  يمساو v يحال، بجا

RTn
Vlnn

RTn
Vlnn

NbV
VlnN

RT
A

2
2

1
1T

R

−−
−

=  

22112211 bnbnNbbybyb +=⇒+=  
 

...
V

bnbnV
)bnbnV(

VbN
bnbnV

Vln
n

)RT
A(

2211
2

2111

1

2211
n,P,T

1

R

2

−−
×

−−
×+

−−
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
 

 

0
V
RTn)

n
1)(

RT
V(n

RTn
Vln... 1

2
1

1
1

+×
−

×−−  

1
RTn
Vln

bnbnV
Nb

bnbnV
Vlnˆln

12211

1

2211
1 +−

−−
+

−−
=⇒ φ  
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  ). ديشروع كن 53-3ا ي 51-3از معادله : ييراهنما(د يرا بدست آور 54-3معادله  - 5

  

  :ميدان يم)حل 
φlnRTGR =  

∫
∞

+−=−=
v

igR ...dv)
v

nRTp(G:51..3   from   and  GGG  

nRTplnnRTG)pv(
p
1lnnRTG igigig +=⇒+−=⇒  

∫
∞

+−−−−=⇒
v

R pVnRTplnnRT)
nRT
Vlnn(RTdV)

V
nRTp(G  

PVRTPlnRT)
nRT
Vln(RTdV)

V
RT

n
p(

n
G

v

R

+−−−−=⇒ ∫
∞

 

  :ميده يقرار م ZRTدر رابطه بالا  PV يبجا
ZRTRTPlnRT)

P
Zln(RTdV)

V
RT

n
p(

n
G

v

R

+−−−−=⇒ ∫
∞  

ZRRTPlnRTPlnRT)Zln(RTdV)
V
RT

n
p(

n
G

v

R

+−−+−−=⇒ ∫
∞

 

)1Z(RTZlnRTdV)
V
RT

n
p(

n
G

v

R

−+−−=⇒ ∫
∞  

Since we know     pure
R )

p
fln(RTlnRTG == φ  

از شما  يات حفاريدر ارتباط با عمل. تماس هستند در ينيزم ريز يها ن غالبا با آبيزم ريدر ز يمخازن نفت - 6
 bar 410و  140ºCط ين شرايا. ديدا كنيپ ينير زميط مخازن زين در شرايت آب را در نفت سنگيخواسته شده كه حلال

ت بخار آب در نفت برابر است با يدهد كه حلال ينشان م  bar 1و 140ºCشات در يآزما. شوند ين زده ميتخم
4

1 1035 −×=x )1x 11را بصورت  يقانون هنر). است يكسر مول )( xTHf  يثابت H(T)د كه در آن يريدر نظر بگ =
ز يآب ن يبرا. قابل صرفنظر كردن است 140ºC يفشار بخار نفت در دما. باشند يم H2Oته يفوگاس  f1وابسته به دما و 

  . دياستفاده كنجدول بخار  يها از داده
  

  )حل 
  :را محاسبه كرد fد يت داده شده، ابتدا بايدر حلال TH)(بدست آوردن  يبرا 

We know:   →⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
= )SS(

T
HH

R
1

p
fln *

ii

*
ii

*
i page 329 van-Ness 

*indicate reference state and we assume: p*=1kpa,T*=140°C 

 ـ يآنتالپ superheatط دما وفشار مرجع، از جدول يدر شرا ته را يرا خوانـده واز رابطـه ذكـر شـده فوگاس ـ     يو آنتروپ
  : ميآور يبدست م

K kg
kJ  70622.9S,kg

kJ  62.2764H *
i

*
i ==⇒  

  .ميآور يته را بدست ميرا خوانده واز رابطه بالا فوگاس يو آنتروپ يآنتالپ superheat، از جدول kpa 100درفشار 
  

And at P=1bar=100 kpa, T=140°C: H=2756.38 kJ/kg,S=7.56514 kJ/kg K 
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kgmol/kgr09.18kkg/kj)6365.95614.7

15.273140
62.276438.2756(

kkgmol/kj314.8
1

1
fln i ×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

+
−

= o
o

 

\ 

kPa 4E50016873.2)T(HkPa 50590554.87fi =⇒=⇒  

At T=140°C: 
kg
kJH

kgK
kJSkPap sat 1.2733,9284.6 38.361 ==⇒=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⇒ )SS(

T
HH

R
1

p
fln *

ii

*
ii

*

sat
i  

kgmol/kgr09.18kkg/kj)6365.99284.6
15.273140

62.27641.2733(
kkgmol/kj314.8

1
1

fln
sat

i ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

+
−

=⇒ o
o

sat
i

v
i

l
i

sat
i fff   &    kPa 8669553.306f ===  

كمتر بـوده، پـس   ) kpa 41000(باشد كه از فشار مطلوب مسئله  يم kpa 363.77فشار اشباع  از جدول، 140oC يدر دما
kgmevl(ع يحجم ما

i /308.1   . گردد ين ميگزين دما خوانده شده و در رابطه جايدر ا) =−3

kpa6974863.386f

]kgmol/kg09.18kpa
k413)k.kgmol/m.kpa(314.8

)38.361100410()kg/m(1008.1exp[kPa 8669553.306f

RT
)pp(vexpff

i

3
33

i

sat
i

l
isat

ii

=⇒

×
×

−×
×××=

⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−
o

0159.0x
3E345155.24

6974863.386xx).T(Hf iiii =⇒=⇒=  

 
شنهاد شده كه آن را بـه  ين مخلوط پيا يجداساز يبرا. ميدار B يمول %50و  A يمول %50شامل  يگاز يمخلوط -7
 1شود كـه در فشـار    ير فرستاده ميع كندانس سپس به برج تقطيما. م تا مخلوط كندانس شوديخنك كن يندازه كافا

bar ياگر دمـا . رديگ يند اختناق صورت ميق فراياز طر) بدون كندانس شدن(ه خنك كردن يات اوليعمل. كند يكار م 
 يمخلـوط گـاز   يد باشد؟ رفتار حجميست چقدر بااز در بالا ديباشد فشار مورد ن K 300ر فشار شكن يش يبالادست

 .باشد يم cm3mol-1مخلوط و برحسب  يحجم مول vشود كه در آن  ير مشخص ميدر معادله ز
T

1050
p

RTv
5

−+=  
  :ن دو جزء عبارتند ازيا يده آل برايژه گاز ايو يت حرارتيظرف

 

Cp
o(Jmol-1K-1)    

29.3  A 
33.7  B 

 

  )حل 
  .شود  يصفر م يرات آنتالپيير فشارشكن، تغيم در شيدان يمهمانطور كه 

 ∫ ∫ °° ∑+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=⇒∑+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=
p

ii

p

piip hxdp)
T
v(Tvhhndp)

T
v(TVH

o o
 

2

5

p

5

T
10

p
R)

T
v(

p
1050

p
RTv +=

∂
∂

⇒−+=  
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T
10250

T
10

p
RT

T
1050

p
RT)

T
v(Tv

555

p
×

−=−−−+=
∂
∂

−⇒  

TCxTCxp)
T
10250(h B,PBA,pA

5

++
×

−=⇒  
 

Around throttling valves h1=h2 
 

)CC(T5.01.0p)
T
10250()CC(T5.01.0p)

T
10250( PBPA22

2

5

PBPA11
1

5

+××+×
×

−=+××+×
×

−⇒

672005.01.01)
200

10250(673005.01.0p)
300

10250(
5

1

5

××+××
×

−=××+×
×

−⇒  

bar 85.55p1 =⇒  

  :باشد ير ميل واحد انجام شده به صورت زيبدت

k)kmol/(j)m.pa1/(j1)bar1/pa(10)cm/m(10bar)mol/cm(

k)kmol/(j)m.pa1/(j1)bar1/pa(10)cm/m(10bar)mol/cm(
353363

353363

oo

oo

×+××××

=×+××××⇒
−

−

 

 

2dPcPاز رابطه  bar 50-0ته گاز خالص در محدوده يدهند كه فوگاس ينشان م يتجرب يها داده - 8
P
fln −−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
بدست  ⎛

مقدار اين دو ان داد كه آزمايشات نش. باشد ميوابسته به دما  ثوابت dو  cو  barبرحسب  Pدر اين رابطه . ديآ يم
آنتالپي مولي  bar 30و فشار  80ºCدر دما  .از رابطه زير بدست آورد 100ºC-60دمايي  محدودهدر توان  پارامتر را مي

K(T( آل در همان دما چقدر است؟ گاز نسبت به آنتالپي مولي گاز ايده
T
416.00012.0d,

T
7.30067.0C −=+−=  

  

  )حل 

X,P
p

R
R

T
lnT

T

)RT
G(

T
RT
H

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

−=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
=

− φ  

T
p416.0p0012.0

T
p7.30p067.0ln

2
2 +−−=φ  

2

2

2
X,P T

p416.0
T

p7.30
T

ln
−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∂
∂ φ  

)
T

p416.0
T

p7.30(RTH 2

2

2
2R −=−⇒  

برابر با  30.7باشد تا بدون بعد گردد، واحد عدد ) bar2/1(ديبا dو واحد   (bar/1)ديبا cواحد 
bar
K باشد يم.  

)30416.0307.30(31439.8H 2R ×−××=−⇒  

mol
J10544645574.4H 3R ×−=⇒  

  

به منظور . د حضور دارنديند تبريدر فرا K 110برابر از هر كدام  يبا مولها) 2(و اتان ) 1(از آرگون  يلوطمخ - 9
ن از معادله ين تخميا يبرا. از استيع مورد نين مخلوط ماياختلاط ا ياز آنتالپ يني، تخميند جداسازيفرا يطراح

=∑ن اختلاط را بصورت يد و قوانيحالت واندروالس استفاده كن
i

iimixt bxb  و∑∑=
i J

ijjimixt axxa د كه يريدرنظر بگ
k1()aa(a(: ميدر آن دار ijjiij

2
1

=∑د يفرض كن. =−
i

iimixt vxv ن استيو چون فشار پائ :HU mixmix ΔΔ  يها ، داده =
  : از عبارتنديمورد ن
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b  a V @ 110 K   

( )13molcm −  ( )26molbarcm − ( )13molcm −    
23.0  61004.1 × 32.2  Argon 

49.31  
61012.4 × 48.5  Ethan  

ji(Kij(1.0دهند كه  ين مخلوط نشان ميا يال برايريب دوم ويضر يها داده =≠ .  
  )حل 
  . باشد يم EHمحاسبه  mixingHΔن مساله منظور از يدر ا

mixing
Epure

iimixing HH,HxHH ΔΔ =∑−=  
mixing

E HU Δ=⇒  
E

mixing UU =Δ 
  :ر مفروض استيم، رابطه زيرا محاسبه كن EUست كه يپس كاف

∫
∞ °∑+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

−=⇒
V iin,v undV)

T
p(TpU

T  
∑ن رابطه اگر يدر ا 0

iiun م يببر يرا به طرف چپ تساوRu را يم زيا را محاسبه كرده∑ 0
iiun  مربوط به حالت گاز

 . ميع كم كنيرا از حالت ما uد يبا Euمحاسبه  يكه براياست در حال
pure

iimixing
E UxUUU ∑−== Δ  

 

∫ ∫
∞ ∞°

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−−∑+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=⇒
m 1

TV V1iin,v
E ...dV)

T
p(TPnundV)

T
p(Tpu  

 

∫
∞ °° −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

−−−
2V 22211 undv)

T
p(Tpnun...  

...dv)
T
P(Tpxdv)

T
p(Tpuu

1m v1vmixing
E ∫∫

∞∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−==⇒ Δ  

dv)
T
p(Tpx...

2v2 ∫
∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−−  

2
vv

2 v
a

T
pTp

bv
R

T
p

v
a

bv
RTP −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⇒
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒−
−

=  

22
2
2ij22112111

2
12

2
221121

2
1m ax)k1(aaxx2axaxxxa2axa +−+=++=  

( ) 2

6
662

mol
cm.bar10239624325.2)17.41.0117.404.1204.1(105.0 ×=+−×××+×=  

mol/cm 35.40)5.482.32(5.0vxv 3
iim =+=∑=  

  
  
  

                                                 
ر يجه غين نتيهرچند خوشبختانه ا.  ستين يانتخاب مناسب يمعادله واندروالس  b>vم ين دما داريبدست آمده است و چون در ا يبحران ياز داده ها bن يا ١

 .دهد ير قرار نمين مساله را تحت تاثيحل ا يواقع
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ت اسـت،  ينهايكه حجم ب يحالت گازتا  mvرات از ييزان تغيكل مخلوط بوده، پس م ير انتگرال اول برايرابطه ز در
 يرات از حجـم هـر كـدام تـا حالـت گـاز      يي ـزان تغيباشد كه م يآرگون و اتان م يانتگرال دوم و سوم برا. باشد يم
  .باشد يم

∫ ∫∫
∞ ∞∞ −

−
−

−
−

=⇒
35.40 2.32 2

ar
5.48 2

et
2
mE dv

v
a5.0dv

v
a5.0dv

v
au  

 

∞∞∞ ×
×−

×
−

×+
=⇒

2.32

6

5.48

6

35.40

6
E

v
1004.15.0

v
1017.45.0

v
10239624325.2u  

 

)
2.32

04.1
5.48

17.4(105.0
35.40

10239624325.2u 6
6

E +×+
×−

=⇒  

 

mol
m10pa10819151.3633

mol
cmbar819151.3633u

3653
E

−×
×==⇒  

 

mol/J4.363
mol

m.Pa4.363
3
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نگه داشته  Tثابت  ين ظرف كه در دمايا. ميدار Vبا حجم ثابت  يظرف: ديرير را در نظر بگيش ساده زيآزما - 1
م يكن ين ظرف اضافه و مشاهده ميبه ا 2مول گاز   n2ط هم دما يحال در شرا. است 1مول از گاز  n1 يشود، حاو يم

با (ال يريگازها و مخلوط آنها توسط معادله و يد كه خواص حجميفرض كن. دابي يش ميافزا pΔكه فشار به اندازه 
 يا رابطه. خالص معلوم هستند يال گازهايريضرائب دوم و. شود يف ميتوص يخوبه ب) حذف ضرائب سوم و بالاتر

  . ديدا كنيپ B12محاسبه  يبرا
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و فشار مخلوط بصورت  H2 يمول %99و CO2 يمول %1م شامل يدار يگاز يك مول مخلوطي -100ºC يدر دما - 2
ن دما فشار يدر ا(كند حدودا چقدر؟  يكند؟ اگر رسوب م يرسوب م CO2ا يآ. ابدي يش ميافزا bar 60دما ثابت تا 

  ).باشد يم  cm3mol-1 27.6جامد  CO2 يو حجم مول 0.1392خالص جامد و  CO2) بخار(اشباع 
 

  )حل 
باشد، فرض در  y1>0اگر . ميكن ين فاز جامد را محاسبه ميدر تعادل با ا y1رسوب كند و  CO2م يكن يابتدا فرض م

  .ته فازها با هم برابرنديدر هنگام تعادل دو فاز، فوگاس. ح استينظر گرفته شده صح
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 : ميكن ين مييال را تعيريب دوم وياكنون ضرا

 Pc (bar) Tc (K) vc (cm3/mol) ω zc=Pcvc/RTc  نام ماده

CO2 73.8 304.2 94 0.225 0.2742802987 
H2 13 33.2 65 -0.22 0.3061175532 
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 م وياستفاده كن C-19ال از رابطه يريب دوم ويمحاسبه ضر يد برايكه جزء دوم گاز كوانتوم است، با ياز آنجائ
 . ستيح نيمحاسبه شده دز بالا صح B22 يريبكارگ
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  : ميكن ين ميگزيرا در معادله بالا جا B22و  B11 ،B12ر يحال مقاد
[ ]

15.1731439.83
607546045.60y4553955.425y910791.850ln 2

111 ×
×−+−=φ  
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  :ميباشد، پس دار يم بصورت جامد مهم بصورت گاز و ه CO2مول  0.01و  H2 مول گاز 0.99كل مخلوط شامل 
40066633550.0nn01.0n01.0nn solid

1
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1

solid
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g
1 =⇒−=⇒=+  

  
  

 : مينمائ يال را محاسبه ميري، ضرائب و L-Jل يپتانس يروش با استفاده از تابع انرژ نيدرا: روش دوم
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cm(B
3 ε

kT )mol/cm(b 3
o )K(k

ε  )A(
°

σ    
-325.89  0.9 108.5781153 192.25 4.416  Table(5-1): CO2  

9.04  4.679729 31.67 37 2.928  Appendix C:H2  
-28.63  2.05 47.72 84.34 3.357  CO2- H2  
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 يب قبليم و به همان ترتيآور يبدست م y1از  يته را بصورت تابعيب فوگاسير، ضرين مقاديحال با استفاده از ا
  . مينمائ يرا محاسبه م y1مقدار 

  

به ولو  يمخلوط گاز ورود. كند ير فشار شكن عبور مياز ش  CH4 %70و  CO2 يمول %30ل شام يگاز يمخلوط - 3
ت يشود؟ ظرف يكندانس م CO2ا يآ. است bar 1فشار  يآن دارا ياست و خروج 40ºC يو دما bar 70فشار  يدارا

42                      .باشند ير مياز به شرح زيمورد ن يها داده. ديرا مستقل از دما فرض كن يحرارت CH1;CO2 ==  
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:ميدار باشد، يصفر م يرات آنتالپييشكن تغ ر فشارينكه در شيبا توجه به ا  

K 62113.278Terror&trial byhh 212 =⇒⇒=  

  : ميوم را حساب كند فشار اشباع جزء ديحال با 
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  . كند يد كربن رسوب نمياكس يشتر است، ديچون فشار اشباع جزء دوم از فشار كل ب
 

چه تعداد پارامتر . ديحالات متناظر بدست آور يتئور يمواد قطب يو برا stockmayerل يتابع پتانس يبر مبنا - 4
  . دياز هستند آنها را مشخص كنيمورد ن يبحران
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  .م يكن يضرب م 3σز در يسمت چپ ن



   فوگاسيته در مخلوط گارها: فصل پنجم
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

27

)r(d)r()
kT

)r(
exp(1

N2
B 2

03
A σσε

σ
Γε

σπ ∫
∞

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−=  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ∫

∞

σσ
θθθ

ε
μ

σ
ε

σπ θ
rdr,,F

r
rF

kT
exp1

N2
B 2

0 3213

2

3
A

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 3

2

3
A r

,
kT

F
N2
B

ε
με

σπ
 

  . باشد يم يكرو يال مولكولهايريب دوم ويرابطه مذكور محاسبه ضر
  

  : ديمحاسبه كن) Lee-Keslerا ي( pitzerافته يم يبا استفاده از روابط تعم) 5
a( 0لن در ير استيتبخ يانرژºC   
b (461تروژن در ين يمول %20بوتان و  يمول %80شامل  يال مخلوطيريب دوم ويضرK )ن پارامتر يا يمقدار تجرب-

172 cm3mol-1 است (  
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تواند وجود دو فاز  ين معادله نميرا ايم، زيال استفاده كنيريم از معادله ويتوان ينم vgو  vlمحاسبه  يد كه برايتوجه كن
  . ميكن ين از معادله حالت واندوالس استفاده ميبنابرا. رود يفاز گاز بكار م يصرفا برا كند و ينيب شيرا پ
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)12.0k(2:Nitrogen&1:etanbun  )b 12 =−  

material TC ,(K) PC (bar) vC, mol
cm3

 ω zc TR 

1 425.2 38 255 0.193 0.274 1.084195673 
2 126.2 33.9 89.5 0.04 0.29 3.652931854 

1-2 203.8491841 30.23074579 158.095404 0.1165 0.282 2.261475816 
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mol
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2122111

2
1 −=⇒++=  

0k12م ياگر فرض كن ≈ :  
2

1
2

1 )126.2425.2()k1()T.T(T ij2C1C12,C ×=−= 
  :كند  ير مييز تغين  CP,12مقدار  CT,12با توجه به مقدار

35312021.34P 12,C =  
2E782896938.5F )(

21 −−=⇒ −
o  
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mol
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⇒ ∫

∞
Δ  

و  v mixاكنون 
dT
dB ا يال يريدله حالت ورا با استفاده از معاPitzer-Curl كنيم مين يگزيبالا جا رابطه در بدست آورده و.  

 
م يخواه يم. ميپروپان دار يمول %10دروژن و يه يمول %50تروژن، ين يمول %40شامل  25ºCدر  يان گازيجر - 6

 در فشار بالا جداند جذب يق فراين و از طريار پائيت بسيبا فرار ين مخلوط را توسط روغنيپروپان موجود در ا
 يروياست و ن bar 40فشار كل . ديمحركه جذب را محاسبه كن يروين) گاز يورود(برج جذب  يدر انتها. ميكن

*از رابطه iمحركه جزء 
ii ppforceDriving *در فاز بالك گاز و i يفشار جزئ ipد كه در آن يآ يبدست م =−

ip 
ع به گاز يما يانهايجر يمول ين برج نسبت دبيدر ا. باشند يع ميدر فاز گاز در حالت تعادل با فاز ما i يار جزئفش

( )G
L  يت گازهايحلال. د جذب شوديبا يپروپان ورود %95است و  5برابر inert ن روغن قابل صرفنظر يدر ا

3c3cت پروپان در روغن از رابطه يبوده و حلال 0.95 يگاز ورود يريب تراكم پذيضر. باشد يكردن م Hxf =   

  ). C 25º يدر دما( H=53.3 barد كه درآن يآ يبدست م
  

  )حل 

 
 

pyppyp&xHpxHp 33ii
3

33*
3333

*
3 =⇒==⇒=

φ
φ  
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018645731.0x
HCmol095.0

oilmol5
L

3E524861878.5y,552486.0y,44198895.0y
HCmol3E5

Hmol5.0
Nmol4.0

G

3
83

321

83

2

2

=⇒

−===⇒
−  

 
Physical properties & second virial coeficent calculation: 
 

substance TC (K) PC (bar) vc mol
cm3

 ω zc 

N2(1) 126.2 33.9 89.5 0.04 0.289 
H2(2) 33.2 13 65 -0.22 0.305 

C3H8(3) 369.8 42.48 203 0.152 0.274 
1-2 64.72897342 20.8663554 76.59820431 -0.09 0.297 
2-3 110.803249 22.00278331 121.2086074 -0.034 0.2895 
1-3 216.029535 36.4789775 138.598616 0.096 0.2815 

 

groups )(F Tc
T)( o  )(F Tc

T)1(  B 
1-1 -2.091372441E-2 9.091631782E-2 -5.347364794 
2-2 0.106019348 6.722020648E-2 19.3707628 
3-3 -0.5043574368 -0.2790199338 -395.7271788 
1-3 -0.17196792 7.5959052E-2 -81.07938121 
1-2 0.066204546 7.497263471E-2 15.33434382 
2-3 2.11017328E-3 8.770089759E-2 -0.360493586 

86707227.09469263.11B 3mix =⇒= φ  

bar  58.2ppbar  4401.0P  &  bar 146176042.1HXp *
333

3

3*
3 =−⇒=×===⇒

φ
 

 
ند يم اتان را در فرايخواه يم. ديريرا در نظر بگ) 2(تروژن ين يمول %98و ) 1(اتان  يمول %2شامل  يمخلوط گاز - 7

با نفت در تعادل قرار  يكه مخلوط گازيزمان. ميجدا كن bar 50و فشار  40ºC ين در دمايجذب با حلال نفت سنگ
                                                      تروژن به اتان چقدر است؟ ين يت نسبيرد، فراريگ يم

12

12
1,2 yx

xy
=α   

  ): 40ºC يدر دما( از عبارتند از يمورد ن يداده ها
  bar 1000= تروژن در نفت ين يثابت هنر
   bar 100= اتان در نفت  يثابت هنر

cm3mol-1 :(172B;5.1B;44B(ال يريب دوم ويضر 112212 −=−=−=  
   60و اتان  25تروژن ين): cm3mol-1(نفت  در يجزئ يحجم مول

  

  )حل 

∑
=

−=
m

1j
mixijji RT

P)BBy2(lnφ  

22
2

1121111
2
122

2
2122111

2
1mix B)y1(B)y1(y2ByByByy2ByB −+−=++=  

2222121122211
2
1mix B)B2B2(y)B2BB(yB +−+−+=⇒  
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RT
P)BB2By2(ln mix12111 −+=φ  

[ ]
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⎧ −+−++−−=⇒

RT
PBB2)B4B2B2(y)BBB2(yexp 22121211221221112

2
11φ  
( )[ ]{ }22221112

2
12 BBBB2yexp& +−−=φ  

 
1: Ethane   &   2: Nitrogen,  P=50 bar,  T=40°C 
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  :ميباشد پس دار ين صفر ميسنگ يدروكربنهايه يبرا P sمقدار
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⎦
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H 12

22121211221
1

2
1,2α  

89.7,935.0844.0
100

1000
1,21,2 =××=⇒ αα  

  

برابر  يثابت هنر. كند يت ميتبع ياز قانون هنر) 2(در متانول ) 1(ت متان ي، حلالbar 20و فشار تا  0ºC يدر دما - 8
1022 bar  0و فشار بخار متانول درºC  0.0401برابر bar ال برحسب يريضرائب دوم و. باشد يم cm3mol-10 يدر دماºC 
9.53B,166B,4068B: عبارتند از 111222 متانول ) يكسر مول(ت يمساله حلال ي، در دما و فشار ذكر شده در ابتدا=−=−=−

 در متان چقدر است؟ 
  

  )حل 
1111

s
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s
2222 HxPy    &    pxPy == φφφ  
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s
222

1

21      (II) 

ن يگزيجـا  (II) را بدست آورده و سـپس درمعادلـه   x1م، مقدار يده يقرار م  (I) حدس زده و در معادله y1ك يابتدا 
  . كم شود يليها خy1ف دو كه اختلايسه كرده تا زمانيج را با هم مقايم  ونتايكن يد را محاسبه ميجد y1كرده و

        3E5383097.2y:error&trialby 2 −=⇒   
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مر با يته ديمر، فوگاسيمونومر  و د يد كه در مخلوط تعادلينشان ده. مر شدن دارديل به ديد تمايك اسيبخار است - 9

  . ته مونومر متناسب استيمجذور فوگاس
  

  )حل 
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  .كند يان ميته بياز دانس يا چند جمله يصورت عبارته را ب يريب تراكم پذيال ضريريمعادله و -12
)1(  ...CB1z 2 +++= ρρ  

ان ير بيال بصورت زيريعادله وگر مير مستقل آسانتر است، شكل ديكه استفاده از فشار به عنوان متغياز آنجائ
PCPB1z...                                           (2)                            : شود يم 2 +′+′+=  
a(ال يريضرائب دوم وBC   . ديبدست آور Redlich-Kwongدر معادله  bو  aرا برحسب  ,′′
b (2.0 يكسرمول يتروژن دارايو نلن يات يدوجزئ يمخلوط گازy

42 HC د يشروع كن 2از معادله . ديريرا در نظر بگ =
ال از رابطه بدست آمده از يريب دوم ويضر يبرا. ديمحاسبه كن  bar 50و فشار 50ºC يلن را در دمايته اتيو فوگاس

)a (معادله  يبراRedlich-Kwong دياستفاده كن) .ط ذكر يلن در شرايته اتي، فوگاسيتجرب يحجم يها بر اساس داده
  ).است bar 8.87شده در مساله 
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⎡ −−−+−=⇒ φ  

 :ميرا محاسبه كن) b2و  a1 ،a2 ،b1(د ثوابت معادله حالت ياكنون با

087.0,0876.0,429.0,4323.0,
P
RTb&

P
TRa

2121 bbaa
C

Cb

C

5.2
C

2
a ====== ΩΩΩΩΩΩ

 

substance Tc , K Pc ,bar Vc mol
cm3

 ω zc a b 

C2H4(1) 282.4 50.4 129 0.087 0.276 79.45778794E6 40.80827924 
N2(2) 126.2 33.9 89.2 0.04 0.289 15.65042089E6 26.92705947 

 

bar39956549.8f50839956549.02.0pyf

839956549.0169599542.0ln
15.3231439.83

50)71816256.93(ln

1111

111

=⇒××==⇒

=⇒−=⇒
×

×−=⇒

φ

φφφ  

  

ب يترك. رديگ يبا حجم ثابت قرار م يدر ظرف 40ºCلن و آرگون در يشامل ات ييدو تا يك مول مخلوط گازي -13
  . ديال بالاتر از دوم صرفنظر كنيرياز ضرائب و. ن فشار را داشته باشديشتريد كه بياز مخلوط را محاسبه كن يدرصد

  

  )حل 
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 : ميكن يال را محاسبه ميرياكنون ضرائب دوم و

)k1(TTTfor103k( ijcjcicij
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12 −=×= −  
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substance Tc ,K Pc ,bar vc mol

cm3
 zc w 

Ar(1) 150.8 48.7 74.9 0.29132 0 
C2H4(2) 282.4 50.4 129 0.276 0.085 
1-2 200.1726558 47.43905061 99.51232678 0.28776 0.0405 

 

groups )()(
Tc

TF o  )()1(
Tc

TF  B 
1-1 -4.788518838E-2 9.319772624E-2 -12.32774372 
2-2 -0.274870227 1.916140342E-2 -127.2889897 
1-2 -0.1262128065 8.824207543E-2 -43.02366385 

 
573012146.1y1 =⇒  

  .ميكن يرسم م 1yرا برحسب  Pحال  

2v
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v
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  :ميريگ يدر نظرم) c(ك ثابت يرا برابر با v /1با توجه به ثابت بودن حجم در رابطه بالا مقدار 
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]B2B2)B2BB(y2[C)
RT
P( 22121222111 −+−+=′⇒  

55.1y
B2BB

BBy0)
RT
P( 1

12211

1222
1 =⇒

−+
−

=⇒=′  

2ب يضر) 1(در رابطه . كردن علامت يينقطه اكسترمم بدست آمده، تع يد تابع را برايحال با
1y  يم ـ يمنف ـ يمقـذار 

2 بيمخالف علامت ضر 1y ر كوچكتر ازيمقاد ير، براين علامت زييباشد كه در جدول تع
1y ر بزرگتـر  يمقاد يوبرا

2ب يموافق علامت ضر 1y از
1y مقدار. باشد يم 

RT
P 1 ر مختلفيمقاد يبراy  در حالت v=1)c=1( آمده است:  

  
، در شـود  ير علامت مشاهده مييجدول تغ همان طور كه در. باشد يك مياز صفر تا  y1رات ييم كه محدوده تغيدان يم

 يعن ـيباشد،  y1=1افتد كه  ياتفاق م يمم فشار زمانيجه ماكزيدر نت. باشد يم يصعودك، تابع همواره يفاصله صفر تا 
  . ماده مورد نظر خالص باشد

  

لن يمول ات 2000ك با يزوباريك و اياباتيبصورت آد bar 20.7و فشار   K 302.6هياول يدروژن در دمايمول ه 100 -14
  مخلوط چقدر است؟  يينها يماد. شود يمخلوط م bar 20.7و  K 259.5ه يط اوليدر شرا
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  )حل 
)0hadiabatic(     hnhnh mixing

iimixtureT
mixing ≈⇒−= ∑ ΔΔ  

∑ +=⇒=⇒
422 HCHmixtureiimixtureT h2000h100h2100hnhn  

∑∫ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−= o

o
ii

p

n,p hxdP)
T
v(Tvh

T
 

  :ميكن يال استفاده ميرياز معادله حالت و

dT
dB

P
R)

T
v(BPRTPv

RT
BP1PB1

RT
Pv

+=
∂
∂

⇒+=⇒+=′+=  

∫ ∑∑ +−=⇒+−−+=⇒
p

iiii hxP)
dT
dBTB(hhxdP)

dT
dBT

P
RTB

P
RT(h

o
 

dT
dFT

dT
dFT

RdT
dBPFF

RT
BP )1(

C

)(

C
C)1()(

C

C ωω +=⇒+=
o

o  

Cr

)()(
R

r

)()(

T
1

dT
dF

dT
dF

dT
dT

dT
dF

dT
dF

×=⇒×=
oooo

 

9
R

4
R

3
R

2
R

)(

C
r

)(

T
3E856.4

T
0363.0

T
277.0

T
33.0

dT
dFT

dT
dF −

+++==
oo

 

9
R

4
R

3
R

)1(

C
r

)1(

T
064.0

T
269.1

T
662.0

dT
dFT

dT
dF

++−==  

9
R

4
R

3
R

2
R

C

T
)064.03E856.4(

T
)269.10363.0(

T
)662.0277.0(

T
33.0

dT
dB

R
P ωωω +−

+
+

+
−

+=⇒  

 رابطـه آن بـا دمـا، بـا مراجعـه بـه كتـاب         و كنـد  ير م ـيي ـز تغي ـن ييت گرمايكند، ظرف ير ميينكه دما تغيبا توجه به ا
  :م يسينو يك ون نس ميناميترمود

:
Kmol

JT9E645.7T5E381.1T3E274.91E714.2c 32
P 2H

−+−−−+=  

Kmol
JT8E755.1T5E348.8T1E566.1806.3,c 32

Hcp 42
−+−−−+=  

  . ديآ يكوانتوم بدست م يدروزن ازروابط گازهايه يبرا B ب يضر
.substance 

)(oF  )1(F  B 
dT
dB

 

H2:1 0.1066106051 6.712577052E-2 14.43833755 2.8749712E-2 
C2H4:2 -0.3954326288 -0.1051975583 -188.3769897 1.48385387 

  

 groups Tc , K Pc ,bar vc mol
cm3

 ω zc 

1-1 33.2 13 65 -0.22 0.305 
2-2 282.4 50.4 129 0.085 0.276 
1-2 96.8280951 25.04511245 93.375848 -0.0675 0.2905 

∑ +−=⇒+−= 11,p
11

111Hii Tcp)
dT

dBTB(hhxp)
dT
dBTB(h

2
 

∑+−=+−= Tcxp)
dT
dBTB(h    &   Tcp)

dT
dBTB(h i,pimixture22,p

22
222HC 42

 

6.3021089360388.287.20)2E8749712.26.30243833755.14(h
2H ××+−×−=  

mol
cm.bar83591.87550h

3

H2
=⇒  



مسائل ترموديناميك پيشرفته مولكولي و آماري   
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

36
105.2591288185.397.20)48385387.15.2593858262.188(h

42 HC ××+×−−=  

mol
cm.bar95376.89668h

3

HC 42
=⇒  

  . است ل واحد وارد شدهيبه منظور تبد 10عدد 
091.89568hh210095376.89668200083591.87550100 mixturemixture =⇒=×+×  

)(2)()( 12
1221

22
22

2
2

11
11

2
1 dT

dBTBpyyp
dT

dBTByP
dT
dBTByhmixture −+−+−=  

10)T,cyT,cy(... 2p21p1 ×++  

2100
2000y   &   

2100
100y 21 ==⇒  

K 258T:error&trialby =⇒  
 

شنهاد شده كه جامد را ين كار پيا يبرا. ميپوشش ده A ينازك از جامد آل يه ايرا بالا يا م صفحهيخواه يم -15
  ).  ريشكل ز(ن صفحه كندانس شود يا يزوله رويا يم تا بخار در ظرفير كرده و اجازه دهيتبخ

  
شتر يم آنرا بيتوان يدار است، نميناپا يياز لحاظ دما Aكه ياز آنجائ. است A ينرخ كندانس شدن وابسته به فشار جزئ

شنهاد شده يش نرخ كندانس شدن پيافزا يبرا. است Torr 1برابر  Aن دما فشار بخار يم كه در ايحرارت ده K 350از 
 Torr 10برابر  A يد چقدر باشد كه فشار جزئيفشار كل محفظه با. ميد كربن فشار بالا پر كنياكس يكه محفظه را با د
Bاز رابطه  CO2– A يقرار دارد و خواص حجم 350K يد كل محفظه در دماينگردد؟ فرض ك

P
RTv بدست  =+

برابر  K 350در  Aحجم مولي جامد  .باشد يمخلوط م يحجم مول vال و يريب دوم ويضر Bدر اين رابطه . ديآ يم
cm3mol-1 200 500 :                                  بوده و داريمB,85B,430)molcm(B ACO

13
COA 22

−=−=−=−
−  

  

  )حل 

bar3E33.1torr 1p,torr 10Py

dP
RT
v,

p

exppPy

S
AA

p

p
AS

A
S
AAA s

−===

= ∫φφ      (1) 

K 350T  ,430B  ,85B   ,500B  ),
RT

pBexp(
222 coAcocoAA

S
AAS

A =−=−=−== −−φ  

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −×

×−+−++−−=
Ty1439.83

3E33.110BB2)B4B2B2(y)BBB2(yexp
A

2212121122A221112
2
AAφ  

:م يكن ين ميگزيجا) 1(ر را در رابطه يحالا مقاد  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−×
×

−×−
×=× )3E33.1

y
3E33.110(

RT
200exp)

RT
3E33.1Bexp()torr(1)torr(10

A

AA
Aφ  

⇒By trial & error bar 73908002.68p5E939542542.1yA =⇒−=⇒  
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4108.2فشار بخار نفتالن جامد 35ºC يدر دما -16 لن يت نفتالن را در اتيحلال. باشد يم gcm-3 1.145ته آن يو دانس ×−
  : ديمحاسبه كن bar 30و فشار كل  35ºCفشار بالا در 

a (آل  دهيبا استفاده از قانون گاز ا  
b (شود ياز واندروالس محاسبه مب دوم آن از معادله بدست آمده يال كه ضريريبا استفاده از معادله و .

RT
abB −=  

ب يبه ترت bو  aد يفرض كن يمخلوط گاز يبرا. ند يآ يبدست م يثوابت معادله واندروالس بر اساس خواص بحران
  . هستند ياز كسر مول يدرجه دو و خط يتوابع

  

  )حل 
  :باشد يم 128.174نفتالن  يجرم مولكول

∫∫ =⇒=
p

p

S
Ap

p

S
A

A

s

S
AA S

A
S
A

dp
RT
vexp

P
pydp

RT
vexppPy:gasideal )a  

 

5E06404948.1y
15.3081439.83145.1

)4E8.230(174.128exp
30

4E8.2y AA −=⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

××
−−−

=⇒  

 

∫=
p

p
AS

A
S
AAA S

A

dp
RT
vexpppy )b φφ  

  .ميكن ياز معادله واندروالس استفاده م

RT
an)bn(

P
RTnV

RT
ab

P
RTvB

P
RTv T

T
T −+=⇒−+=⇒+=  

)12problemofresultuse(,
n

)an(
RT
1

n
)bn(

P
RT)

n
V(V

1

T

1

T

1
1 ∂

∂
−

∂
∂

+=
∂
∂

=  

15.30814.83
30

y1034.614699461034.6146994610840.3326825yy2y8E640.3326825

3E64.614699468E640.3326825y2y8E640.33268252(
RT
13192.052144

exp

RT
Payaayy2ayaay2ay2(

RT
1bln

2
2

666
21

2
1

21
1

2
2
221211

2
12121111

×
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×−×××−−

×+×−
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−+−=⇒

φ

φ

ا

 : ميرا محاسبه كن) b2و  a1 ،a2 ،b1(د ثوابت معادله حالت يكنون با
substance Tc ,K Pc ,bar a=27R2T2c/64Pc b=RTc/8Pc 

Nap. 748.4 40.5 40.33268258E6 192.0521443 
Ethy. 282.4 50.4 4.614699463E6 58.23372361 

∫=
p

p

s
1S

1
S
111 s

1

     dp
RT
vexppPy φφ  

140060024.1]
15.30814.83

)4E8.230( 
145.1
174.128 exp[   dp

RT
vexp

999984893.0)]15.30814.83/(108.2238506.1382exp[)
RT

pBexp(

238506.1382
15.30814.83

8E640.3326825-3192.052144
RT
abB

p

p

s
1

4
S
111S

1

1
111

s
1

=
×

−−
×=

=×××−==

−=
×

=−=

∫

−φ  
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30
140060024.1999984893.0108.2y

P

RT/)pp(vexp)RT/pBexp(p
y

1

4

1

1

s
1

s
1

s
111

S
1

1

×
×××

=⇒

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −×

=⇒

−

φ

φ  

  : دا كرديو خطا پ يتوان از روش سع يرا م y1مقدار 
⇒ y1=3E-5 
 

م رطوبت ينكه مطمئن باشيا يبرا. شود يسرد م 10ºC-ط فشار ثابت تا يدر شرا bar 30مرطوب در  يهوا -17
د ي؟ فرض كن)آب به حالت گاز يكسر مول(زان مجاز رطوبت در هوا چقدر است يشود، حداكثر م يكندانس نم

محاسبات فرض  يبرا. ديآ يمبدست ) ب دوميتا ضر(ال يرياز معادله و bar 30رطوبت هوا در فشار  يخواص حجم
عبارتند از  10ºC-ال در يريضرائب دوم و. ژن استياكس يمول %20تروژن و ين يمول %80خشك شامل  يد هوايكن
  ): cm3mol-1برحسب (

25B,12B,1500B,15B,63B,53B 112233121323 آب  3ژن و ياكس 2تروژن، ين 1كه در آنها  =−=−=−=−=−=−
  . باشد يم gcm-3 0.92خ ي يو چگال torr 1.95خ يفشار بخار  10ºC- يدر دما. باشند يم
  

  )حل 

∫=
p

p

S
3S

3
S
333 S

3

dp
RT
vexppPy φφ      (1) 

∫=
p

p

S
3S

3
S
333 S

3

dp
RT
vexppPy φφ  

027188997.1]
15.26314.83

)3E33.195.130(
92.0

18exp[dp
RT
vexp

999822202.0)
15.26314.83

3E33.195.11500exp()
RT

PBexp(

p

p

S
3

S
333S

3

S
3

=
×

−×−
×=

=
×

−××−
==

∫

φ
 

  :م يكن ين ميگزيجا) 1(ر محاسبه شده را در معادله يمقاد
5

33
3

33 10878470023.8y027188997.1999822202.01033.195.130y
−

− ×=⇒××××=× φφ  

23321331122133
2
322

2
211

2
1mix Byy2Byy2Byy2ByByByB +++++=  

[ ]

[ ]
15.26314.83

30B)y1500y53y63(2exp

yy36000yy75000yy600y1500y12y25B
RT
PB)ByByBy(2ln

mix3213

323121
2
3

2
2

2
1mix

mix3332321313

×
−−−−=

+++−−−=

−++=

φ

φ

    

د را بدسـت  ي ـجد 3yن كـرده و  يگزيجـا ) 2(را بدست آورده  ودر معادله  3φو mixBرا حدس زده ،سپس  3yابتدا
  :ميآور يم

4E0329.1yerror&trialby 3 −=⇒⇒  
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ل در يپتانس يپارامترها. ديدا كنيپ atm30&C150°د را در يل كلريته متيفوگاس square-wellبا استفاده از تابع  -21
 يانتروپ يبرا. ديق را محاسبه كنيد در فاز رقيل كلريون متيزاسيمريد يو انتروپ ين انتالپيهمچن. اند ر داده شدهيز
  . ديآل استفاده كن دهيون از حالت استاندارد گاز ايزاسيمريد
  

  )حل 
337.0R,nm429.0,K469k/,atm30P,C150Tهاي ادهجهت حل مساله از د ====°= σε بر  .كنيم استفاده مي

()1(                      .توان نوشت مي Square Wellاساس رابطه 
KT

exp(
R

1R1RN
3
2B 3

3
33

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

εσπ  

  :از رابطه ويريال داريم

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

RT
BPexpiφ  

m10e44573.1R −=  
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−×−××=⇒
15015.273

469exp
R

1R1R9e429.023e02214.6
3
2B 3

3
33π  

mol
cm67087.301

mol
m4e0167087.3B

33

=−=⇒  

297758.1
15.4231451.83
01325.13067087.301expi =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×
××

=⇒φ  

bar9328.38Pf ii ==⇒ φ  
( 5-113رابطه بنابراين شود،  ميبا توجه به اينكه ديمريزاسيون در حالت رقت بينهايت محاسبه 

°
−=

P
RTKbB (

 فاصله σ( باشد، متناسب با حجم مولكول بوده و متيل كلريد نيز تقريبا به شكل كره مي bاز آنجائيكه . برقرار است
را از رابطه زير  bصورت تقريبي ه توانيم ب مي) باشد ي، كه معادل با قطر كره ممركز به مركز دو كره مجاور بوده

  : محاسبه كنيم

mol
m5e489553.223e02214.6

2
9e429.0

3
4N

23
4b

33

A

3

−=×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= πσπ  

ك اتمسفر، يبدست آورد و با در نظر گرفتن فشار استاندارد ) 1رابطه (B توان در دماهاي مختلف چندين  حال مي
( 5-114در ادامه با رگراسيون رابطه . محاسبه كرد  Kيك ) 5-113(از رابطه بالا  Tازاي هر به 

R
s

RT
hKln °

−
°

=−
ΔΔ (

  : است  ر نشان داده شدهيج در جدول و نمودار زينتا. انتروپي و انتالپي ديمريزاسيون را بدست آورد
T(C) B(m3/mol) K -lnK 1 T / 
90 0.0003623 0.011322409 4.480971 0.002754

100 0.00034997 0.010616478 4.545348 0.00268
110 0.00033868 0.009980174 4.607155 0.00261
120 0.00032829 0.009404505 4.666566 0.002544
130 0.00031872 0.008881885 4.723741 0.00248
140 0.00030987 0.00840588 4.778824 0.00242
150 0.00030167 0.007971003 4.831945 0.002363
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160 0.00029405 0.007572557 4.883225 0.002309
170 0.00028695 0.007206495 4.932773 0.002257
180 0.00028033 0.006869322 4.98069 0.002207
190 0.00027413 0.006558004 5.027069 0.002159
200 0.00026833 0.006269896 5.071996 0.002113
210 0.00026288 0.006002686 5.115548 0.00207
220 0.00025776 0.005754344 5.1578 0.002028
230 0.00025293 0.005523085 5.198819 0.001987
240 0.00024838 0.005307329 5.238667 0.001949
250 0.00024407 0.005105677 5.277402 0.001911
260 0.00024001 0.004916886 5.31508 0.001876
270 0.00023615 0.00473985 5.35175 0.001841

4

4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

5.4

5.6

5.8

6

0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003

1/T

-ln
K

  
  : ديآ يبدست م 5-114ب و عرض از مبدا معادله يفراهم شده ش يها داده يون رويبا رگراس

mol
J0087.794731451.88.955h8.955

R
h

−=×−=°⇒−=
° ΔΔ  

Kmol
J016392.5931451.8098.7s098.7

R
s

−−=×−=°⇒=
°

− ΔΔ  
  

/K06.141k يبا پارامترها square-wellل يم از تابع پتانسيتوان يآرگون م يد برايفرض كن -23 =ε  و
nm2989.0=σ  55.1وR محاسبه و حاصل را با داده  K 273.15ال آرگون را در يريب دوم ويضر. مياستفاده كن =
13molcm08.22Bيشگاهيآزما   . ديسه كنيمقا =−−

 

 )حل 

55.1R,nm2989.0,K06.141k/,K15.273Tهاي ادهجهت حل مساله از د ==== σε بر اساس . كنيم استفاده مي

()1(               .               توان نوشت مي Square Wellرابطه 
KT

exp(
R

1R1RN
3
2B 3

3
33

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

εσπ  
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( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−×−××=
15.273
06.141exp

55.1
155.1155.19e2989.023e02214.6

3
2B 3

3
33π  

mol
cm33877.286e1

mol
m5e833877.2B

33
calc −=×−−=⇒  

( ) %34.28100
08.22

33877.2808.22error%08.22Breported −=×
−

−−−
=⇒−=  

  

 يها با استفاده از داده. كند يف مياندروالس را توصبخش جاذبه وارد شده درمعادله و Sutherlandل يتابع پتانس -24
  . ديسه كنيمقا يشگاهير آزمايج را با مقاديد و نتايپنتان بدست آور-nمتان و  يرا برا B(T)ر، يز

13molcm20)K373(B,nm3294.0,K8.434k/:methane −−=== σε

13molcm621)K373(B,nm4755.0,K8.1096k/:ntanepen −−===− σε  
 

  )حل 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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≤∞
=

σ

σ
Γ

r
r
K

r
:Sutherland

6

  

ر يمقـاد  يپس انتگرال را برا ،متفاوت است σبزرگتر ر كوچكتر ويمقاد يبرا دررابطه بالا Γنكه مقداريبا توجه به ا
  :ميكن يف ميبا توجه به ضابطه مربوطه هر كدام تعر σكوچكتر وبزرگتر
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⎠
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  : كنيم رال دوم از رابطه زير استفاده ميبراي محاسبه انتگ

kTr
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Kexp 66 +≈⎟
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ε: با توجه به رابطه انرژي پتانسيل واضح است كه
σ

−=6

K:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⇒

kT
1N

3
2B 3

A
εσπ  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

nm3294.0

K8.434
k:CH4

σ

ε
%77.62100

20
4452.720error%

mol
cm4452.7B

3
calc =×

−
+−

=⇒−=⇒  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
−

nm4755.0

K8.1096
k:Cn 5

σ

ε
  

%67.57100
621

8765.262621error%
mol
cm8765.262B

3
calc =×

−
+−

=⇒−=⇒  
 



  :ششمفصل 
  

  :فوگاسيته در مخلوط مايعات
 توابع اضافي 
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ر يمقاد. انجام شده است ييسه تا يمخلوط يبخار و برا - عيزوترمال مايتعادل ا يرو يشگاهيمطالعات آزما - 1

123عيب درصد فاز مايترك: شده عبارتند از يريگ اندازه ,, xxx123ب درصد فاز بخار ي، ترك ,, yyy فشار كل ،P  و
تمام اجزاء در . شود يمحاسبه م) 1(ته جزء يويب اكتير ضرين مقاديتوان از ا يم د كه چگونهينشان ده Tمطلق  يدما
lv1با ) 1(ع جزء يما يو حجم مول sp1با ) 1(فشار اشباع جزء . ع قرار دارنديدر حالت ما T يدما نشان داده  
 يال حجميريفاز بخار از رابطه و يبرا. شوند يم

RT
PB1z mix+= از يال مورد نيريتمام ضرائب و. دياستفاده كن)Bij (

  . باشند يموجود م
 

  )حل 

 :باشند يته هر دو فاز برابر ميع و بخار، فوگاسيبا توجه به تعادل ما 

∫ =⇒=
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  :ميدان يم
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  :ميكن يفرض م
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s
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222
s
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s
2

L
2

2 px
Pyln

RT
p
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pB)pp(vln ++
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=

δγ  

RT
P

RT
pB)pp(v

px
Pylnln 33

s
333

s
3

L
3

s
33

3
3

δγ +
−

+=  
گر يكـد يع از دمـا در  يوس ـ يا هـا و در محـدوده   د كه در تمام نسبتيريع مشابه را در نظر بگياز دو ما يمخلوط -2

21xAxgاز معادله  يبخوب يبس اضافيگ يانرژ. رنديامتزاج پذ E ثابت و فقط وابسته به  Aد كه در آن يآ يبدست م =
ن محدوده يدر ا. باشد يم 1.649ر اجزاء خالص ثابت و برابر از دما نسبت فشار بخا يعيدر محدوده وس. باشد يدما م
 ين محلـول بررس ـ ي ـا عدم وجـود آزئـوتروپ را در ا  يم وجود يخواه يم. آل فرض كرد دهيتوان فاز بخار را ا يدما م
  . ل آزئوتروپ ممكن استيد كه در آن تشكيدا كنيرا پ Aر ياز مقاد يا محدوده. ميكن

  

  )حل 

 : ميكن يدو جزء آغاز م يبرا يكيمناياز شرط تعادل ترمود
V
2

L
2

V
1

L
1 ff&ff ==  

  :ميم آزئوتروپ برقرار باشد، دارياگر فرض كن
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2
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Aexp 2121

2
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2
1 ==+−⇒=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −⇒  

1xxم كهيدان يم 21 12يباشد، پس بجايم  += x1x   :ميده يقرار م =−

1x2
RT5.0A5.0)1x2(

RT
A

1
1 −

=⇒=−⇒  

  : برقرار است يداريرند، شرط پايگر امتزاج پذيكدياز دما در  يعيعات در محدوده وسين مايكه ا ياز آنجائ
625.0x2

1x2
5.02

RT
A

1
1

〉⇒〈
−

⇒〈  

4
RT
A5.02

1x2
5.05.04

1x2
111x625.0

11
1 〈≤⇒≤

−
≤⇒≤

−
≤⇒≤〈  

ن محدوده ازيدر ا
RT
A شود يل ميآزئوتروپ تشك.  

  

 x1=aدر نقطه . ثابت و در تمام محدوده غلظت موجودند يدر دما ييك محلول دوتاي يبرافشار كل  يها داده - 4
 يت نسبيفرار( باشد  يآزئوتروپ م ين نقطه، محلول دارايد در اينشان ده. مم فشاركل استيماكز يستم دارايس

  . ديآل فرض كن دهيفاز بخار را ا). ك استيبرابر 
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  )حل 
pypx&pypx 2

s
2221

s
111 == γγ 

 يد از آن مشـتق گرفتـه و مسـاو   يمم فشار، بايبدست آوردن ماكز يوع دو رابطه فشار كل بدست آمده و برااز مجم
  :ميصفر قرار ده

s
222

s
111 pxpxP γγ +=  

 

2
S
222

s
221

s
111

s
11 dpxdxpdpxdxpdP γγγγ +++=⇒  
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s
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s
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γγγγ                          (1) 

  : ميدوهم دار -بسيه گياز قض
0lndxlndx 2211 =+ γγ  
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12121 dx

lndx
dx
lndx

dx
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:ميكن ين ميگزيجا) 1(رابطه بدست آمده را در رابطه   
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  .دهد يآزئوتروپ م ليپس تشك.كند يط را ارضاء نمياست و شرا ف نشدهيتعر ln0چون 
  

از رابطه  ييدوتا يها تمام گونه يبرا يبس اضافيگ يانرژ. ديريرا درنظر بگ 4و 1،2،3ع شامل اجزا يمخلوط ما - 5
jiij

E
ij xxAg ب يمحاسبه ضر يبرا يا رابطه. است i-jثابت و مشخصه مربوط به گونه ijAند كه در آن يآ يبدست م =

  . ديبدست آور ييتا 4ن محلول يدر ا) 1(ته جزء يوياكت
  

  )حل 

4321Tjiij
E
ij nnnnn    &    xxAg +++==  

  :ميكن يفرض م
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  .ك جزء باشدياست كه مخلوط فقط شامل  ين زمانيشود وا يم Eg= 0آل باشد، مقدار دهيستم اياگر س
When: x1=1&x2=x3=x4=0⇒ gE=0⇒A11=0 

  :بين ترتيبه هم
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433442243223 xxAxxAxxA... −−−  
 

4334424323241431321211 xxA)xAxA(x)xAxAxA)(x1(lnRT −+−++−=γ  
 

فراهم  Bو  Aشامل  يمحلول دو جزئ يبرا يبخار محدود -عيما يتعادل يها داده 100ºC-20 ييدر محدوده دما - 6
ته يويب اكتيرات ضرييها مشخص شده كه تغ ن دادهياز ا. گر تفاوت دارنديكديبا  يتا حدود Bو  Aشده است كه 
  : ديآ ير بدست ميز ينسبت به دما از رابطه تجرب) Symmetricت ينهايدر حال رقت ب

( )Ct
0.1015.0lnln BA o

+== ∞∞ γγ 

را در  Bو  Aبرابـر از   يبا مولها ياختلاط مخلوط يآنتالپ. ت استينهايته درحالت رقت بيويب اكتيضر γ∞كه در آن
  . ديمحاسبه كن 60ºC يدما

  

  )حل 
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. شوند يم يواقع در محوطه باز نگهدار ير اغلب در تانكهايعات آتشگياد ماير زي، مقاديريبه علت خطر آتشگ -11
. اند ره شدهيدر تانكر ذخ ييايميد مواد شيولك كارخانه تيد كه در يريترواتان را در نظر بگيهگزان و ن-nاز  يمخلوط

ل دو فاز، در هنگام يرا در صورت جداشدن آنها و تشكيد بصورت تك فاز باشند زيره شده در تانك بايمواد ذخ
با توجه . ميه و مطلوب را بدست آوريب درصد اوليم تا تركيد مجددا آنهارا مخلوط كنياستفاده از آنها در كارخانه با

برابر  يبا مولها يا ممكن است مخلوطيآ. شود ين زده ميتخم Cº-45ن دما ممكن حدود يمنطقه كمتر يابه آب و هو
در . دياستفاده كن UNIQUACن سوال از معادله يپاسخ دادن به ا يل دو فاز دهد؟ براين دما تشكين دو ماده در اياز ا

  : عبارتند از UNIQUAC يترهاپارام. ديد استفاده كنيتوان يز مين يميترس ياز از روشهايصورت ن
  q r  

3.86 4.5 n-Hexane (1) 
2.41 2.68 Nitroethane (2) 

a21=-5.86 K a12=231 K  
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1
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21
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∂
∂
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(0: يداريشرط پا
x
1

x
1(RT)

x
g(

21
2
1

E2

≥++
∂
∂  

0RT01.2RT4RT989971397.1 ≥=+−⇒  

  . باشد يدار ميستم پايچون شرط برقرار است، س
  

 يوقت. موجود است 2و  1ع از اجزاء يق مايرق يمحلولها يبرا يشگاهيداده آزما يتعداد K 300 يدر دما -13
ب يق است ضريرق 2كه محلول از جزء يزمان. H1,2=2 barبرابر است با  يق است، ثابت هنريرق) 1(محلول از جزء 

قرار  2,1برابر يع در مولهايرا كه در تعادل با مخلوط ما يب درصد فاز بخاريترك. =bar1.6 H2,1برابر است با   يهنر
  : فشار بخار اجزاء خالص عبارتست از K 300در . ديآل فرض كن دهيفاز بخار را ا. ديدا كنيپ K 300 يدارد، در دما

Vapor pressure (bar)   
1.07 Pure liq. 1 
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1.33 Pure liq. 2  

  )حل 

 :ميدان يم

2,pure

1,2
2 f

H
lim =γ  

  : شان برابر گرفت  ته اجزاء خالص را با فشار اشباعيستوان فوگا يآل است، م دهيچون فاز بخار ا

sat
1

2,1
1s

2

1,2
2 p

H
   &   

p
H

==⇒ ∞∞ γγ  

869158879.1
07.1
2    &   203007519.1

33.1
6.1

112 =⇒===⇒ ∞∞∞ γγγ  

  :ميكن يفرض م
3
1

2
12

3
2

2
21 Bx4x)B3A(lnRT   &   Bx4x)B3A(lnRT +−=−+= γγ  

(كه يرا از آنجائيز
RT
Aexp(21 ≠≠ ∞∞ γγميرين حالت در نظر بگيرا در ا يم معادله مارگولز دو پارامتريتوان ي، نم .

 .ت با هم برابر استينهايت اجزاء در حالت رقت بيب فعالي، ضريرا در معادله مارگولز دو پارامتريز

869158879.1)
RT

BAexp(Bx4x)B3A(lnRT 1
3
2

2
21 =

−
=⇒−+= ∞γγ  

 

203007519.1)
RT

BAexp(Bx4x)B3A(lnRT 2
3
1

2
12 =

+
=⇒+−= ∞γγ  

 

RT2203319225.0B    &   RT4051566096.0A −==⇒  
 

04729031.1x88132769.0x2558391579.0ln 1
5.0x3

2
2
21

2 =⎯⎯ →⎯−−=⇒ = γγ  
 

169261243.1x88132769.0x66152377.1ln 2
5.0x3

1
2
12

1 =⎯⎯ →⎯−= = γγ  
 

bar337859043.1P)pp(xpxpxP s
22

s
11

s
222

s
111 =⇒+=+= γγγγ  

 

418803699.0yy337859043.107.104729031.15.0Pypx 111
s
111 =⇒×=××⇒=γ  

 
3آنها برابر  يم كه كسر موليدار 3و  2و  1ع از سه جزء يما يمخلوط -14

 K 300فشار بخار اجزاء خالص در. است 1
kPa :(3.53P,40P,3.53P(عبارتست از  s

1
s

2
s

3 ن يع را تخمين مخلوط مايب درصد فاز بخار در تعادل با ايترك. ===
  : ر موجودنديز ييدو تا يداده ها. ديبزن
K 3.11 320:  2-1گونه  يبرا =∞γ.  
  . دهند يل آزئوتروپ ميتشك 3و  1 ياجزا يبرابر حاو يمخلوط با مولها kPa 60و فشار  K 300در : 3-1گونه  يبرا
 . باشد يم) upper consolute( ييبالا Tc يدارا K 270ن دو جزء در يبرابر از ا يمخلوط با مولها: 3-2گونه  يبرا

  

  )حل 

  :ميكن يفرض م

0AA    &   xxA
2
1g jjii

NC

1i

NC

1j
jiij

E === ∑∑
= =
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 :گريبه عبارت د

322331132112
E
23

E
13

E
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E xxAxxAxxAgggg ++=++=  
 

K 320Tat3.1)dilutioniniteinf(:binary 21 )a 1 ==− ∞γ  
 

R320
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2
21212112

E
12 =⇒=⇒=⇒= ∞γγ  

 

R95656463.83A3.1lnR320A 1212 =⇒=⇒  
 

5.0xx  &  kPa 60P&K300Tatazeotropeanhas:binary31 )b 31 ====−  
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3
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111 x
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R0898772.142A5.0A
3.53

60lnR300 13
2

13 =⇒×=⇒  
 

c) 2-3 binary: has an upper consulate temperature =270 K at  x3=x2=0.5 
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  :ميدان يم
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321 ياگر بجا xx1x   :م يم، داريقرارده =−−
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  : آل بودن فاز بخار دهيا فرض اب
Pyxp iii

s
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s
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111111
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1 pxpxpxPPyxp γγγγ ++=⇒=  
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ن مخلوط يت اينهايرقت ب ينواح يها برا داده. ديريرا در نظر بگ 2و  1 يرقطبيع از اجزاء غيمخلوط ما 25ºCدر  -15

3.9,7.4: دهند كه ينشان م 12 == ∞∞ γγ .25 يدر دما 2و  1ع يا دو مايآºC ا يرند يدر تمام محدوده غلظت امتزاج پذ
  ر؟ يخ

  

  )حل 

(كهياز آنجائ
RT
Aexp(21 ≠≠ ∞∞ γγميرين حالت در نظر بگيرا در ا يم معادله مارگولز دو پارامتريتوان ي، نم . 
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 :ميكن يم يرا بررس يداريشرط پا
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0
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≥
−

++−⇒  

At x1=0.36⇒ -1.055871984E-2<0⇒  

  :ته استفاده كرديويد از اكتين عبارت را مثبت كند، پس بايوجود ندارد كه ا xچ ين حالت هيدر ا
. 1
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⇒
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شه ين معادله رياگر ا. است يداريدهند كه مرز ناپا يرا نشان م x1از  يرين معادله درجه دوم مقاديا يشه هاير

  . ديآ يبوجود نم يداريحالت ناپا يعنينداشته باشد، 
404882023.0xRT341225945.0B&RT888788455.1A 1 =⇒−==  

  .شود يشروع م يدارياناپ x1ن مقدار يدر ا
 :را مشاهده كرد يداريز ناپايكتاب ن) 29-6(توان براساس شكل  يگر ميدر روش د 

88.1
RT
A83.1RT

Amax181.0A
B =〈=⇒−= 

  . ستيدار نيب درصد پاين مخلوط در تمام محدوده تركيجه ايدر نت
 

بخار مشخص -عيما يدلتعا يها از داده Bو  Aشامل  ييستم دوتايس يبرا يبس اضافيگ يدر مراجع تابع انرژ -16
  . است ر گزارش شدهيصورت زه و ب

BA

E
xx500.0RT

g:C30@ =o  

BA

E
xx415.0RT

g:C50@ =o  

BA

E
xx330.0RT

g:C70@ =o  

  . است barبرحسب  spو Kبرحسب  Tد كه در آنها يآ ير بدست مياز روابط ز Bو  A يرابطه فشار بخار اجزا

T
405012.12pln        &       

T
405092.11pln s

B
s
A −=−=  

  : دين كنييات مناسب تعيبا فرض 
در صورت جواب مثبت . ريا خيدهد  يل آزئوتروپ ميگزارش شده تشك يك از دماهايا مخلوط در هر يآ) الف
  . ديب درصد آزئوتروپ را مشخص كنيترك
  ر؟ يا خيدهد  يل آزئوتروپ ميستم تشكيس mmHg 760ا در فشار يآ) ب
)بصـورت   50ºC يسـتم در دمـا  يس نياختلاط ا يگر انتالپيد يدرمرجع) پ ) BA

mix xx112.0020.1
RT

h
+=

Δ     گـزارش

RT يارائه شـده بـرا   يها ن معادله با دادهيا ايآ. شده است
g E   ير؟ در صـورت جـواب منف ـ  ي ـا خي ـمطابقـت دارد 

  . دياز عدم تطابق آن ارائه كن يشاخص
  

  )حل 

a) ] ]
A

B
s
B

s
A

azB
S
BazA

S
A p

pp.p
γ
γγγ =⇒=  

)xx(A
T

405012.12
T

405092.11lnlnplnpln 2
B

2
AAB

s
B

s
A −=+−−⇒−=−⇒ γγ  

A
1.05.0x1x2

A
2.0xx)(xx(A2.0 AA)BABA −=⇒−=

−
⇒+−=−⇒  
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A
1.05.0x

196969697.0x33.0A,C70Tat

2590361446.0x415.0A,C50Tat

3.0x5.0A,C30Tat

az

A

A

A

A

−=⎥
⎦

⎤

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=⇒==

=⇒==

=⇒==

o

o

o

 

 
2

BA
s
AA

s
A Ax

T
405092.111lnlnplnplnpp )b +−=⇒+=⇒= γγ  

)92.11
T

4050(
A
1x92.11

T
4050Ax 2

B
2
B −=⇒−=⇒  

  . ميكن ياستفاده م يون خطيز رگراسياز آنال
 A= -4.25E-3T+1.78839 (T[=]K ) 

1)92.11T/4050(
A
11x1x0 2

BB ≤−⇒≤⇒≤≤ ) 

78839.1T3E25.492.11
T

4050
+−−≤−⇒  

0
T

4050T70839.13T3E25.4 2

≤
+−−

⇒  

  :ميكن ين علامت ميين صورت را تعيبنابرا. همواره مثبت است مخرج كسر
)I(      04050T70839.13T3E25.4 2 ≤+−−⇒  

[ ]51.2896,997.328T ∈⇒  
[ ]15.343,15.303T    ,78839.1T3E25.4A ∈+−−=   

-1

0

1

2

3

-100 0 100 200 300 400 500 600

T

A 420
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-200 300 800 1300 1800 2300 2800 3300

T

f(
T)

2896.51343.15

  
بـا توجـه بـه    . ا عدم وجود آزئوتروپ بحث نمـود يتوان در مورد وجود  يم ين دو شكل به راحتيحال با توجه به ا

  . كند يرا برقرار نم I يرا نامساويم، زيآزئوتروپ ندار [303.15,343.15]ييشكل اول در فاصله دما
م يكند و امكان دارد در نگـاه اول بگـوئ   يصدق م يمشخص شده، در نامساو –كه با علامت  ير منحنياما قسمت ز

  !!!ميشتر دقت كنيد بيبا يآزئوتروپ دارد ول يين محدوده دمايدر ا
92.11د عبارت يمثبت است پس با Aل دوم، با توجه به شك يين محدوده دمايدر ا

T
4050

را ي ـز مثبـت باشـد، ز  ين −

92.11                                            :                                                          ميدار
T

4050Ax2
B −=  

7651.339T
92.11

4050T092.11
T

4050
≤⇒≤⇒≥−  

]: ييادر محدوده دم يپس بطور كل ]7651.339,997.328Te اطلاعات  يين محدوده دمايفقط در هم. ميآزئوتروپ دار
داد، با محاسبات حدس و خطا  توان امتداد  يرا م Aم خط راست مربوط به يوجود دارد و اگر فرض كن Aدر مورد 

]م كه در محدوده يرس يجه مين نتيبه ا ]+∞,51.2896Tε ز ينxB  ز ين محدوده نيشود پس در ا يكوچكتر م 1از
 . ميآزئوتروپ دار

c) 

2
A2

E
B2

B2

E
A

2

E
i

x,p

i x3E25.4
RT

h  &  x3E25.4
RT

h
RT
h

T
ln

−−=
−

−−=
−

⇒−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ γ

 

∑
=

=−=−=
NC

1i

E
i

i

E
2
A

E
B2

B

E
A

RT
hx

RT
h   &   Tx3E25.4

RT
h  &  Tx3E25.4

RT
h

 

BA

E

B
2
AA

2
B

E

xTx3E25.4
RT
hxTx3E25.4xTx3E25.4

RT
h

−=⇒−+−=⇒  



اميك پيشرفته مولكولي و آماري مسائل ترمودين  
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

56

100
T3E25.4

x112.002.1T3E25.4100

RT
h

RT
h

RT
h

ERROR% A

ex

calexp ×
−

−−−
=×

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
Δ

ΔΔ

 

100
3733875.1

x112.03533875.0error%15.323Tat A ×
−

=⇒=⇒  

 
57606648.17error%73108464.25%1x0 A ≤≤⇒≤≤  

 
73108464.25error%57606648.17%1x0 A ≤≤⇒≤≤  

 



  :هفتمفصل 
  

  مدلها : عاتيته در مخلوط مايفوگاس
 حل يهايو تئور
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و وزن  gcm-3 0.8ن دما يته آن در ايدانس. است kPa 13.3فشار اشباع  يدارا 10oC يدر دما Aع يدروكربن مايه - 1

برابر از  يبا مولها ياگر مخلوط. ميدان يم Aاست كه در رابطه با  ين موارد تمام اطلاعاتيا. باشد يم 160آن  يمولكول
A 10 يد كربن در دمايسولف يو دoC يتعادل يار جزئم، فشيه كنيته A  8برابر kPa ب درصد فاز يترك. گردد يم

  . دين بزنير تخميز يها در تولوئن در تعادل است، با استفاده از داده Aع ين دما با محلول مايرا كه در ا يبخار
Toluene  Carbon disulfide   

18.2  20.5 Solubility parameter @ 25oC (Jcm-3)1/2  
107  61 Liquid molar volume  @ 25oC (cm3mol-1)  
25.5 1.73Saturation pressure @ 10oC (kPa)  

  

  )حل 

===∫. ميكن ياستفاده م CS2و  Aدر ابتدا از اطلاعات محلول 
P

P

L
AS

A
S
A

pure
AAAAAAA S

dp
RT
vexppff    &   fxPy φγφ oo  

  :ميكن يك فرض ميرا برابر  Poyntingب يآل و ضر دهيفاز بخار را ا
 1s

AA ≈≈φφ  
S
AAAA pxPy γ=⇒  

[ ]
2

2

2222
CSA

CS
CSCSA

2
CSA

2
csAA vv

v
xx;vlnRT

+
=⇒=−= ΦδδΦγ  

3.13
163.135.08pxpy;

261
61

8.0
16061

61
AA

S
AAAACS2

=⇒××=⇒==
+

= γγγΦ  

[ ]2A
2 5.20)

261
61(200)

3.13
16ln()15.27310(31439.8 −××=+× δ  

[ ] 2
1)

cm
J(811014.2682889767.395.20 3A

2
A =⇒=−⇒ δδ  

2
1)

cm
J(188986.14 3A =δ  

B:)CH(HCassumefor 356  

)pp(xPpxPy&pxPy S
BB

S
AA

S
BBBB

S
AAAA γγγγ +=⇒==  

[ ] [ ]2A
2

A
2

BA
2
BAA 2.18)

307
107(200ln15.28331439.8vlnRT −×=××⇒−= δγδδΦγ  

⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

180606547.1188986.14If
149452513.2811014.26If

AA

AA

γδ
γδ  

[ ] [ ]2A
2

B
2

BA
2
ABA 2.18)

307
200(107ln15.28331439.8vlnRT −×=××⇒−= δγδδΦγ  

⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

363879655.1188986.14If
179973806.4811014.26If

BB

BB

γδ
γδ  

)pp(xP S
BB

S
AA γγ +=  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⇒
×+×=⇒=

=⇒
×+×=⇒=

kPa 24049914.25p
)36387655.15.25180606547.13.13(5.0p188986.14If

kPa 6.67p
)179973806.45.25149452513.23.13(5.0p811014.26If

A

A

δ

δ

 

kPa 24049914.25p    &    )
cm

J( 188986.14 2
1

3A ==⇒δ  

311.0y3.13180606547.15.0y24049914.25pxPy AA
S
AAAA =⇒××=×⇒= γ  
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ر از پارامتر يبرج تقط يطراح يبرا - 3
i

i
i x

yK مخلوط بنزن و نرمال هگزان  ين پارامتر را برايا. ميكن ياستفاده م =
. را در نظر نگرفت Poyntingب يآل فرض كرد و ضر دهيتوان گاز را ا ين است كه مييپا يفشار تا حد. ديمحاسبه كن

از در يمورد ن يها داده. باشد يم bar 0.380و  0.533ب يبه ترت 50oC يدماهگزان و بنزن در -nفشار بخار خالص 
  : عبارتند از 25oC يدما

2/13 )( −Jcm δ vl (cm3mol-1)   
14.9 132 n-Hexane  
18.8 89 Benzene  

  

  )حل 

⇒=⇒=⇒=
P
pK

P
p

x
ypxPy

S
AA

A

S
AA

A

AS
AAAA

γγγ  

[ ]2BA
2
BAA vlnRT δδΦγ −= [ ] 079059513.1vlnRT    ;32222553.1 BBA

S
ABBA =⇒−==⇒ γδδΦγγ  

 

 
bar 4984536927.0P38.0079059513.17.0533.0322.13.0P =⇒××+××=⇒  

413864954.1K
49845.0

533.0322.1K AA =⇒
×

=  

8226293053.0K
49845.0

38.0079059513.1K BB =⇒
×

=  

 

ن دو ماده را يا). xA=0.5(دهند  يل آزئوتروپ ميتشك 300K يدر هنگام مخلوط شدن در دما Bو  Aع يدو ما - 5
اضافه ستم يرا به س Cشنهاد شده كه ماده سوم يبه منظور شكستن آزئوتروپ پ. مير جدا كنيق تقطيم از طريخواه يم
 Aماده  C ،20%ماده  %60كه مخلوط شامل يد زمانيمحاسبه كن K 300 يرا در دما Bنسبت به  A يت نسبيفرار. ميكن
 يها داده. دهند يگر واكنش نميكديهستند كه با  يرقطبيد مواد غيفرض كن. آل است دهيگاز ا. باشد يم Bماده  %20و 
  . موجودند K 300ر در يز

C  B A   
100  100 100 Liquid molar volume (cm3mol-1)  
18.4  16.4 14.3 Solubility parameter (Jcm-3)1/2  

  

  )حل 

S
A

s
BAS

BB
S
AA

S
AAAA p

pppP)xy:azeotrope(@pxPy =⇒==⇒==
Bγ
γγγγ  

[ ] [ ]2BA
S
ABB

2
BA

2
BAA vlnRT&vlnRT δδΦγδδΦγ −=−=  

04519187.1)3.144.16(
100100

100100ln30031439.8 A
2

2

A =⇒−×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=×× γγ  

04519187.1)3.144.16(
100100

100100ln30031439.8 A
2

2

B =⇒−×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=×× γγ  

S
B

S
ABA pp =⇒= γγ  

S
BBB

S
AAA pxpxP γγ +=
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[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=⇒===

++==

−==

CCBBAACBA
S
CCCC

CCBBAA
S
BBBB

2
AAA

S
AAAA

xxx)vvv(pxPy

pxPy

vlnRTpxPy

δδδδγ

δΦδΦδΦδγ

δδγγ

2/13 )cm/J( 18.174.186.04.162.03.142.0 =⇒×+×+×=⇒ δδ  

024691351.1)18.173.14(100lnRT

394494399.1)18.173.14(100lnRT

B
2

B

A
2

A

=⇒−=

=⇒−=

γγ

γγ  

A

B

B

A
AB x

x
y
y

×=α  

B

A

B

A

B

AS
B

S
A

S
BBBB

S
AAAA x

x
y
ypp&pxPy&pxPy

γ
γγγ ×=⇒===  

360892134.1
x
x

y
y

AB
B

A
AB

B

A

A

B

B

A =⇒=⇒=×⇒ α
γ
γα

γ
γ  

 
گر جدا يكدير از يند تقطين اجزا را توسط فرايم ايخواه يم. ميدار 2و  1 يرقطبيشامل دو جزء غ يعيمخلوط ما - 6
: فشار بخار اجزاء خالص عبارتند از. شود يند لازم است وجود آزئوتروپ بررسين فرايا يسنج امكان يبرا. ميكن

kPap    p ss 80&3.53 21 ن دو جزء يا يت برايپارامتر حلال. باشد يم cm3mol-1 160هر دو جزء  يحجم مول. ==
2/13: عبارتست از

21 )Jcm(4.17   &   3.14 −== δδ .300 يا مخلوط در دمايآ K آزئوتروپ است؟ در صورت  يدارا
  . ديآل فرض كن دهياز بخار را است؟ فيب درصد آن چيجواب مثبت ترك

 

  )حل 
@ Azeotrope: S

A
S
BBA pp=γγ  

[ ] [ ] Bvv&vlnRT&vlnRT A
2

BA
2
BAA

2
BA

2
ABB =−=−= δδΦγδδΦγ  

BBAA x&x ==⇒ ΦΦ  

2
AB

22
AB

2
BA

22
BA

x6164412944.0ln)4.173.14(x160ln30031439.8

x6164412944.0ln)4.173.14(x160ln30031439.8

=⇒−×=××⇒

=⇒−×=××⇒

γγ

γγ  

[ ])xx(6164412944.0exp
x6164412944.0exp(
x6164412944.0exp( 2

A
2
B2

A

2
B

B

A −==
γ
γ  

[ ] [ ])1x2(6164412944.0exp)xx)(xx(6164412944.0exp BABAB −=+−=  

[ ] 171.0xx82938.0x
3.53

80)1x2(6164412944.0exp 1ABB ==⇒=⇒=−⇒  

. برابر دارند يبوده و حجم مول يرقطبين مواد غيا. است bar 0.667كل فشار  يدارا Bو  Aع يمخلوط ما K 300در  - 7
bar493.0p  &  427.0p: ن اجزاء عبارتست ازيفشار بخار خالص ا s

B
s
A ن دو يبرابر از ا يبا مولها ياگر مخلوط. ==

 ينسب يريناپذد كه در آن امتزاج يارائه ده يبحران Tcاز  ينيتخم. ديآ يع به وجود ميم، دو فاز مايماده را سرد كن
  . ديح دهيروش محاسبات خود را توض. شود يشروع م

  

  )حل 

∫ ∫==
P

p

p

p

L
BB

S
B
SBBBB

L
AA

S
A
SAAAA S

A
S
B

dp
RT
vexppxyP   &    dp

RT
vexppxyP φγφφγφ  

  ميكن يك فرض ميرا برابر  poyntingب يته اشباع و ضريب فوگاسيآل و ضر دهيفاز گاز را ا
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)1( S

ABA ≈≈≈ φφφ  

1dp
RT
vexpdp

RT
vexp

p

p

L
B

p

p

L
A

S
B

S
A

≈≈ ∫∫  

B
SBB

A
sAA

B
SBBB

A
SAAA pxpxPpxPy&pxPy γγγγ +=⇒==⇒  

2
AB

2
BA x

RT
Aln     &    x

RT
Alnassume == γγ  

5.0xx: ميدان يم BA ==  
[ ] )493.0427.0)(5.0

RT
Aexp(5.0667.0pp)x

RT
Aexp(xP 2B

S
A
S

2 +××=⇒+××=⇒ 486254226.1
RT
A

=⇒  

K 4.282T
R2

R380486254226.1
R2
AT CC =⇒

××
==  

 

كار  bar 1و فشار  50oC يشود كه در دما يك فلش درام ميبوتان وارد -nبرابر از بنزن و  يع با مولهايمخلوط ما - 8
  .كند يم

  
ع يفاز ما يبرا Schatard-Hildebrandد مدل يفرض كن. ديدا كنين درام را پيز اا يان خروجيب درصد دو جريترك

  : از عبارتند ازيمورد ن يها داده. صادق است
Vapor pressure (torr) Solubility parameter 

(Jcm-3)1/2Liquid density (gcm-3)   
280  18.8 0.845  Benzene 

3620  13.9 0.548  n-Butane  
  )حل 

taneBun:B&Benzen:Amolg78M  &  58M
66104 HCHC −==  

molcm
548.0
58v&

mol
cm

845.0
78v 3

B

3

A ==  

[ ]2BA
2
BAA vlnRT δδΦγ −=  

2

2

AA

A

A )9.138.18(

548.0
58)x1(

845.0
78x

548.0
58)x1(

845.0
78ln)15.27350(3144.8 −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×−+×

×−
=×+×⇒ γ  

2

A

A
A 8394161.105x53172375.13

)x1(12689732.96ln ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−
=⇒ γ  

2

2

AA

A

B )9.138.18(

548.0
58)x1(

845.0
78x

x
845.0
78

548.0
58ln)15.27350(3144.8 −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×−+×

×
=×+× γ  

2

A

A
B 8394161.105x53172375.13

x77184566.89ln ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=⇒ γ  

2

A

A
5

2

AA

S
A

A 8394161.105x53172375.13
)x1(12689732.96exp

101
1033.1280K

p
pK ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−
×

×
××

=⇒×= γ  
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2

A

A
5

2

BB

S
B

B 8394161.105x53172375.13
x77184566.89exp

101
1033.13620K

p
pK ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

×
×

××
=⇒×= γ  

)
F
V1(x)

F
V(yZ&)

F
V1(x)

F
V(yZLxVyFZ BBAAAAAA −+=−+=⇒+= B  

)
F
V1(x)

F
V(xkZ    &     )

F
V1(x)

F
V(XKZ BBBBAAAA −+=−+=⇒  

1xk
xZ

F
V)

F
V(xx)

F
V(xKZ

AA

AA
AAAAA −

−
=⇒−+=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−+

−
−

×=
1xK

xZ1x
1xK

xZxKZ
AA

AA
B

AA

AA
BBB  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+−−
−+

−
−

×−=⇒
1xK

xZ1xK)x1(
1xK

xZ)x1(KZ
AA

AAAA
A

AA

AA
ABB  

5.0ZZ AB ==    

KA  وKB از  يرا در بالا به صورت توابعxA ر در دو رابطه قبل و از روش حدس و يمقاد يبا جاگذار. ميبدست آورد
  :ميآور يخطا بدست م

⇒ xA=0.9336626689⇒KA=0.3741472323⇒ yA=0.3493273035 



  :دهمفصل 
  

 عاتيت گازها در مايحلال
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 bar 13.8و  K 366نرمال هگزان را در  %20لن و يمتازا %60بنزن،  %20ب درصد يبا ترك يدروكربنيدر مخلوط ه - 1

  . دياستفاده كن Shairاز رابطه . ديمحاسبه كن
  

  )حل 

  :ديآ يبدست م) 6-8(و جدول ) 2-8(ر با استفاده از شكلياطلاعات ز

benzene
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

molcm89v

)
cm

J(8.18

3

3
2

1δ
 n-hexane

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

molcm132v

)
cm

J(9.14

3

3
2

1
δ

 m-xylene 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

molcm125v

)
cm

J(6.17

3

3
2

1
δ

 

Methane 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

==

==

==

molcm99v6.190T

008.0wmolcm52v

bar46P)
cm

j(6.11

3
C

K
C

3

C3
2

1

o

δ

       

bar 75.258f625.5
P
f92.1

6.190
366

T
T L

pure
C

L

C
=⇒=⇒==  

  . دياستفاده كن Pitzer-Curl-Tsonopolsال و روابط يرياز معادله حالت و Gf2محاسبه  يبرا
)

T
T(F)

T
T(F

RT
BP

C

)1(

C

)0(

C

C ω+=               

8
r

3
r

2
rr

)0(

T
000607.0

T
0121.0

T
1385.0

T
33.01445.0F −−−−=        

8
r

3
r

2
r

)1(

T
008.0

T
423.0

T
331.00637.0F −−+=  

)molcm(69455049.22B06587.0
RT
BP 3

C

C −=⇒−=⇒  

∫
−

==
−

⇒+=⇒+=
p

dp
p

1zln;
RT
B

p
1z

RT
BP1z

RT
BP1z

o
φ  

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
×−

×=⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⇒=⇒

3661439.83
8.1369455049.22exp8.13f

RT
BPexpPf

RT
BP

p
fln G

2
G

2  

1y: ميكن يفاز بخار را خالص فرض م 4CH ≈  
bar65870204.13f G

2 =  

bar4660274.264f
3661439.83

)013.18.13(52exp75.258f L
2,pure

L
2,pure =⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

×
−×

×=  

36245674.19
f

f
G

2

L
2,pure =⇒  

∑ +++
+++

=⇒=
44332211

444333222111
ii vxvxvxvx

vxvxvxvx δδδδδδΦδ  

 

1322.01256.08.182.0
1329.142.01256.176.0898.182.00xassume 2 ×+×+×

××+××+××
=⇒≈ δ  

 

2
1)cm/J(18120805.17 3=⇒δ  
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2
2

2

2
10033.3x

36631439.8
)18121.176.11(52exp36245674.19

x
1 −×=⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

−×
×=⇒  

3
10033.32.0x    ;

3
10033.36.0x   ;

3
10033.32.0x

2

4

2

3

2

1

−−− ×
−=

×
−=

×
−=⇒  

2
2 1007.3x1151784.17 −×=⇒=⇒δ  

33K10032975757.3x 2
2

2 =⇒×=⇒ −
 

 
4برابر  bar 25و  20oCل در يوم در استات آرگيت هليحلال - 2

2 100.1 −×=x 75و فشار  ن دمايو در هم bar  برابر
4

2 1086.2x تمام . دين بزنيتخم bar 150و فشار  20oC ين حلال در دمايم را در ايت هليحلال. باشد يم =×−
  . ديان كنيات لازم را بيفرض

  

  )حل 

2
1

2
21

L
2

L
2

G
2

L
pure

2 RT
)(vexp

RT
)013.1P(vexp

f
f

x
1 Φδδ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×=  

  .مستقل از فشار و فقط تابع دماست Lv2م يكن يفرص م

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
75,1

2
21

L
2

L
2

20,75
G

2

pure

2
1

2
21

L
2

L
2

20,252

pure

752

252

RT
)(vexp

RT
)013.175(vexp

)f(
f

RT
)(vexp

RT
)013.125(vexp

)Gf(
f

x
1
x
1

Φδδ

Φδδ

 

 
( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−×⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−×=⇒ )()(

RT
vexp)7525(

RT
vexp

f
f

)x(
)x( 2

75,1
2

25,1
2

21

L
2

L
2

25
G

2

75
G

2

252

752 ΦΦδδ  

12&م يكن يفرض م
75.1

2
25.1 ≈Φ≈Φ ميكن يال استفاده ميريته فاز گاز، از معادله حالت ويمحاسبه فوگاس يو برا.  

For He: ∫ ∫ −=⇒−=
P P

1 dp)
P

RTv()P
fln(RTdp)

p
RTv(lnRT

o o
φ  

)
RT
BPexp(PfB

P
RTvB

P
RTv

RT
BP1RT

Pv G
2 =⇒=−⇒+=⇒+=  

  . ميكن يكتاب استفاده م Cمه ين گاز، از روابط ضميتوم بودن ام، با توجه به كوانيال هليريب دوم ويمحاسبه ضر يبرا
[ ] ( )T104177.2exp39.4Tln8922.15103436.1B 332 −− ×−−−×=  

molcm14571716.12B 3=⇒  
bar31339415.25)f(    &     bar 85605281.77)f( 25

G
275

G
2 ==⇒  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×
×−

×=
×
×

⇒ −

−

15.2931439.83
v50exp

31339415.25
85605281.77

101
1086.2 L

2
4

4

 

molcm 44236038.35v
15.2931439.83

v50exp9298738461.0 3L
2

L
2 =⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×
×−

=⇒  

3133945.25
776315.134

101
)x(

RT
)15025(vexp

)f(
)f(

)
x
1(

)
x
1(

4
1502

L
2

25
G

2

150
G

2

150
2

25
2 =

×
⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
×= −  
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4

2 10324308243.5x −×=⇒  
bar6417322.161

15.2931433.83
14371716.12150exp150f G

2 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
×

×=  
 

ن يدر ا يتجرب يها داده. دين بزنيرا تخم K 90ع در يما يدر هوا) bar 1 يدر فشار جزئ(دروژن يت گاز هيلحلا - 3
ب برابرست با يع به ترتيد كربن مايع و مونواكسيدر متان ما bar 1 يدروژن در فشار جزئيت هيحلال. دما موجودند

2100549.0 210263.0و  ×−   : اند ر ارائه شدهيدر ز K 90اجزاء خالص در  ياه داده. ×−
Enthalpy of vaporization 

(kJmol-1)
Liquid molar volume 

(cm3mol-1)   
8.75 35.6 CH4 
5.53 37.0 CO  
5.1137.5N2 
6.5527.9O2 

  

  )حل 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

RT
)(vexp

f
f

x
1 2

1
2

21
L
2

G
2

L
2.pure

2

Φδδ
 

  : ميكن يل استفاده مايريدروژن از معادله حالت ويته هيمحاسبه فوگاس يبرا

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=

P G
2i RT

BPexpPfdp
P

RTvlnRT
o

φ  

1assume;         
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)(v
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2
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L
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G
2

L
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⎥
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⎦

⎤
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⎢
⎣

⎡ −
×= Φ

δδ
 

⎥
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⎦

⎤
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⎢
⎣
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RT
)(v
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x
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L
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2
δδ
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HCH

L
2
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2
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2

)()(
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x
1ln()

x
1ln(

2244
δδδδ −−−=−⇒  

[ ]))((
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)x(
)x(ln

224224

2

HCOHCHHCOHCH

L
2

CH2

CO2 δδδδδδδδ −+−+−−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⇒  

2
1

2
1

2
1 )
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RTh()

v
)vv(ph()

v
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v

2

fgsv

L

V −
≈⇒
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=⇒=

ΔδΔδΔδ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⇒⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛ ×−

=

=⇒⎟
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⎜
⎝
⎛ ×−

=

2
1

2
1

2
1
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2
1
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)cm/J(36460128.11
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903144.85527

)cm/J(9922302.14
6.35

903144.88750

3
COCO

3
CHCH

δδ

δδ
 

)365.1199.14)(2365.1199.14(
903144.8

v)
100549.0

10263.0ln(
2H

L
2

2

2

−−+
×

=
×
×

⇒ −

−

δ  

)235683148.26(
1617629.323v

2H

L
2 δ−
=⇒  

Gfمحاسبه  يبرا  .مياستفاده كن Appendix Cال را از روابط ارائه شده در يريب ويد ضريبا 2
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90
83.109x  &    x0484.3x2982.2x1172.37x464.42B 4

7
4

5
4

3
4

1
=−−−=  
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⎥
⎥
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⎥⎦
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332211
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2
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2
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⎞
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−−−+×

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
×−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)22(

RT
vexp

901439.83
1731288.5exp

099054.1820
x
1

242422 HCHHCHH
22

H

L
2

m2
δδδδδδδδ  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−×

−
×

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒ )2)((

)235683148.26(
1617629.323exp

901439.83
731288.5exp

099054.1820
x
1

244

2

HCHCH
Hm2

δδδδδ
δ

224

4

HHCH

CH

235683148.262

7393.3756.26

δδδδ

δδ

−≈−+⇒

=+
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
−

×

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
9031439.8

)9922302.1438344374.11(1617629.323exp

901439.83
731288.5exp

099054.1820
x
1

m2
 

3
2 106.2x −×=⇒  

 
ته فاز بخار يب فوگاسيط ضرين شرايدر ا. ديمحاسبه كن bar 100و  K 77ر تروژن را ديدروژن در نيت هيحلال - 6
  . دياستفاده كن Orentlicherاز رابطه . است bar 1ع خالص يتروژن مايو فشار اشباع ن 0.99دروژن خالص يه
  

  )حل 
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)pP(v)1x(
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AHln

x
.Pln

S
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1
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−∞φ
 

@   T=77 K 
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[ ]

771439.80
)1100(3.311)x1(

1439.8377
108.75454545.472ln

x
88.0100ln 2

2

3

2 ×
−×

+−−×
×
×

+=
×

 

1665.0x2 =⇒  
 

ت متان در ي، حلال)10- 3و  10-2جداول ( Olsonارائه شده توسط  يمحاسبه شده و تجرب يها با استفاده از داده - 8
  . ديان كنيساده شونده را ب يتمام فرضها. دين بزنيتخم bar 25و فشار كل  10oCلن را در يد اتياكس

  

  )حل 

isolvent,iii xHPyfi ==φ  
  : باشد يخالص م CH4بخار شامل  م فازيكن يفرض م

444 CHsolvent,CHCH xHP =⇒φ  
 :ديآ ير بدست مياطلاعات ز (3-8)با استفاده از معادله مذكور و جدول 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=

molcm28.49B

bar4.621H
3

22

solvent,CH 4  

)
RT
BPexp(

RT
BPln

44 CHCH =⇒= φφ  

0389.0xx4.62125
15.2831439.83

2528.49exp
4CH =⇒×=×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×
×−

⇒  

 



  :يازدهمفصل 
  

 عاتيت جامدات در مايحلال
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در فشار ثابت سرد  ين مخلوط به آراميا. باشد يبنزن م %95نفتالن و  يمول %5 يع شامل دارايما يمخلوط -1
را  يريآل و در فاز جامد امتزاج ناپذ دهيع اختلاط را ايشود؟ در فاز ما يفاز جامد ظاهر م ييدر چه دما. شود يم

  : ها عبارتند از داده. ديكامل فرض كن
Naphthalene Benzene   

353.4 278.7 Melting temperature (K)  
19008 9843 Enthalpy of fusion (Jmol-1)  

  

  )حل 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
×

=⎯⎯⎯ →⎯

−
×

=⎯⎯⎯ →⎯
−=

=

=

)1
T

4.353(
4.35331439.8

19008
05.0
1ln

)1
T

7.278(
278731439.8

9843
95.0
1ln

  )1
T
T(

RT
h

x
1ln

05.0xIf

95.0xIf

t

t

f

2 2

2

Δ  

If     x2 =0.95 ⇒T=275.4 K 

If    x2 =0.05 ⇒T=241.5 K 

 .شود تشكيل مين جامد هم ينفتال K 241.54ماي و با كاهش دما تا دل يبنزن جامد تشك 275o Kابتداء در
 

از محلول از  Aخارج كردن  يشنهاد شده كه برايپ. حل شده است Bع يدر حلال ما Aماده جامد  25oC يدر دما - 2
ثابت تعادل جذب از نوع . اثر است، استفاده شود يب Bكه نسبت به حلال  Sجاذب  يرو يند جذب سطحيفرا

Langmuir  و بصورت( ) Aa1
K

θ
θ
−

 aAاشغال شده و  Aاز سطح است كه توسط  يكسر θارائه شده كه در آن  =
1aA(باشد  يم Aته يوياكت 1aAكه يزمان = 25oC :130K يدر دما). =  اشباع ينصف كسر مول xAكه مقدار يزمان. =
A  درB  25درoC له يبوس يسطح يتهاياز سا ياست، چه كسرA ماده خالص  يشوند؟ برا يده ميپوشA ر يز يها داده

  : موجودند
1

fus Jmol19700h −=Δ  
)point melting(K412Tm =  

11
p KJmol5.33)liquid(c −−=  

11
p KJmol4.26)solid(c −−=  

kPa28.0ps
solid =  

)B in solubility(C25at050.0x os
A =  

  )حل 

T
Tln

R
c

)1
T
T(

R
c

)1
T
T(

RT
h

f
fln tptpt

t

f

S

L ΔΔΔ
+−−−=  

15.298
412ln

31439.8
4.265.331

15.298
412

31439.8
4.265.331

15.298
412

41231439.8
19700

f
fln S

L −
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

×
=⇒  

338719819.2fxf   ;    551687056.8
f
f sat

2
L

222
solid

2S

L

=⇒==⇒ γγ  
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RT
)(vln

2
1

2
21

L
2

2
Φδδγ −

=  

12: ميكن يفرض م x2با توجه به كم بودن 
1 ≈Φ .2ن يبنابراγ جهيتنها تابع دماست و در نت :sat

22 γγ =.  
2

sat
2

2222 10846799548.5
2
05.0338719819.2

2
xxa −×=×=×== γγ   

88.01085.5130
11

Ka
a)1(

K 2
2

2
=⇒××=

−
⇒

−
=⇒

−
= − θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ  

 

 يها داده. دين بزنيد كربن تخميتتراكلر يمول %30زوپنتان و يا يمول %70ت نفتالن را در مخلوط حلال يحلال - 4
، مقدار Jmol-1 19008: ذوب ي، انتالپ82oC: نقطه جوش: عبارت است ازنفتالن  يبرامورد نياز 

)()( solidpliquidp cc تا  −
  . 25oC :123 cm3mol-1ع در ينفتالن ما يحجم مول. ط از آن صرفنظر كردين شرايتوان در ا يوچك است كه مك يحد
  )حل 

[ ]32231312
2
313

2
212

solute
solute )AAA(AA

RT
vln ΦΦΦΦγ −+++=  

2
jiijijjiij

2
jiij )(A0L   assume&     l2)(A δδδδδδ −=⇒≈+−=  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

molcm 97v

)cmJ( 6.17idetetracolorcarbon
3

2

2/13
2δ & 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

molcm117v

)cm/J( 9.13
pentaneiso

3
3

2/13
3δ  

 
Naphthaline: molcm410v;bar5.40P;K4.748T;302.0 3

CCC ====ω  
  :ميدار (7-9)حال با استفاده از شكل 

2
1

2
1 )cmJ( 5.19064.3)P/( 3

C
2 =⇒= δδ  

22
23

22
13

22
12

7.3)9.136.17(A

6.5)9.135.19(A9.1)6.175.19(A

=−=

=−==−=

111
9.81

1177.0973.0
1177.0

111
1.29

1177.0973.0
973.0

32 =
×+×

×
==

×+×
×

= ΦΦ  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
×

×−++
×

+×
×

=
111111

1.299.81)7.36.59.1()
111

9.816.5()
111

1.299.1(
15.29831439.8

123ln 22222
soluteγ  

896947797.2solute =⇒γ  

313011578.3
f
f1

15.298
35.353

35.35331439.8
19008

f
fln S

L

S

L

=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

×
=  

1.0x
f

fx
f
fxfxf 2

2
L

2

S
2

2L
2

S
2

22
L

222
S

2 =⇒
×

=⇒=⇒=
γ

γγ  

 
كه فاز جامد رسوب  يطم به شريممكن سرد كن يهپتان را تا حداقل دما-nع بنزن و يم مخلوط مايخواه يم - 6

  : ها عبارتند از داده. دين بزنيممكن را تخم يبنزن باشد، حداقل دما يمول %10اگر محلول شامل . نكند
Naphthalene Benzene   

182.6 278.7 Melting point (K)  
14067 9843 Enthalpy of fusion (Jmol-1) 
15.118.8Solubility parameter (Jcm-3)1/2 
14889Molar liquid volume (cm3mol-1) 
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  )حل 

)1
T

7.278(
7.27831439.8

9843
f
fln)1

T
T(

RT
h

f
fln S

b

L
bt

t

f

S

L

−
×

=⇒−=
Δ

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

×
=⇒ )1

T
7.278(

7.27831439.8
9843exp

f
f

S
b

L
b  

L
bbb

L
b

S
b fx)1

T
7.278(

7.27831439.8
9843expff γ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

×
−

×=⇒  

22
2
h

2
hb

L
b

b 891.01489.0
1489.0

T31439.8
)1.158.18(89

RT
)(vln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×+×
×

×
−

=
−

= Φδδγ  

2

b )891.01489.0(T

84.492
31439.8
89

exp

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+×

×
=⇒γ  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

×
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+×

×
×⇒ )1

T
7.278(

7.27831439.8
9843exp

)891.01489.0(T

84.492
31439.8
89

exp1.0

2

 

K 200T:error&trialby =⇒  

For n-heptane:      )1
T

6.182(
6.18231439.8

14067
f
fln S

h

L
h −

×
=  

L
hhh

L
n

S
h fx)1

T
6.182(

6.18231439.8
14067expff γ=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

×
−

×=⇒  

2
2

2
b

2
hb

L
h

h )
1489.0891.0

891.0(
T31439.8

)1.158.18(148
RT

)(vln
×+×

×
×

×
−×

=
−

= Φδδγ  

2

h )1489.0891.0(T

93.32
31439.8
148

exp

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+××

×
=⇒γ  

⇒= L
hhh

S
h fxf γ  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

×
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+××

×
× )1

T
6.182(

6.18231439.8
14067exp

)1489.0891.0(T

93.32
31439.8
148

exp9.0

2

 

⇒ by trial &error:    T=180.6489182 K 

 
  . است Jmol-1 9843ذوب آن  يانتالپ. شود يمنجمد م 5.5oC يبنزن در دما - 8
a (50 يدر دماoC- ت بنزن در يد حلاليانتظار دارCS2 ا در باشد يشتر يبn- اكتان؟ چرا؟) نقطه انجمادCS2  وn- اكتان

  )56.5oC-و  19.5-: ب عبارتست ازيبه ترت
b (يب درصد مخلوط حلال حاويترك CS2  وn-50-بنزن در  يمول %30 ياكتان چقدر باشد تا محلول حاوoC  شروع

  به رسوب دادن كند؟
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  )حل 

Benzene:
mol

cm89v)
cm

J( 8.18
mol

J9843h5.5T
3

3
fC

m
2

1
==== δΔo  

2
1)cm/J( 5.20mol/cm 61v:CS 33

2 == δ      

n-octane:          v=164  cm3/mol     2
13 )cm/J(3.15=δ  

)1
15.223
65.278(

65.27831439.8
9843

f
fLn)1

T
T(

RT
h

f
fLn S

b

L
bt

t

f

S
b

L
b −

×
=⇒−=

Δ
 

b
b

L
bbb

L
b

S
b

347615862.0xfxf347615862.0f
γ

γ =⇒==⇒  

چون . وجود ندارد n-Octaneو  CS2ت بنزن در ين حلاليب يچ تفاوتيه) γ=1(آل است  دهيم محلول اياگر فرض كن
آل  دهير اياما اگر محلول را غ. ندارد يبستگ Solventاست و به  Soluteت فقط تابع دما و نوع يآل، حلال دهيدر حالت ا
  . ميرا حساب كن xb، مقدار bγد با استفاده از يم بايريدر نظر بگ

  )شود يدر نظر گرفته م n-Octaneو  CS2دو ماده  يبرا 'ت علام(
2

2
b

L
b

b RT
)(vln Φδδγ ′
′−

=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×+′×−
′−

×
×

′−×
=⇒ 2

bb

22
b

2

b )89xv)x1((
v)x1()

15.22331439.8
)8.18(89exp δγ  

2

bb

b

b 89xv)x1(

v)x1)(8.18(
956129.1855
89

exp

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+′×−

′−′−
=⇒

δ
γ  

876738684.2
x89v)x1(

v)x1)(8.18(
956129.1855
89exp

x
1

2

bb

b

b
×

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+′×−
′−′−

×=⇒
δ

 

⎩
⎨
⎧

=⇒=′=′
=⇒=′=′

2240581228.0x164v&3.15
331782204.0x61v&5.20

 when
b

b

δ
δ

 

b
b

S
bbb

L
b

347615862.1xfxf )b
γ

γ =⇒=  

[ ]32231312
2
313

2
212

L
b

b )AAA(AA
RT
vln ΦΦΦΦγ −+++=  

Assume  2
23

22
3113

22
2112ij 2.5A&5.3)(A&7.1)(A0l ==−==−=⇒≅ δδδδ  

benzene:1     CS2:2       n-octane:3    

222 CSocnocnCSocnbCS x7.0x7.0xx1xxx −=⇒=+⇒=++ −−−  

164)x7.0(893.0x61
x61

vxvxvx
vx

ocnnocbbCSCS

CSCS
2

22

22

×−+×+
=

++

×
=

−

Φ  

164)x7.0(893.0x61
164)x7.0(

3 ×−+×+
×−

=Φ  
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2

2

222

2

b

)164)x7.0(893.0x61(
164)x7.0(x61

)2.55.37.1(
164)x7.0(893.0x61

164)x7.0(5.3

164)x7.0(893.0x61
x617.1

15.22331439.8
89ln

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×−+×+
×−×

×−++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−+×+

×−×

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−+×+

×

×
=⇒ γ  

b
b

bb

347615862.0x876738684.2
x

1
γγ

=⇒=  

32.0xln3.0ln347615862.0ln b =⇒+=⇒ γ  
 

) 1(در حلال ) 2(كربن  دياكس يت ديحلال K 194.3در . است K 216.5د كربن ياكس يگانه د نقطه سه يدما - 9
25.0x2برابر د كربن ياكس يدر د) 1(حلال . ع استيد كربن در فاز ماياكس يد يكسر مول x2باشد كه در آن  يم =

05.0x2كه يو زمان K 194.3 يرا در دما) 1(د كربن در حلال ياكس يد يفشار جزئ. جامد نامحلول است حساب  =
bar ،56.0 0.99: د كربن جامدياكس يفشار اشباع د: ن دما عبارتند ازياز در ايمورد ن يها ادهد. ديكن

f
f

2pure
l

s

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

از ( ⎛

  ). ذوب يانتالپ يها داده
  )حل 

2
BA2

L
2,pure22

solid
2 x

RT
Aln:assumePyfxf === γγ  

22
2

2
12 )25.01(

RT
A)x1(RT

Ax
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Aln −=−==⇒ γ  

56.0
f
fx     &     56.0/ff liquid

solid

22
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L

2,pure === γ  
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56.056.025.0 22 ==⇒=⇒ γγ  

)
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75.0
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56ln()
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⎛=⇒
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95exp
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99.0f     &     Pyfx L

2,pureA
L

2,pure22 ===γ  

bar324.0pp
56
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56ln
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95exp05.0 AA
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=⇒=×
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×⇒  

ذوب آن  يو انتالپ K 300ن ماده يذوب ا يدما. است torr 35فشار بخار  يدارا K 250در  A يرقطبيماده جامد غ -10
13 kJ/mol 250 در. دار است شاخه يدروكربنين ماده هيا. باشد يم K  از  يمول %3محلولA يد كربن دارايدر تتراكلر 

چقدر است؟  K 250 يهگزان در دما-nدر  Aاز  يمول %1در محلول  Aفشار بخار . باشد يم torr 5فشار بخار 
  : ر موجودنديز يها داده
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)molcm(v 13 − 2/13 )Jcm( −δ   

95 Not known A  
97 17.6 CCl4  
13214.9n-Hexane 

  )حل 

A
L

liquid subcooledpure
S

solidpure Pyfxf == ),(222),(2 γ  
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⎠
⎞

⎜
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= ΦΦδδγ  

)Iequationfrom(        
94317.24
26

21
100lnln A −=γ  

( ) 2/13
A2

22
A )cm/J(13051967.14

94.9625031439.8
09.946.1795

94317.24
26

21
100ln =⇒

××
×−

=− δδ  

63.131
68.130

9501.013299.0
13299.0:hexanen&Afor hn =

×+×
×

=− −Φ  

2

22

A
2

hn

2
AhnA

A 63.13125031439.8
68.130)13051967.149.14(95ln

RT
)(vln

××
×−

=⇒
−

= −
− γΦδδγ  

L
AAAAAA

L
AAAA fxpPyfx;027030954.1 γγγγ =⇒==⇒  

)
94317.24
26exp(35027030954.101.0pA ×××=⇒  

bar001359.0pA =⇒  
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ن يع الكل را بيب توزيضر. است ع شدهيد توزيل سولفوكسيمت ير هگزان و ديال امتزاج ناپذين دو سيك الكل بي - 3
 bar 100و  0oCر در يز يها داده). ار كم استيغلظت الكل بس(د يمحاسبه كن bar 100و  30oCع در ين دو فاز مايا

  : موجودند
Alcohol/dimethyl sulfoxide Alcohol/hexane

1
DA

E Jmol  ,xx320g −′′′′= 1
HA

E Jmol  ,xx2400g −′′= 
1

DA
E Jmol  ,xx600h −′′′′= 1

HA
E Jmol  ,xx4800h −′′= 

13
DA

E molmc  ,xx10v −′′′′−= 13
HA

E molmc  ,xx16v −′′= 
'xدر علائم خود از 

A هگزان و از  يبراxA" ديان كنيات خود را بيتمام فرض. ديد استفاده كنيل سولفوكسيمت يد يبرا .
  : نشان دهنده الكل است Aس يد كه در آن انديآ ير بدست مياز رابطه ز Kع يب توزيضر

0x
0x
A

A

A
A

x
xlimK

→′′
→′
′′
′

=  

 

  )حل 
Assume  ( ) ( )x&P,Toffunctionislnx,P,Tfln AA γγ =  

dx
x

lndP
P

lndT
T

lnlnd A

x,T

A

x,P

A
A ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⇒
γγγγ  

  : ميكن ياند، استفاده م ارائه شده 6كه قبلا در فصل  ياز روابط

nj,P,Ti

E

A

E
A

x,T

A
2

E
2

x,P

A

n
GlnRT   &    

RT
v

P
ln   &   

RT
h

T
ln

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ γγγ ,      

ij,nj,p,Ti
i n

Mm
≠

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=  

 

 For Alcohol & Hexane, Alcohol & Dimethyl Sulfoxide 
 

2
2

E
1

12

2
1

E21
21

E xh
nn

nnH
n
n

n
nxxh αααα =⇒

+
×=⇒×==  

2
2

E
1

21

2
1

E21
21

E xV
nn

nnV
n
n

n
nxxv ββββ =⇒

+
=⇒==  

2
21

21

2
1

E21
21

E cxlnRT
nn

ncnG
n
n

n
nxcxg =⇒

+
=⇒== γ  

∫ ∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⇒
A

0,1A

ln

ln

15.303

5.273

100

1 x,T

A

x,P

A
A dP

P
lndT

T
lnlnd

γ

γ

γγγ  

∫ ∫ ∫
′

′

′
+

′−
=⇒

A

0,1A

ln

ln

15.303

5.273

100

1

2
H

2

2
H

A dP
RT

x16dT
RT

x4800lnd
γ

γ
γ  

)1100(
RT

x16
15.273

1
15.303

1
R

x4800lndln
2

H
2

H
AA 0,1

−
′

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

′
=′⇒ γγ  

قرار ن عبارت يكه در مخرج اول R يبرا. ميد به واحد آن توجه كنيا، بادر هر كدام از عبارته Rدر مورد انتخاب عدد 
ديادارد ب

K mol
J831439 يبرا و Rد مقدار ين عبارت است بايكه در مخرج دوم يا

K mol
cm.bar1439.83

  .انتخاب شود 3
  

∫ ∫∫
′′

′′

′′−
+

′′−
=

A

0.1A

ln

ln

100

1

2
D

15.303

5.273 2

2
D

A dP
RT

x10dT
RT

x600lnd
γ

γ
γ  
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( )1100
RT
x10

15.273
1

15.303
1

R
x600lnln

2
D

2
D

AA 0,1
−

′′
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

′′
=′′−′′⇒ γγ  

2
DA

2
HA x

RT
320ln     &      x

RT
2400ln

0,10,1
′′=′′′=′ γγ  

( ) 2
H

2
H

2
HA x

1439.8315.303
1699x

31439.815.273
2400x

31439.815.27315.303
15.27315.3034800ln ′

×
×

+′
×

+′
××
−−

=′⇒ γ

2
D

2
D

2
DA x

1439.8315.303
9910x

31439.815.27315.303
)15.27315.303(600x

15.27331439.8
320ln ′′

×
×

−′′
××

−
−′′

×
=′′γ

2
D

2
A

2
HA x10547990992.7ln      &      x9104550266.0ln ′′×=′′′=′⇒ −γγ  

 : ميسينو يشرط تعادل را م

AAAAAAAAAAA xxfxfxff γγγγ ′′′′=′′⇒′′′′=′⇒′′=′ oo  

( )2
HD

2

A

A

A

A x9104550266.0x10547990992.7exp
x
x ′−′′×=

′
′′

=
′′
′

⇒ −

γ
γ

 

( )2
H

2
H

2

1x
1xA

A

0x
0x

x9104550266.0x10547990992.7exp lim
x
xlimK

H
D

A
A

′−′′×=
′′
′

=⇒ −

→′
→′′

→′′
→′

 

 
780.43388527K =⇒  

 
. باشد يم gcm-3 1.010ته بنزن جامد يو دانس gcm-3 0.891برابر ) 5.5oC(ع در نقطه ذوب نرمال آن يته بنزن مايدانس - 4

           : ر موجودنديمعادلات فشار بخار ز. ديابيب bar 200ذوب بنزن را تحت فشار  يدما
T
BA)mmHg(Pln −=  

  

B A   
2310 9.846 Solid (T>243 K) 
1785 7.9622 Liquid (T<315 K)  

  )حل 
⇒= solid

benzen
liquid

benzene ff (Since benzene is pure):  ( )333f condanse
benzen −−=  

dp
RT

vexppdp
RT
vexpp

P

p

solidP

p

sat
solid

sat
solid

liq
sat
liq

sat
liq sat

solid
S
liq

∫∫ ×=×⇒ φφ  

( ) ( )sat
solid

solid
sat
solid

sat
liq

liq
sat
liq pP

RT
vplnpP

RT
vpln −+=−+⇒  

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⇒

T
BA^10P

RT

M

T
BA)10ln(

T
BA^10P

RT

M

T
BA10ln

S
SS

S
S

L
LL

L
L ρρ  

 R=62.3631 mmHg liter mol-1 K-1       : ميضرب كن 1000د آنرا در يبا  cm3به واحد  Rل يتبد يبرا

mol
g78M&mmHg

3332237.1
10200P

3

=
×

=  

3
L

3
SLLSS

cm
g891.0&

cm
g01.1&1785B&9622.7A&2310B&846.9A ====== ρρ  
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...
T

2310846.9^10
3332237.1

10200
T10003631.6201.1

78
T

2310846.910ln
3

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

×
×××

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇒  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

×
×××

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

T
17859622.7^10

3332237.1
10200

T10003631.62891.0
78

T
17859622.710ln...

3

 

 
K4114106.284T =⇒  

 



  :ولاپيوست 
  

 بررسي و حل مسائل اضافي



   بررسي و حل مسائل اضافي: ول1پيوست 
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

81
متراكم  bar 80تا فشار  100oC-ن گاز را در ياگر ا. ميدار CO2 يمول %3نئون و  يمول %97شامل  يگاز يمخلوط - 1
  شود؟ يد كربن از آن جدا مياكس يم، چقدر ديكن

  

  )حل 
Data: (frome appendix J, table J-4) 
 

 Tc ,K Pc ,bar ω  vc mol
cm3

 zc=vcPc/RTc 

CO2 304.2 73.8 0.225 94 0.2742802987 
Ne 44.4 27.6 0 41.7 0.3117681709 

 

( )
2173825.116

15.173TK 2173825.1164.442.304)TT(T
12

2
1

2
1

21 RCC12C =⇒=×==  

( ) ( ) 1125.00225.0
2
1

2
1

2112 =++= ωωω  

( ) ( ) mol
cm 35023416.647.4194

8
1vv

8
1v

333
CCC

3
1

3
1

2
1

2

3
1

112
=+=+=  

( ) ( ) 2930242348.03117681709.02742802987.0
2
1zz

2
1z 2C1C12C =+=+=  

44
80Pbar 44

v
RTzP

12R
12C

12C12C
12C =⇒==  

( )

( )

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

×=

⇒−−−−=⎟⎟
⎠
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⎜⎜
⎝
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−

143072622.0F

9834555654.0F

10056879678.5F

T
000607.0

T
0121.0

T
1385.0

T
33.01445.0

T
TF

12

22

2
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8
R

3
R

2
RRC o

o

o

o  

( )

( )

( )
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⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

×=

−=

×=

⇒−−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

21
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1
22
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11

8
R

3
R

2
RC

1

10458220811.8F

934503774.1F

10833219117.7F

T
008.0

T
423.0

T
331.00637.0

T
TF  

22
2
2122111

2
1mix ByByy2ByB ++=  

( ) ( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

mol
cm33025659.29B

mol
cm 2163949.486B

mol
cm763739928.6B

T
TF

T
TJ

RT
BP

3
12

3
22

3
11

C

1

CC

C ωo  

RT
PBBy2ln

m

1j
mixijji
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= ∑

=

φ  

( ) ( )[ ] 2122
2
2122111

2
12222112 y1y;

RT
PByByy2ByByBy2ln −=++−+=φ  

( ) ( ) ( )[ ]
RT
PBBB2yB2B4ByBB2ln 112212

2
2112122211122 −−++−+−=⇒ φ  

( )
1439.8315.173

80y7921418.420y3678887.35542425311.65ln 2
222 ×
×+−−=⇒ φ  

∫∫ +=++⇒=
P

p

S
2S

222

P

p

S
2S

222 S
2

S
2

dp
RT
vplnPlnlnylndp

RT
vexppPy φφ  

  .كنيم استفاده مي 2-5در اينجا از نتايج بدست آمده در مساله 
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mol
cm6.27v    &    bar 1392.0p

3S
2

S
2 ==  

2

2

CO

CO
2 n97.0

n
020029338779.0y:)error&trialby(

+
==⇒  

22 COeprecipitat
3

CO n03.0n&10854235544.2n −=×=⇒ −  

mol 027145764.0n tprecipitae =⇒  
 

2انرژي آزاد گيبس اضافي يك مخلوط دوتايي مايع از رابطه  - 2
21xAxg E تابع  A شود كه در آن محاسبه مي =

 x1=0.3و  K 300اين مخلوط در . باشد مي 1.5برابر K 300و  x2=0.9ضريب اكتيويته جزء دوم در . ضعيفي از دماست
  كاملا تك فاز خواهد بود؟

  

  )حل 
 

2
21

2
21

2

2
2

1
E

2

2
212
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E

)nn(
nAn

n
nAnG

n
n

n
nAxAxg
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=×=⇒×==  
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2
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2

2
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4

2
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2
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E
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n
n

n
n

n
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n
n

n
n

n
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n
n.nAn2nnAn2

n
G

1

γ=−×=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂  

2
122221

2
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2
212 xAx2lnRT)x1(xAx2xAx2xAx2lnRT =⇒−=−=⇒ γγ  

mol/J10186584.565.1ln
3

R50000A5.1lnR3009.01.0A2 32 ×≈=⇒=×××  

شرط ناپايداري: 0
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1RT
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1
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⎠

⎞
⎜⎜
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21121
1 xx)x64(

RTA
xx

RTAx6A4
−

〉⇒〉−⇒      شرط ناپايداري

( )
310499128788.4A

7.03.03.064
25031439.8A ×〉⇒
×××−

×
〉  

نتيجه سيستم بصورت تك  در .شود حل نمي و تماماًبوده ناپايدار  x1=0.3اين نامساوي برقرار است پس سيستم در 
  . فاز باقي نخواهد ماند

  

برابر  Peng-Robinsonپذيري يك مخلوط دوتايي مايع از معادله  بيني شده حجم مولي و ضريب تراكم مقادير پيش - 3
كاهش % 10تغيير حجم به دليل اختلاط، ضريب فوگاسيته اجزاء حاضر را . باشد  مي v=100 cm3/mol & Z=0.25با 
 .دجم مولي جديد را در اين تغيير بدست آوريح. دهد مي

  

  )حل 

∑∑∑ −=′⇒−=′⇒=−=′ iiiiii cnVVcxvvcxc&cvv  
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⎠
⎞

⎜
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⎛ −=⇒  

400
1c9.0ln400

1
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v
z

RT
Pz

RT
Pv

A ×−=⇒===⇒=  

mol
cm 14420626.42cc

3
BA ==⇒  

( ) mol
cm85579374.57144.42100cvxcxcvcxvv

3
ABBAAii =−=−=+−=−=′ ∑  

  

. باشد مي K 250پذيري  در تركيب درصد برابر از اين دو جزء داراي دماي اختلاط Bو  Aمخلوط مايع شامل  - 4
 Bدر مايع  bar 0.05و  10oCدر  Cثابت هنري گاز . استمولي  %1برابر  Aدر مايع  bar 30و  10oCدر  Cحلاليت گاز 

mol/cm30v(. باشد مي bar 5000برابر  3
c زير بدست از رابطه توان  را مي 10oCدر  Cپذيري گاز  ضريب تراكم). ∞=

  . بيابيد bar 30و  10oCدر  Bمولي ماده  %80و  Aمولي ماده  %20را در مخلوط حاوي  Cحلاليت گاز . آورد
)bar(P,P1052.7P10728.61z 263 −− ×−×−=  

  

  )حل 

  . .gE=Ax1x2: گيريم درصد برابر از دو جزء نتيجه مي پذيري در تركيب با توجه به وجود دماي اختلاط 
R500RT2A

R2
AT CC ==⇒=  

  . تشكيل شده است Cكنيم فاز بخار فقط از جزء  در تمام موارد فرض مي
1yc =⇒  

Csolvent,cCCsolvent,cCC xHPxHPy =⇒= φφ  

( ) 2
6

3P

0

63P

0
P

2
1052.7P1072.6dpp1052.71072.6dp

p
1zln

−
−−− ×

−×−=×−×−=
−

= ∫∫φ  

8146603509.0204984.0lnbar 30P@ CC =⇒−=⇒= φφ  
bar981053.2443H01.0H308146603509.0xHP A,CA,CCA,CC =⇒×=×⇒=φ  
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∫ ∫
∞∞∞

=⇒=⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂ B,CHln

5000ln

30

05.0
C

B,C
C

B,C
isolventi dp

RT
vHlnddp

RT
vHlnd

RT
v

p
,Hln  

( ) bar555358706.8Hln
15.2831439.83

05.030305000lnHln B,CB,C =⇒
×
−

=−⇒  

bar515861.5194H B,C =⇒  
 

   To calculate solubility C in A & B, we use equation 10-55 and assume 
 

jiBA
E
Bir xAxxAxg    &     1...qq&0 ======Δ  

( ) ( )

∑∑∑
≠≠
= ==

−=⇒
m

1i

m

1i

j1
m

1i
i,rim,r

rj,iri

RT
xAx

2
1HlnxHln  

1
RT2
AHlnxxx

RT2
AHlnxHln

2

1i
i,ci

2

1i

2

1i

2

1j
yii,ciM,C ×−=−=⇒ ∑∑ ∑∑

== = =

 

RT2
RT2HlnxHlnxHln C

B,CBA,cAM,C −+=⇒  

15.283
250515861.5194ln8.0981053.2443ln2.0Hln M,C −×+×=⇒  

bar593819.1847H521639433.7Hln M,CM,C =⇒=⇒  

CCM,CC x593819.1847308146603509.0xHP ×=×⇒=φ  
20132279131.0xC =⇒  

  

صورت جامد ه ب K 240در دماي  Aماده . موجود است Aماده  %mol 20هگزان، بنزن و -nمخلوط مايع شامل  - 5
  .بدست آوريدتركيب درصد مخلوط را . كند رسوب مي

K 280T,mol
J10000h,mole

cm110v,
cm

J2.20 A,m
f

A,m
3L

A3A

2
1

===⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=δ  

 

 ( )3cmJδ  ( )molcmvL 3  
n-hexane (3) 14.9 132 
Benzene (2) 18.8 89 

A (1) 20.2 110 
  

  )حل 
444 8444 76 α

Δ
724031439.8

100001
240
280

28031499.8
100001

T
T

RT
h

f
fln t

t

f

S
1

L
1

××
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

×
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  

( ) ( ) S
111

S
1

S
111

L
1

S
1

L
1 fxexpffxf     &    expff =⇒==⇒ γαγα  

( ) 0xlnln
724031439.8

100001xexp 1111 =++
××

⇒=⇒ γγα  

  . تعريف كنيم x1را بصورت تابعي از  1lnγاكنون بايد 
( )[ ]32232312

2
313

2
212

1
1 AAAAA

RT
vln ΦΦΦΦγ −+++=  

( ) ( )2jiijijjiij
2

jiij A0l  assumel2A δδδδδδ −=⇒≈+−= 
  

( )
( )

V
132x8.0&

V
x89   &   

132x8.089x1102.0
1102.0 B

3
B

2
BB

i
×−

==
×−+×+×

×
= ΦΦΦ  
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( ) 132x8.0x891102.0V BB ×−++×=  

( ) ( ) 222
2112 4.18.182.20A =−=−= δδ  

( ) ( ) 222
3113 3.59.142.20A =−=−= δδ  

( ) ( ) 222
3223 9.39.148.18A =−=−= δδ  

( )

( ) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−××
×−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××

×
=

2
222

2
B

1

V
x8.0x132899.33.54.1

V
x8.03.5132

V
x4.189

24031439.8
110lnγ  

02.0lnln
240731439.8

10000:knowwe 1 =++
××

γ        By trial & error:  xB=0.1143565638 

  

حلاليت اين گاز را در ارتوزايلن در . دباش مي %mol 0.01در ارتوزايلن برابر  bar 1و  50oCدر  Bحلاليت گاز  - 6
فرض . آيد بدست ميزير در اين دما از رابطه  Bپذيري گاز  ضريب تراكم. محاسبه كنيد psia 5000همين دما و فشار 

  .باشد مي cm3/mol 30در اين حلال و در رقت بينهايت برابر  Bحجم جزئي مولي گاز . كنيد ارتوزايلن غيرفرار است
)barinP(P104P1061z 264 −− ×−×−=  

  

  )حل 
( ) Bsolvent,BBBBsolvent,BBB xHP1y assume   xHPy =⇒≈= φφ  

( ) 4
solvent,BB 101H1gas idea,1assumebar 1Pat −××=⇒≈= φ  

( )C4
solvent,B 20T&bar1P atbar10H o===⇒  

dp
RT
vHlnd

RT
v

p
Hln i

solvent,i
i

∞∞

=⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
 

( )
∫ ∫ ×

×+−
=−⇒=⇒

∞H

10

4
B

p

1
B

solvent,B4

2

15.3231439.83
7.14/01325.1500013010lnHlndp

RT
vHlnd  

( )C
2solvent,B 50Tandbar 6.344pat  bar 07948.14677H o===⇒  

( ) 2
2

6
2

4p

0

64P

0B p102p106dpp10410bdp
p

1zln 2 −−−− ×−×−=×−×−=
−

= ∫∫φ  

60150575347.0xxHP   &   641245364.0 BBBBB =⇒==⇒ φφ  

 : روش دوم

( ) ( )
RT

pPvHlnHlnHxf&
RT

pPvHln
x
fln

S
12p

1,21,2222

S
12p

1,2
2

2 s
1

s
1

−
+=⇒=

−
+=

∞∞

 

  : فرار بودن ارتوزايلنبا توجه به غير
0pS

1 ≈⇒  

7.1415.3231439.83
01325.1500030Hln

10
1ln

S
1p
1,24 ××

××
+=⇒ −  

( )Pf1:therefore   ,bar  1p   209109534.9Hln 11
p

1,2
s
1 =⇒=== φ  

bar40249.14675H
7.1415.3231439.83

01325.1500030HlnHln 1,2
p

1,21,2
s
1 =⇒

××
××

+=  

BBBB x40249.14675
7.14
01325.15000641245364.0xHP ×=

×
×⇒=φ               10150592554.0xB =⇒  
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؟ مخلـوط حاصـل از   دهـد  تشكيل فـاز جامـد مـي    50oC-تولوئن در سيكلوهگزان در دماي  %mol 50آيا مخلوط  -7

  .كند قواعد مربوط به محلولهاي منظم تبعيت مي
 Melting point (oC) )( molJ h fΔ  

Toluene -95 6623 
Cyclo hexane 6.7 2667 

 
  

  )حل 

[ ] ( )2
2

T
2

CT
2
CTT 8.162.18

107109
109107lnT31439.8vlnRT −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=⇒−= γδδΦγ  

[ ] ( )2
2

T
2

CT
2
CTT 8.162.18

107109
107109lnT31439.8vlnRT −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=⇒−= γδδΦγ  

T
305394018.6ln     &       

T
42329185.6ln CT ==⇒ γγ  

22
S

T

L
TL

T22
S

T
T,t

T,t

f
T

S
T

L
T

x
1

f
ffxf     &      1

T
T

RT
h

f
fln

γ
γΔ

=⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−−⇒ 1

T
T

RT
hlnxln T,t

T,t

f
T

22
Δγ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

×
=−−⇒ 1

T
18.148

15.17831439.8
6623

T
42329185.65.0ln  

CCK 50666.117 4835245.155T164495846.5
T

9940166.802 oo −<−==⇒=⇒  

  . كند پس تولوئن رسوب نمي

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−− 1

T
T

RT
hlnxln C,t

T,t

f
T

cc
Δγ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

×
=−−⇒ 1

T
85.279

85.27931439.8
2667

T
305394018.65.0ln  

CCK 503.958192435.177T839365414.1
T

0748665.327 oo −<−==⇒=⇒  

  . شود كند و در نتيجه اصلا رسوب تشكيل نمي نيز رسوب نمي cyclo-hexaneپس 
  

تركيـب  . گيـرد  در ظرفي با حجم ثابت قرار مـي  40ºCئي حاوي اتيلن و آرگون در يك مول مخلوط گازي دوجز -8
  . از ضرائب ويريال بيشتر از دو صرفنظر كنيد. دهد، محاسبه كنيد درصدي كه بالاترين فشار را مي

  

  )حل 
 )(barPC  ( )molcmvC

3  )(KTC  ω  RTcvPz CCC /=  
Ethylene 50.4 129 282.4 0.085 0.276901407 

Argon 48.7 74.9 150.8 -0.004 0.2909236619 
 

( ) ( ) K 3635627.2068.1504.282TTT 2
1

2
1

2C1C12C =×==  

( ) ( ) 0405.0004.0085.0
2
1

2
1

2112 =−=+= ωωω  
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( ) ( ) 2839125345.02909236619.0276901407.0
2
1zz

2
1z

21 CC12C =+=+=  

( ) ( ) molcm51232675.999.74129
8
1vv

8
1v 333

2c1c12C
3

1
3

1
3

1
3

1
=+=+=  

bar95207379.48
51232675.99

3635627.2061439.832839125345.0
v
RTzP

12C

12C12C
12c =

××
==  

( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

×−=

−=

⇒−−−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

136598562.0F

10788518838.4F

2748702216.0F

T
000607.0

T
0121.0

T
1385.0

T
33.01445.0

T
TF

12

2
22

11

8
R

3
R

2
RRC o

o

o

o

( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

×=

×=

=

⇒−−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

−

21
12

21
22

21
11

8
R

3
R

2
RC

1

10610444669.8F

10319772624.9F

09161403421.1F

T
008.0

T
423.0

T
331.00637.0

T
TF  

( ) ( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

mol
cm65598289.46B

mol
cm42142998.12B

mol
cm294961.127B

T
TF

T
TF

RT
BP

3
12

3
22

3
11

C

1

CC

C ωo  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒+=⇒+=
111 y

BP
y
PB

RT
1

y
P

RT
v

RT
BP1

RT
Pv

RT
BP1z  

22
2
2122111

2
1

11
ByByy2ByB     &      0

y
B0

y
P

++==
∂
∂

⇒=
∂
∂

 

22122
2
12212

2
112111

2
1 By2ByBBy2By2ByB −++−+=⇒  

0B2By2By4B2By2
y
B

2222112112111
1

=−+−+=
∂
∂

⇒  

221211

1222
1 BB2B

BBy
+−

−
=⇒  

، در شود جدول تغيير علامت مشاهده مي همان طور كه در. باشد از صفر تا يك مي y1دانيم كه محدوده تغييرات  مي
باشد، يعني   y1=1افتد كه  در نتيجه ماكزيمم فشار زماني اتفاق مي. باشد فاصله صفر تا يك، تابع همواره صعودي مي

  .ماده مورد نظر خالص باشد
  

 cm3/mol 250 و حجم مولي 1/2(Jcm-3) 20حلاليت  پارامتر با غيرفرار حلالي در را bar 400و  10oCحلاليت آرگون در  - 9
  : هاي مورد نياز براي آرگون عبارتند از داده. محاسبه كنيد 25oCدر دماي 

TC=150.8 K  &  Pc=48.7 bar & vc=74.9 molcm3  & w=-0.004 
  

  )حل 

( ) 2
13

2
3L cmJ 9.10   &    molecm1.57v == δ  

( ) 7.483.5f3.5
P
f:1310figfrom87765252.1

8.150
15.283

T
T L

C

L

C
×=⇒=−⇒==  

( ) bar11.2581310figfromf L
2,pure =−⇒  
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( ) bar 3264504.679

15.2831439.83
01325.14001.57exp11.258f L

2,pure =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

×
−

=⇒  

  :كنيم استفاده مي Tsonopoulosبراي محاسبه ضرائب دوم ويريال از روابط 
( )

8
R

3
R

2
RRC T

000607.0
T
0121.0

T
1385.0

T
33.01445.0

T
TF −−−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛o  

( )
8

R
3

R
2

RC

1

T
008.0

T
423.0

T
331.00637.0

T
TF −−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

( ) ( ) 2

C

12

C
10363441466.9

T
TF      &     10236747144.7

T
TF −− ×=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒ o  

( ) ( ) molcm 72785612.18B
T
TF

T
TF

RT
BP 3

C

1

CC

C −=⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ωo  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒==

−
= ∫∫ RT

BPexpPf
RT
BPdp

RT
Bdp

p
1zln G

2

P

0

P

0
φ  

( ) bar9827164.290f
15.2831439.83

727855612.18400exp400f G
2

G
2 =⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×
−×

×=⇒  

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
= 2

2

2
21

L
2

G
2

L
pure

2 RT
vexp

f
f

x
1 Φδδ  

( ) ( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−+×

×−
×

×
−

×=⇒
2

22

2

2 250x11.57x
250x1

15.28331439.8
9.10201.57exp

9827164.290
3264504.679

x
1

 

 

⇒  by trial & error : x2=0.06092503781 
  

نقطه . دهد تشكيل رسوب مي 5oC ،Aدر . دهد آل مي تشكيل محلولي ايده xA=0.2در  Bماده آروماتيك با حلال  -10
  . را پيدا كنيد J/mol 20000و گرماي ذوب  10oCبا داراي نقطه ذوب  A Cل دو ماده اوتكتيك مخلوطي شام

  

  )حل 

K 7509169.341T1
15.278

T
T31439.8

20000
2.0

1ln1
T

T
RT

h
x
1ln A,t

t

t

A,t

A,t

f
A

A
=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

×
=⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

Δ
 

At eutectic point:

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

1
T

T
RT

h
x
1ln

1
T

T
RT

h
x
1ln

C,t

C,t

f
C

C

A,t

A,t

f
A
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5.0x&3.0x&2.0xمخلوط مايع سه جزئي با تركيب درصد  -11 321 فشار بخار . مفروض است 200oCدر ===

پيدا  200oCايع را در دماي را فاز بخار در تعادل با فاز م 1فشار جزئي ماده . است kPa 400در اين دما برابر  1جزء 
  : هاي زير موجود است داده. كنيد

1- The vapour pressure of component 1,2&3 at 100ºC are 40.70 & 90 kPa 

2- Components 1&2 make azeotrope at 100ºCand total pressure 94.88Ppa 

3- The saturation pressure of an equal mixture of 1&3 at 100ºC is 97.5 kPa 

- A mixture of 2&3 has an upper consolute temperature of 250ºCat x2=x3 
  

   )حل

1
y
x

x
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2
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2
112 =−′⇒=−+′⇒=′−′⇒  
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192886205.2A627598.0x
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⎠
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⎜
⎝
⎛×
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( )S
3

S
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S
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s
11131 ppxPpxpxP     &    5.0xx +=⇒+=== γγγ  

( )( ) 621860432.1A90405.0Aexp5.05.97 13
2

13 =′⇒+×′×=⇒  

( )
15.273100

15.2732502
T
T2
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RT2A

R2
AA&

R2
AT

CC

2323
C

+
+×

===′⇒=′=     803966233.2A23 =′⇒  

 

محاسبه كنيم، بايد از رابطه  oC 200را دردماي1lnγاند، و براي آنكه  محاسبه شده C100oيتمام اين ثابتها در دما

T
1ln ∝γ استفاده نمائيم .  

15.373
15.473

ln
ln

200

100 =
γ
γ

 

( ) 15.373
15.473

5.03.0803966233.2621860432.1192886205.2
5.0621860432.13.0192886205.2

ln
1 22

200
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

××−+
+×+×

γ
 

( ) 813014679.15949910284.0ln 12001 C =⇒=⇒ γγ o  

kPa0411743.145P813014679.14002.0PpxPy 11
S
1111 =⇒××=⇒= γ  

  

. در تعادل قرار دارد bar 100و  20oCبا روغني غيرفرار در  Bو  Aمخلوط گازي دوجزئي با مولهاي برابر از  -12
حلاليت گاز در اين روغن كم و ثابت هنري براي  .آيد بدست مي زيرپذيري مخلوط گازي از رابطه  ضريب تراكم

در  Bباشد، غلظت  0.01در مايع  Aاگر كسر مولي . باشد مي bar 500برابر  B و براي ماده bar 1000برابر  Aماده 
bar(P,P105.7P105.61z(        .از اثرات فشار بر ثابت هنري صرفنظر كنيد. روغن را بيابيد 253 −− ×−×−=  

  

  )حل 
2.0100001.01005.0HxPy AAoil,AAAA =⇒×=××⇒= φφφ  

( )
2

100105.7100105.6dpp105.7105.6dp
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1zln
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3100
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53P

0m
××

−××−=×−×−=
−
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−

−−−∫∫φ 025.1ln m −=⇒ φ  

( )BBBAAm ln2.0ln5.0025.1lnylnyln φφφφ +=−⇒+=  
6436745179.04405620876.0ln BB =⇒−=⇒ φφ  

90643674517.0x500x6436745179.05.0HxPy BBoil,ABBB =⇒×=×⇒=φ  
 

. اكسيد كربن مايع قرار دارد در تعادل با دي 100oC-آرگون در  %95اكسيد كربن و  دي %5مخلوط گازي شامل  -13
  . فشار مخلوط را بيابيد

  

  )حل 
 ( )barPC  )(KTC  ( )molcmvC

3  ω  RTcvPz CCC /=  
Argon 48.7 150.8 74.9 -0.004 0.2909236619 
CO2 73.8 304.2 94 0.225 0.2742802987 

 
( ) ( ) 1806714.2148.1562.304TTT 2

1
2

1

21 cc12c =×==  



   بررسي و حل مسائل اضافي: ول1پيوست 
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

91

( ) ( ) 1105.0004.0225.0
2
1

2
1

2112 =−=+= ωωω  

( ) ( ) 282601979.02742802987.02909236619.0
2
1zz

2
1z

2112 ccc =+=+=  

( ) ( ) molcm 0888124.849.7494
8
1vv

8
1v 333

ccc
3

1
3

1
3

1

2
3

1

112
=+=+=  

bar84772518.59
v
RTz

P
12

1212

12
c

cc
c ==  

( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

−=

⇒−−−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5018437801.0F

9834555644.0F

2561508853.0F

T
000607.0

T
0121.0

T
1385.0

T
33.01445.0

T
TF

12

22

11

8
R

3
R

2
RRC o

o

o

o

( )

( )

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

×=

⇒−−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2742866446.0F

934503774.1F

10268420837.3F

T
008.0

T
423.0

T
331.00637.0

T
TF

1
12

1
22

21
11

8
R

3
R

2
RC

1  

( ) ( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

mol
cm3430805.158B

mol
cm2163944.486B

mol
cm98120404.65B

T
TF

T
TF

RT
BP

3
12

3
22

3
11

C

1

CC

C ωo  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒=

−
= ∫ RT

pBexp
RT

pBdp
p

1zln
S
222S

CO

S
222

p

0

S
CO 2

S

2
φφ  

( )
RT
PByByy2ByBy2ln

2

1j
22

2
2122111

2
121j2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++−= ∑

=

φ  

( ) ( )
RT
P

2163944.48605.03430805.15895.005.02

98120404.6595.02163944.48605.02805.343.15895.02
ln

2

2

2
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

×+×××

+×+−×+−××
=⇒ φ  

( )P10900947202.1expP10900947202.1ln 2
2

2
2

−− ×−=⇒×−=⇒ φφ  
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1392.0P6.27exp
15.1731439.83

2163944.4861392.0exp1392.0 =⎥⎦
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⎡
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−

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×
−×
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( ) bar 5605564.275P05.0PP10900947202.1exp 2 =⇒×××− −  

  

sat         :كنيد رابطه زير در نقطه آزئوتروپ برقرار استاثبات  -14
22

2
1

sat
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2
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1 pxypxyxpxpP ββ +++=     
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At azeotrope point: xi=yi 2211 yx&yx ==⇒  
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RT
A
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22

2
12

sat
2

sat
11

2
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sat
11 pxyxppxypxP ββ +++=⇒  

  

پذيري  ضريب تراكم. خواهيم ناخالصي سنگيني را از طريق سرد كردن از مخلوط گازي دوجزئي جدا كنيم مي -15
ار نسبت به دما اي براي فشار مورد نياز در فرايند بيابيد كه تابعيت فش رابطه. آيد بدست مي z=1+BP/RTگاز از رابطه 

  . شده باشد  و ضرايب ويريال در آن نشان داده
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02براي مينيمم كردن كسر مولي از رابطه =dpdy كنيم استفاده مي.  
( ) ( ) ( )[ ]

P
1yBBB2yB4B2B2BB2

RT
1

RT
v 2

211221221211221112

S
2 =−−+−++−−⇒  

( ) ( ) ( )[ ]2
211221221211221112

S
2 yBBB2yB4B2B2BB2v

RTP
−−+−++−−

=⇒  
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. بطه زير را ثابت كنيددرستي را) الف -16
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  سيال تابع فشار است؟  Cpاي ويريال پيروي نمايد، آيا  اگر سيالي از معادله دو جمله) ب
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  . محاسبه كنيد bar 800و  K 290فوگاسيته اكسيژن را در  -17
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  :دومپيوست 
  

  ه حالت در محاسباتكاربرد معادل
 تعادلي
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vglsat يكيزي، خواص فT=300ºC يو آب در دما T=80ºC يدر دما H8 C3 يبرا - 1 H,V,V,P Δ ديرا محاسبه كن .  

  )حل 

∫ ∫+=⇒+= vdPPdv)Pv(vdPPdv)Pv(d Δ    
∫ ∫ ==−= 0vdPff;0vdP:conditionmequilibriuat lg  

∫∫ =−−⇒−=⇒
g

l

g

l

v

v

lgsatv

v

lgsat 0)vv(pPdv)vv(pPdv  

2v/a)bv/(RTP:EOSvdwfor −−=  

)
v
1

v
1(a

bv
bvlnRTdv

v
a

bv
RTPdv lgl

gv

v 2

v

v

g

l

g

l
−+

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=⇒ ∫∫  

)I(0)vv(P)
v
1

v
1(a

bv
bvlnRT lgsat

lgl

g

=−−−+
−
−

⇒  

)II(0
P
abv)

P
a(v)

P
RTb(v 23 =−++−  

ccc
2

c
2 P/RT125.0b&P/TR421875.0a ==  

 

را حل ) II(فرض كرده و معادله  P يبرا يم و سپس مقداريكن ين دو ماده محاسبه ميا يرا برا bو  aر يابتدا مقاد
lgريم و مقاديكن يم vv   . صفر را برقرار كند يم تا تساويده يقرار م) I(ر را در معادله ين مقاديا. ميكن يرا محاسبه م,

)bv(vT
a

bv
RTP:EOSK.R

+
−

−
=  

dv)
)bv(vT

a
bv

RT(Pdv
g

l

v

v +
−

−
=∫ ∫  

0)vv(P
bv
bvln

Tb
a

v
vln

Tb
a

bv
bvlnRT lgsat

l

g

l

g

l

g

=−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⇒  

c

c5.2
c

2

P
RT08664.0b&PC/TR42748.0a ==  

 

)(  نوع ماده psiaPc  FT o
c,  vdwa  vdwb  RPa −  Rpb −  

H2O 3198.8 705.16 20614.23775 0.48855 713004.1776 0.3386 
C3H8 616.3 206.06 34963.7312 1.44954 914337.35 1.00471 

 
For C3H8 by vdw EOS:  

P (psia) vg vx vl LHS 
500 7.79675 4.22232 3.07903 49.41146 
510 7.31779 4.48454 3.02818 4.32461 
520 6.75702 4.8294 2.98674 -36.088 
512 7.2148 4.54414 2.98674 -4.1611 

511.02 7.26565 4.51453 3.01927 -0.0266 
510.9 7.27182 4.51096 3.0236 0.48279 
511 7.26668 4.51393 3.02413 0.058257 

511.013 7.26601 4.51432 3.02369 0.0031 
511.015 7.26591 4.51438 3.02363 -0.00538 
511.014 7.26596 4.51435 3.02362 -0.00114 

511.0135 7.26598 4.51434 3.02363 9.8E-4 

mol
ft26598.7v&

mol
ft02363.3v&psia0135.511P

3
g

3
lsat

HC 83
===⇒  
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For H2O by vdw EOS:  
 

P (psia) vg vx vl LHS 
1800 4.26073 1.51009 0.869593 414.143 
1950 3.67036 1.63754 0.859288 -50.6 
1940 3.70885 1.62768 0.859932 -22.3 
1935 3.72811 1.62285 0.860257 -8 
1934 3.73197 1.62189 0.860322 -5.14 
1933 3.73582 1.62093 0.860387 -2.265 
1932 3.73968 1.61997 0.860452 0.611946 

1932.2 3.73891 1.62016 0.860439 0.03617 
1932.5 3.73775 1.62045 0.860419 -0.8272 
1932.3 3.73852 1.62026 0.860432 -0.25 

1932.25 3.73871 1.62021 0.860436 -0.1077 
1932.212465 3.73886 1.62018 0.860438 2.968E-4 

mol
ft73886.3v,

mol
ft860438.0v,psia212465.1932p

3
g

3
lsat ===  

For  C3H8  by P-R  EOS:  
 

P (psia) vg vx vl LHS 
500 6.38326 4.96795 2.29735 -130.16 
400 11.4048 2.93905 2.71683 527.84 
490 7.07301 4.53804 2.31605 -85.722 
480 7.61604 4.26481 2.3364 -35.476 
470 8.10895 4.05207 2.35873 19.7 
475 7.86647 4.15314 2.34729 -8.4747 
473 7.96425 4.1116 2.3518 2.657 
474 7.91551 4.13218 2.34953 -2.932 

473.475 7.94113 4.12133 2.35072 -3.6E-3 

mol
ft35072.2v,

mol
ft94113.7v,psia475.473p

3
l

3
gsat ===  

 
For H2O by PR EOS:  
 

P (psia) vg vx vl LHS 
1932.2 3.07559 2.0334 0.621963 -1270.57 
1800 3.74255 1.78393 0.625391 -900.94 
1600 4.70884 1.58108 0.630929 -182.66 
1550 4.96849 1.54323 0.632387 27.63 
1560 4.91569 1.55053 0.632093 -15.468 
1555 4.94203 1.54686 0.63224 6.01563 

1556.4 4.93464 1.54788 0.632198 -0.013 
1556 4.93675 1.54759 0.63221 1.7085 

1556.396979 4.93466 1.54788 0.632199 6.33E-5 

mol
ft6322.0v,

mol
ft93466.4v,psia396979.1556p

3
l

3
gsat ===  

)BA(PEPP cv ω+×=  
6

rrr T16934.0)Tln(2886.1T/09648.692714.5A +−−=  

6
rr

r
T4357.0)Tln(4721.13

T
6875.152518.15B +−−=  

psia824.454P2247.0B&26962.0A:HC v83 =⇒−=−=  
psia827.1262P61453.0B&7178.0A:OH v2 =⇒−=−=  

∫∞ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+−=−
V

V
ig dV)

T
P(TPPVRTHH  
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∫∞ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+−=−
lV

V
lsatl.sig dV)

T
P(TPVpRTHH  

∫∞ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+−=−
gV

V
gsatg.sig dV)

T
P(TPVpRTHH  

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+−=−=
l

g

V

V V
lgsatl.sg.sV dV)

T
P(TP)VV(pHHHΔ  

bv
R)

T
P(

v
a

bv
RTP:vdw v2 −

=
∂
∂

⇒−
−

=  

22v v
a

bv
RT

v
a

bv
RT)

T
P(TP −

=
−

−−
−

=
∂
∂

−⇒  

)
v
1

v
1(a)vv(pH gl

lgsatV −+−=⇒ Δ  

mol
ft26598.7v,

mol
ft02363.3v,psia0135.511p:HC

3
g

3
lsat

83 ===  

mol
ft73886.3v,

mol
ft86044.0v,psia2125.1932p:OH

3
g

3
lsat

2 ===  

05611.24006H&416.8919H OH
V

HC
V

283
== ΔΔ  

P-R: 
( ) ( ) TTbvv4

a2
bv

R
T
P

Tbvv
a

bv
RTP

v +
−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒
+

−
−

=  

T)bv(v2
a

T)bv(v4
a2

bv
RT

T)bv(v
a

bv
RT

T
PTP

V +
−

=
+

+
−

−
+

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−+−=⇒ )
bv
bvln()

v
vln(

Tb2
a)vv(pH l

g

l

g
lgsatVΔ  

mol
ft94113.7v,

mol
ft35072.2v,psia475.473p:HC

3
g

3
lsat

83 ===  

mol
ft93466.4v,

mol
ft6322.0v,psia396979.1556p:OH

3
g

3
lsat

2 ===  

698.18578H&137.6918H OH
V

HC
V

283
== ΔΔ  

  

ب يترك يستم دارايدر حال تعادل وجود دارد، س F º160 يو دما psia 4000در  يدروكربنيه يستم دو فازيك سي -2
اسـتفاده از  ، جرم ويژه هـر فـاز را بـا    Kij=0فرض و با ) 1(تر  خواص برش هپتان و سنگينبا توجه به . باشد ير ميز

,      ,MW=215,   Pc=285psia,  Tc=700ºF       .محاسبه كنيد PR,SRK,RK,vdWمعادلات  52.0=ω  
 

ci yi xi component 
0.00839  0.86 0.45 C1  
0.03807  0.05 0.05 C2  
0.07729  0.05 0.05 C3  
0.1265  0.02 0.03 C4  

0.19897  0.01 0.01 C5  
0.2791  0.005 0.01 C6  

0.91881  0.005 0.4 C7
+  
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MWi  
iω Tc ,ºF Pc,psia  component 

16.043  0.0104 -116.67 666.4  C1  
30.07  0.0979 89.92 706.5  C2  

44.097  0.1522 206.06 616.3  C3  
58.123  0.1995 305.62 550.6  C4  
72.15  0.2514 385.8 488.6  C5  

86.177  0.2994 453.6 436.9  C6  
215  0.52 700 285  C7

+  
  

  )حل 

  
 

 a) van der Waals EOS (vdW EOS) 
 

c

c

c

22

2 P
RT125.0b&

P
TR421875.0a:

v
a

bv
RTP ==−
−

=  

0)
P
ab(v)

P
a(v)

P
RTb(v 23 =−++−  

RT
bPB&

TR
aPA:0ABAzz)1B(z 22

23 ==−++−  

∑∑
==

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n

1i
iim

2n

1i

5.0
iim bxb&axa:rulesmixing  

 
b) Redlich-Kwong EOS: 

c

c

c

5.2
c

2

5.0 P
RT08664.0b&

P
TR42747.0a:

T)bv(v
a

bv
RTP ==

+
−

−
=  

RT
bPB&

TR
aPA:0ABz)BBA(zz 5.22

223 ===−−−+−  

∑∑
==

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n

1i
iim

2n

1i

5.0
iim bxb&axa:rulesmixing  

 
C) Soave-Redlich-Kwong EOS: (SRK EOS) 

 

c

c

c

2
C

2

P
RT08664.0b&

P
TR42747.0a:

)bv(v
a

bv
RTP ==

+
−

−
=

α
 

[ ] 225.0
r 176.0574.148.0m&)T1(m1 ωωα −+=−+=  

RT
bPB&

)RT(
P)a(A:0ABz)BBA(zz 2

223 ===−−−+−
α

 

mixing rules: [ ]∑ ∑∑
= ==

==
n

1i

n

1i
iim

n

1j

5.0
jijijimm bxb&)aa(xx)a( ααα  

 
d) Peng-Robinson EOS: (PR EOS) 

c

c

c

2
c

2

P
RT0778.0b&

P
TR45724.0a:

)bv(b)bv(v
a

bv
RTP ==

−++
−

−
=

α
 

32 016667.01644.048503.1379642.0m ωωω +−+=  
0)BBAB(z)B2B3A(z)1B(z 32223 =−−−−−+−+  
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[ ]25.0
r

m
2

m )T1(m1&
RT

PbB&
)RT(
P)a(A −+=== αα

 

Mixing rules: [ ] ∑∑∑
== =

==
n

1i
iim

n

1i

n

1j

5.0
jijijim bxb&)aa(xx)a( ααα  

 
vdW EOS Results: 

Component a b 
C1  8591.5545 0.691 
C2  20790.74719 1.044 
C3  34963.73118 1.4495 
C4  51709.8844 1.865 
C5  71115.64769 2.32179 
C6  92792.6059 2.80468 
C7

+  229326.5579 5.45912 

895175.20)MW(&25466.100)MW(MWxMW Gl

n

1i
iim ==⇒=∑

=

 

726497694.2)b(02418.68831)a( liqmliqm ==  

8207859.0)b(82399.11535)a( gasmgasm ==  

04624.2z639.1B&221.6A l
ll =⇒==  

96561.0z4935.0B&04262.1A G
gG =⇒==  

3G
3

ll ft/lb011.13&
ft
lb54554.29

zRT
PMW

==⇒= ρρρ  

lρ Gρو  ر اصلاح شده آنها را محاسبه يتوان مقاد يم ciر يحال با تاث. باشد يم ciر يكه در بالا محاسبه شده بدون تاث 
  : كرد

∑ ∑ ==== 0235.0cy&3856.0cx&60959.1v&39322.3v iiii
Gl  

3l
cor

l
cor

3

ii
ll

cor ft
lbm334.33

v
MW&

mol
ft0076.3cxvv ===−= ∑ ρ  

3g
cor

l
cor

3

ii
gG

cor ft
bm12.13

v
MW&

mol
ft582.1cyvv ===−= ∑ ρ  

R-K EOS results: 
component a b 

C1  161305.6132 0.47896 
C2  494016.786 0.72361 
C3  914315.9585 1.00471 
C4  1449779.828 1.2927 
C5  2095660.002 1.6093 
C6  2841929.287 1.944 
C7

+  7914166.78 3.784 
 
     88979.1)b(441.2121181)a( lmlm ==  

5689.0)b(8325.239518)a( lmlm ==  

RTz
)MW(P46808.1z1363.1B&699.7A l
lll

ll =⇒=⇒== ρ  

mol/ft44164.2v&
ft

lbm06.41
P
RTzv 3l

3
l

l
l ==⇒= ρ  
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3l
cor

l
cor

3

ii
lG

cor ft
lbm762.48

v
MW&

mol
ft056.2cxvv ===−= ∑ ρ  

RTz
)MW(P908618.0z342.0B&869.0A g
lgg

gg =⇒=⇒== ρ  

mol/ft5112.1v&
ft

lbm827.13
P
RTzv 3g

3
g

g
g ==⇒= ρ  

3g
cor

g
cor

3

ii
gg

cor ft
lbm0457.14

v
MW&

mol
ft48766.1cyvv ===−= ∑ ρ           

 
SRK EOS Results: 

component a b α
C1 8705.497673 0.478955 0.6878156 
C2 21066.4787 0.72361 0.92335 
C3 35427.42795 1.00471 1.051 
C4 52395.67236 1.293 1.164 
C5 72058.79313 1.6093 1.2642 
C6 94023.24206 1.944 1.357 
C7

+ 232367.9377 3.7838 1.786 
 

88979.1)b(7392.104406)a( lmlm ==α
5689.0)b(506.9241)a( gmgm ==α  

RTz
)MW(P41245.1z1363.1B&4364.9A l

ll
ll =⇒=⇒== ρ    

mol/ft349.2v&
ft

lbm678.42
P
RTzv 3l

3
l

l
l ==⇒= ρ    

RTz
)MW(P926821.0z3421.0B&83526.0A g

gg
gg =⇒=⇒== ρ   

mol/ft541.1v&
ft

lbm556.13
P
RTzv 3g

3
g

g
g ==⇒= ρ    

 3l
cor

l
cor

3

ii
ll

cor ft
lbm06.51

v
MW&

mol
ft9635.1cxvv ===−= ∑ ρ       

 3g
cor

g
cor

3

ii
gg

cor ft
lbm7655.13

v
MW&

mol
ft5.1cyvv ===−= ∑ ρ     

PR EOS Results: 
component a b α

C1  9311.768676 0.4301 0.74679 
C2  22533.59702 0.64978 0.936634 
C3  37894.67601 0.9022 1.04282 
C4  56044.62823 1.160797 1.13854 
C5  77077.13423 1.4451 1.2251 
C6  100571.2382 1.7456 1.3058 
C7

+  248550.5786 3.39776 1.68592 
 

69697.1)b(2229.107541)a( lmlm ==α
510857.0)b(64422.10422)a( gmgm ==α  

RTz
)MW(P33481.1z02034.1B&71968.9A l

ll
ll =⇒=⇒== ρ    

mol/ft22.2v&
ft

lbm16.45
P
RTzv 3l

3
l

l
l ==⇒= ρ    
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3l
cor

l
cor

3

ii
ll

cor ft
lbm66.54

v
MW&

mol
ft834.1cxvv ===−= ∑ ρ       

RTz
)MW(P863706.0z30716.0B&942.0A g

gg
gg =⇒=⇒== ρ   

mol/ft436.1v&
ft

lbm55.14
P
RTzv 3g

3
g

g
g ==⇒= ρ    

 3g
cor

g
cor

3

ii
gg

cor ft
lbm7881.14

v
MW&

mol
ft413.1cyvv ===−= ∑ ρ  

  

ب يترك. رديگ يقرار م) Flash( ير ناگهانير تبخيتحت تاث psig 347و فشار  oF 149 ير در دمايز زيبا آنال يخوراك - 3
  ست؟ يع و بخار چيدرصد مواد در دو فاز ما

  

K,Wilson   Pc,psia  ω Tc,ºF  zi  )(
hr

lbmolfi
  component 

0.012121  3198.8 0.3443 705.16 0.001  0.9  H2O  
1.947955  1300 0.0948 212.45 0.04  35.6  H2S  
22.656183  188.1 -0.2202 -399.9 0.001  0.9  H2 
19.649374  666.4 0.0104 -116.67 0.00852  7.6  C1  
3.461671  706.5 0.0979 89.92 0.15687  139.9  C2  
0.953815  616 0.1522 206.06 0.54956  490.1  C3  
0.393347  527.9 0.1852 274.46 0.11292  100.7  i-C4  
0.099404  488.0 0.2514 385.8 0.1232  109.9  n-C5  
0.036841  436.9 0.2994 453.6 0.00695  6.2  

65 CC ≈+  
  

  )حل 

هر  يبرا K-valueه مربوط به يحل شده است كه حدس اول S.R.Kو .P.Rن مسئله با توجه به دو معادله حالت يا
  . ان گردديب psiaد دقت شود كه برحسب يز باين Pدر مورد . بدست آمده است Wilsonدومعادله حالت از روش 

psia7.361P7.14347P =⇒+=  
 

P. R. E. O. S. S. R. K.    E. O. S.
K yxKy x 

0.4206820.000465 0.0011050.4099180.000456 0.001113 
1.5856640.057872 0.0364971.5754140.057334 0.036393 

14.4813020.004513 0.00031214.5553170.004744 0.0003 
5.5881260.027179 0.0048635.6201350.026669 0.004744 
2.046970.274095 0.1338952.0608740.273365 0.132633 
0.9681260.534842 0.5524450.972220.536869 0.5522 
0.5606840.068223 0.121680.5595270.068367 0.12219 
0.2262080.031913 0.1410910.2228580.031695 0.142238 
0.1128920.000918 0.0081320.1095470.000899 0.008209 

nv=0.163874 
zL=0.092836 
zg=0.706654 

fnv =0.0 

nv=0.172223 
zl=0.104881 
zg=0.72676 

fnv=0.0 
 

در دست  P=10 barو  T=171ºC يدر دما) درصد نرمال بوتان 85و  CO2درصد  15(و نرمال بوتان  CO2مخلوط  - 4
( CO2ته يب فوگاسيضر. است

2COφ (ديرا بدست آور .  
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)bv(RTbv
v

RT
Pv

2
3

+
−

−
=

σ
 

RT
Pvln

bv
b

v
bvln

bRT
ab

v
bvln

bRT
)ayay(2

bv
b

bv
vlnln 22/3

12121111
1

2
3 −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

+
−

+
+

+
+

+
−

−
+

−
=⇒ φ

C

cbi
i

c

2
c

2
i

i P
RTb

P
TRa ΩΩσ ==  

cij

5.2
cij

2
ajai

ij P2
TR)(

a
ΩΩ +

=       &    
cij

cijcij
cij v

RTz
P =     &    )vv(

2
1v 3

1
3

1
3

1

cjcicij +=  

)K1()TT(T ijcjcicij
2

1
−=       &     )

2
mm

(08.0291.0z ji
cij

+
−=  

 

 aΩ  bΩ  m 
CO2     (1) 0.447 0.0911 0.225 

n-CH4H10  (2) 0.445 0.0906 0.2 
 

5
15

5.22

1 10122.3b75.6
108.73

2.304314.8447.0a −×==
×

××
=

5
22 10428.8b177.30a −×==  

274.0)
2

2.0225.0(08.0291.0zc12 =
+

−=  

( )
mol
m10150v)10225()1094(

2
1vc

3
6

c
66

12 12
3

1
3

1
3

1 −−− ×=⇒×+×=  

  : ميكن يجدول قبل استفاده م يها مجددا از داده
1621610k 2

12 ≅±=×  

112.302)10161()2.4252.304(Tc 2
12

2
1

=×−×=→ −  

bar88.45Pa10588.4
10150

1.302314.8274.0Pc 6
612 =×=

×
××

=→ −
 

658.10
10588.42

1.302314.8)445.0447.0(a 6

5.22

12 =
××

××+
=⇒  

787.22658.1085.015.02177.3085.075.615.0a 22 =×××+×+×=  

555 10632.710428.885.010122.315.0b −−− ×=××+××=  

 

)bv(vT
a

bv
RTP

+
−

−
=
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)10632.7v(v
0814.1

10632.7v
444314.810 55

7
−− ×+

−
×−
×

=⇒   

molm1003.2v :به كمك حدس و خطا  34−×= 

+
×××

×+×
−

−
+

−
=

−510632.7444314.8
)658.1085.075.615.0(2

632.73.20
122.3

632.73.20
3.20lnln

6
3φ  

305.0
444314.8

1003.210ln

)
632.73.20

632.7
3.20

632.73.20(ln
)10632.7(444314.8

10122.3787.22
3.20

632.73.20ln

47

25

5

2
3

=
×
××

−

+
−

+
×××

××
+

+

−

−

−

 

3567.11 =→φ  

  ):5- 1ترموديناميك مولكولي تعادلات فازي، پرازنيتز، جدول . ك.ر(ل لنارد جونز يپتانس ياستفاده از تابع انرژ: روش هفتم
  

           
984.1

74.223
444)kT( 2 ==

ε
 

  ): 5-20ولي تعادلات فازي، پرازنيتز، شكل ترموديناميك مولك. ك.ر( B22محاسبه 

  



مسائل ترموديناميك پيشرفته مولكولي و آماري   
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

112
 4.0

b
B

−=
°

 

000461.0)10152.7(1002.6Nb 31023
3

23
A3

2 =×××== −πσπo  

000184.0B22 −=⇒  
  : B11محاسبه 

2.0
b
B31.2

25.192
444)kT(

0
1 −=⇒==

ε
 

6
11

6
0 1072.21B1061.108b −− ×−=→×=  

  : B12محاسبه 

4.207
kkk
2112 ==
εεε  

°=
+

= A784.5
2

21
12

σσσ  

 

6
12

3
A3

2
0 1061B000244.0Nb −×−=→== σπ  

6
122122

2
211

2
1mix 1098.148Byy2ByByB −×−=++=⇒  

596.0
444314.8

101098.1481
RT
BP1

RT
Pvz

76

mix =
×

××
−=+==

−
 

mol
m10158.220

10
444314.8596.0v

3
6

7
−×=

××
=⇒  

017.101689.0zln)ByBy(
v
2ln 1mix122111i =⇒=−+= φφ  

  : مختلف يج بدست آمده از روشهاينتا يبررس
)HCn%85,CO%15(C171T,bar100P 1042 −== °  

 

1φ  روش   100error exp
1

cal
1

exp
1 ×

−
=

φ
φφ

 

 31.89 1.0693 معادله واندروالس

ش كوانگيدله ردلمعا  2.029 -29.23 

 SRK  2.066 -31.59معادله 

 3.18- 1.62 حالات متناظر

 Kay 1 1.668 -6.24روش

 Kay 2 0.99 36.94روش

افتهيح يش كوانگ تصحيمعادله ردل  1.3568 13.58 

ل لنارد جونزيپتانس يتابع انرژ  1.017 35.22 

)5-32از شكل (يقيمقدار حق  1.57  

 
 

25.0
b
B14.2

4.207
444)kT(

0
12 −=→==

ε



 :دومبخش 
 

 مكانيك آماري
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1- Solve the equation of motion of a body of mass m dropped from a height h . Assume that there 
exists a viscose drag on the body that is proportional to and in the opposite direction to the velocity 
of the body. (Let the proportionality constant beγ ). Solve for the so-called terminal velocity, that is, 
the limiting velocity as ∞→t .  
 

 Solution)  

 
maVmgmaFy =−⇒=∑ γ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⇒

dt
dxmg

dt
xdm 2

2

γ  

g
dt
dx

mdt
xd
2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⇒

γ    Assume ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dA

dt
xdA

dt
dx

2

2

 

m
t

m
t

m
t

dtm geAe
dt
dee    ;gA

mdt
dA γγγγγ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒==+⇒ ∫  

m
t

1
m

1
m

t
ecgAcegmAe m

t γγ

γγ

γ −
+=⇒+=⇒  

( ) 2
m

t
1m

t
cemctgmtxegm

dt
dx

+−=⇒=⇒
−γγ

γγγ
 

@ t=0:    
γγ
gmccgm00

dt
dxv 11

−
=⇒+=⇒==  

@ t=0: 
2

22

2
mghccmg0hhx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⇒+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⇒=

γγ
 

( )
2

m
t2

mghemgtgmtx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⇒

−

γγγ

γ
 

( ) ( ) ( ) t
t

m
t2

vgmtvlimtvemggm
dt

tdx
==⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

∞→

−

γγγ

γ
 

γ
mgvt =⇒  

Part (b): at limiting velocity there is not acceleration: 

γ
γγ mgmgv tt =⇒=  
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2- calculate the trajectory of a shell shot out of a cannon with velocity 0v , assuming no aerodynamic 
resistance and that the cannon makes angle θ  with the horizontal axis.  
 

 Solution)  

 
In x direction: θθ cosvvcosvCv0

dt
dv

0x0x
x =⇒==⇒=  

( ) 000x xx  &  0t @      Ccosvtxcosvv
dt
dx

==+=⇒== θθ  

( ) 00 xcostvtx +=⇒ θ  

In y direction: g
dt

dv
mgmamaF y

yy −=⇒−=⇒=∑  

θsinvv&0t@cgtv 0yy ==+−=⇒  

θθ sinsin 00 vgt
dt
dyvgtvy +−=⇒+−=⇒  

( ) 00
2 yy   &    0t  @     csintvgt2

1ty ==++−=⇒ θ  

( ) 00
2 ysintvgt2

1ty ++−=⇒ θ  
 

3- Remembering that the potential energy is given by ( ) ( )∫ =−=
x

0

2kx
2
1dFxV ξξ for a simple harmonic 

oscillator, derive an expression for the total energy as a function of time. Discuss how the kinetic 
and potential energy behaves as a function of time.  
 

 Solution)  

( ) dx
A
FAduAxd

A
FPdvduWQdu −

=⇒−=−=⇒−= δδ  

∫=⇒−=⇒
x

0
FdxuFdxdu Δ  

( ) ( ) tsinBtcosAtVtcosBtsinAtx ωωωωωω −=⇒+=  
( ) ( ) xtcosBtsinAtcosBtsinAta 2222 ωωωωωωωω −=+−=−−=  

( ) ( ) ∫ ==−=⇒=
x

0

2
22

2
xmxdxmxu       ;xmxFmaF ωωω  

( ) km
m
k:knowwe   &   

2
xmxu 2

22 2
1

=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⇒ ωωω  

( ) ( ) ( )[ ]2m

2

tsinx
2
ktcosBtsinA

2
k

2
kxxu φωωω +=+==  

( ) ( )φω +=⇒ tsinkx
2
1xu 22

m  

( ) ( ) ( )φωωφω +=⇒+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== tcosx

dt
dxtsinxtx;

dt
dxm

2
1mv

2
1E mm

2
2  

( )( ) ( )φωωφωω +=⇒+=⇒ tcosxm
2
1Etcosxm

2
1E 22

m
22

m  
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( ) ( )φωωω +=⇒=⇒= tcoskx

2
1Ekmmk 22

m
22

1  

( ) ( ) Ttsinkx
2
1tcoskx

2
1uE 22

m
22

m =+++=+ φωφω  

( ) ( )[ ] 2
m

222
m kx

2
1Ttcostsinkx

2
1uET =⇒+++=+=⇒ φωφω  

 
4- Solve the equation for a harmonic oscillator of mass m  and force constant k  that is driven by an 
external force of the form ( ) tFtF 00 cosω= . 
 

 Solution) 

 

2

2

00 dt
xdmkxtcosFmakxFmaF =−⇒=−⇒=∑ ω  

tcos
m
Fx

m
k

dt
xdtcosFkx

dt
xdm 0

0
2

2

002

2

ωω =+⇒=+⇒  

Homogenous equation: ( ) tcosBtsinAtx0x
dt

xd 2
2

2

ωωω +=⇒=+  

tcosHtsinLytsinHtcosLy 0000p00p ωωωωωω +−=′⇒+=⇒  

tcos
m
Fx

dt
xd     &     tsinHtcosLy 0

02
2

2

0
2
00

2
0p ωωωωωω =+−−=′′⇒  

( ) tcos
m
FtsinHtcosLtsinHtcosL 0

0
00

2
0

2
00

2
0 ωωωωωωωω =++−−⇒  

( ) ( ) ( )2
0

2
02

0
202

0
2

m
FL   &   0H0H    &     

m
FL

ωω
ωωωω

−
==⇒=−=−⇒  

( ) ( ) tcos
m

FtcosBtsinAtx 02
0

2
0 ω
ωω

ωω
−

++=  

 

5- Show that ( ) tcosBtsinAt ωωξ +=  can be written as ( ) ( )φωξ += tCt sin .  
 

 Solution)  
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= tcos

A
BtsinAtcosBtsinAt ωωωωξ  

Assume  ( ) ( )tcostantsinAttan
A
B ωφωξφ +=⇒=  

( ) ( )tcossincostsin
cos

Atcos
cos
sintsinAt ωφφω

φ
ω

φ
φωξ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⇒  

( ) ( )φωξ +=⇒ tsinCt  
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23- Verify the calculation that follows Eq. (1-37) which shows that the quantum mechanical 
degeneracy of a macroscopic system is ( )NO 10 . 
 

 Solution)  
 

( )
( )

2/N3

2

2

h
Ema2

1
2
N31N

1E ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
π

ΓΓ
Φ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xxfxfxxf   ;    EEEEEE,E ΔΔΔΦΦΔΦΔΩ ′≈−+′=−+=  

( )
( )

EE
2
N3

h
Ema2

1
2
N31N

1E 12
N32

N3

2

2

Δπ

ΓΓ
Φ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=′  

( )
( )

EE
2
N3

h
Ema2

2
N3

2
N31N

1E,E 12
N32

N3

2

2

Δπ

ΓΓ
ΔΩ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

 

( )
( )

EE
h

Ema2

2
N31N

1E,E 12
N32

N3

2

2

Δπ

ΓΓ
ΔΩ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

 

E01.0E  &  23E02.6N  &  cm10a   &   g10m  &  k300T 22 ===== − Δ  

J 4113.37EJ 129.3741ENkT
2
3E  &  JK 23E381.1k 1 =⇒=⇒=−= − Δ  

( )
1

2

225

2

2

J  40E43.1
34E626.6

1.0102
h
ma2 −

−

=
−
××

=
ππ  

( )[ ] ...ElnEln1
2
N3

2
N3ln

h
ma2ln

2
N3E,Eln 2

2

ΔπΔΩ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

( )[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+− 1

2
N3ln1Nln... ΓΓ  

( )[ ] ( ) ...129.3741ln1
2
N3

2
N3ln40E43.1ln

2
N3E,Eln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⇒ ΔΩ  

2
N3

2
N3ln

2
N3NNlnN41129.37ln... +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−+  

( )[ ] N5.1N74.82NN755.54622.323.8N341.1216.55N7.138E,Eln +−+−+−++=⇒ ΔΩ  
( )[ ] N046.16N046.16552.50E,Eln ≈+=⇒ ΔΩ  

N710N7logN046.16
elog

log
=⇒=⇒= ΩΩΩ  

( ) ( ) ( )NN7 10Obe to    E,E10E,E ΔΩΔΩ ⇒=⇒  
 
24- We need to know the volume of an N-dimensional sphere in order to derive Eq. (1-36). This can 
be determined by the following device. Consider the integral  

( )∫ ∫
+∞

∞−

+++−= N
xxx dxdxdxeI N ....... 21

... 22
2

2
1  

First show that 2/NI π= . Now one can formally transform the volume element Ndxdxdx ...21 to N-
dimensional spherical (hyperspherical) coordinates to get  
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∫ −→
angels

N
N

N drSrdxdxdx 1
21 ...  

Where NS is the factor that arises upon integration over the angles. Show that π22 =S  
and π43 =S . NS  can be determined from any N  by writing I  in hyperspherical coordinates:  

∫
∞ −−=

0

12

drSreI N
Nr  

Show that ( ) 2/2/NSI NΓ=  where ( )xΓ  is the Gamma function (see problem 1-58). Equate these 
two values for I  to get  

( )2/
2 2/

N
S

N

N Γ
=

π  

Show that this reduces correctly for N=2 and 3. Lastly now, convince yourself that the volume of an 
N-dimensional sphere of radius a  is given by  

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

== −a N
N

N
NN a

N
drrSV

0

2/
1

1
2

π  

And show that this reduces correctly for N=2 and 3.  
 

 Solution)  
 

( )∫ ∫
+∞

∞−

+++−= N21
x...xx dx...dxdxe....I

2
N

2
2

2
1  

( ) 2
NNN

x IdxeI
2

ππ =⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒ ∫

∞+

∞−

−  

r2
dudrdurdr2urdrsreI 2

N0

1Nr 2
=⇒=⇒== ∫

∞ −−  

( )
∫ ∫
∞ −∞ −−−− ==

0 N
1

0

u
N

1N2
1u duSrue

2
1

r2
dusueI 2

1
2

N  

( ) ( )∫ ∫
∞ ∞ −−−− ===⇒

0
N

0

1uN
N

1N2
1u

2
N

2
Sduue

2
Sdusue

2
1I 2

N
Γ  

( ) ( ) ( )2
N

2S2
N

2
S

2
N

2
SI

2
N

N
N2

NN

Γ
πΓπΓ =⇒=⇒=⇒  

ππ 4S&2S 32 ==⇒  

( ) ( ) ∫∫∫ −−− ===
a

0

1N

2
N

1Na

0 2
N

1Na

0 NN drr2drr2drrSV
2

N
2

N

Γ
π

Γ
π  

( ) ( ) ( ) ( )1
aV

1
a

2
N

a
0
a

N
r2

2
N

N

N
2

N

N

2
N

NN

2
N

2
N

2
N

2
N

2
N

+
=⇒

+
===

Γ
π

Γ
π

Γ
π

Γ
π  

( )
2

2

2 a
2

aV π
Γ
π

==  

( ) ( )
3

32
34

4

333

3 a
3
4

!4
a!22

!22
!4

a

2
12

a
12

3
aV

2
3

2
3

2
3

π
π
π

π
π

Γ
π

Γ
π

=
×

==
+

=
+

=  

3
3 a

3
4V π=⇒  

∫∫ ∫∫∫ ∫∫ == drsrdxdxdx&drrsdxdx 3
2

321221  
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∫ ∫∫∫∫ ∫∫ =⇒=== ππθθ
π

2srdr2drrddrdJdxdx 2

2

021  

∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫==
π π

φθθφθ
0

2

0

2
321 drddsinrdrddJdxdxdx  

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫ ∫ ==−=
ππ

πφφ
π

θ
2

0

222

0

2 drrr4drd2rdrd
0

cosr     π4s3 =⇒  

 

30- Derive the equation dTCdVp
T
pTdE V

V

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  and from this show that 
2V

a
V
E

T

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  for a 

van der Waals gas.  
 

 Solution)  
 

( ) dT
T
Sdv

v
EdET,vEE

vT
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⇒=  

We know: dE= Tds-Pdv P
v
ST

v
E

TT
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒  

From Maxwell's relation: 
vT T

P
v
S

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  

dTcdvP
T
PTdEP

T
PT

v
E

v
vvT

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⇒−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒  

bv
RT

T
PT

bv
R

T
P

v
a

bv
RTP:Eosvdw

vv
2 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒−
−

=  

2
T

2
v v

a
v
E

v
aP

T
PT =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒  

 

32- Derive an expression for 
T
Kln

∂
∂  in terms of HΔ , the heat of reaction, and in terms of pC , the 

heat capacity at constant pressure.  
 

 Solution)  
 

)I(     G
v
GTH

T
GTHGTSHG

P
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=−⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+=⇒−=  

( )
P

2

P

2 T
G

T
1

T
G

T
T

G

T
GdTTdG

T
Gd ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+−=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
⇒

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒  

( ) )II(      
T
GTG

T
T/GT

PP

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

⇒  

( )
2

P T
H

T
T/G)II(&)I( −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

⇒  

( ) ( )
2

2
2 T

1
T
T1T

T
T1

T
dT

T
1d −

=
∂

∂
⇒−=

∂
∂

⇒
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

( )
( )

( )
( ) r

P

H
T1

T/GH
T1
T/G ΔΔ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
⇒=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

⇒  

( ) KRTGknow  we
T

H
T

TG
r

r

P

ln&/
2 −=Δ

Δ−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
Δ∂  
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( ) ( ) ∫ ∇+==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⇒
T

15.298 p15.298rTr2 dTcHH   &      
RT

Hr
T

Kln oΔΔΔ  

( )
2

T

15.298 p15.298r

p RT

dTcH

T
Kln ∫ ∇+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

oΔ
 

 

35- It is illustrated in Chapter 17 that the speed of sound 0c  propagated through a gas 

is ( ) 2/1
0

−= smc ρκ , where sκ  is the adiabatic compressibility
S

s P
V

V
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
1κ . Show that this is 

equivalent to 
2/1

0
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
TV

P
M

Vc γ where Vp CC=γ , and M is molecular weight of the gas. Using 

the above result, show that 
2/1

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

M
RTc γ for an ideal gas.  

 
 Solution)  

 

vP

SPvS

s
P

v
s

1
P
v1

v
s

s
P

P
v

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  

Since we know: 
svsP v

T
s
P  &

T
P

v
s

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  

 

ssPv

S

v
T

T
P

1

v
s

s
P

1
P
v

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂  
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1- From statistical mechanics we have shown p
V
p

V
E

V,N,N

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ β

β

 and from the 

thermodynamics we have p
V
pT

V
E

V,NT,N
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ . Why can’t β  be linearly proportional to the 

temperature? That is Tconstantβ ×= .  
 

 Solution)  
 

p
ln
p

V
Epp

V
E

V,N,NV,N,N

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

ββ
β

ββ

 

p
Tln

p
V
Ep

T
pT

V
E

V,N,NV,N,N

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

ββ

 

casestwoassume;
Tln

p
ln
p

V,NV,N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
β

 

TlndlndTlnlnlnT )a =⇒+=⇒= βγβγβ  

T
Tln

p
Tln

p
ln
p

V,NV,NV,N

γβ
β

≠⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒  

TlndlndTlnlnlnT/:assume )b −=⇒−=⇒= βγβγβ  

Tk.o
Tln

p
Tln

p
ln
p

V,NV,NV,N

γβ
β

=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂−
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒  

 
3- Show that Eq. (2-9) follows from Eq. (2-8). Note that in deriving this result, we have written 

( )aWln  as AaaAAA
N

i
ii∑

=

+−−
1

lnln  and A  have considered to be a constant. Show that Eq. (2-10) 

is independent of this assumption, that is, derive Eq. (2-10) treating A  as ∑ j ja .  
 

 Solution) 
 

( )
∏
=

=

1i
i !a

!AaW  

We want to maximize this function under two equality constraints:      

∑∑
==

==
N

1i
ii

N

1i
i EEa&Aa  

( ) ( )∑∑
==

−−−=−=
N

1i
iii

N

1i
i aalnaAAlnA!aln!AlnaWln  

( ) AalnaAAlnAaalnaAlnAaWln
N

1i
ii

N

1i
i

N

1i
ii ∑∑∑

===

+−−=+−=⇒  

( ) ∑
=

−=⇒
N

1i
ii alnaAlnAaWln  

Now, define new objective function by the method of Lagrange multipliers:  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−= ∑∑∑

===

N

1i
ii

N

1i
i

N

1i
ii EEaAaalnaAlnAaF βα  
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( ) ∑ ∑ ∑ ∑
= = = =

−−−−=
N

1i

N

1i

N

1i

N

1i
iii

i

i
iii daEda

a
daadaalnadF βα  

( ) ( )∑
=

−−−−=
N

1i
iii daE1alnadF βα  

If g=g ( ) n
n

2
2

1
1

n21 dx
x
g...dx

x
gdx

x
gdgx,...,x,x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
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∂
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i
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1i i
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i
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a
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x
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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( )
iiii

i
E1alnE1aln0

a
aF βαβα −−−=⇒−−−−⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂  

constantisC      whereCeaeea ii E
i

E1
i

ββα −−−− =⇒=⇒  
 
4- Starting with Eq. (2-31), prove that the Boltzman constant k  must be positive, using the fact that 
heat capacity VC  is always positive.  
 

 Solution)  
 

V,N
v

V,N

2

T
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T
QlnkTE ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
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2
2
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T
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T
E
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⎝
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∂
∂
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⎠
⎞

⎜
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⎛

∂
∂
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⎠
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⎜
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∂
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
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⎠

⎞
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∂
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⎠
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⎜
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⎛

∂
∂
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2
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v T
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T
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∑∑
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N
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2

i
N
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iE
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∑ ∑
= =
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂
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N
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N
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2

i
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2

i

V,N
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iE
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iE

e
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E

Q
1

T
Q

Q
1e
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E

T
Q  

∑
=

−
〉=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒
N

1i

kT
E

2
i

v,N

0e
RT
E

Q
1

T
Qln i

 

The function of Qln  vs. T is in first region & since 0
T
Qln

〉⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ ,The slope of tangent lines are always 

positive , therefore there is no point that function changes direction, we conclude that 0
T
Qln

〉⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂  

0k0c,    0T,     0 
T

QlnT
T
Qln2 v2

2

v,N
〉⇒〉〉〉⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⇒  

Method 2: 

positive bemust
dT
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T
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v,Nv,N
⎟
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⎜
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∂
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We know for spontaneous & irreversible process 0〉Δs  

0k0c,    0T,     0 
T

QlnT
T
Qln2 v2

2

v,N
〉⇒〉〉〉⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⇒  

 

5- Show that the entropy can be written as ∑
=

−=
N

1j
jj PlnPkS  where jP  is given by Eq.(2-12).  

 
 Solution)  
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−
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−
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T
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kT

PE
PlnPQlnP
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i

N

i
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T
PPk

1 1
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∑ ∑∑
= =

−
−
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⎜
⎝
⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
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V,N

N
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2
ii PEE

T
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∑ ∑
= =

−==+=−⇒
N

1i

N

1i
iiii PlnPkSQlnk

T
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6- Maximize the function defined as “information” in information theory. ∑=
j

jj PlnPI subject to 

the two constraints ∑
=

=
N

1j
j 1P  and fixedEPE

j
jj ==∑ .Compare this result to that of problem 1-51.  

 
 Solution)  

 

∑ ∑ ∑ === EEP    &     1P:sconstraintequality     &      PlnPI iiijj  

( ) ∑ ∑∑
= ==

⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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N
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N
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N
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N
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N

1j

N
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N

1j j

j
jjjj dPEdP

P
dP
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( ) ( ) j

N

1j
jjj dPE1PlnPdF ∑

=

+++=⇒ βα  

We know: Fmax0
x
Fdx

x
FdF

n

1i i
i

i
⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=∑
=

 

jjjj E1Pln0E1Pln ββα −−=⇒=+++⇒  
( )jj EexpCP β−=⇒  

 

8- Differentiate Eq. (2-16) with respect to β  to derive Eq. (2-13).  
 

 Solution)  
 

( )∑∑
=

−

=

− −=
∂
∂

⇒=
N

1j

)V,N(E
j

N

1j
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( )β
ββ β

β
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e

eEQlnQ
Q
1
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−
=

∂
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=
∂
∂

∑
∑
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9- Derive Eq. (2-24).  
 

 Solution) 
 

( ) Bb  &  Aa    &     
!b

!B
!a

!Ab,aW kj
kj

=∑=∑=
∏∏

 

( ) EEbAa jBjjAj =+∑  
( )[ ] !bln!Bln!aln!Alnb,aWln kj ∑−+∑−=  
( ) ( ) ( )kkkjjj bblnbBBlnBaalnaAAlnAb,aWln −∑−−+−∑−−=  

( ) ( )...AablnbBlnBalnaAlnAb,aF jkkjj −∑+∑−+∑−= α  
( ) ( )[ ]EEbEaBb... kBkjAjk −+∑+−∑− βγ  

( ) ...
b
dbbdbbln

a
da

adaalnb,adF
k

k
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j

j
jj

1j
j ∑−∑−∑−−=∑

=

 

kjBjjAkj dbEdaEdbda... ∑−∑−∑−∑− ββγα  
( ) ( ) ( ) kjBkjjAj dbE1blndaE1alnb,adF βγβα −−−−∑+−−−−∑=  

( ) k
k

j
j

db
b
Fda

a
Fb,adF ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∑+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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∂
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⎟
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⎜
⎜
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∂
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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jBjA E
k

E
j eCb     &     Cea ββ −− ′==⇒  
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E
k
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E
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e
e

B
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e
e

A
a

jB
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β

β

β

β

−

−

−

−

∑
==

∑
=  

B

E

A

E

jBiAij Q
e

Q
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jBjA ββ −−

×==  
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B

E
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10- Derive Eq. (2-31) and (2-32).  
 

 Solution)  
 

kT
iE

i

eE
kT

1
T
QeQ i2

N

1i

kT
E −

∑=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒=∑
=

−
 

E
e

Ee
T
QlnkT

KT
iE

KT
iE

i2 =
∑

×∑
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⇒ −

−

 

( )312 eq                 
T
QlnkTE 2 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⇒  

Qln
kT
EPln

Q
eP   &     PlnPkS i

i

kT
E

i

N

1i
ii −−=⇒=−=

−

=
∑  

∑ ∑∑
= ==

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

−=⇒
N
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N
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N
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i

ii PQlnPE
T
1QlnP

kT
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QlnkTTSEQlnkTESTQlnk
T
ES −=−⇒+=⇒+=⇒  

T,NV
APknowwe;             QlnkTA ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=−=⇒  

( )322 eq
V

QlnkTP
V,T

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⇒  

Method 2:  
( ) ( ) ( ) ( )∑∑

=

−

=

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⇒=

N

1j

kT/V,NE
j

N
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kT/V,NE jj eV,NdE
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P
kT
1

Q

e
V
E
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1

V
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1j

j j

×−=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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∂
∂
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⎞

⎜
⎝
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∂
∂

⇒

−

=
∑

 

N,TV
QlnkTP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=⇒  

 

11- Derive Eq. (2-31) through (2-33) by starting with QkTA ln−= .  
 

 Solution)  
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⎠
⎞

⎜
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∂
∂
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∂
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∂
∂

−=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=  

Qlnk
T
QlnkTS

T
QlnTQlnkS +⎟

⎠
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⎜
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∂
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⎦

⎤
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⎡
⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

∂
∂
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T
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
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T
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12- We can derive Eq. (2-36) directly by the method of Lagrange multipliers. We label the levels  

rather than the states by the subscript l . The degeneracy of Ith level, whose energy is 1E , is 1Ω . The 

number of ways of distributing systems over levels, with degeneracy 1Ω  is 

( ) ∏∏ =
=

=
N

1i

a
i

1i
!i

i

!a
!AaW Ω  

where ia  is the number of systems in the Ith level. Maximize this, subject to the constraints  
ε== ∑∑

i
ii

i
i Ea&Aa  

to get 

∑ −

−
∗ =

i
kT/E

i

kT/E
i

i e
ea
Ω

Ω  

 
 Solution)  
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣
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N
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i

a
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( ) ∑∑ ∑
== =

+−+−=⇒
N

1i
i

N
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N

1i
iiii aalnalnaAAlnAaWln Ω  

Now, define new objective function: F(a) 
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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N
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N
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N
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N
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i
i

N
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N

1i
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a
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N
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=
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=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⇒
N
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i

i
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a
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E
i

N
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i

E

i
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=

−

=

− ββ Ω
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∑∑
=

−

−

=

−
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E
i

E
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N
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E
i

i

i

i e

e
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e
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β

β

β Ω

Ω
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13- Show that for a particle confined to a cube of length a  that 
V
E

3
2p j

j = . By taking the ensemble 

average of both sides, we have 
V
E

3
2p = . If we use the fact that kT

2
3E =  (to be proved in Chapter 

5), we get the ideal gas equation of state.  
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 Solution)  
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14- We shall show in Chapter 5 that the partition function of a monoatomic gas is:  

( ) N
2

N3

2 V
h
mkT2

!N
1T,V,NQ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π Derive expressions for the pressure and the energy from this 

partition function. Also show that the ideal gas equation of state is obtained if Q  is of the 
form ( ) NVTf , where ( )Tf  is any function of temperature.  
 

 Solution)  
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⎠
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RTPV

V
NKTP

V
N

V
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v
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N,T
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⎠
⎞

⎜
⎝
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15- In Chapter 11 we shall approximate the partition function of a crystal by: 

kT
U
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kT2
hv
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hv

0

e
e1

eQ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎛
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=

−

−

 where Ek
hv

Θ≡  is a constant characteristic of the crystal, and 0U  is the 

sublimation energy of the crystal. Calculate the heat capacity from this simple partition function and 
show that at high temperatures, one obtains the law of Dulong and Petit, namely,  
that NkCV 3→  as ∞→T .  
 

 Solution)  
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16- In Chapter 13 of this author’s textbook Statistical Thermodynamics, it is shown that the 
partition function of an ideal gas of diatomic molecules in an external electric field ε  is  

( ) ( )[ ]
!N
,T,Vq,T,V,NQ

Nεε =  where  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
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⎞

⎜
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−
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sinhkT
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e

h
IkT8

h
mkT2V,T,Vq kT/h

kT2/h

2

22/3

2
με
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ππε ν

ν
 

Here I  is the moment of inertia of the molecule; ν  is its fundamental vibrational frequency; and μ  
is the dipole moment. Using this partition function along with the thermodynamic relation, 

εMdPdvSdTdA −−−=  where μNM = , where μ  is the average dipole moment of a molecule in the 

direction of the external field ε , show that ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

με
μεμμ kT
kT

coth  Sketch this result versus ε  from 

0=ε  to ∞=ε  and interpret it.  
 

 Solution)  
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N,V,T

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−⇒−=
ε

 

( )
( ) ε
με
μεμε

ε
d

kTcoshkT
kTcoshNdNQlnd +

−
=⇒  

( )kT/coth
kT
NNQln μεμ

εε
+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⇒  

( )kT/cothNNkTMQlnkTM μεμ
εε

+−=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

με
μεμμ kT
kT

coth
N
M  

 
17- In Chapter 14 we shall derive an approximate partition function for a dense gas, which is the 
form  

( ) ( ) VkT
aNN2

N3

2

2

eNbV
h
mkT2

!N
1T,V,NQ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π  where a  and b  are constants that are given in terms of 

molecular parameters. Calculate the equation of state from this partition function. What equation of 
state is this? Calculate the thermodynamic energy and the heat capacity and compare it with 
Problem 1-30.  
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 Solution)  

 

( ) ( ) VkT
aN

N
2

2
2

N3

eNbV
h
mkT2

!N
1T,V,NQ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π  

( ) NNlnN
VkT
aNNbVlnN

h
mkT2ln

2
N3Qln

2

2 +−+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π  

kTV
aN

NbV
N

V
QlndV

kTV
aN

NbV
NdVQlnd 2

2

2

2

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒−
−

=  

( ) RTbv
v
aP

V
aN

NbV
NkTP

V
QlnkTP 22

2

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇒−

−
=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  

.EOSvdWisThis;       
T
QlnkTE 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=  

...
VkT
aN

T2
N3

T
QlndT

VkT
aN

T2
NdT3Qlnd 2

2

2

2

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⇒−=  

2
R3

T
EC   &    

V
aN

2
RT3E

T
QlnkT... v

2
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=−=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂  

dT
2
R3dV

v
adE

V
aN

2
RT3E 2

2

+=⇒−=  

dTCdVP
T
PTdE v

V
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=         (Problem 1-30) 

bv
R

T
P

bv
RdTdP

v
a

bv
RTP 2 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒
−

=⇒−
−

=  

.k.odT
2
R3dV

v
adE

2
R3c   &    

v
aP

T
PT 2v2

V
+=⇒==−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

⇒  

 
19- Derive equation 2-40.  
 

 Solution)  
 

( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=+= −−

−−−

=

−
+

+

∑ kT/EEkT
E

kT
E

kT
EN

lj

kT
Ej

11n
11n1

e
n
m1nemnee  

( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += −−

=

+

−−

∑ kT/EE
N

1j

11n
kT

1E
KT

Ej

e
n
m1nelneln ( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−= −− + kT/EE1 11ne

n
m1ln

kT
Enln  

Assume ( )[ ] &   xkT/EEexp
n
m

11n =−− + now write Taylor series of ( )x1ln +  around the point x0=0. 
 

( ) ( ) x
01

x0x
x1

1x1lnx1ln
0

0 =
+

+=
+

++=+  

( ) ( ) kT/1E1nE
11n e

n
mxe

n
m1ln kT/EE −+−

+ =≈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⇒ −−  

( ) kT/1E1nEkT/Ej
e

n
m

kT
Enlneln 1

N

1i

−+−−

+−=⇒ ∑
=
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1
kT

E
kT

E

kT
E

1n
kT

E

1

kT
E

kT
E

kT
E

1n
kT

E

1
N

1j

kT
Ej

j

N

1j

kT
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E
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emEenE
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+
+
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=

+

+
=

+

++

+

+

−−

−

+

−

−−

−

+

−

=

−

=

−

∑

∑
 

( )
1

kT/)EE(kT
E

11n
kT

E

E
e

n
m1ne

EEme

11n
1

1n

+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−+
=

−−
−

+

−

+

+

 

[ ] 111n11n EkT/)EE(exp)EE(
n
m

+−−−= ++  

Since ( )[ ] 0kT/EEexp
n
mlim 11n0T

=−− +
→

 

( ) ( ) ( )
T
Ee

nT
EEme

n
km

T
EnlnkS 1kT/EE11nkT

EE
1 11n

11n

+
−

++−=⇒ −−+
−−

+

+

 

( ) ( ) ( ) kT/EE11nkT/EE 11n11n e
nT

EEme
n

kmnlnkS −−+−− ++
−

++=⇒  

( ) ( ) ( )
kT

EE
11n

0T

kT/EE

0T0T

11n

11n e
nT

EEmlime
n

kmlimnlnkSlim
−−

+

→

−−

→→

+

+
−−

++=  

( ) 0e
n
mlim kT/EE

0T
11n =−−

→
+  

( ) ( ) 0e
nT

EEmlim kT/EE11n
0T

11n =
−− −−+

→
+  

nlnkSlim
0T

=⇒
→

 

 



 Chapter 3
 

Other Ensemble and fluctuations 



 Chapter 3: Other Ensemble and fluctuations 
 

Mail: ma_Goharrokhi@yahoo.com                                                                                                    Tel:+982177616703 
 

135
1- Derive Eq. (3-5).  
 

 Solution)  
 

{ }( )
∏∏

=

N J
Nj

Nj a
AaW

!
!  

Equality constraints:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

Ν==

∑∑

∑∑ ∑∑

N j
NjNj

N j N j
NjNj

EEa

NaAa ;
 

∑∑ ∑∑∑∑ +−−=−=
N j N j

NjNjNj
N j

Nj aaaAAAaAW lnln!ln!lnln  

∑∑−=⇒
N j

NjNj aaAAW lnlnln ( ) ...lnln *∑∑ ∑∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−=

N j N j
NjNjNjNj AaaaAAaF α  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ν−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− ∑∑∑∑

N j
Nj

N j
NjNj NaEEa γβ...  

( ) ( )∑∑ −−−−−+=
N j

NjNjNjNj daNEaadF γβα *1ln  

( )
01ln0 * =−−−−−⇒=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
NEa

a
aF

NjNj
Nj

Nj γβα  

NE
NjNjNj eeeaNEa Nj γβαγβα −−−=⇒−−−−=⇒ **1ln  

 
6- Derive the principal thermodynamic connection formulas of the grand canonical ensemble 
starting from Ξ= lnkTpV  and ( ) pdVNdSdTpVd ++= μ .  
 

 Solution)  
 

( ) PdVNdSdTPVd         kTPV ++=Ξ= μ&ln  
( ) ( ) SkT

T
S

T
PV

V

=Ξ
∂
∂

⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ ln

,μ

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂

Ξ∂
+Ξ=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Ξ∂

+Ξ=⇒
VV T

kS
T

kTkS
,, ln

lnlnlnln
μμ

 

( )
VTVT

kTNNPV

,,

ln
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

=⇒=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
μμ

 

( )
μμ ,,

ln

TT V
kTPP

V
PV

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Ξ∂

=⇒=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂  

PVTSNETSPVENG −+=⇒−+== μμ  

Ξ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Ξ∂

+Ξ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

=⇒ lnlnlnln

,

2

,

kT
T

kTkTkTE
VVT μμ

μ  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂

Ξ∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

Ξ∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Ξ∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

=⇒
T
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T

kTkTE
VTVVT ln

ln
ln
lnlnln

,,

2

, μμ
μ

μ
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VTVT

kTGkTNG
,, ln

lnln
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

Ξ∂
=⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

==
μμ

μμ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Ξ∂

−Ξ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Ξ∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

=−=
T

kTkT
T

kTkTTSEA
VVT

lnlnlnln 2

,

2

, μμ
μ  

Ξ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

= lnln

,

kTkTA
VTμ

μ   

 
8- In the next chapter we shall see the grand partition function of an ideal monoatomic gas is 

λqe=Ξ  where ( ) Vh
mkTq 2

3

2
2π= . Derive the thermodynamic properties of an ideal monoatomic 

gas from Ξ .  
 

 Solution) 
 

kTq e        V
h
mkTq       qe

μ
λ λπλ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==Ξ⇒=Ξ &2&ln

2
3

2  

kTVe
h
mkT μπ 2

3

2

2ln ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ξ⇒  

μπ μ
de

kT
V

h
mkTd kT⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ξ

12ln
2

3

2  

kT
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kT
V

h
mkT kT
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λπ
μ

μ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

⇒
12ln 2

3

2
,
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μ

qN
KT
qkTNkTN
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=⇒×=⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

=
,
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kTe
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V
h
mkTVeTT

h
mkTd kT
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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1

2

2
3

2
3

2
3

2
2
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kT e

h
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h
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T
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T

μ
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3
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3
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2
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⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
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⎠
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Ξ∂
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q

T
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⎠
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kTkTE
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⎠
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⎝
⎛
∂
Ξ∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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=
2
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,

2

,
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2
3

2
3 λ=⇒  

λλμ
μ

μ kTq
kT
qkTkTkTA −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ξ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

= lnln  

( ) ( )11 −=⇒−=−=⇒ μμλλμ NANqqA  

μλμλμ
μ

μ NGq
kT
qkTkTG

VT

=⇒=×=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Ξ∂

=
,

ln  
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9- Show that the partition function appropriate to an isothermal-isobaric ensemble is:  

( ) ( )∑∑ −−
Ω=Δ

E V

kT
pV

kT
E

eeEVNTpN ,,,,  Derive the principal thermodynamic connection formulas for 

this ensemble. 
 

 Solution)  
 
We want to drive the partition function of isobaric-isothermal ensemble: 

( ) ( )∑∑
−−

Ω=Δ
E V

kT
PV

kT
E

eeEVNTPN ,,,,  

∑∑ =
V j

jV Aa ,  

jva  . ام قرار دارند j يدر تراز انرژ هستند و Vحجم  يكه دارا ييستمهايتعداد س ,

N,P,TN,P,TN,P,T 
N,P,TN,P,TN,P,T 
N,P,TN,P,TN,P,T 
N,P,TN,P,TN,P,T 

 
∑∑∑∑ ==

v j
jv

v j
jvjv VvaEEa ,,, ;  

∑∑∏∏
−=⇒=

v j
jv

V j
jV

aAW
a

AW !ln!lnln
!

!
,

,

 

∑ ∑∑∑ −−−=⇒
v v j

jv
j

jvjv aaaAAAW ,,, lnlnln  

∑∑−=
v j

jvjv aaAAW ,, lnlnln  

Now, we define new objective function under three equality constraints:  

( ) ...lnln ,,,, ∑∑ ∑∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−=

v j v j
jvjvjvjv AaaaAAaF α  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− ∑∑∑∑

v j
jv

v j
jvjv VvaEEa ,,,... γβ  

( ) ( )∑∑ −−−−−=
v

vj
j

jvjvjv davEaadF γβα ,,, 1ln  

( )
01ln0 ,

*
,

,

, =−−−−−⇒=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
VEa

a
aF

jvjv
jv

jv γβα  

vE
jvjvjv eeeaVEa jv γβαγβα −−−=⇒−−−−=⇒ ,

**
,,

*
, 1ln  

( )
Δ

===
−−

−−

−−

∑∑
vE

V

v

E

E

vE
jv

jv
ee

ee
ee

A
a

TPNP
jv

jv

jv γβ

γβ

γβ ,

.

,*
,

, ,,  

Δ−−−= lnln , VEp jvi γβ  

From in formation theory: ∑−= ii ppkS ln  

∑ ∑ ∑Δ++=⇒ iiiii pkVpkEpkS lnγβ  
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Δ++=⇒ lnkVkEkS γβ  

We know from classical thermodynamics: G=E+PV-TS 

kTT
k

T
Gv

T
P

T
ES 11

=⇒=⇒−+=⇒ ββ  

Δ−=⇒−=Δ=⇒= lnln& kTG
T
Gk        
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P

T
P γγ  
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v E
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⎠
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∂
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( )
NPp

kTkSSkT
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lnln

ln
ln

ln
ln

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂

Δ∂
−Δ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂

Δ∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂

Δ∂
=−=  

Δ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂

Δ∂
=⇒ ln

ln
ln

,

kT
P

kTA
NT

 

 
10- In Problem 5-17 we shall show that the isothermal-isobaric partition function of an ideal 

monoatomic gas is: ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=Δ 3

2
5

2
3

2
ph

kTmπ Derive the thermodynamic properties of an ideal 

monoatomic gas from Δ .  
 

 Solution)  
 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Δ⇒⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ 33

2
5

2
3

2
5

2
3

2lnln2
Ph

kTmN
Ph

kTm
N

ππ  

( ) ( ) hNpNKTNm ln3lnln
2

52ln
2

3ln −−+
Δ

=Δ⇒ π  
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T
N

TT
dTd

2
5ln

2
5ln =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Δ∂

⇒
Δ

=Δ  

P
N

P
dP

P
Nd −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Δ∂

⇒
−

=Δ
lnln  

( ) ( ) dNhPkTmd ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+=Δ ln3ln

ln2
52ln

2
3ln π  

( ) ( ) hPkTm
N PT

ln3lnln
2
52ln

2
3ln

,

−−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Δ∂

⇒ π  

nRTNkTPV
P

kTN
P
NkT

P
kTV ==⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Δ∂

−=
ln  

pTN
kT

,

ln
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Δ∂

−=μ  

( ) ( ) hkTPkTkTkTmkT ln3lnln
2

52ln
2
3

++−
−

=⇒ πμ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Δ∂

+Δ=
T

kTkS lnln  

( ) ( )
2

5ln3lnln
2

52ln
2

3 NkhNkPNkkTNkmNkS +−−+= π  

Δ−= lnkTG  

( ) ( ) hNkTpNkTkTNkTmNkTG ln3lnln
2

52ln
2

3
++−

−
= π  

TNPN P
kTP

T
kTE

,,

2 lnln
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Δ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Δ∂

=  

NkTENkTNkT
P
NkTP

T
NkTE

2
3

2
5

2
52 =⇒−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 
11- Derive Eq. (3-23) starting from Eq, (1-37).  
 

 Solution)  
 

( )
( )

2
3

2

22

1
2

31

1,,
N

h
Ema

NN
EVN ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ+Γ

=Ω
π  

( ) ( )[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ−+Γ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Ω 1

2
3ln1ln2ln,,ln

2
3

2

2 NN
h

EmaNEVN π  

!
2

3ln!ln2lnln
2

3

2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Ω

NN
h

EmaN π  

2
3

2
3ln

2
3ln2lnln

2
3

2

2 NNNNNN
h

EmaN +−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Ω

π  

2
3ln

2
3ln

2
3

2
5ln2ln

2
3

2

NkNNkNkNNkV
h
mENkS −−+−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π  
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( ) NkTE            Nk

NN

V
h
mENkS

2
3&

2
5

2
3

2ln
2

3
2

3

2
3

2 =+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
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⎜
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⎛=
π  

2
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2
5

2
3
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34ln 2 eNkVN
h
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×
×

=
−π  

2
5

2
5

2
3

2
3

ln2ln 2 eNkVNN
h
mkTNkS +

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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−π  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

N
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h
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2
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3

2

2ln π  
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1- Convert Boltzman’s constant -1-116 deg moleculeerg103806.1k −×= to -1-11 deg moleculecm−  and 
to -1-1 deg moleculeeV .  
 

 Solution)  
 
1ev=1.6021E-12 erg  &  1ev=8.06554093E3 cm-1 

deg molecule
erg16E3806.1k −=  

degeeV/molecul5E61744.8k12E6021.1/16E3806.1k −=⇒−−=⇒  
degmoleculecm6951.0K3E06554093.85E61744.8k 1−=⇒×−=  

 
2- By considering the special case of an ideal gas, determine the order of magnitude of 

μandCSGAE V ,,,,, . Express your answers in terms of NkorkTN , , whichever is appropriate.  
 

 Solution)  
 

( ) ( )NkOCNk
2
3C    &    NkTOENkT

2
3E vv =⇒==⇒=  

( )NkOS
N

Ve
h
mkT2lnNkS

2
52

3

2 =⇒
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π  

( )NkTOA
N
Ve

h
mkT2lnkNTA 1e2

2
3

=⇒
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ωπ  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=−+=

N
Ve

h
mkT2lnNkTNkTNkT

2
3TSPVEG

2
52

3

2
π  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

N
V

h
mkT2lnNkT

N
Ve

h
mkT2ln

2
5NkTG

2
3

2
52

3

22
ππ  

( )NkTOG =⇒  

( )kTO
N
V

h
mkT2lnkT

N
G 2

3

2 =⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⇒= μπμμ  

 

3- Calculate the value of yx nn ,  and zn  for the case zyx nnn ==  for a hydrogen atom (atomic 
weight 1.0) in a box of dimensions 1 cc if the particle has a kinetic energy 2/3kT , for CT °= 27 . 
What significant fact does this calculation illustrate?  
 

 Solution)  
 

( ) kT
2
3    &    

ma8
xnh3nnn

ma8
h

2

22
2
z

2
y

2
x2

2

==⇒++= εεε  

( ) 2
1

mkT
h
a2n

h
kTma4nkT

2
3

ma8
xnh3

x2

2
2
x2

22

=⇒=⇒=  

( )
34E626.6

15.30023E381.127E661.1102n
2/13 6

x −
×−×−×

=
−

 

6E2.137nn3nnnnn;7E92.7n 2
x

222
Z

2
y

2
xx =⇒=⇒=++=  

For very large n, the number of degenerate states is proportional to the surface area of the sphere of 
radius n in this space. Therefore the degeneracy is proportional to n2. Actually since the allowed 
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values of nx,ny,nz are integer , we have counted states as degenerate that are not exactly degenerate. 
However, for large enough n, these states will be so close in energy that for practical (experimental) 
purposes we can take them to be degenerate. n=1.372E8 
Thus the most probable value of n is 1.372E8 and the degeneracy is of order 1.372E8 for this level. 
 
4- Calculate the entropy of Ne at 300 K and 1 atmosphere. Use the entropy, in turn, to estimate the 
"translational" degeneracy of the gas.  
 

 Solution)  
 

)ln(Nk
N

Ve
h
mkT2lnNkS 1e2

2
52

3

ωπ
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

26E0888.4
5E01325.1
30023E381.1

P
kT

N
VNkTPV −=

×−
==⇒=  

( )
31E86.8

34E626.6
30023E381.1179.2027E661.12

h
mkT2 2

3
2

3

22 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
×−××−×

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ  

( )2
5e26E0888.431E86.8ln23E381.123E022.6S ×−×−×=  

K/cal 97.34K/J39.146S ==⇒  
( )εω  is the number of energy states between ,,& ordεεε + in other words , the effective 

degeneracy.  

( )
2

1
2

3

2
1

2
3

2
kTN3

h
m8V

4h
ma8

4 22

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

πεπεω  

( )
( )

2
12

3

2
RT3

34E626.6
179.2027E661.1823E022.626E0888.4

4 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
×−×

×−×=⇒
πεω  

( )
2

1

2
30023E381.123E022.6360E23.9 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×−××

=⇒ εω =5.65E62 

 
5- Calculate the entropy of 1 mole of argon at 298 K and 1 atm and compare this to Table 5-3.  
 

 Solution)  
 
P=1 atm    T=298 K , n=1 , h=6.626E-34 J.s  , k=1.381E-23 JK-1 

 

1e2 lnNk
N
eV

h
mkT2lnNkS

2
52

3

ωπ
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

25E948.4e
N
V

P
kT

N
VNkTPV 2

5
−=⇒=⇒=  

M19E783.9M
h
ukT2

h
mkT

22 ×==
ππ

 

2
3

2
3

M.29E676.9
h
mkT2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒
π

 

( )1e0
2

3M5E78756.4lnkNS ω××=⇒  

 He Ne Ar Kr Xe C Na Al  نام ماده

1eω  1 1 1 1 1 1 2 2 
M 4 20.179 39.948 83.8 131.29 12.011 22.9877 26.98154
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After calculation:  

 He Ne Ar Kr  نام ماده
S(J/K) 126.062946 146.2533491 154.7704859 164.0123282 
S(cal/K) 30.1153721 34.93816271 36.97336023 39.1811582 
S(cal/K) 30.11 34.94 36.97 39.18 

The last row is data in table 5-3 
 

 Xe C Na Al  نام ماده
S(J/K) 169.6131072 139.7790966 153.6423959 155.6396199 
S(cal/K) 40.51913694 33.3920441 36.70386906 37.18098898 
S(cal/K) 40.52 37.76 36.7 39.36 

 
6- The quantum mechanical energy of a particle confined to a rectangular parallelepiped of lengths 

a, b and c is: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++= 2

z
2

2
y

2

2
x

22

nnn c
n

b
n

a
n

m8
h

zyx
ε Show that the translational partition function for this 

geometry is the same as that of a cube of the same volume.  
 

 Solution)  
 

∑∑∑∑
∞

=

−∞

=

−∞

=

−
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1n

mc8
nh

1n

mb8
nh
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ma8
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z

2
z
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y

2
y
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x

2
x

22
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βββ
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z
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y
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x
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2

z
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y
222

x
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∫∫∫
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βββ  
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2

1
2
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1dxe ax ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∫

∞ − π
o

 

2
1

2
1

2
1

2

2

2

2

2

2

tr h
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2
1

h
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2
1

h
ma8

2
1q ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒

β
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β
π

β
π  

V
h
mkT2V

h
mkT8

8
1c.b.a

h
m8

8
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2
3

2
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3

222tr ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
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7- Given that the quantum mechanical energy levels of a particle in a two-dimensional box are 

( ) ,...2,1s,s&      ss
ma8
h

yx
2
y

2
x2

2

=+=ε First calculate the density of states ( ) εεω d , that is, the number of 

states between ε  and εε d , and use this to find the translational partition function of a two-
dimensional ideal gas. Then find the partition function by another method. And finally find the 
equation of state, the thermodynamic energy E, the heat capacity CA, and the entropy. This is a 
model for a gas absorbed onto a surface or for long-chain fatty acids on the surface of water, say, as 
long as the number of molecule per unit area is small enough.  
 

 Solution)  
 

2
2

2
22

y
2
x2

2

R
h

ma8Rss
h

ma8
=⇒=+=

εε  

( ) ( ) ( ) 2

2

2

2
2

h
ma2

h
ma8

4
1R

4
1 εεΦεππεΦ =⇒××==⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) εεΦεΦεΔεΦεΔεω d, ′=−+=  
We know ( ) ( ) ( ) xxfxfxxf ΔΔ ′≈+  
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( ) επεεω d
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N
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h
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8- Calculate the entropy of mixture of 50 percent neon and 50 percent argon at 500 K and 10 atm, 
assuming ideal behavior.  
 

 Solution)  
 

( ) ∑ ∑−= KK
ig
KK

ig ylnyR)P,T(syP,TS  

( ) 5.0ln2kN5.0SS5.0)P,T(S A
ig
Ar

ig
Ne

ig ×−+=  
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⎞

⎜
⎝
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M23E381.150027E661.12

h
mkT2 ππ  

K molJ381.146S    &       K molJ8616.137S ig
Ne

ig
Ne ==⇒  

( ) 5.0lnNk381.1468616.1375.0)P,T(S ig −+=⇒  
K molJ886.147)P,T(S ig =⇒  

 
9- Calculate the De Broglie wavelength of an argon atom at C°25  and compare this with the 
average interatomic spacing at 1 at.  
 

 Solution)  
 

( ) 2
1

2
1

15.29823E381.1948.3927E661.12
34E626.6

mkT2
h 22

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

×−××−×
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ππ
Λ  

oA16.0m11E6.1 =⇒−=⇒ ΛΛ  
3m 2E446519.2V15.29831439.81V5E01325.1nRTPV −=⇒××=×⇒=  

111E5.5
a

m29.0a 〈〈−=⇒=⇒
Λ  

 

10- Evaluate electεβΔ  at room temperature, given that electronic energy levels are usually separated 
by energies of the order of electron volts.  
 

 Solution)  
 

K=0.695 molecule degcm 1−  

For H:
695.015.298

907.82258
KT

&cm907.82258 elec
elec

1
elec ×

=== − εΔΔβεΔ  

11
elec mol26E4.2molecule397 −− ==⇒ εΔβ  

 
11- Using the Data in Table 5-1, calculate the population of the first few electronic energy levels of 
an oxygen atom at room temperature.  
 

 Solution)  
 

i1
1e

ei
i

1e

ei
i lnflnef

i1

εΔβ
ω
ω

ω
ω εΔβ

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒=

−

 

 

iω  Energy ( )1−cm  ( )1
1

−Δ moliεβ  if  
3 158.5 4.6063E23 10-2E23

1 226.5 6.5825E23 10-2086E23 
5 15867.7 4.61E25 10-2E25 
1 33792.4 9.821E25 10-4.26E25 
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12- Show that the contribution of electronic degrees of freedom to the total energy is small at 
ordinary temperature.  
 

 Solution)  
 

212
122e fNNkT

2
3

qelec
eNNkT

2
3E

12

εΔεΔω εΔβ

+=+=
−

 

At room temperature 0flim
15.298T
2 =

→
NkT

2
3E ≈⇒  
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Problem 1- Drive (6-52) to (6-56)  
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Problem 2- Verify the results of table (6-3) by Eq.(6-56)' 
 

  M1 M2 σ  1eω  ( )Krθ  ( )Kvθ  ( )K/calS calc  ( )K/calS table  
H2 1.00794 1.00794 2 1 85.3 6215 31.17166 31.1 
O2 15.9994 15.9994 2 3 2.07 2256 48.98977 49 
N2 14.0067 14.0067 2 1 2.88 3374 45.746 45.7 
Cl2 35.453 35.453 2 1 0.351 808 53.215 53.2 
HCl 35.453 1.00794 1 1 15.02 4227 44.627 44.6 
HBr 79.904 1.00794 1 1 12.02 3787 47.445 47.4 
HI 126.9045 126.9045 1 1 9.06 3266 49.372 49.4 
CO 12.011 15.9994 1 1 2.77 3103 47.2 47.2 
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1- The Morse potential is ( ) ( )[ ]rer

e e1Dru −−−= β . Show that ( ) 2
1

e
2 D/2v μπβ = .  

s 
 Solution)  
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2- The dissociation energy D0 of H2 is 103.2 kcal/mole, and its fundamental vibrational frequency 
ω  is 4320 cm-1. From this information, calculate D0 and ω  for D2, T2 and HD, assuming the Born-
Oppenheimer approximation. 
 

 Solution)  
 
The Born –Oppenheimer approximation is based upon the approximation that the nuclei are so 
much more massive than the electrons that it is legitimate to calculate the electronic state of a 
molecule in a field of fixed nuclei:  
Thus H2 & D2 & HD all have the same internuclear potential function, and therefore have the same 
internuclear potential De, and the same internuclear separation.              u:atomic mass unit  
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( )αααα vvh
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3- Given that D0 for H2 is 103.2 kcal/mole and that vθ  is 6215 K, calculate D0 for both D2 and T2. 
  

 Solution) 
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4- Show that the moment of inertia of a diatomic molecule is 2

erμ , where μ  is the reduced mass, 
and re is the equilibrium separation.  
 

 Solution)  

 

21

11

mm
xmX
+

=  

Translate center of mass to origin:  
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12211 : rmrmr =   is the distance of m1 from the center of mass& r2 is the distance of from the center of 

mass.  
( ) ( )2112212121 mm/Rmr&mm/RmrrrR +=+=⇒+=  

R: the equilibrium distance R between the nuclei  
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5- Show that the force constants in Table 6-1 are consistent with the frequencies given there. 
 

 Solution)  
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  M1 M2 ( )1

2

m

10
−

−×ω
 

( )cm/dyne
10k 5

cal
−×  

( )cm/dyne
10k 5

table
−×  

H2 1.00794 1.00794 4320 5.54325 5.5 
D2 2.01588 2.01588 3054 5.5407094 5.5 
Cl2 35.453 35.453 561 3.2881 3.2 
Br2 79.904 79.904 322 2.4414 2.4 
I2 126.9045 126.9045 214 1.71264 1.7 
O2 15.9994 15.9994 1568 11.592 11.6 
N2 14.0067 14.0067 2345 22.6978 22.6 
CO 12.011 15.9994 2157 18.8129 18.7 
NO 14.0067 15.9994 1890 15.7234 15.7 
HCl 1.00794 35.453 2938 4.986 4.9 
HBr 1.00794 79.904 2640 4.08875 3.9 
HI 1.00794 126.9045 2270 3.037 3 
Na2 22.98977 22.98977 159 0.17127 0.17 
K2 39.983 39.0983 92.3 0.0982 0.1 

 
6- Using the data in Table 6-1, calculate the frequencies that are expected to be found in the 
rotational spectrum of HCl.  
 

 Solution)  
 

( ) ( )1JcB2v1J
I4

hv&
Ic8

hB j22 +=⇒+==
ππ

 

( ) ( ) ( )cB24v    &    cB23v   &    cB22v    &   cB2v 321o ====  
8E9979.2c   &    m1044cm44.10B 11

HCl === −−  
1

oo s11E26.6v8E9979.210442cB2v −=⇒××==  
1

o2
1

o1 s12E878.1v3v   &    s12E252.1v2v −− ====  
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7- In the far infrared spectrum of HBr, there is a series of lines separated by 16.72 cm-1. Calculate 
the moment of inertia and internuclear separation of HBr.  
 

 Solution) 
 
We know there is a series of equally spaced lines with separation of 2B. 

11 m836Bcm36.8B72.16B2 −− =⇒=⇒=  

2
22 m kg47E35.3I

8E9979.2I8
34E626.6836

Ic8
hB −=⇒

×
−

=⇒=
ππ

 

kg27E64.1u98764.0
904.791

u904.791
MM

MuM

BrH

BrH −==
+
×

=
+

=μ  

oA43.1m10E43.1rr27E64.147E35.3rI e
2

e
2

e =−=⇒−=−⇒= μ  
 

8- Show that the vibrational contribution to the heat capacity vc  of a diatomic molecule is Nk  as 
∞→T . 

 
 Solution)  

( ) 2
T

T2
v

vibv

1e

e
T

Nkc
v

v

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

θ

θ
ϑ  

Assume  0T:T
v →≈∞→= γγθ  

( ) ( )1e2
ee2limNK

1e

elimNkclim
2

02

2

v −
+

=
−

=
→∞→ γ

γγ

γγ

γ

γ

γγγ  

Nk
e2

ee2e2e2limNkclim
2

0v0
=

+++
=

→→ γ

γγγγ

γγ

γγγ  

( ) Nkclim vibvT
=

∞→
 

 
9- Derive Eq. (6-35) from the Euler-MacLaurin summation formula.  
 

 Solution) 
 

( ) ( )∑
∞

=

+−+=
0J

1JJB
rot e1J2q β  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( ){ }bf)a(f

!J2
B1afbf

2
1dnff )1J2(1J2

b

an

b

a
1J

JJ
nn

−−

=

∞

=

−−+++=∑ ∫ ∑  

( ) ( ) ( )
B
kT

B
1e

B
1dJe1J2 1JJB1JJB ==−=+ ∞∞ +−+−∫ ββ

ββ
o

o
 

( ) ( ) ( ) ( ) =×∞=∞=⇒+= +− 0f   &    1fe)1J2(Jf 1JJB oβ مبهم 
( ) ( )

( )
( ) 0bf0

eB1J2
2lim

e
1J2f

)1J(JBJ)1J(JB
=⇒=

+
=

+
=∞

+→∞+ ββ β
 

( ) ( ){ } ( )
2
110

2
1bfaf

2
1

=+=+⇒  

( ) ( )
( )( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ){ } ...bf)a(f

!2
Bfaf

!J2
B1

1J

111
b

1J21J2JJ∑
∞

=

−− +−
−

=−−  
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( )( ) ( )( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ })b(f)a(f

!8
B)b(f)a(f

!6
Bbfaf

!4
B... 774553332 −+−−−  

( ) )1J(JB2)1J(JB1)1J(JB
)J( e)1J2(Be2)J(fe)1J2(f +−+−+− +−=⇒+= βββ β  

( ) ( ) )1J(JB3)1J(JB)1J(JB2 eBe)1J2(B4e)1J2(B2f +−+−+− ++−+−= βββ βββ  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )1J(JB3)1J(JB22)1J(JB23 eBe1J2B12eB12f +−+−+− −++−= βββ βββ  
( ) ( ) ( )

)1J(JB2

)1J(JB32)1J(JB)1J(JB24

e)1J2)(B(

e)1J2(B12e)1J2)(B(48)1J2(B12f
+−

+−+−+−

++

+++++=
β

βββ

β

βββ  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]1JJB21JJB425 e)1J2(Be2BB48B12f +−+− +−+++= ββ ββββ  
( ) ( ) ( ) ( ) )1J(JB43)1J(JB22 e1J2Be1J2B6 +−+− +++− ββ ββ  

( )( ) ( )( ) 0f&B20f 11 =∞−= β  
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0f&BB12B120f 3323 =∞−+−= βββ  
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0f&B96B30B11B2B0f 523455 =∞+−−+−= βββββ  

42
1B    &    

30
1B    &    

6
1B   &    

TkT
BB 321

r =====
θβ  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+=

3
r

2
rr2r1

r
rot TT

12
T

12
!4

B
T

2
!2

B
2
1Tq θθθθ

θ
 

...
T

96
T

30
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11
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2
T!6

B r
2

r
3

r
4

r
5

r3 +
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

θθθθθ  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ...

T315
4

T15
1

T3
11Tq r

2
rr

r
rot

θθθ
θ

 

 

10- Show that the rotational level that is most populated is given by ( ) 2/1
max 2/ BkTJ = . Calculate 

maxJ for CO2 and H2 at room temperature.  
 

 Solution)  
 

( ) )T(q/e1J2N/NJ rot
T/)1J(Jr +−+= θ  

dJ
)T(q

e)
T

()1J2(e2
)N/NJ(d

rot

T/)1J(Jr2T/)1J(J rr +−+− +−
=

θθ θ

 

( )[ ] 0
T

)1J2(20J/N/NJ r2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−⇒=∂∂
θ  

2
1

2
TJT21J2)1J2(T2 2

1
2

1

r
max

r

2

r
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+⇒+=⇒

θθθ
 

11

r
max m5.192cm925.1B:COfor&

hcB2
kT

2
TJ

2
12

1

−− ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≈

θ
 

7J
8E9979.234E626.65.1922

15.29823E381.1J COmax,COmax,

2
1

=⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×−××
×−

=  

1J
8E9979.234E626.63E93.52

15.29823E381.1J
z

2
1

2 Hmax,Hmax, =⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×−××
×−

=  
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11- The rotational constant B  for HC12N14 is 44,315.97 MHz (megahertz) and DC12N14 for 
36,207.40 MHz. Deduce the moments of inertia for these molecules. Assuming that the bond 
lengths are independent of isotopic substitution, calculate the H-C and C-N bond length.  
 

 Solution)  
 

 

)0,(C)0,(B)0,0(A
linearareDNC&HNC
βα

 

( )
NHC

NC
NCHii mmm

mmmm0m
M
1xm

M
1x

++
+

=++×== ∑ βαβα  

( )[ ] ( ) ( ) ( )∑ −+−+−=−= 2
NN

2
HH

2
CC

2
ii xxmxxmxxmxxm  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
−=

HNC

NC
N

2

HNC

NC
H

2

HNC

NC
C mmm

mmm
mmm

mm0m
mmm

mmm βαββαβαα  

( )[ ] ( ) ( )[ ]2HC2
N2

NC2
H2

HN2
C MM

M
mMM

M
mMM

M
m βαββααβα +−++++−=  

( )[ ] ( ) ( )[ ]222
2

121414121214
u

IM βαββααβα +−++++−=  

HziscB  ofunit&     
Ic8

hcB
Ic8

hB 22 ππ
=⇒=  

2
2HCN kgm46E894.1

6E97.443158
34E626.6I −=

×
−

=
π

 

2
2DCN kgm46E32.2

6E4.362078
34E626.6I −=

×
−

=
π

 

( ) ( ) ( )22220 121314141212141510
27E661.1

46E894.1729 αββαβα −+++×−=×
−

−×  

7.8314907249144860 22 =−+⇒ αββα  
1 eq.                     11.16.06.0 22 =−+⇒ αββα  

We can write similar equation for 1412 NDC  

( )[ ] ( ) ( )[ ]222
2

212141412221412
u

IM βαββααβα +−++++−=  
( ) ( ) ( )222 1214141412214161220E1

27E661.1
46E32.2784 αββαβα −+++−=

−
−×  

51174.10950940854885376 22 =−+⇒ αββα  
2 eq.                   186.05.05.0 22 =−+⇒ αββα  

By solving equations 1&2: oo A084.1:NC&A2564.1:HC ≡−  
 

NCNCCH:34.2   &   2564.1 ≡+=≡+−=== αββα  
 

12- Given that the values of rθ  and vθ  for H2 are 85.3 K and 6215 K, respectively, calculate these 
quantities for HD and D2.  
 

 Solution)  
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Ic8
hB   &    

DB
,

B
cte

k
hc

Bk
hcB

2
2

Dr

H

H,rr
r

2

2

2

π
θθθθ ==⇒==⇒=  

2222222222 DeDD,rHeHH,rDD,rHH,r rrII μθμθθθ =⇒=⇒  

From problem 6-1:
HD2222 eeDeHHDDH rrr    &   

3
u2   &   u   &  

2
u

===== μμμ  

K65.42u
2
u3.85

222222 D,rD,rDD,rHH,r =⇒×=×⇒= θθμθμθ  

K975.63
3
u2

2
u3.85 HD,rHD,rHDHD,rHH,r 22

=⇒×=×⇒= θθμθμθ  

2

2

2

2

2

2

2

2

D

D,v

H

H,v

D

D,v

H

H,u
v ffk

hf
ω
θ

ω
θθθ

θ =⇒=⇒=  

From 6-1: 
2

1

2

2

2

2

2222
D

H

H

D
D

2
DH

2
H ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⇒=

μ
μ

ω
ω

μωμω  

K67.43946215
u
2

u 2
1

2

2
1

2

2

2

2

2

2 H,v
D

H
H,v

H

D
D,v =×⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== θ

μ
μ

θ
ω
ω

θ  

6215
3

u2
2

u
    &    K67.4394

1/2

H,v
D

H
HD,vD,v 2

2
1

2

2

2
×

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==⇒ θ

μ
μ

θθ  

K35.5382HD,v =⇒θ  
 
13- What is the most probable value of the rotational quantum number J of a gas phase N2 molecule 
at 300 K? What is the most probable value of the rotational quantum number n for this same 
situation? 
 

 Solution)  
 

2
1

2
1

8E9979.234E626.6100001.22
30023E381.1

hcB2
kTJmax ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

×−×××
×−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

7J22.7J
22 Nmax,Nmax, ≈⇒=⇒  

qln
kT2
hvn

kT
hvflnq/ef nvib

)n(hv
n

2
1

−−=⇒= +−β  

Now, we assume: Bqln
kT
hv    &     A

kT
hv

=−−=  

0n whenmax isf&equation ne strightlithe:Bn.Afln nn =+−=⇒  
 
14- Using the Euler-MacLaurin expansion, derive the second and third corrections to the (first 

order) high temperature limit of rE  and rvC , . Express your result in terms of power series of 
T

rθ .  
 

 Solution) 
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At high temperature we can assume 
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15- Calculate the rotational contribution to the entropy of HD at 20 K, 100 K, and 300 K, using the 
formulas appropriate for each particular temperature, and estimate the error involved in each. 
 

 Solution)  
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Problem 1: derive equation of (8-7) & (8-8) 
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Problem 2: Derive equations of (8-20) to (8-22) 
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Problem 3: Drive equations of (8-24) to (8-27) 
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Problem 4: Drive equation ( 8-30) to (8-34)  
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Problem 5: Verify the results of table 8-2 
Linear molecule 
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Non –linear molecules: 
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CO2, linear 

vθ  1890 3360 954 NkCvib
v /  Cv/Nk 

Degeneracy 1 1 2 0.9905 3.4905 
Contrib.to Cv/Nk  0.0732 1.715E-3 0.4578  

 
N2O; linear 

vθ  1840 3200 850 NkCvib
v /  Cv/Nk 

Degeneracy 1 1 2 1.1506585 3.6506585 
Contrib.to Cv/Nk  0.081961 2.65E-3 0.533  

 
NH3, pyramidal 

vθ  4800 1360 4880 2330 NkCvib
v /  Cv/Nk 

Degeneracy 1 1 2 2 0.27686 3.27686 
Contrib.to Cv/Nk  2.9E-5 0.2256 2.3E-5 2.56E-2  

 
CH3, tetrahedron 

vθ  4170 2180 4320 1870 NkCvib
v /  Cv/Nk 

Degeneracy 1 2 3 3 0.304027 3.27686 
Contrib.to Cv/Nk  1.8E-4 0.037 1.2E-4 0.07657  

 
H2O, isosceles triangle 

vθ  4170 2180 5360 NkCvib
v /  Cv/Nk 

Degeneracy 1 1 1 0.02825 3.0282 
Contrib.to Cv/Nk  0.0282 5.6E-5 5.5E-6  

 
Problem 5: Verify the results of table 8-3 
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In the following table the term A is defined:  
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  M σ  
1eω  CBA θθθ  A ( )KcalS calc  ( )KcalS calc

CO2 44.0098 2 1 0.56167 0.283375 50.89 51 
NH3 17.0361 3 1 1649.8432 5.447E-2 46.08791 46 
NO2 46.008 2 2 4.23384 2.274E-2 57.0912 57.5 
ClO2 67.4518 2 1 0.478 0.35745 59.6854 59.6 
CH4 16.043 12 1 428.661 9.54E-2 44.57525 44.5 
CH3cl 50.47682   2.97023 0.2013874  56 
CCl4 153.823 12 1 5.57E-4 2.963558 70.45 73.9 
C6H6 78.11362 12     64.4 

 
1- The HOH bond angle in water is 104o, and the OH bond length is 0.96 Ao. Calculate the center of 
mass and the three moments of inertia of water. From this verify the results for rotθ  for H2O given 
in Table 8-1.  
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