
(١۴٠١ (پاییز ١ عمومͬ ریاضͬ

میان ترم آزمون

      

١ سوال

مبدا در آن ثقل مرکز که مختلط صفحه در z٣ و z٢ ،z١ رئوس با متساوی الاضلاع مثلث ͷی نمره) ١٠)
کنید محاسبه را زیر عبارات بͽیرید. نظر در است، واقع مختصات

z٢١ + z٢٢ + z٢٣ ,
١
z٢١

+
١
z٢٢

+
١
z٢٣
.

٢ سوال

.limn→∞ n(a
١
n − ١) حد محاسبه مطلوبست a > ٠ هر برای نمره) ١٠)

٣ سوال

سطح کم ترین که آن را ،V ثابت حجم با و دایره مقطع سطح با قائم استوانه های میان در نمره) ١٠)
کنید. شناسائͬ دارد، را پائین) و بالا دایره دو و جانبی سطح (شامل کل

۴ سوال

بͽیرید. نظر در را f(x) = ١+ ١
١+x

تابع نمره) ١۵)

است. f ٢n(١) ≤ f ٢n+(١)١ و نزولͬ {f ٢n+(١)١} دنباله صعودی، {f ٢n(١)}دنباله ی دهید نشان آ)

چیست؟ {f ٢n+(١)١} و {f ٢n(١)} دنباله های حد ب)

٣−١٠ از خطا n ≥ N برای شود، استفاده fn(١) از دنباله حد جای به اگر که بͽیرید طوری را N ج)
نیست). مدنظر N بهترین (الزاما باشد کم تر

است. خودش با f تابع بار n ترکیب fn از منظور توجه:

١



میان ترم آزمون

۵ سوال

نمره) ١۵)

بͽیرید: نتیجه آن ͷکم با و مثبت، xهای برای x−١
x

≤ lnx ≤ x− ١ دهید نشان آ)

lim
n→∞

n

lnn
( n
√
n− ١) = ١.

مشروط همͽرای یا و مطلق همͽرای ،α از مقادیری چه ازای به
∑∞

n=(١−)١n−١( n
√
n−١)α سری ب)

است؟

استفاده Sn آن جزئͬ مجموع از سری حد جای به اگر که آورید بدست طوری را N ،α = ١
٢ ازای به ج)

نیست). مدنظر N بهترین (الزاما شود نابیشتر ٣−١٠ از خطا n ≥ N برای شود،

۶ سوال

هر ازای به |f ′′(x)| < ١ داریم f : [٠, ١] → R مشتق پذیر دوبار تابع برای کنید فرض نمره) ١٠)
.x ∈ [٠, ١] هر برای |f ′(x)| < ١ آن گاه ،f(٠) = f(١) اگر دهید نشان .x ∈ [٠, ١]

٢



(١۴٠١ (پاییز ١ عمومͬ ریاضͬ

میان ترم آزمون پاسخ

      

١ سوال پاسخ

را است واقع مختصات مبدا در آن ثقل مرکز که مختلط صفحه در متساوی الاضلاع مثلث ͷی رئوس
صورت به ͬ توان م

z١ = reiθ, z٢ = rei(θ+
٢π

٣ ), z٣ = rei(θ−
٢π

٣ ),

نمره). ٣) است مثلث این محیطͬ دایره شعاع r که گرفت، نظر در

z٢
١ + z٢

٢ + z٢
٣ = r٢e٢iθ (١ + e(۴π/٣)i + e(−۴π/٣)i)
= r٢e٢iθ ((١ + cos(۴π/٣) + cos(−۴π/٣)) + i (sin(۴π/٣) + sin(−۴π/٣)))

= r٢e٢iθ
((

١ − ١
٢
− ١

٢

)
+ i (sin(۴π/٣)− sin(۴π/٣))

)
= ٠,

طرفͬ از نمره). ٣)

١
z٢

١
+

١
z٢

٢
+

١
z٢

٣
= z−٢

١ + z−٢
٢ + z−٢

٣

= r−٢e−٢iθ (١ + e(−۴π/٣)i + e(۴π/٣)i)
= r−٢e−٢iθ ((١ + cos(−۴π/٣) + cos(۴π/٣)) + i (sin(−۴π/٣) + sin(۴π/٣)))

= r−٢e−٢iθ
((

١ − ١
٢
− ١

٢

)
+ i (− sin(۴π/٣) + sin(۴π/٣))

)
= ٠,

نمره). ۴)
یا حقیقͬ محورهای از ͬͺی روی مثلث رئوس از ͬͺی که اضافͬ فرض این با مساله حل برای رایج: اشتباه

است. شده کسر نمره دو تا ͷی بین ،(θ = ٠ که حالتͬ (مثلا باشد داشته قرار مختلط

١



میان ترم آزمون پاسخ

٢ سوال پاسخ

x > ٠ دامنه ی با f(x) = x(a١/x − ١) تابع ،an = n(a١/n − ١) دنباله ی حد محاسبه ی برای
داریم: ،x > ٠ روی f(x) = x(a١/x − ١) تابع پیوستگͬ به توجه با ͬ گیریم. م نظر در را

lim
n→∞

n(a
١
n − ١) = lim

x→∞
x(a

١
x − ١),

کنیم: محاسبه را x → ∞ وقتͬ f(x) تابع حد است کافͬ لذا، نمره). ٢)

lim
x→∞

x(a
١
x − ١) = lim

t→٠+

at − ١
t

=

(
d

dt
at
)

t=٠
=

(
(ln a)at

)
t=٠ = ln a,

لذا، است. t = ٠ نقطه ی در at تابع راست مشتق تعریف بالا، خط دوم جمله که داریم توجه نمره). ٨)
است. آمده بدست at تابع مشتق پذیری از دوم تساوی

از استفاده با ͬ توان م را limt→٠+
at−١
t

حد حاصل معادل طور به یا limx→∞ x(a
١
x − ١) حد حاصل

است. شده داده نمره راه حل، بودن کامل و درستͬ به متناسب که کرد، محاسبه هوپیتال یا هم ارزی قواعد
برای نیستند. برقرار گسسته دامنه با توابع برای هوپیتال و هم ارزی قواعد این که به توجه عدم رایج: اشتباه

است. شده کسر نمره ٢ اشتباه این

٣ سوال پاسخ

داریم: استوانه، ارتفاع عنوان به h و مقطع سطح شعاع به عنوان r گرفتن نظر در با

S = ٢πr٢ + ٢πrh
V = πr٢h

}
⇒ S(r) = ٢πr٢ +

٢V
r
,

بازه ی روی پیوسته) درنتیجه (و مشتق پذیر تابعͬ S(r) داریم توجه نمره). ٣) r ∈ (٠,∞) آن در که
محاسبه را S(r) ایستای نقطه کمینه، کل سطح با استوانه آوردن بدست برای لذا، نمره). ١) است (٠,∞)

ͬ کنیم: م

d

dr
S(r) = ٠ ⇒ ۴πr − ٢V

r٢ = ٠ ⇒ r = ٣

√
V

٢π
,

تنها r = ٣
√
V/(٢π) این که به توجه با و ،limr→٠+ S(r) = limr→∞ S(r) = ∞ چون نمره). ۴)

r = ٣
√

V/(٢π) که گرفت نتیجه ͬ توان م است، (٠,∞) بازه ی روی S(r) پیوسته ی تابع ایستای نقطه
برای ،S ′(r) > ٠ این که از ͬ توان م را مطلب این نمره). ٢) است S(r) تابع سراسری کمینه کننده ی
استوانه های میان در بنابراین، گرفت. نتیجه نیز ،r < ٣

√
V/(٢π) برای ،S ′(r) < ٠ و r > ٣

√
V/(٢π)

ارتفاع و r = ٣
√
V/(٢π) قاعده ی شعاع با استوانه ،V ثابت حجم و دایره مقطع سطح با قائم

h =
V

πr٢ =
٣

√
۴V
π

,

٢



میان ترم آزمون پاسخ

دارد. را کل سطح کم ترین
کمینه کننده ی ،r = ٣

√
V/(٢π) ایستای نقطه ی این که برای کافͬ و درست دلیل ارائه عدم رایج: اشتباه

است. شده کسر نمره ٢ تا اشتباه این برای است. (٠,∞) بازه ی روی S(r) تابع سراسری

۴ سوال پاسخ

تابعͬ f ٢n ،n طبیعͬ عدد هر و x > −١ برای درنتیجه است. نزولͬ تابعͬ f ،x > −١ برای آ)
نامساوی روی f ٢n صعودی تابع تاثیر با لذا، نمره). ١) هستند نزولͬ تابعͬ f ٢n−١ و صعودی

طرفͬ، از نمره). ١) f ٢n+(١)١ ≥ f ٢n(١) داریم ،f(١) = ٣
٢ ≥ ١

f(١) =
٣
٢
= ١٫۵ ⇒ f (١)٢ =

٧
۵
= ١٫۴ ⇒ f (١)٣ =

١٧
١٢

= ١٫۴١۶۶ . . .

نامساوی طرفین بر f ٢n−٢ صعودی تابع تاثیر با ،n دلخواه طبیعͬ عدد برای درنتیجه، نمره). ١)
١) است نزولͬ {f ٢n+(١)١} دنباله ی یعنͬ ،f ٢n+(١)١ ≤ f ٢n−(١)١ داریم f (١)٣ ≤ f(١)
داشت خواهیم ،f ٢n+(١)١ ≤ f ٢n−(١)١ نامساوی طرفین بر f نزولͬ تابع تاثیر با حال نمره).

نمره). ١) است صعودی {f ٢n(١)} دنباله ی یعنͬ ،f ٢n+(١)٢ ≥ f ٢n(١)

چون که است، f(١) به کراندار بالا از و صعودی دنباله ای {f ٢n(١)} (آ)، قسمت مطابق ب)

f ٢n(١) ≤ f ٢n+(١)١ ≤ f(١).

این که فرض با و f ٢ تابع پیوستگͬ به توجه با نمره). ١) همͽراست {f ٢n(١)} دنباله ی درنتیجه،
داریم: ،limn→∞ f ٢n(١) = L

lim
n→∞

f ٢n(١) = lim
n→∞

f ٢ (f ٢n−(١)٢
)
⇒ lim

n→∞
f ٢n(١) = f ٢

(
lim
n→∞

f ٢n−(١)٢
)

⇒ L = f ٢(L) ⇒ L = ١ +
١

١ + ١ + ١
١+L

⇒ ٣L+ ٢L٢ = ۴ + ٣L ⇒ L٢ = ٢
⇒ lim

n→∞
f ٢n(١) =

√
٢,

نمره). ٢) است آمده بدست L ≥ ١ درنتیجه و f ٢n(١) ≥ ١ این که از آخر تساوی که
کراندار پائین از و نزولͬ دنباله ای {f ٢n+(١)١} که گرفت نتیجه ͬ توان م (آ) قسمت از مشابه، طور به

داریم: ،f تابع پیوستگͬ از استفاده با حال همͽراست. درنتیجه و است f (١)٢ به

lim
n→∞

f ٢n+(١)١ = f
(
lim
n→∞

f ٢n(١)
)
= f(

√
٢) = ١ +

١
١ +

√
٢
=

√
٢,

نمره). ٢)

٣
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طرفͬ از .limn→∞ fn(١) =
√

٢ = ١٫۴١۴٢ . . . که ͬ دانیم م (ب)، قسمت به توجه با ج)

f(١) =
٣
٢
= ١٫۵ ⇒ f (١)٢ =

٧
۵
= ١٫۴ ⇒ f (١)٣ =

١٧
١٢

= ١٫۴١۶۶ . . .

⇒ f ۴(١) =
۴١
٢٩

= ١٫۴١٣٧ . . . ⇒ f ۵(١) =
٩٩
٧٠

= ١٫۴١۴٢٨ . . .

درنتیجه و

|f(١)−
√

٢| = ٠٫٠٨۵٧ ≮ ٣−١٠,

|f (١)٢−
√

٢| = ٠٫٠١۴٢ . . . ≮ ٣−١٠,

|f (١)٣−
√

٢| = ٠٫٠٠٢٣ . . . ≮ ٣−١٠,

|f ۴(١)−
√

٢| = ٠٫٠٠٠۵ . . . < ٣−١٠,

|f ۵(١)−
√

٢| = ٠٫٠٠٠٠۶ . . . < ٣−١٠.

دنباله ی بودن صعودی از نمره). ٢) |fn(١)−
√

٢| < ٣−١٠ داریم n = ۵ و n = ۴ برای یعنͬ
که گرفت نتیجه ͬ توان م ،i ≥ ٢ هر برای ،{f ٢n(١)}

√
٢ ≥ f ٢i(١) ≥ f ۴(١) ⇒ |f ٢i(١)−

√
٢| ≤ |f ۴(١)−

√
٢| ≤ ٣−١٠,

نتیجه ͬ توان م ،i ≥ ٢ هر برای ،{f ٢n+(١)١} دنباله ی بودن نزولͬ از دیͽر، طرف از نمره). ١)
که گرفت

√
٢ ≤ f ٢i+(١)١ ≤ f ۵(١) ⇒ |f ٢i+(١)١−

√
٢| ≤ |f ۵(١)−

√
٢| ≤ ٣−١٠,

نمره). ١) |fn(١)−
√

٢| ≤ ٣−١٠ داریم n ≥ ۴ هر برای درنتیجه، نمره). ١)

۵ سوال پاسخ

ξx ∈ (١, x) عدد ،x > ١ هر برای ،f(x) = ln x تابع برای میانگین مقدار قضیه از استفاده با آ)
که ͬ شود م یافت چنان

f ′(ξx) =
lnx− ln ١
x− ١

⇒ lnx

x− ١
=

١
ξx

≤ ١ ⇒ lnx ≤ x− ١.

که ͬ شود م یافت چنان ξx ∈ (x, ١) عدد ،٠ < x < ١ هر برای مشابه، طور به

f ′(ξx) =
ln ١ − lnx

١ − x
⇒ − lnx

١ − x
=

١
ξx

≥ ١ ⇒ − lnx ≥ ١ − x ⇒ lnx ≤ x− ١.

۴
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یافت چنان ξx ∈ (١, x) عدد ،x > ١ هر برای ،g(x) = x lnx تابع گرفتن نظر در با این بار
که ͬ شود م

g′(ξx) =
x lnx− ln ١

x− ١
⇒ x lnx

x− ١
= ١ + ln ξx ≥ ١ ⇒ lnx ≥ x− ١

x
.

که ͬ شود م یافت چنان ξx ∈ (x, ١) عدد ،٠ < x < ١ هر برای مشابه، طور به

g′(ξx) =
ln ١ − x lnx

١ − x
⇒ −x lnx

١ − x
= ١ + ln ξx ≤ ١ ⇒ lnx ≥ x− ١

x
.

برای نمره) ٣) ͬ شوند. م برقرار تساوی صورت به مطلوب نامساوی های x = ١ برای که داریم توجه
نامساوی. صحیح اثبات

داریم: ،n ≥ ٢ برای ، n
√
n > ١ این که به توجه با و آمده بدست نامساوی در x = n

√
n جایͽذاری با

n
√
n− ١
n
√
n

≤ ln n
√
n ≤ n

√
n− ١ ⇒ ١

n
√
n
≤ ln n

√
n

n
√
n− ١

≤ ١

⇒ ١ ≤ n

lnn
( n
√
n− ١) ≤ n

√
n.

گرفت نتیجه ͬ توان م فشردگͬ قضیه کارگیری به و limn→∞
n
√
n = ١ بالا، نامساوی به توجه با

نمره). ٢) limn→∞
n

lnn
( n
√
n− ١) = ١

داریم: ،n ≥ ٣ برای است. نزولͬ ،n ≥ ٣ برای { n
√
n}∞n=١ دنباله ی که ͬ کنیم م ثابت ابتدا )ب)

١ +
١
n

)n

≤ ٣ ≤ n ⇒
(
n+ ١
n

)n

≤ n ⇒ (n+ ١)n ≤ nn+١

⇒ (n+ ١)
١

n+١ ≤ n
١
n ⇒ n+١

√
n+ ١ ≤ n

√
n.

limn→∞( n
√
n− ١)α = ٠ بعلاوه، است. نزولͬ α > ٠ برای {( n

√
n− ١)α} دنباله ی درنتیجه

نتیجه ͬ توان م متناوب سری های برای نیتز لایپ آزمون از استفاده با درنتیجه، .α > ٠ هر برای
نمره). ٣) همͽراست α > ٠ هر برای

∑∞
n=(١−)١n−١( n

√
n− ١)α سری که گرفت

داریم: ،x = n
√
n برای (آ) قسمت نامساوی از استفاده با

ln n
√
n ≤ n

√
n− ١ ⇒

(
lnn

n

)α

≤ ( n
√
n− ١)α, ∀α > ٠.

سری واگرایی ،α ∈ (٠, ١] برای
∑∞

n=١((lnn)/n)
α سری واگرایی و بالا نامساوی به توجه ∞∑با

n=(١−)١n−١( n
√
n−١)α سری درنتیجه، ͬ شود. م αنتیجه ∈ (٠, برای[١

∑∞
n=١(

n
√
n−١)α

نمره). ١) است مشروط همͽرای α ∈ (٠, ١] برای
داریم: ،x = n

√
n برای (آ) قسمت نامساوی از استفاده با مجددا

ln n
√
n ≥

n
√
n− ١
n
√
n

⇒ n
√
n− ١ ≤ lnn

n(١−١/n) ⇒ ( n
√
n− ١)α ≤ (lnn)α

nα−(α/n)
.

۵
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برای
∑∞

n=١(
n
√
n − ١)α سری همͽرایی ،α > ١ برای

∑∞
n=١

(lnn)α

nα−(α/n) سری همͽرایی از لذا،
همͽرای α ∈ (١,∞) برای

∑∞
n=(١−)١n−١( n

√
n−١)α سری درنتیجه، ͬ شود. م نتیجه α > ١

نمره). ١) است مطلق

مشروط همͽرای و متناوب سری جزئͬ مجموع گرفتن نظر در با ج)

S =
∞∑
i=١

(−١)i−١ai, ai = (
i
√
i− ١)

١
٢ ,

صورت به

Sn =
∞∑
i=١

(−١)i−١ai,

|an+١| < ٣−١٠ که بیابیم گونه ای به را n باید بنابراین، نمره). ٣) ،|S − Sn| ≤ |an+١| داریم
که داریم توجه منظور، این برای نمره). ١)

|an+١| < ٣−١٠ ⇔ n
√
n < ١٠−۶ + ١ ⇔ n <

(
١ + ١٠−۶)n

⇐ n < ١ + ١٠−۶n+ ١٢−١٠n(n− ١)
٢

⇔ n <

(
١ + ١٠−۶n− ١٢−١٠

٢
n

)
+ ١٢−١٠n

٢

٢

⇐ n < ١٢−١٠n
٢

٢
⇐ n > ٢ × ١٠١٢.

نمره). ١) بود خواهد نابیشتر ٣−١٠ از خطا ،n ≥ N = ٢ × ١٠١٢ انتخاب با درنتیجه،

۶ سوال پاسخ

،f(٠) = f(١) این که و (٠, ١) بازه ی روی آن مشتق پذیری ،[٠, ١] بازه ی روی f تابع پیوستگͬ با مطابق
از نمره). ۴) f ′(c) = ٠ که دارد وجود c ∈ (٠, ١) نقطه ی گرفت نتیجه ͬ توان م رˀل قضیه از استفاده با و
c و x نقطه ی دو بین ξx نقطه ی ،x ∈ [٠, ١] هر برای ،f ′ تابع برای میانگین مقدار قضیه با مطابق طرفͬ،

که ͬ شود م یافت چنان

f ′′(ξx) =
f ′(x)− f ′(c)

x− c
⇒

∣∣∣∣f ′(x)

x− c

∣∣∣∣ = |f ′′(ξx)| < ١ ⇒ |f ′(x)| < |x− c| < ١

⇒ |f ′(x)| < ١,

نمره). ۶)
رایج: اشتباهات

۶



میان ترم آزمون پاسخ

است. نشده داده نمره ای f(x) = ax٢ + bx+ c مانند خاص تابع ͷی برای مساله حل برای •

که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم نم ،f ′(c) = ٠ باشیم داشته ،c مانند بازه در نقطه ای برای این که از •
.x ∈ [٠, ١] هر برای |f ′(x)| < ١

٧


