
پیشرفته محاسباتͬ هندسه

� متنوع همسایه نزدی�ͷترین مساله

آقاملائͬ سپیده

١٣٩٢ بهمن ٢٠

چͺیده

تعریف دارد. کاربرد تنوع به نسبت گاه آ جستجوی در متنوع همسایه نزدی�ͷترین k گزارشکردن
به توپ درون نقطه k شامل S مجموعه است، شده داده q نقطه�ی ͷی که است صورت این به مساله
نقطه�ی دو بین فاصله حداقل با S مثل مجموعه ͷی تنوع کنید. گزارش را تنوع بیشترین با r شعاع

است. بهتر باشد بیشتر هرچه که مͬ�شود سنجیده S
قرار همینd-بعدی فاصله�ی فضای ͷی درون نقاط که حالتͬ برای تقریبͬ الͽوریتم دو مقاله این در
k تنوع پارامتر حسب بر چندجمله�ای و n به نسبت خطͬ الͽوریتم کوئری زمان مͬ�شود. ارائه دارند،
با نقاط تعداد اگر حتͬ دارد، خطͬ کوئری زمان الͽوریتم ،k کم مقادیر برای است. d ابعاد تعداد و
نوع این از الͽوریتم�هایͬ اولین الͽوریتم�ها این باشند. خطͬ n برحسب q کوئری نقطه از r فاصله�ی

دارند. اثبات قابل پیچیدگͬ که هستند

مقدمه ١

از P مجموعه مͬ�شود: تعریف صورت این به بازه�ای) جستجوی (یا ͷنزدی همسایه�های گزارش مساله�ی
با داده نقاط همه�ی شده، داده کوئری نقطه هر ازای به که بسازید داده�ای ساختمان است، شده داده نقطه n

کند. گزارش را کوئری نقطه از r از کمتر فاصله
داده�های پایͽاه اطلاعات، بازیابͬ و ذخیره داده�کاوی، داده، پایͽاه جمله از مختلفͬ زمینه�های در مساله این
مورد Ͱش هر ویژگͬ�های کاربردها این در دارد. کاربرد داده�ها تحلیل و آمار الͽو، تشخیص فیلم، و تصویر
برای فاصله ملاک و مͬ�شوند بازنمایͬ بعدی d فضای در نقطه ͷی صورت به تصویر،...) (متن، بحث
برای معنایͬ جستجوی یا اندیس�گذاری اصلͬ مساله نتیجه در مͬ�رود. کار به اشیا شباهت اندازه�گیری

است. متغیر هزاران تا ده از (ابعاد) ویژگͬ�ها تعداد است. کوئری اشیای
اندازه اگر مͬ�شوند. گزارش و بازیابͬ که است جواب�هایͬ تعداد معنایͬ جستجوی اصلͬ مشͺلات از ͬͺی

١



مͬ�تواند جواب اند)، نزدی�ͷتر کوئری به که نقطه چند تنها (مثلا́ باشد ͷکوچ خیلͬ جواب مجموعه
بازیابͬ زمان باشد، زیاد خیلͬ شده گزارش نقاط تعداد اگر باشد. مفید اطلاعات فاقد و همͽن بسیار
اخیر، سال چند در نمͬ�دهند. مفیدی اطلاعات خیلͬ هم بزرگ جواب�های همچنین مͬ�شود. زیاد آنها
طراحͬ کار این هدف بوده�است. تنوع به نسبت گاه آ جستجوهای روی زیادی تحقیقات هدف مشͺل این
به مͬ�تواند تنوع است. متنوع و کوئری) نقطه به ͷنزدی) مرتبط جوابهای بازیابͬ برای کارا الͽوریتم�های
است. مرکزها برگرداندن و جوابها خوشه�بندی مشهور روش�های از ͬͺی شود. تعریف مختلفͬ شͺل�های

باشد. زیاد تعدادشان نقاط اگر باشد داشته زیاد اجرای زمان مͬ�تواند روش این

ما نتایج ١.١

شͺل این به مساله مͬ�شود. داده متنوع ͷنزدی همسایه k مساله برای کارا تقریبͬ الͽوریتم دو مقاله این در
شعاع با توپ در را نقطه k از S متنوع نقاط مجموعه شده، داده کوئری نقطه ͷی ازای به مͬ�شود: تعریف
دیͽر، عبارت به است. S نقطه�ی دو هر بین فاصله�ی کمینه�ی S مجموعه تنوع کنید. گزارش q حول r

مͬ�کند. گزارش را کوئری به ͷنزدی نقاط لیست روی k-مرکز خوشه�بندی مساله تقریبͬ جواب الͽوریتم
از A الͽوریتم کنید توجه شده�اند. داده جدول در الͽوریتم حافظه�ی فضای و تقریب ضریب اجرا، زمان
آن از قبلا́ و است ساده�تر هم آن تحلیل و پیاده�سازی و است ساده�تری الͽوریتم اما است بدتر B الͽوریتم

است. شده استفاده متنوع اخبار بازیابͬ برای
بر بودن چندجمله�ای و n حسب بر بودن خطͬ برای کوئری زمان تضمین ما الͽوریتم اصلͬ ویژگͬ�های
تامین تنوع به رسیدن برای ثابت تقریب ضریب که حالͬ در است، d ابعاد تعداد و k تنوع پارامتر حسب
فاصله�ی به نقاط تعداد اگر حتͬ دارد، خطͬ کوئری زمان ما الͽوریتم k کم مقادیر برای کنید توجه شود.
پیدا چون است ناپذیر اجتناب تنوع زدن تقریب کنید توجه باشند. خطͬ n حسب بر q از r حداکثر
اولین اینها است. NP-سخت ،٢ از کمتر ضریب با کند بیشینه را تنوع که k اندازه�ی با مجموعه کردن
به (A (الͽوریتم ما الͽوریتم�های از ͬͺی مͬ�دهند. اثبات قابل تضمین که هستند نوع این از الͽوریتمهایͬ
برای تضمینͬ مقالات این هرچند است. ͷنزدی مͬ�شوند استفاده کار این برای عمل در که الͽوریتم�هایͬ

نداده�اند. جواب کیفیت

گذشته کارهای ٢.١

که تنوع به نسبت گاه آ جستجوی و ͷنزدی همسایه تقریب روی گذشته کارهای از مروری قسمت این در
مͬ�دهیم. انجام هستند، مرتبط مقاله این نتایج به

.ͷنزدی همسایه
تعداد که وقتͬ برای کارا الͽوریتم چندین است. بوده بسیاری تحقیقات موضوع ͷنزدی همسایه مساله
d حسب بر نمایͬ حافظه�ی یا کوئری زمان یا فعلͬ جوابهای وجود این با دارد. وجود باشد کم d ابعاد
تقریب در شده�اند. پیشنهاد تنͽنا این بردن بین از برای تقریبͬ روشهای اخیر سالهای در بنابرین دارند.
مͬ�تواند و برگرداند را q از r فاصله در نقاط همه�ی باید الͽوریتم بازه�ای، جستجوی /ͷنزدی همسایه گزاش

برگرداند. هم را q از cr فاصله در نقطه تعدادی
locality sensitive مفهوم مبنای بر بالا ابعاد در همسایه نزدی�ͷترین برای مشهور روشهای از ͬͺی
برای شویم مطمئن تا است هش تابع (L) تعدادی توسط نقاط کردن هش ایده است. hashing (LSH)
مͬ�توان سپس است. هم از دور نقاط از بیشتر بسیار هم به ͷنزدی نقاط برای برخورد احتمال تابع، هر
آن شامل سطل�های در که اعضایͬ تمام بازیابͬ و کوئری نقطه�ی کردن هش با را ͷنزدی همسایه گزارش
شده استفاده بالا ابعاد معنایͬ جستجوی برای E2LSH بسته�ی در مثلا روش این کرد. حل هستند؛ نقطه
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است.
وقتͬ حالت ساده�ترین در دارد. مختلفͬ انوع آن در رفته کار به فاصله�ی تابع�های حسب بر LSH الͽوریتم
فاصله در نقطه هر (١ تضمین الͽوریتم شود، تعریف همین فاصله�ی با کوئری نقاط بین شباهت عدم
O(d(n١/c + حداکثر کوئری زمان (٢ مͬ�شود. گزارش تنظیم) (قابل ثابت احتمال ͷی با q از r از کمتر
اگر پس دارند. R فاصله�ی q تا که مͬ�کند مشخص را P از نقاطͬ مجموعه PR(q) که است |Pcr(q))
اکتشافͬ صورت به مͬ�کند. پیدا کاهش الͽوریتم کارایͬ باشد، بزرگ Pcr(q) جواب مجموعه اندازه�ی
هر شود. انجام خوشه�ها مرکز فقط داشتن نͽه و سطل هر در نقاط خوشه�بندی با مͬ�تواند سرعت افزایش

تنوع. کنون) (تا است. نداشته تضمینͬ هیچ حاصل الͽوریتم چند
جواب k کردن گزارش روش این بردیم. کار به را تنوع برای content− basedتعریف ما مقاله این در
زوج هر بین فاصله کمترین کردن بیشینه صورت به این هستند. متفاوت هم از کافͬ مقدار به که است
ریاضͬ بیان برای فاصله کمترین از ما مقاله این در غیره. و جواب�ها بین فاصله میانͽین یا است جواب
در نقاط تنوع بیشترین با خوشه�بندی k کردن پیدا برای حریصانه خوشه�بندی الͽوریتم از و مͬ�کنیم استفاده

مͬ�کنیم. استفاده شده داده مجموعه ͷی
مقاله این است. (١) است داده ارائه را متنوع ͷنزدی همسایه k از ما تعریف مستقیماً که قبلͬ کار تنها
همین فاصله جای به جاکارد اندیس از اما مͬ�دهد، ارائه مقاله این در A الͽوریتم (مشابه الͽوریتمͬ
روی تضمینͬ هیچ مفاله این هرچند مͬ�کند. اجرا اخبار بازیابͬ در مسائلͬ روی را آن و مͬ�کند) استفاده

نمͬ�دهد. شده گزارش جوابهای دقت

ما ͷنیͺت ٣.١

کاهش اصلͬ مشͺل مͬ�کنند. استفاده پایه عنوان LSHبه از کنیم مͬ استفاده ما که الͽوریتم�هایͬ دوی هر
این به (A) اول الͽوریتم است. q به ͷنزدی نقاط از Pcr(q) مجموعه�ی اندازه�ی به کوئری زمان ͬͽوابست
تضمین کار این مͬ�دارد. نͽه سطل هر در را نقاط متنوع�ترین k فقط که مͬ�کند حل را مشͺل این صورت
توابع تعداد L که است O(kL) حداکثر مͬ�شوند بررسͬ کوئری هر زمان در که نقاطͬ تعداد کل مͬ�کند
دورافتاده�ای داده�ی هیچ که است این نیازمند الͽوریتم این برای تقریب تضمین�های اثبات اما است. هش
نقطه این صورت این غیر در باشد. نشده ذخیره سطلͬ هیچ در (q از cr از بیشتر فاصله�ی با (نقطه�ای
این شود. معتبر نقطه�ی ͷی جایͽزین و شود گزارش سطل آن از متنوع نقطه�ی k از ͬͺی عنوان به مͬ�تواند

باشد. بزرگتر ٢ از (c) فاصله تقریب ضریب که کند کار صورتͬ در تنها الͽوریتم مͬ�شود باعث نیاز
سادگͬ به شده�است. داده نشان هسته مجموعه�های مفهوم از استفاده با تنوع برای ۶ تقریب ضریب تضمین
خوشه�بندی بهینه�ی جواب هزینه�ی برابر ٢ از کمتر نقطه مجموعه ͷی بودن k-متنوع بیشینه�ی مͬ�فهمیم
مجموعه ͷی) ورودی نقاط زیرمجموعه�از ساختن روش دومͬ مساله�ی برای است. آن k)-مرکز − ١)
هسته، مجموعه خوشه�بندی هزینه�ی خوشه�ها مرکزهای از مجموعه�ای هر برای که است شده شناخته هسته)
یͷمجموعه�ی تنها سادگͬ به سپس ما الͽوریتم باشد. داده�ها کل خوشه�بندی بهینه�ی جواب از ثابتͬ ضریب
مͬ�دهند نتیجه هسته مجموعه استاندارد مشخصات مͬ�کند. ذخیره و LSHمحاسبه سطل هر ازای به هسته
همه�ی برای هسته مجموعه�ی ͷی q کوئری نقطه ͷی متناظر سطل�های هسته�ی مجموعه�های اجتماع که
جواب ͷی بازیابͬ برای کافͬ اطلاعات هسته مجموعه�های همه�ی اجتماع پس است. سطل�ها این نقاط

مͬ�دهد. q به ͷنزدی نقاط همه�ی برای بهینه تقریبͬ
داده�های به نسبت ما الͽوریتم باید کند، کار دلخواه c > ١ برای که الͽوریتمͬ آوردن دست به برای
نقاط تعداد که مͬ�کند استانداردتضمین LSH روش تحلیل باشد). robust) نباشد حساس افتاده دور
ͷی نͽهداری با robustness ویژگͬ به B الͽوریتم است. O(L) حداکثر سطل�ها همه�ی در دورافتاده
چون کند. تحمل را افتاده دور داده�های از تعدادی مͬ�تواند که مͬ�کند پیدا دست robust هسته�ی مجموعه
نقاط از دنباله�ای ما الͽوریتم هست، داده�شده سطل ͷی در دورافتاده�ای داده�ی تعداد چه نمͬ�دانیم قبل از ما
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را افزایش حال در دورافتاده�ی داده�های تعداد به نسبت robust هسته�ی مجموعه ͷی که مͬ�دارد نͽه را
از اطمینان برای کافͬ نقاط تا مͬ�کند پیمایش را لیست الͽوریتم زدن، کوئری زمان در مͬ�کنند. بازنمایͬ

باشند. شده خوانده robustness

مساله تعریف ٢

مͬ�کنیم. شروع زیر تعریف دو با باشد. بعدی dͷمتری فضای ͷی (∆, dist) کنید فرض

نقاط از نقطه دو هر بین فاصله�ی کمینه صورت به تنوع شده، داده S ∈ ∆ مجموعه هر ازای به ١ تعریف
مͬ�شود: تعریف مجموعه

div(S) = minp,p′∈Sdist(p, p
′)

ͷی انتخاب با دستیابͬ قابل تنوع بیشینه�ی آن k-تنوع شده، داده S ∈ ∆ مجموعه هر ازای به ٢ تعریف
است: عضوی k زیرمجموعه

divk(S) = maxS′⊂S,|S′|=kdiv(S
′)

مͬ�گوییم. S بهینه�ی k-زیرمجموعه مͬ�دهد را بالا رابطه�ی بیشینه�ی مقدار که S′ مجموعه�ی به همچنین ما
است. نشده تعریف باشد |S| < k که حالتͬ در k-تنوع کنید توجه

نقاط مجموعه از p نقطه�ی هر مͬ�کنیم قرارداد ،k از کمتر اعضای با مجموعه�های k-تنوع از اجتناب برای
مقاله ادامه�ی در که S ناتهͬ مجموعه�های همه�ی مͬ�شود باعث کار این کنیم. تͺرار بار k را P ورودی
سادگͬ به باشند. داشته ٠ باشد، k از کمتر نقاط تعداد اگر و خوش�تعریف divk(S) کیفیت آمده�اند،

نمͬ�دهد. تغییر را الͽوریتم حافظه�ی کرانهای کار این که مͬ�فهمیم
،q شده�ی داده کوئری نقطه�ی ازای به مͬ�شود: تعریف صورت این به k-متنوع ͷنزدی همسایه مساله�ی
B(q, r) = p|dist(p, q) 6 r که Sباشد ∈ P∩B(q, r) (١ که: گزارشکنید طوری را S مجموعه�ی

باشد. بیشینه div(S) (٣ |S| = k (٢ است. q مرکز و r شعاع با توپ
در کنیم. تعریف را تقریبͬ k-متنوع ͷنزدی همسایه مساله�ی باید است، تقریبͬ ما الͽوریتم اینͺه دلیل به
(٢ S ⊂ P ∩ B(q, cr) (١ باشیم: داشته α > ١ و c > ١ تقریب ضریب ͷی برای باید حالت این

.div(S) > ١
αdivk(P ∩B(q, r) (٣ |S| = k

پیشنیازها ٣

GMM الͽوریتم ١.٣

کنیم. محاسبه S برای بهینه یkͷ-زیرمجموعه�ی مͬ�خواهیم و داریم را S ⊂ نقاط∆ مجموعه فرضکنید
np-سخت مساله این هرچند شود. بیشینه آنها دوی به دو فاصله�ی که کنیم پیدا نقطه k از مجموعه�ای یعنͬ

دارد. وجود آن برای GMM نام به حریصانه ٢-تقریبͬ ساده�ی الͽوریتم ͷی است،
نسخه این تقریب مͬ�کنیم(اثباتضریب GMMاستفاده تغییریافته�ی کمͬ نسخه�ی ͷی از ما مقاله این در
ورودی عنوان به k پارامتر ͷی و S نقاط مجموعه ͷی الͽوریتم به است). اصلͬ اثبات همان مثل دقیقاً
نقطه�ی تͺراری صورت به سپس مͬ�کند. انتخاب a ∈ S دلخواه نقطه�ی ͷی الͽوریتم ابتدا مͬ�شود. داده
صورت به قدم، هر در دقیقتر، طور به باشد. داشته نقطه k تا مͬ�کند اضافه خروجͬ مجموعه به را بعدی

۴



مͬ�کند. اضافه باشد، بیشینه فعلͬ شده انتخاب نقاط تا فاصله�اش کوتاهترین که نقطه�ای حریصانه
از کمتر ورودی مجموعه�ی اگر که مͬ�شود باعث شوند تͺرار بار k نقاط همه�ی اینͺه تغییر که کنید توجه

باشد. نقاط همه�ی شامل S′ خروجͬ مجموعه�ی باشد، داشته متمایز نقطه k

GMM ١ الͽوریتم

کرد: نمͬ کار کامنت :١
زیرمجموعه اندازه�ی :k نقاط، مجموعه :S ورودی :٢

k اندازه�ی با S از زیرمجموعه�ای :S′ خروجͬ :٣
S′ ← a دلخواه: نقطه�ی ͷی :۴

:k تا ٢ از i ازای به :۵
کند. بیشینه ,minx∈S′dist(pرا x) که کن پیدا p ∈ S − S′ :۶

S′ ← S′ ∪ {p} :٧

برگردان. را S′ :٨

دارد. divk(S) k-تنوع برای ٢ حداکثر تقریب ضریب و است O(k.|S|) الͽوریتم اجرای زمان ١ لم

هسته مجموعه�های ٢.٣

هزینه�ی ،S, S′ ⊂ P نقاط از ای زیرمجموعه هر برای باشد. ͷمتری ͷی (P, dist) فرضکنید ٣ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را k-مرکز

KC(S, S′) = maxp∈Sminp′∈S′dist(p, p′)

با S′ ∈ S زیرمجموعه�ی شده�است، داده S مͬ�شود: تعریف صورت این به ͷمتری k-مرکز مساله�ی
مͬ�دهیم. KCk(S)نشان با را بهینه هزینه�ی این ما کند. کمینه ,KC(Sرا S′) که کنید پیدا k اندازه�ی

یعنͬ: دارد. S k)-مرکز − ١) بهترین هزینه�ی با ͬͺنزدی ارتباط S مجموعه ͷی k-تنوع ٢ لم

KCk−١(S) 6 divk(S) 6 ٢KCk−١(S)

نقطه�ی ͷی را a ∈ S′ همچنین باشد. S بهینه�ی k-زیرمجموعه S′ فرضکنید اول نامساوی برای اثبات.
minp∈S′−dist(b, p) 6 داریم ، b ∈ S − S′ نقطه�ی هر برای سپس .S′− = S′ − a و دلخواه
div(b ∪ S′−) > یعنͬ است، بوده a از بهتری انتخاب b صورت این غیر در minp∈S′−dist(a, p)

است. برقرار نامساوی و ,KC(Sاست S′−) 6 divk(S)پس .div(S′)
باشد. S برای −k)-مرکز ١) از بهینه مجموعه ͷی C = {a١, ..., ak−١} فرضکنید دوم، قسمت برای

که دارند وجود a و p, p′ ∈ S′ لانه�کبوتری، اصل طبق دارد، k اندازه�ی S′ چون سپس

a = argminc∈Cdist(p, c) = argminc∈Cdist(p
′, C)

داریم: مثلث نامساوی طبق درنتیجه و

divk(S) = div(S′) 6 dist(p, p′) 6 dist(p, a) + dist(a, p′) 6 ٢KCk−١(S)

�
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مجموعه�ی ͷی مͬ�کنیم: تعریف β > ١ برای پس باشد. ما ͷمتری (P, dist) کنید فرض ۴ تعریف
زیرمجموعه�ی هر برای که باشد S′ ⊂ S زیرمجموعه�ی هر S ⊂ P نقاط مجموعه برای ،β هسته�ی

KC(S′, F ) > βKC(S, F ). باشیم: داشته F ⊂ P نقطه�ی (k − ١)

l − ͷی ،l صحیح عدد و β 6 ١ هر برای پس باشد. ما ͷمتری (P, dist) کنید فرض ۵ تعریف
زیرمجموعه�ی تعریفمͬ�کنیم: صورت این به را S ⊂ P نقطه�ی مجموعه هر برای robustβ−coreset

-β ͷی S′ − O نقطه، l حداکثر با O ⊂ P دورافتاده�ی نقاط مجموعه هر ازای به که طوری S′ ⊂ S
باشد. S −O مجموعه�هسته�ی

محل به هشینحساس ٣.٣

کردن هش آن اصلͬ ایده�ی است. تقریبͬ ͷنزدی همسایه مسائل حل برای روشͬ محل به حساس هشین
که آنهایͬ از هستند هم به ͷنزدی که نقاطͬ برای برخورد احتمال که است صورتͬ به کوئری نقطه و داده

است. آمده ادامه در آن ریاضͬ تعریف باشد. بیشتر بسیار هستند دور هم از

مͬ�گویند، ,r١)-حساس r٢, p١, p٢) ،(∆, dist) برای Hرا = h : ∆→ U خانواده�ی ͷی ۶ تعریف
باشیم: داشته p, q ∈ ∆ هر برای اگر

باشد. PrH [h(q) = h(p)] > p١ آنͽاه باشد، dist(p, q) 6 r١ اگر •

باشد. PrH [h(q) = h(p)] 6 p٢ آنͽاه باشد، dist(p, q) 6 r٢ اگر •

صدق r١ < r٢ و p١ > p٢ نامساوی�های در باید باشد، مفید محل به حساس خانواده�ی ͷی اینͺه برای
کند.

یعنͬ آنها متناظر آرایه�های و g١, ..., gL هش تابع L الͽوریتم شده، داده LSH خانواده�ی ͷی برای
صورت به hi,j که است gi =< hi,١, ..., hi,K > شͺل به هش تابع هر مͬ�کند. تولید را A١, ..., AL

مͬ�شود ذخیره Aiها از gi(p) سطل ͷی در p نقطه�ی هر سپس مͬ�شود. Hانتخاب از یͺنواخت تصادفͬ
جستجو A١(g١(q)) ∪ ... ∪ AL(gL(q)) در ما ،q کوئری ͷی به پاسخͽویͬ برای .(١ 6 i 6 L)

مͬ�کنیم. بررسͬ را است q کوئری نقطه متناظر که سطل ͷی تنها آرایه هر برای یعنͬ مͬ�کنیم.
توابع برای مشابه نتایج هرچند مͬ�گیریم. نظر در همین فاصله�ی برای را LSH سادگͬ برای مقاله این در

مͬ�کنیم. مرور (١٠) از را زیر لم هستند. اثبات قابل عمومͬ LSH

پس باشد. متناهͬ الفبای هر Σ که p, q ∈ Σd برای باشد همین ͷمتری dist(p, q) کنید فرض ٣ لم
و p١ = ١ − r/d که هستند ,r)-حساس rc, p١, p٢) که H خانواده�ی دارد وجود r, c > ١ هر برای
اضافه با علاوه به است. ρ 6 ١/c داریم آنͽاه ρ = log١/p١

log١/p٢ دهیم قرار اگر همچنین . p٢ = ١− rc/d

.r/d 6 ١/٢ کنیم فرض مͬ�توانیم عدد از قبل صفرهای کردن

A الͽوریتم ۴

LSH پیش�پردازش، زمان در است. LSH الͽوریتم مبنای بر شد، ارائه (١) در بار اولین که A الͽوریتم
Ai[gi(p)] سطل�های در p نقطه هر بعد مͬ�سازد. را A١, ..., AL آرایه�های و g١, ..., gL هش تابع L
مͬ�کند GMMاستفاده از الͽوریتم Ai آرایه هر برای علاوه به .i = ١..L همه�ی ازای (به مͬ�شود ذخیره

۶



این مͬ�کند. ′Aذخیره
i متناظر سطل در را آن و کند پیدا سطل هر برای بهینه k-زیرمجموعه از ٢-تقریبͬ تا

است. سطل نقاط برای هسته ١/٣ ͷی زیرمجموعه
Qرا = A′

١(g١(q))∪ ...∪A′
L(gL(q)) سطل�ها اجتماع الͽوریتم است، شده داده q کوئری نقطه ͷی

حذف را است) cr از بیشتر q تا فاصله�شان که نقاطͬ (یعنͬ دورافتاده نقاط همه�ی آن از بعد و حسابمͬ�کند
Q k-زیرمجموعه�ی بهینه�ی تقریباً جواب و مͬ�کند Qاجرا روی GMMرا الͽوریتم آخر گام در مͬ�کند.

برمͬ�گرداند. را
مͬ�پردازیم. الͽوریتم درستͬ تحلیل به بعد بخش در و آمده�اند ادامه در کدها شبه

پیش�پردازش ٢ الͽوریتم

k نقاط، مجموعه :P هش، تابع L مجموعه�ی :G = {g١, ..., gL} ورودی: :١
A′ = {A′

١, ..., A
′
L} خروجͬ: :٢

:p ∈ P نقاط همه ازای به :٣
:gi ∈ Gهش توابع همه�ی ازای به :۴

کن. اضافه Ai[gi(p)] سطل به را p نقطه�ی :۵

:Ai ∈ A ازای به :۶
:j = ١→ size(Ai) ازای به :٧

دار. نͽه سطل هر رادر k-متنوع تقریب نقاط فقط کامنت: :٨
A′

i[j] = GMM(Ai[j], k) :٩

کوئری پردازش ٣ الͽوریتم

k کوئری، نقطه :q ورودی کامنت: :١
k-متنوع نقاط مجموعه :Q خروجͬ :٢

Q← ∅ :٣
:i = ١→ L ازای به :۴

Q← Q ∪A′
i[gi(q)] :۵

:q ∈ Q همه�ی ازای به :۶
:dist(p, q) > cr اگر :٧

است. دورافتاده نقطه این چون کامنت: کن. حذف Q از را p :٨

Q← GMM(Q, k) :٩
برگردان. را Q :١٠

تحلیل ١.۴

با که طوری مͬ�آوریم، دست به ρ 6 ١/c و nحسب بر Kرا و L پارامترهای مقادیر ابتدا قسمت، این در
است hi,j هش توابع Kتعداد و رفته کار به هش توابع کل تعداد L اینجا کند. کار الͽوریتم ثابت احتمال
متنوع�ترین k به سطل�ها اندازه�ی کردن محدود دهیم نشان باید ما همچنین شده�است. استفاده gi در که

مͬ�کنیم. بحث ادامه در را موضوع این است. کارآمد خوب تقریب آوردن دست به برای ،A′ در نقطه

٧



hi,j ∈ که دارند وجود gi =< hi,١, ..., hi,K > شͺل به g١, ..., gL هش توابع ،c > ٢ ازای به ۴ لم
L = (log(۴k)/p١)١/(١−p)× دادن قرار با که طوری تعریفشده�اند، ٣ لم در p٢ و p١ Hو Hاستکه

دهند: رخ ثابت احتمال با زیر پیشامد Kدو =
⌈
log١/p٢(۴nL)

⌉
و (۴n)ρ/(١−ρ)

P ∩ برای بهینه (k-زیرمجموعه بهینه جواب Q∗ که ∀p ∈ Q∗ : ∃i, s.t., p ∈ Ai[gi(q)] •
است. B(q, r)

هش، توابع تمام ازای به دورافتاده�ای داده�ی هیچ یعنͬ ∀p ∈ ∪iAi[gi(q)] : dist(p, q) 6 cr •
نباشد. مͬ�شوند، هش q شامل سطل به که نقاطͬ بین

است. آمده Aپیوست در آن اثبات

استفاده الͽوریتم این توسط که فضایͬ کل هشمͬ�شود؛ هش، تابع هر در بار ͷی نقطه هر چون ١ قضیه�ی
است: انقدر حداکثر مͬ�شود

nL = n(log(۴k)/p١(۴n)ρ)١/(١−ρ) = O((
nlogk

١− r/d
)

١
١−ρ ) = O((nlogk)١+

١
c−١ )

کرده�ایم. استفاده است، c > ٢, ρ 6 ١/c, r/d 6 ١/٢ که حقیقت این از آن آوردن دست به برای که
داریم. نیاز نقاط ذخیره�ی برای فضا O(nd) به همچنین

است. O(((logn)/r + k٢).(logk)
c

c−١ .n
١

c−١ d) کوئری زمان ٢ قضیه�ی

O(K) کدام هر که است هش محاسبه�ی O(L) حداکثر کوئری هر برای الͽوریتم کوئری زمان اثبات.
مͬ�گیرد: زمان

O(KL) = O((log١/p٢(۴nL)).L) = O(
logn

log(١/p٢)
L)

= O(
d

r
logn.(

logk

١− r/d
)

c
c−١ .n

١
c−١

)

= O(
d

r
(logk)

c
c−١n

١
c−١

logn)

کرده�ایم. استفاده logp٢ ≈ ١− p٢ =
cr
d , c > ٢, r/d 6 ١/٢ تقریب از آن آوردن دست به برای که

زمان که کنیم اجرا نقطه kL ١ متوسط برای حداقل را GMM الͽوریتم است لازم آخر، قدم در همچنین
دارد: لازم را زیر

O(k٢Ld) = O(k٢.(logk/p١(۴n)ρ)
١

(١−ρ) d)

= O(k٢(logk)
c

c−١ .n
١

c−١ d)

�

مͬ�کند. محاسبه S برای ١/٣-هسته ͷی GMM(S, k) ۵ لم
expectation١

٨



زیرمجموعه�ی هر حالا بنامیم. S′ را GMM توسط شده محاسبه نقطه k مجموعه کنید فرض اثبات.
نزدی�ͷترین که دارند وجود a, b ∈ S′ کبوتری لانه اصل طبق بردارید. Fرا ⊂ P نقاط از عضوی (k−١)

که: باشد داشته وجود c ∈ F یعنͬ باشد؛ یͺسان F در آنها به نقطه

c = argminf∈F dist(a, f) = argminf∈F dist(b, f)

داریم: مثلث نامساوی طبق نتیجه در

div(S′) 6 dist(a, b) 6 dist(a, c) + dist(b, c) 6 ٢KC(S′, F )

نزدی�ͷترین را f و فرضکنید s به S′ اعضای از نقطه نزدی�ͷترین را s′ و بردارید را s ∈ S نقطه�ی هر حالا
شده GMMاضافه الͽوریتم آخر قدم در که باشد نقطه�ای a ∈ S′ فرضکنید همچنین .s′ به F از نقطه

داریم: GMM حریصانه�ی انتخاب و a و s′ تعریف طبق پس است.

dist(s, s′) 6 minp∈S′\{a}dist(p, s) 6 minp∈S′\{a}dist(p, a) 6 div(S′)

مثلث: نامساوی طبق بنابرین

dist(s, f) 6 dist(s, s′) + dist(s′, f) 6 div(S′) +KC(S′, F ) 6 ٣KC(S′, F )

KC(S, F ) 6 ٣KC(S′, F ) بͽیریم نتیجه مͬ�توانیم است، برقرار s ∈ S هر برای این که آنجایͬ از
� مͬ�شود. نتیجه حͺم اینجا از که

Ti = کنید فرض همچنین .S = ∪iSi و باشند P از زیرمجموعه�هایͬ S١, ..., Sm کنید فرض ۶ لم
GMM الͽوریتم اجرای با که باشد Si برای بهینه k-زیرمجموعه برای ٢-تقریب ͷی GMM(Si, k)

T ′ = GMM(T, k) کنید فرض و T = ∪iTi کنید تعریف همچنین است. آمده دست به Si روی
div(T ′) > ١

۶divk(S) داریم: صورت این در باشد. T بهینه�ی k-زیرمجموعه برای ٢-تقریب ͷی

باشد نقطه�ای آخرین a ∈ T ′ فرضکنید همچنین باشد. S بهینه�ی k-زیرمجموعه S′ فرضکنید اثبات.
کبوتری لانه اصل طبق .T ′− = T ′ \a دهید قرار و است شده ,GMM(Tاضافه k) الͽوریتم توسط که

که: دارند وجود c ∈ T ′− و p, p′ ∈ S′

c = argmint∈T ′−dist(t, p) = argmint∈T ′−dist(t, p
′)

است، S برای β-هسته ͷی Si β-هسته�های اجتماع که حقیقت این و ۵ لم مثلث، نامساوی طبق پس
داریم:

divk(S) = div(S′) 6 dist(p, p′) 6 dist(p, c) + dist(p′, c)

6 ٢KC(S, T ′−) 6 ۶KC(T, T ′−)

داریم: b ∈ T هر برای چون و

mint∈T ′−dist(t, b) 6 mint∈T ′−dist(t, a) 6 div(T ′)

� مͬ�شود. اثبات لم ,KC(Tو T ′−) 6 div(T ′) نتیجه در

است. ۶ الͽوریتم این توسط آمده دست به تقریب ضریب ثابت، احتمال با نتیجه: ٣ قضیه�ی

٩



T = و Ti = A′
i[gi(q)] فرضکنید همچنین Sباشد. = ∪iSi Siو = Ai[gi(q)] فرضکنید اثبات.

T ′ = GMM(T, k) و کنید تعریف P ∩B(q, r) بهینه�ی k-زیرمجموعه ∗Qرا علاوه به باشد. ∪iTi

پس است. Q ⊂ B(q, cr) که است بدیهͬ الͽوریتم، توضیح از کنید. فرض خروجͬ مجموعه را Q و
است. تنوع کنیم ثابت باید که چیزی تنها

هستند: برقرار زیر گزاره�ی دو ثابت احتمال با ،۴ قضیه طبق

اجرا q روی را ٣ الͽوریتم وقتͬ مͬ�دهد نشان که T ⊂ B(q, cr) داریم بنابرین S ⊂ B(q, cr) •
مجموعه روی ١٠ خط GMMدر الͽوریتم نیست، دورافتاده�ای داده هیچ شامل T چون مͬ�کنیم،

.Q = T ′ بنابرین و مͬ�شود فراخوانͬ T

divk(S) > divk(Q∗) = div(Q∗) داریم پس Q∗ ⊂ S •

داریم: ۶ لم طبق پس

div(Q) > ١
۶
divk(S) >

١
۶
div(Q∗)

�

B الͽوریتم ۵

دارد. ثابت تقریب ضریب که مͬ�کنیم تحلیل و معرفͬ را A الͽوریتم تغییریافته�ی نسخه�ی قسمت، این در
آرایه�ی سطل هر برای مͬ�توانیم پس است. l حداکثر سطل هر در دورافتاده نقاط تعداد مͬ�دانیم فرضکنید
نشان ۴ الͽوریتم در ابتدا کنیم. ′Aذخیره آرایه در مربوطه سطل در l− robust١/٣− coresetͷی ،A
پیدا را β − coresetͷی چطور بدانیم اگر کنیم پیدا را l − robustβ − coresetͷی چطور مͬ�دهیم
بیاورد. دست به β− corsest تا مͬ�کند پوست را هسته مجموعه�های که است (٣) الͽوریتم این کنیم.

دورافتاده داده و هسته ۴ الͽوریتم

نقاط مجموعه :S ورودی کامنت: :١
است. S برای (l, β)− coresetͷی که آرایه�ای :S′ خروجͬ :٢

S′ ← ∅ :٣
:i = ١→ (l + ١) ازای به :۴

Ri ← β − coreset(S) :۵
کن. اضافه S′ انتهای به را Ri :۶

S ← S \Ri :٧

برگردان. را S′ :٨

S′ نقطه�ی (kj) مجموعه�ی S′
j و باشد دورافتاده داده�های از زیرمجموعه ͷی O ⊂ P کنید فرض ٧ لم

که ٠ 6 j 6 l هر برای صورت این در باشد. آمده دست به الͽوریتم مرحله j-امین از بعد S′ که باشد
است. S \O برای β-هسته ͷی S′

j+١ \O کند، صدق |Sij+١ ∩O| 6 j شرط در
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بین در F از نقطه دورترین q و باشد نقطه (k − ١) از زیرمجموعه�ای هر F ⊂ P کنید فرض اثبات.
یعنͬ: باشد، (S \O) اعضای

q = argmaxp∈S\Ominf∈F dist(p, F )

KC(S, F ) = چون است برقرار لم آنͽاه باشد، Ri در نقطه�ای q اگر ،i 6 (j + ١) هر ازای به حالا
هر است، نشده انتخاب اول گام (j + ١( از ͷی هیچ در q چون صورت این غیر در . KC(S′

j+١, F )
بین از .KC({ri}, F ) > βKC({q}, F ) که هستند ri شامل (i 6 (j + ١) (برای ها Ri از کدام
� .KC(S′

j+١ \O,F ) > βKC(S \O,F پس( Oنیست، در آنها از ͬͺی حداقل ،ri j+١ این

مͬ�کند. محاسبه S برای هسته (l, β)ͷی درستͬ به ۴ الͽوریتم نتیجه: ۴ قضیه�ی

برای ٧ لم شرایط باشد، |O| 6 l که دورافتاده نقاط از O ⊂ P مجموعه�ی هر برای کنید فرض اثبات.
درستͬ به را l−robustβ−coresetͷی برمͬ�گرداند، را جواب الͽوریتم وقتͬ پس است. برقرار j = l
� کرده�است. محاسبه

است کافͬ مͬ�کند، پیدا S برای k اندازه�ی با ١/٣-هسته ͷیGMM(S, k) که مͬ�دانیم ،۵ لم طبق چون
با l − robust١/٣− coresetͷی به تا کنیم جایͽزین R← GMM(S, k) با را ۴ الͽوریتم ٣ خط

برسیم. S مجموعه برای k(l + ١) اندازه�ی
ͷی A′

i از سطل هر که است این مͬ�دهیم انجام A الͽوریتم پیش�پردازش قسمت در که تغییری تنها پس
صورت این به ٢ الͽوریتم ٨ خط پس مͬ�دارد. نͽه را Ai متناظر سطل از l − robust١/٣− coreset

. A′
i[j] = (l, β)− coreset(Ai[j], l = ٣L, β = ١/٣) مͬ�کند: تغییر

سعͬ الͽوریتم ،q متناظر که سطل هر برای است. شده داده نشان ۵ الͽوریتم در پیش�پردازشکوئری کد شبه
از A′

i[gi(q)] اول عضو k(l + ١) در دورافتاده داده�های تعداد که کند پیدا را l مقدار کوچͺترین مͬ�کند
دورافتاده�ی غیر نقاط از تقریبͬ بهینه زیرمجموعه k و مͬ�کند اضافه T به را نقاط این سپس نشود. بیشتر l

برمͬ�گرداند. را T
دانستن با شود. پیاده�سازی کارا صورت به مͬ�تواند ۵ الͽوریتم (١١ تا ۴ (خط داخلͬ حلقه که کنید توجه
یا هستند دورافتاده U j+١

i در که شوند ͷچ باید که هستند دیͽر عضو k تنها ،U j
i دورافتاده�ی نقاط تعداد

داخلͬ حلقه�ی کل پس نه. یا هست دورافتاده که شود ͷچ O(d) زمان در مͬ�تواند نقطه هر همچنین نه.
مͬ�خواهد. زمان O(klid)

تحلیل ١.۵

LSH اصلͬ الͽوریتم اثبات شبیه خیلͬ آن اثبات مͬ�کنیم. بیان است ۴ قضیه شبیه که را زیر قضیه ابتدا
است. شده حذف دلیل همین به و است شده داده (١٠) در که است

برای که hi,j ∈ H که دارند وجود gi =< hi,١, ..., hi,k > شͺل به g١, ..., gL هش توابع ۵ قضیه�ی
دست Kبه =

⌈
log١/p٢n

⌉
و L = log(۴k)× nρ/p١ دادن قرار با ٣ قضیه طبق p٢ و p١ Hمقادیر

مͬ�دهند: رخ زیر رویداد دو ثابت احتمال با مͬ�آیند.

P ∩ بهینه�ی (k-زیرمجموعه است بهینه جواب Q∗ که ∀pQ∗ : ∃i, s.t., p ∈ Ai[gi(q)] •
(B(q, r)
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کوئری پردازش ۵ الͽوریتم

ورودی نقطه q ورودی: کامنت: :١
k-متنوع نقاط مجموعه�ی :Q خروجͬ: :٢

T ← ∅ :٣
O ← دورافتاده نقاط مجموعه :۴

:i = ١← L ازای به :۵
:l = ٠← ٣L ازای به :۶

U l+١
i = A′

i[gi(q)] از اول نقطه�ی k(l + ١) :٧
: |U l+١

i ∩O| 6 l اگر :٨
li ← l :٩

Ti ← U l+١
i :١٠

شو. خارج شرط از :١١

T ← T ∪ Ti :١٢
Q← GMM(T \O, k) :١٣

برگردان. را Q :١۴

هش نقاط بین از دورافتاده نقاط تعداد یعنͬ |{p ∈ ∪iAi[gi(q)] : dist(p, q) > cr}|le٣L •
است. ٣L حداکثر شده، هش آن به q که سطلͬ به شده

زیرمجموعه�ی A′
i سطل هر و مͬ�شود هش بار ͷی هش تابع هر در نقطه�ای هر چون نتیجه: ۶ قضیه�ی

است: انقدر حداکثر الͽوریتم برای نیاز مورد فضای کل است، Ai سطل متناظر

nL = nlog(۴k).nρ/p١ = O(logk.n١+١/c)

فضا O(nd) ما همچنین است. p١ = ١− r/d > ١/٢ و است ρle١/c که است این آن درستͬ دلیل
داریم. نیاز نقاط نͽهداری برای

است. ۶ الͽوریتم تقریب ضریب ثابت احتمال با ٧ قضیه�ی

مͬ�کنیم: شروع است لازم اثبات برای که نمادها از مجموعه�ای با ابتدا ما اثبات.

Si = A[gi(q)], S = ∪iSi •

ثابت احتمال با مͬ�دانیم .O = S \B(q, cr) یعنͬ باشد، دورافتاده نقاط Oمجموعه فرضکنید •
|O| 6 ٣L

باشد. S \O برای بهینه k-زیرمجموعه S′ کنید فرض •

الͽوریتم خروجͬ چون کنید (توجه باشد. Ui اول عضو jk مجموعه�ی U j
i و Ui = A′

i[gi(q)] •
شده انتخاب طوری li که مͬ�کنیم تعریف Ti = U

(li+١)
i دارند.) ترتیب آن اعضای است، آرایه ۴

الͽوریتم در Ti متغیر دقیقاً این . |U
(l′i+١)
i ∩O| > l′i داریم و است l′i < li هر ازای به که است

دهید. قرار T = ∪iTi علاوه به است. ۵
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Q = یعنͬ الͽوریتم خروجͬ را Q و کنید تعریف P ∩B(q, r) بهینه�ی k-زیرمجموعه�ی را Q∗ •
GMM الͽوریتم آخر مرحله�ی در شده اضافه نقطه�ی a ∈ Q فرضکنید .GMM(T \O, k)

مͬ�کنیم. تعریف Q− = Q \ {a} باشد.

Q∗ ⊂ S داریم ثابت احتمال با ،١ قضیه طبق همچنین .Q ⊂ B(q, cr)است بدیهͬ الͽوریتم توضیح از
پس divk(Q) = div(Q∗) 6 divk(S \O) داریم: پس نیست. بیشتر ٣L از دورافتاده نقاط تعداد و

. div(Q) > divk(S \O)/۶ = div(S′)/۶ کنیم: ثابت است کافͬ شرایط این با
که دارند وجود p, p′ ∈ S′ نقاط پس |Q − | = k − ١ و |S′| = k چون کبوتری، لانه اصل طبق
KC({p}, Q−) = که دارد وجود c ∈ Q− یعنͬ است. یͺسان Q− در آنها به نقطه نزدی�ͷترین

داریم: مثلث نامساوی طبق پس .KC({p′}, Q−) = dist(p′, c) و dist(p, c)

div(S′) 6 dist(p, p′) 6 dist(p, c) + dist(p′, c) 6 ٢KC(S \O,Q−)

برای هسته ١/٣ ͷی T \ O آنها اجتماع پس است، Si \ O برای ١/٣-هسته ͷی Ti \ O ،٧ لم طبق
داریم: پس است؛ S \O

KC(S \O,Q−) 6 ٣KC(T \O,Q−)

هر برای پس است. شده انتخاب GMM(T \ O, k) الͽوریتم مرحله�ی آخرین در a کنید توجه حالا
از نزدی�ͷتر Q− به bپس است، نشده انتخاب GMM توسط نقطه این چون b ∈ (T \O) \Q نقطه

یعنͬ ,KC({b}این Q−) 6 KC({a}, Q−) باشیم: داشته باید یعنͬ است؛ a

KC(T \O,Q−) 6 KC({a}, Q−) 6 div(Q)

� مͬ�شود. نتیجه حͺم قبل نامساوی سه از

است. O((k٢ + logn
r )d.logk.n١/c) کوئری زمان ثابت احتمال با ٨ لم

هش تابع O(L) محاسبه اول قسمت دارد. قسمت سه کوئری هر ازای به الͽوریتم کوئری زمان اثبات.
مͬ�برد. زمان O(K) که است

O(KL) = O((log١/p٢n).L) = O(
d

r
logn.

logk

١− r/d
.n١/c) = O(logk.n١/c.logn.

d

r
)

دومین است. شده استفاده logp٢ ≈ ١− p٢ = cr
d , c > ١, r/d 6 ١/٢ تقریب از آن اثبات برای که

حداکثر دورافتاده نقاط کل تعداد ثابت احتمال با که است ۵ الͽوریتم گام آخرین به مربوط زمان، قسمت
پس .|T | 6 ٣L یعنͬ کنیم، اجرا نقطه O(kL) حداکثر برای را GMM الͽوریتم باید پس است. ٣L

مͬ�برد: را زیر زمان GMM

O(k٢Ld) = O(d.k٢logk.n١/c)

که طور همان ،۵ الͽوریتم (١١ تا ۴ (خطوط داخلͬ حلقه زمان الͽوریتم)، زمان سوم (قسمت نهایت در
زمان کل پس باشد. O(klid) مͬ�گیرد که زمانͬ کل که شود پیاده�سازی طوری مͬ�تواند شد گفته هم قبلا́
� است. O(kdΣili) = O(kLd) حلقه اجرای
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