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١
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

محدود کلمه) (طول می شود داده اختصاص عدد هر ذخیره ی برای که حافظه ای مقدار کامپیوترها در •
هستند. کامپیوتر در ذخیره قابل حقیقی اعداد از محدودی تعداد همواره دلیل همین به است.

ثابت: ممیز سیستم
قبل ارقام نگهداری برای آن مکان n آنگاه باشد، ℓ کامپیوتر کلمه ی طول اگر نمایش سیستم این در
در مثبت) یا (منفی علامت برای مکان ١ و ممیز از بعد ارقام نگهداری برای آن مکان m ممیز، از

.ℓ = m+ n+ ١ که می شود گرفته نظر

F٠ =
{
± (an−١an−٢ . . . a١a٠٫ b١b٢ . . . bm)β | aj , bj ∈ {٠, ١, . . . , β − ١}

}
علامت برای ١ رقم و مثبت علامت برای ٠ رقم که می شود پر ١ و ٠ ارقام از یکی با علامت مکان
−(١٠١٫٠١)٢ = −۵٫٢۵ عدد آنگاه ،β = ٢,m = ٢, n = ٣ اگر مثلا می رود. کار به منفی

می شود: داده نمایش زیر صورت به

١
↑

علامت

١٠١
↑

صحیح بخش

٠١
↑

کسری بخش
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قبل ارقام نگهداری برای آن مکان n آن در که β مبنای با ثابت ممیز نمایش سیستم یک در قضیه:
در مثبت) یا (منفی علامت برای مکان ١ و ممیز از بعد ارقام نگهداری برای آن مکان m ممیز، از

می شود: گرفته نظر

٢βm+n؛ − ١ از است عبارت نمایش قابل حقیقی اعداد تعداد الف)

βn؛ − β−m با است برابر نمایش قابل مثبت عدد بزرگترین ب)

.β−m با است برابر نمایش قابل مثبت عدد کوچکترین ج)

اثبات:

نیز را مکان ها دیگر از یک هر و ٢ با است برابر علامت مکان کردن پر حالت های تعداد الف)
اصل طبق ست، m+ n مکان ها این تعداد چون که کرد پر β − ١ تا ٠ رقم β از یکی با می توان
صفر عدد نمایش دو هر −٠ و +٠ طرفی از است. امکان پذیر حالت βm+n به کار این ضرب

.٢βm+n − ١ از است عبارت سیستم این در نمایش قابل اعداد تمام تعداد نتیجه در هستند.
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می دهیم قرار و باشد سیستم این در نمایش قابل مثبت عدد بزرگترین xmax می کنیم فرض ب)
صورت این در .z = β − ١

xmax = +(zz . . . z︸ ︷︷ ︸
مرتبه n

٫ zz . . . z︸ ︷︷ ︸
مرتبه m

)β =

n∑
i=−m

zβi =

n∑
i=−m

(β − ١)βi

=
n∑

i=−m

(βi+١ − βi) = βn − β−m.

بنابراین باشد. سیستم این در نمایش قابل مثبت عدد کوچکترین xmin می کنیم فرض ج)

xmin = +(٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه n

٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−١

١)β = β−m.

فواصل با اعداد تمام که معنی این به است. یکنواخت ثابت ممیز نمایش سیستم در اعداد توزیع •
است. β−m با برابر متوالی عدد دو هر فاصله ی دارند. قرار [−xmax, xmax] بازه ی در یکسان
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است: زیر صورت به β مبنای در A مانند دلخواه حقیقی عدد یک شناور ممیز نمایش تعریف:

A = ±a× βe.

عددی e و می گویند مانتیس آن به که است β مبنای در یک و صفر بین عددی a فوق، نمایش در
می شود. گفته نما آن به که است β مبنای در صحیح

اعداد از یک هر مثلا باشد. داشته متفاوتی شناور ممیز نمایش های است ممکن حقیقی عدد یک •

(٠٫١)β × β١, (٠٫٠١)β × β٢, (٠٫٠٠١)β × β٣

هستند. β مبنای در ١ عدد شناور ممیز نمایش 

باشد)، صفر مانتیس که حالتی در (مگر باشد صفر مخالف مانتیس در ممیز از پس رقم اولین اگر •
نرمال شناور ممیز نمایش آن به که داشت خواهد یکتایی شناور ممیز نمایش حقیقی عدد هر آنگاه

می شود. گفته
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نرمال: شناور ممیز سیستم
نما، ارقام نگهداری برای آن مکان n آنگاه باشد، ℓ کامپیوتر کلمه ی طول اگر نمایش سیستم این در
علامت برای مکان ١ و مانتیس علامت برای مکان ١ مانتیس، ارقام نگهداری برای آن مکان m

.ℓ = m+ n+ ٢ که می شود گرفته نظر در نما

F =
{
± (٠٫ b١b٢ . . . bm)β × β±(e١e٢...en)β | bi, ej ∈ {٠, ١, . . . , β − ١}, b١ ̸= ٠

}
∪ {٠}

برای ٠ رقم که می شوند پر ١ و ٠ رقم دو از یکی با علامت مکان های نیز نمایش سیستم این در
آنگاه ،β = ٢,m = ٣, n = ٢ اگر مثلا می رود. به کار منفی علامت برای ١ رقم و مثبت علامت

می شود: داده نمایش زیر صورت به −(٠٫١١٠)٢ × ٢(٠١)−٢ = −٠٫٣٧۵ عدد

١ ١١٠ ١ ٠١

سمت در که (آن هایی مانتیس ارقام بعدی رقم سه مانتیس، علامت چپ از رقم اولین بالا نمایش در
مشخص را نما ارقام آخر رقم دو و نما علامت بعدی رقم دارند)، قرار دودویی نمایش در ممیز راست

می کنند.
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نگهداری برای آن مکان n آن در که β مبنای با نرمال شناور ممیز نمایش سیستم یک در قضیه:
یا (منفی نما و مانتیس علامت های برای مکان ٢ و مانتیس ارقام نگهداری برای آن مکان m نما،

می شود: گرفته نظر در مثبت)

β)٢؛ − ١)βm−٢)١βn − ١) + ١ از است عبارت نمایش قابل حقیقی اعداد تعداد الف)

١)؛ − β−m)ββn−١ با است برابر نمایش قابل مثبت عدد بزرگترین ب)

.β−βn

با است برابر نمایش قابل مثبت عدد کوچکترین ج)
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الف) اثبات:

باشد منفی یا مثبت می تواند مانتیس علامت می شماریم. را ممکن مانتیس های تعداد ابتدا •
رقم اولین است، شده نرمال سیستم، این در نمایش قابل ناصفر عدد هر که آن جا از (٢حالت).
β − ١) است β − ١ تا ١ ارقام از یکی مانتیس رقم اولین پس باشد. صفر نمی تواند مانتیس
مجموع (در کنند اختیار را β − ١ تا ٠ رقم های از یک هر می توانند مانتیس ارقام سایر حالت).

.٢(β − ١)βm−١ با برابر ممکن مانتیس های تعداد ضرب، اصل طبق بنابراین حالت). βm−١

و (٢حالت) باشد منفی یا مثبت می تواند نما علامت می شماریم. را ممکن نماهای تعداد حال •
حالت). βn مجموع (در کنند اختیار را β − ١ تا ٠ رقم β از یکی می توانند نما ارقام از یک هر
با برابر ممکن نما های تعداد نتیجه در هستند. صفر عدد نمایش دو هر −٠ و +٠ نما در طرفی از

است. ٢βn − ١

از است عبارت سیستم این در نمایش قابل ناصفر اعداد تمام تعداد بالا قسمت دو به توجه با •
حاصل مطلوب نتیجه ی تعداد، این به صفر عدد افزودن با حال .٢(β − ١)βm−٢)١βn − ١)

می شود.
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می دهیم قرار و باشد سیستم این در نمایش قابل مثبت عدد بزرگترین xmax می کنیم فرض ب)
صورت این در .z = β − ١

xmax = +(٠٫ zz . . . z︸ ︷︷ ︸
مرتبه m

)β × β

+(zz . . . z︸ ︷︷ ︸
مرتبه n

)β

=

( −١∑
i=−m

zβi

)
× β(

∑n−١
i=٠ zβi)

= (١ − β−m)ββn−١.

بنابراین باشد. سیستم این در نمایش قابل مثبت عدد کوچکترین xmin می کنیم فرض ج)

xmin = +(٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−١

)β × β

−(zz . . . z︸ ︷︷ ︸
مرتبه n

)β

= β−١ × β−(βn−١) = β−βn

.
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یک ،x ∈ F اگر حقیقت در نیست. یکنواخت نرمال شناور ممیز نمایش سیستم در اعداد توزیع •
که آن از بعد بلافاصله بزرگ تر عدد باشد، (٠٫ b١b٢ . . . bm)β × βe نمایش دارای و مثبت عدد

نمایش دارای می شود، داده نشان x+ با

x+ = (٠٫ b١b٢ . . . bm + ٠٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
m−١

١)β × βe

با است برابر x+ و x متوالی نمایش قابل عدد دو بین فاصله ی بنابراین است.

(٠٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
m−١

١)β × βe = β−m × βe = βe−m.

شد. خواهد بیشتر اعداد بین فاصله ی نما، افزایش با یعنی است، وابسته نما به به وضوح فاصله این
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متناهی تعدادی تنها می کند، استفاده اعداد نمایش سیستم یک از که محاسباتی ماشین یک در •
اعداد به و ماشینی اعداد ماشین، در نمایش قابل اعداد به داد. نمایش می توان را حقیقی اعداد از

می گویند. غیرماشینی اعداد ماشین، در نمایش قابل غیر

نمایش آن گاه |x| > xmax باشیم داشته x حقیقی عدد برای نمایش سیستم یک در اگر تعریف:
می شود. گفته سرریزی پدیده ی اصطلاحاً حالتی چنین به نیست. امکان پذیر سیستم این در x

خطا پیغام یک دادن با ماشین توسط عملیات انجام ماشین، یک در سرریزی پدیده ی دادن رخ با •
رخ بالا از نما بودن محدود علت به شناور ممیز نمایش سیستم در سرریزی پدیده ی می شود. متوقف

می دهد.

آن گاه ٠ < |x| < xmin باشیم داشته x حقیقی عدد برای نمایش سیستم یک در اگر تعریف:
می شود. گفته زیرریزی پدیده ی اصطلاحاً حالتی چنین به نیست. امکان پذیر سیستم این در x نمایش

پدیده ی می شود. گرفته نظر در صفر با برابر x مقدار ماشین، یک در زیرریزی پدیده ی دادن رخ با •
می دهد. رخ پایین از نمـا بودن محدود علت به شناور ممیز نمایش سیستم در زیرریزی
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ماشینی: کردن روند
می گیرد. صورت ماشینی عددهای کمک به ماشین، توسط محاسبه نتیجه ی اعلام و محاسبات فرآیند
زیرمجموعه ای تنها ماشینی اعداد مجموعه ی که می شود سبب مانتیس ارقام تعداد در محدودیت اما
در بنابراین باشند. Ω = [−xmax, xmax] بازه ی به متعلق مختوم گویای اعداد از متناهی
این از ندارد. وجود حقیقی عددهای از بسیاری نمایش و نگهداری امکان محاسباتی ماشین های
تقریب روی بر محاسبات فرآیند و می شوند زده تقریب ماشینی اعداد با ماشینی غیر عددهای رو،

می گیرد. صورت آن ها

ماشینی اعداد مجموعه ی A که x ∈ Ω−A و ندهند رخ زیرریز یا سرریز حالت های که کنید فرض
عدد یک با را x عدد fl : Ω → A نمایش ساز نگاشت تعریف با می توان این صورت در است.

می نامیم. کردن روند را fl نگاشت عمل نمود. نمایش قابل را x اصطلاحاً و زد تقریب ماشینی

تعریف نیز ماشینی اعداد برای fl نگاشت یعنی است، Ω با برابر fl نگاشت دامنه ی که کنید توجه •
داریم حقیقت در می شود.

x ∈ A ⇐⇒ fl(x) = x.
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کردن: گرد و بریدن

کردن روند از عبارتند متداول تعریف دو می شود. تعریف مختلفی شکل های به fl نگاشت ضابطه ی
به ترتیب x− و x+ و x ∈ Ω−A کنید فرض کردن. گرد و کردن) قطع یا (بریدن صفر سمت به

باشند. x از کوچک تر و بزرگ تر ماشینی اعداد نزدیک ترین نشان دهنده ی

به آن حرکت راه سر بر که ماشینی عدد اولین با x کردن)، (قطع صفر سمت به کردن روند در •
باشد نگاشت این نشان دهنده ی flc اگر دیگر، عبارت به می شود. زده تقریب دارد قرار صفر سمت

داریم:

flc(x) =

{
x+ x < ٠,
x− x > ٠.
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زده تقریب خود مجاور ماشینی عدد نزدیک ترین با x کردن)، (گرد نزدیکترین به کردن روند در •
داریم: دهیم، نشان flr با را نگاشت این اگر می شود.

flr(x) =


x− x < x∗,

x+ x > x∗,

x+ or x− x = x∗,

.x∗ = (x− + x+)/٢ آن در که

واقع x− و x+ بین دقیقاً x یعنی ،x = x∗ چنانچه روش این در می کنید ملاحظه که همان طور •
از حالت این در معمولا اما داد. انجام پایین به یا بالا به را کردن گرد دلخواه به می توان باشد، شده
آخرین که x− و x+ اعداد از یک هر که ترتیب این به می شود. استفاده زوج» به کردن «گرد قرارداد

می شود. انتخاب x تقریب عنوان به باشد، زوج آن مانتیس راست سمت رقم
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است! بهتر کردن گرد

بگیرید: نظر در اعداد نمایش برای را زیر نرمال شناور ممیز سیستم

F =
{
± (٠٫ b١b٢ . . . bm)β × βe | bi ∈ {٠, ١, . . . , β − ١}, b١ ̸= ٠, L ≤ e ≤ U

}
∪ {٠}

نرمال شناور ممیز نمایش با ماشینی غیر و حقیقی عددی x اگر

x = (٠٫ b١b٢ . . . bmbm+١ . . . )β × βe

آنگاه باشد،

|x− flc(x)| = (٠٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m

bm+١ . . . )β × βe ≤ (٠٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−١

١)β × βe = βe−m

|x− flr(x)| ≤
١
٢
(x+ − x−) =

١
٢
βe−m.
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خطای برای را زیر بالای کران های ،x > (٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−١

)β × βe = βe−١ اینکه به توجه با •

داشت: خواهیم flr(x) و flc(x) نسبی

|x− flc(x)|
|x|

≤ βe−m

βe−١ = β١−m

|x− flr(x)|
|x|

≤ ١
٢
βe−m

βe−١ =
١
٢
β١−m.

و ندارد بستگی (نما) عدد اندازه ی به نسبی خطای بالای کران می کنید، ملاحظه که همان طور •

متوالی عدد دو فاصله ی اگرچه شناور، ممیز سیستم در بنابراین است. وابسته مانتیس ارقام به تنها
شمار به شناور ممیز اعداد برای مزیت یک این ندارد. نسبی خطای در تأثیری اما است زیاد بزرگ،

می رود.
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نمایش سیستم یک در آن از پس بلافاصله شناور ممیز عدد و یک عدد بین فاصله ی به تعریف:
به توجه با می دهیم. نشان eps یا ϵM نماد با را آن و می گوییم ماشین اپسیلون نرمال شناور ممیز

داریم می شود، داده نمایش ١ = (٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−١

)β × β١ صورت به یک عدد اینکه

ϵM = ١+ − ١ = (٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−٢

١)β × β١ − (٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
مرتبه m−١

)β × β١ = β١−m.

دارد. بستگی مانتیس ارقام تعداد و مبنا به تنها ماشین اپسیلون می کنید ملاحظه که همان طور
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بگیرید. نظر در را fl نمایش ساز نگاشت و باشد Ω به متعلق و صفر مخالف عددی x کنید فرض •
می دهیم قرار

δ =
x− fl(x)

x
.

آن در که |δ| ≤ u و fl(x) = x(١ + δ) صورت این در

u =

{
β١−m = ϵM , fl(x) = flc(x),
١
٢β

١−m = ϵM
٢ , fl(x) = flr(x).

نمایش ساز نگاشت نوع به مانتیس ارقام تعداد و مبنا بر علاوه و می شود نامیده واحد روند u عدد
هر ازای به آنگاه باشد، fl نمایش ساز نگاشت به وابسته واحد روند u اگر بنابراین دارد. بستگی

داریم ٠ ̸= x ∈ Ω

fl(x) = x(١ + δ), |δ| ≤ u
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داریم x = ١ دادن قرار با fl(x) تعریف به توجه با •

١ = fl(١) = ١ + δ; |δ| ≤ u,

بنابراین
fl(١ + δ) = fl(fl(١)) = fl(١) = ١; |δ| ≤ u

بزرگ ترین واحد روند ،fl نمایش ساز نگاشت به همراه نرمال شناور ممیز نمایش سیستم یک در یعنی
می شود. داده نمایش حاصل جمع عنوان به ١ عدد هم چنان شود، جمع ١ عدد با اگر که است مقداری

دیگر به عبارت
u = sup{δ | fl(١ + δ) = ١}

اینکه به توجه با هم چنین است. ١ با برابر ١ + δ نمایش آنگاه ،|δ| < u اگر نتیجه:

x+ y = x(١ +
y

x
)

بود. خواهد یکسان x نمایش با x+ y نمایش آنگاه ،|y/x| < u باشیم داشته اگر
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:f(x) = ٠ عددی حل روش های همگرایی مرتبه ی

است. ١ با برابر نابجایی و تنصیف روش های همگرایی مرتبه ی الف)

f(x) = ٠ معادله ی از α ریشه ی یافتن برای xn+١ = g(xn) ثابت، نقطه ی تکرار روش در ب)
می کنیم: بررسی را زیر حالات

است. یک با برابر همگرایی مرتبه ی آنگاه ،g′(α) ̸= ٠ اگر •

اگر حقیقت در است. ٢ حداقل همگرایی مرتبه ی آنگاه ،g′(α) = ٠ اگر •

g′(α) = g′′(α) = · · · = g(m−١)(α) = ٠

است. m برابر همگرایی مرتبه ی آنگاه ،g(m)(α) ̸= ٠ ولی

که f ساده ی ریشه ی برای ،١ با برابر f تکراری ریشه ی برای نیوتن روش همگرایی مرتبه ی ج)
باشد، نیز f دوم مشتق ریشه ی که f ساده ی ریشه ی برای و ٢ با برابر نباشد f دوم مشتق ریشه ی

است. ٢ از بیشتر

.φ = (١ +
√

۵)/٢ با است برابر وتری روش همگرایی مرتبه ی د)
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رقم ٢ با ٧ مبنای در حقیقی اعداد نمایش برای شده، نرمال شناور ممیز دستگاه یک در تست:
است؟ چقدر دیگر نمایش قابل عدد نزدیکترین و ۶ عدد بین فاصله ی بریدن، روش و مانتیس

(٩١ ریاضی (دکتری
١
۶

(١
١
٧

(٢
١
٧٢ (٣
١
۵

(۴
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است: زیر صورت به سیستم این در ۶ عدد نمایش است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:

x = ۶ = (٠٫ ۶٧(٠ × ٧١.

بنابراین

x+ = (٠٫ ۶٧(١ × ٧١ = (٠٫ ۶٠ + ٠٫ ٧(٠١ × ٧١ = ۶ +
١
٧

x− = (٠٫ ۵۶)٧ × ٧١ = (٠٫ ۶٠ − ٠٫ ٧(٠١ × ٧١ = ۶ − ١
٧
.

.
١
٧

با است برابر نظر مورد فاصله ی نتیجه در و
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تعریف زیر صورت به {xn} دنباله ی .a > ٠ و باشد طبیعی عددی k > ١ کنید فرض تست:
است: شده

xn+١ =
xk
n + kaxn

kxk−١
n + a

.

(٩١ ریاضی (دکتری . ..... آنگاه باشد، ٢ حداقل دنباله این همگرایی مرتبه ی اگر
k = ٣ (١
k = ٢ (٢
k ≤ ٢ (٣
k > ٣ (۴
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باشد، g ثابت نقطه ی α اگر .g(x) =
xk + kax

kxk−١ + a
کنید فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

داریم آنگاه

αk + kaα

kαk−١ + a
= α =⇒ αk + kaα = kαk + aα

=⇒ (k − ١)aα = (k − ١)αk

k>١
=⇒ a = αk−١.

.g′(α) = ٠ باید بنابراین است. ٢ حداقل شده، داده دنباله ی همگرایی مرتبه ی فرض، به توجه با
که می شود نتیجه اینجا از

(kαk−١ + ka)(kαk−١ + a)−
(
k(k − ١)αk−٢) (αk + kaα)

(kαk−١ + a)٢ = ٠.

از که می شود ساده ka٢(k٢ − ٢k − ٣) = ٠ صورت به معادله ،αk−١ = a اینکه به توجه با
.k = ٣ داریم k > ١ داشتن نظر در با آن
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محاسبه ی تست:

T =

√
x+

١
x
−
√
x− ١

x

است. نظر مد باشد، x برابر x+
١
x

برای شده محاسبه مقدار که طوری به x بزرگ مقادیر ازای به
(٩١ ریاضی (دکتری است؟ کدام T تخمین برای مناسب عبارت

١√
x

(١

−١
٢x

√
x

(٢

٢√
x

(٣

١
x
√
x

(۴
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در را شده داده عبارت می توانیم حذف، خطای از جلوگیری برای است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
می کنیم: محاسبه زیر صورت به را شده داده عبارت بنابراین کنیم. تقسیم و ضرب آن مزدوج

√
x+

١
x
−
√
x− ١

x
×

√
x+ ١

x +
√
x− ١

x√
x+ ١

x +
√
x− ١

x

=
(x+ ١

x )− (x− ١
x )√

x+ ١
x +

√
x− ١

x

≈
٢
x

٢
√
x
=

١
x
√
x
.
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(یا سطری محور انتخاب و گوس حذفی روش با Ax = b خطی دستگاه یک کنید فرض تست:
تقریباً ماشین در یک عدد روند اگر است. شده محاسبه x جواب و شده حل کامپیوتر یک در جزئی)
درست رقم ..... صورت این در باشد، ١٠t/٢ برابر تقریباً A ماتریس حالت عدد و ١٠−t برابر

(٩٢ ریاضی (دکتری باشد. داشته
هیچ x که داشت انتظار نمی توان (١

یک حتی x که داشت انتظار نمی توان (٢
t/٢ تقریباً x که داشت انتظار می توان (٣
یک حداکثر x که داشت انتظار می توان (۴
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می دانیم خطی معادلات دستگاه های در اختلال به مربوط قضایای از است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
با برابر A ماتریس حالت عدد و باشند شده داده درست اعشار رقم t با b و A درایه های اگر که
که ارقامی تعداد از دقت رقم p حدود در Ax = b دستگاه جواب محاسبه ی در آنگاه باشد، ١٠p

و ،A ماتریس حالت عدد κ(A) ≈ ١٠p اگر بنابراین می شود. کاسته است، شده گرفته کار به
در جواب نسبی خطای که داشت انتظار می توان آنگاه باشد، ماشین در یک عدد روند u ≈ ١٠−t

داریم اینجا در باشد. t− p با برابر تقریباً جواب در درست ارقام تعداد و ١٠−(t−p) حدود

p =
t

٢
⇒ t− p = t− t

٢
=

t

٢
.

باشد. داشته درست رقم t/٢ تقریباً x که داشت انتظار می توان بنابراین
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(یا آهنگ تا باشد چقدر k مقدار .f ′′(x∗) ̸= ٠ و f(x∗) = f ′(x∗) = ٠ کنید فرض تست:
ثابت نقطه تکرار مجانبی همگرایی نرخ)

xn+١ = xn − kf(xn)

f ′(xn)
, n = ٠, ١, ٢, . . .

f مناسب بودن هموار فرض با ،f(x) = ٠ ریشه ی x∗ به ،x٠ مناسب نقطه ی یک از شروع با
(٩٢ ریاضی (دکتری باشد؟ ٢ برابر کم دست

١ (١
٢ (٢√
٢ (٣
٣ (۴

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٢٩
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

،f ′′(x∗) ̸= ٠ و f ′(x∗) = f(x∗) = ٠ اینکه به توجه با است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
این در .g(x) = x− kf(x)

f ′(x) می دهیم قرار .h(x∗) ̸= ٠ و f(x) = (x− x∗)٢h(x) داریم
باید باشد ٢ کم دست همگرایی مرتبه ی اینکه برای ثابت، نقطه ی تکرار قضیه ی به توجه با صورت

داریم .g′(x∗) = ٠ و g(x∗) = x∗ باشیم داشته

g(x) = x− kf(x)

f ′(x)
= x− k(x− x∗)h(x)

٢h(x) + (x− x∗)h′(x)
⇒ g(x∗) = x∗.

داریم طرفی از

g′(x) = ١ − (kh(x) + k(x− x∗)h′(x)) (٢h(x) + (x− x∗)h′(x))

(٢h(x) + (x− x∗)h′(x))
٢

+
(٣h′(x) + (x− x∗)h′′(x)) (k(x− x∗)h(x))

(٢h(x) + (x− x∗)h′(x))
٢

.k = ٢ داشت خواهیم آن از که ١ − ٢kh٢(x∗)
۴h٢(x∗) = ٠ می دهد نتیجه g′(x∗) = ٠ شرط و
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می دانیم باشد. صفر نزدیک عددی x کنید فرض تست:

x sinx− x٢ cosx− ١
٣
ln(١ + x۴) = O(xk).

(٩٢ ریاضی (دکتری با: است برابر k مقدار
۴ (١
۵ (٢
٧ (٣
۶ (۴
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داریم مکلورن بسط از استفاده با است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:

x sinx− x٢ cosx− ١
٣
ln(١ + x۴) = x(x− x٣

۶
+

x۵

١٢٠
− . . . )

− x١)٢ − x٢

٢
+

x۴

٢۴
− . . . )

− ١
٣
(x۴ − x٨

٢
+

x١٢

٣
− . . . )

= −x۶

٣٠
+ . . .

= O(x۶).

.k = ۶ بنابراین

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٣٢
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

ثابت نقطه ی تکرار مجانبی همگرایی نرخ) (یا آهنگ تست:

xn+١ =
١
k

(
(k − ١)xn +

A

xk−١
n

)
, n = ٠, ١, ٢, . . .

کم دست k ≥ ٣ و A > ٠ با k
√
A تخمین برای مناسب x٠ مناسب نقطه ی یک از شروع با

(٩٢ ریاضی (دکتری با: است برابر
١ (١
٢ (٢

١ +
√

۵
٢

(٣
٣ (۴
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٣٣
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

می دهیم قرار است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:

g(x) =
١
k

(
(k − ١)x+

A

xk−١

)
.

و g( k
√
A) = k

√
A داریم صورت این در

g′(x) =
١
k

[
(k − ١)− (k − ١)xk−٢A

x٢k−٢

]
⇒ g′(

k
√
A) = ٠,

g′′(x) =
−(k − ١)(k − ٢)xk−٣Ax٢k−٢ + (٢k − ٢)x٢k−٣(k − ١)xk−٢A

kx۴k−۴ .

است. ٢ با برابر کم دست همگرایی مرتبه ی بنابراین .g′′( k
√
A) ̸= ٠ که دید می توان

که است k
√
A محاسبه ی برای نیوتن تکراری رابطه ی حقیقت در شده داده رابطه ی سریعتر: روش •

نقطه ی با نیوتن روش که می دانیم و است آمده دست به f(x) = xk −A = ٠ معادله ی روی از
است. ٢ کم دست همگرایی مرتبه ی دارای مناسب شروع
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٣۴
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

دارد؟ حقیقی ریشه ی چند cos ٨x = x٢n معادله ی آنگاه باشد، طبیعی عددی n اگر تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری

۴ (١
۶ (٢
٨ (٣

١٠ (۴

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٣۵
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

تابعی f صورت این در .f(x) = x٢n − cos ٨x می دهیم قرار است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
برابر دو را آن مثبت ریشه های تعداد است کافی f ریشه های تعداد تعیین برای بنابراین است. زوج

داریم طرفی از کنیم.

f(٠) < ٠, f(
π

١۶
) > ٠, f(

π

۴
) < ٠, f(π) > ٠.

نمودارهای رسم با همچنین است. ریشه سه دارای [٠, π]فاصله ی در f که می دهد نشان موضوع این

y = x٢n, y = cos ٨x

x > π مقادیر ازای به آن مقدار و دارد مثبت حقیقی اعداد در را ریشه سه همین f که دید می توان
است. منفی) ریشه ی ٣ و مثبت ریشه ی ٣) حقیقی ریشه ی ۶ دارای f بنابراین است. مثبت همواره
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٣۶
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

تعلق [٠, π] به f(x) = ٠ ریشه ی یک که می دانیم .f(x) = esin x − x کنید فرض تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری است؟ کدام (تنصیف) دوبخشی روش به x٣ مقدار دارد.

۵π
٨

(١
π

٨
(٢

٣π
۴

(٣
٧π
٨

(۴
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٣٧
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

f(٠) = ١ > ٠, f(π) = ١ − π < ٠ ⇒ x١ =
٠ + π

٢
=

π

٢
,

f(
π

٢
) = e− π

٢
> ٠, f(π) < ٠ ⇒ x٢ =

π
٢ + π

٢
=

٣π
۴

داریم کنیم. تعیین را f( ٣π
۴ ) = esin(

٣π
۴ ) − ٣π

۴ = e
√

٢
٢ − ٣π

۴ علامت باید حال

√
٢

٢︸︷︷︸
≈٠٫٧

< ٢ ln ٣ − ٢ ln ٢︸ ︷︷ ︸
≈٠٫ ٨

< ln(٣π)− ln ۴ = ln(
٣π
۴
) ⇒ e

√
٢

٢ <
٣π
۴

.x٣ =
π
٢ + ٣π

۴
٢

=
۵π
٨

نتیجه در و f( ٣π
۴ ) < ٠ بنابراین
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٣٨
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

باشد. β و α مثبت، حقیقی جواب دو دارای x٢ + ax + b = ٠ معادله ی کنید فرض تست:
دنباله ی همگرایی برای کافی شرط

xk+١ =
−(axk + b)

xk
, k = ٠, ١, . . .

(٩٣ ریاضی (دکتری است؟ آمده گزینه کدام در ،α نزدیک و بزرگتر x٠ با
|α| < |β| (١
|α| > |β| (٢

|α+ β| > ١ (٣
٢|α| < |β| (۴

x٣ + ax + b = ٠ صورت به معادله سؤالات، دفترچه ی در و داشته تایپی اشتباه تست این •
آورده ایم. را تست اصلاح شده ی صورت اینجا در است. شده داده
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٣٩
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم .g(x) =
−(ax+ b)

x
کنیم فرض است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:

g′(x) =
−ax+ ax+ b

x٢ =
b

x٢ .

صورت در که کنیم فرض می توانیم است، شده فرض α به نزدیک x٠ شروع نقطه ی اینکه به توجه با
داشت خواهیم |g′(x)| < ١ شرط داشتن نظر در با آنجا از و xn → α داریم xn ∣∣∣∣همگرایی b

α٢

∣∣∣∣ < ١ =⇒ |b| < α٢.

.|β| < |α| نتیجه در و |αβ| < α٢ بنابراین .b = αβ اما
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۴٠
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

صفر نزدیکی در f(x) = ln(١ + x) + ex تابع برای تقریبی عنوان به ١ + ٢x خطای تست:
(٩۴ ریاضی (دکتری . ..... با است متناسب

x (١
x٢ (٢
x٣ (٣
x۴ (۴
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۴١
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم مکلورن بسط از استفاده با است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:

ln(١ + x) + ex = (x− x٢

٢
+

x٣

٣
− x۴

۴
+ . . . ) + (١ + x+

x٢

٢
+

x٣

۶
+ . . . )

= ١ + ٢x+O(x٣).

.x٣ با است متناسب f(x) برای تقریبی عنوان به ١ + ٢x خطای بنابراین
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۴٢
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

معادله ی منفی ریشه های تعداد تست:

−ex
٣

x
= ln

١
٣

(٩۴ ریاضی (دکتری است؟ کدام
٠ (١
١ (٢
٢ (٣
٣ (۴

اعداد در معادله این که است واضح می کنیم. بازنویسی ex
٣
= x ln ٣ شکل به را معادله پاسخ:

معادله راست سمت و مثبت عبارتی معادله چپ سمت آنگاه ،x < ٠ اگر زیرا ندارد، جواب منفی
است. منفی عبارتی
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۴٢
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

معادله ی منفی ریشه های تعداد تست:

−ex
٣

x
= ln

١
٣

(٩۴ ریاضی (دکتری است؟ کدام
٠ (١
١ (٢
٢ (٣
٣ (۴

اعداد در معادله این که است واضح می کنیم. بازنویسی ex
٣
= x ln ٣ شکل به را معادله پاسخ:

معادله راست سمت و مثبت عبارتی معادله چپ سمت آنگاه ،x < ٠ اگر زیرا ندارد، جواب منفی
است. منفی عبارتی
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۴٣
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

g(x) = x۴ − ٢x٢ = ٠ ریشه های کردن پیدا برای نیوتن روش مجانبی همگرایی نرخ تست:
(٩۴ ریاضی (دکتری است. ..... شود، همگرا ریشه به که صورتی در

خطی ریشه ها، همه ی برای (١
دو مرتبه ی از ریشه ها، همه ی برای (٢

خطی ناصفر، ریشه های برای و دو مرتبه ی از صفر، با برابر ریشه ی برای (٣
دو مرتبه ی از ناصفر ریشه های برای و خطی صفر، با برابر ریشه ی برای (۴

x = ٠ چون حال .g(x) = x٢(x−
√

٢)(x+
√

٢) داریم است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
ریشه این محاسبه ی برای خطی همگرایی نرخ دارای نیوتن روش پس است، g تکراری ریشه ی یک
پس نیستند. g دوم مشتق ریشه ی ولی هستند g ساده ی ریشه های

√
٢ و −

√
٢ طرفی از است.

است. ریشه ها این محاسبه ی برای دو مرتبه ی همگرایی نرخ دارای نیوتن روش
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۴٣
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

g(x) = x۴ − ٢x٢ = ٠ ریشه های کردن پیدا برای نیوتن روش مجانبی همگرایی نرخ تست:
(٩۴ ریاضی (دکتری است. ..... شود، همگرا ریشه به که صورتی در

خطی ریشه ها، همه ی برای (١
دو مرتبه ی از ریشه ها، همه ی برای (٢

خطی ناصفر، ریشه های برای و دو مرتبه ی از صفر، با برابر ریشه ی برای (٣
دو مرتبه ی از ناصفر ریشه های برای و خطی صفر، با برابر ریشه ی برای (۴

x = ٠ چون حال .g(x) = x٢(x−
√

٢)(x+
√

٢) داریم است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
ریشه این محاسبه ی برای خطی همگرایی نرخ دارای نیوتن روش پس است، g تکراری ریشه ی یک
پس نیستند. g دوم مشتق ریشه ی ولی هستند g ساده ی ریشه های

√
٢ و −

√
٢ طرفی از است.

است. ریشه ها این محاسبه ی برای دو مرتبه ی همگرایی نرخ دارای نیوتن روش
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۴۴
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

معادله ی ریشه ی یافتن برای ∫تست: ١

٠
extdt = ٢

(٩۴ ریاضی (دکتری است؟ کدام نیوتن روش تکراری تابع
(x− ١)ex + ١

ex − ٢
(١

(x− ٢)ex − ١
ex + ٢

(٢
(x− ٢)ex − ١

ex − ٢
(٣

(x− ١)ex + ١
ex + ٢

(۴
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۴۵
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

∫ ١

٠
extdt = ٢ ⇒ ext

x

∣∣∣∣t=١

t=٠
= ٢ ⇒ ١

x
(ex − ١) = ٢ ⇒ ex − ٢x− ١ = ٠.

داریم آنگاه بگیریم، نظر در xn+١ = g(xn) صورت به را نیوتن تکراری رابطه ی اگر حال

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
= x− ex − ٢x− ١

ex − ٢

=
xex − ٢x− ex + ٢x+ ١

ex − ٢

=
(x− ١)ex + ١

ex − ٢
.
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۴۶
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

تکرار تابع با را n = ٠, ١, ٢, . . . ،xn+١ = ϕ(xn) ثابت نقطه ی تکراری روش تست:
را A,B,C ثابت های ،α مثبت عدد برای بگیرید. نظر در ϕ(x) = Ax + Bx٢ + Cx٣

ثابت های صورت این در باشد. ٣ حداقل ١
α به {xn} همگرایی مرتبه ی که می کنیم تعیین طوری

(٩۴ ریاضی (دکتری هستند؟ کدام B و A
.B = −٣α و A = ٣ (١
.B = −٣ و A = ٣α (٢

.B = ٣ و A = ٣α (٣
.B = ٣α و A = −٣ (۴
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۴٧
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

مرتبه ی که کنیم تعیین طوری را A,B,C ثابت های می خواهیم است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
باشیم داشته باید پس باشد. ٣ حداقل ١

α به {xn} همگرایی
ϕ( ١

α ) =
١
α

ϕ′( ١
α ) = ٠

ϕ′′( ١
α ) = ٠

=⇒


(A− ١) ١

α + B
α٢ +

C
α٣ = ٠ (١)

A+ ٢B
α + ٣C

α٢ = ٠ (٢)
٢B + ۶C

α = ٠ ⇒ C = −Bα
٣

داریم (٢) و (١) تساوی های در C جایگذاری }با
(A− ١)α+ ٢

٣B = ٠
A+ B

α = ٠

داشت خواهیم آنجا از و

A = ٣, B = −٣α, C = α٢.
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۴٨
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

و است صفر نزدیک عددی x که می دانیم تست:

x٢ cosx− x sinx+
١
٣
ln(١ + x۴) = O(xp).

(٩۵ ریاضی (دکتری است؟ کدام p عدد
۴ (١
۵ (٢
۶ (٣
٧ (۴
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۴٩
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم مکلورن بسط از استفاده با است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:

x٢ cosx− x sinx+
١
٣
ln(١ + x۴) = x١)٢ − x٢

٢
+

x۴

٢۴
− . . . )

− x(x− x٣

۶
+

x۵

١٢٠
− . . . )

+
١
٣
(x۴ − x٨

٢
+

x١٢

٣
− . . . )

=
x۶

٣٠
+ . . .

= O(x۶).

.p = ۶ بنابراین
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۵٠
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

صورت به حقیقی عدد هر ،٢ مبنای در نرمال شناور ممیز دستگاه یک در تست:

±(٠٫ d١d٢(٢ × ٢±d٣d۴

کنید فرض می شود. ذخیره باشد) صفر مخالف عدد (وقتی d١ ̸= ٠ و ٢ مبنای در ارقام diها با
یک عدد روند و نمایش قابل عدد کوچکترین می شوند. بریده نمایش قابل غیر ارقام دستگاه این در

(٩۵ ریاضی (دکتری . ..... با برابرند ترتیب به
٢−۵ و ٢−۴ (١
١/٢ و −۴ (٢

٢−۵ و −٢−۵ (٣
١/٢ و −۶ (۴

از است عبارت نمایش قابل عدد کوچکترین است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:

xmin = −(٠٫١١)٢ × ٢(١١)+٢ = −(١−٢ + ٢−٢)× ٢٣ = −۶

.u = ٢−٢١ = ١
٢ با است برابر نیز یک عدد روند و
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۵٠
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

صورت به حقیقی عدد هر ،٢ مبنای در نرمال شناور ممیز دستگاه یک در تست:

±(٠٫ d١d٢(٢ × ٢±d٣d۴

کنید فرض می شود. ذخیره باشد) صفر مخالف عدد (وقتی d١ ̸= ٠ و ٢ مبنای در ارقام diها با
یک عدد روند و نمایش قابل عدد کوچکترین می شوند. بریده نمایش قابل غیر ارقام دستگاه این در

(٩۵ ریاضی (دکتری . ..... با برابرند ترتیب به
٢−۵ و ٢−۴ (١
١/٢ و −۴ (٢

٢−۵ و −٢−۵ (٣
١/٢ و −۶ (۴

از است عبارت نمایش قابل عدد کوچکترین است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:

xmin = −(٠٫١١)٢ × ٢(١١)+٢ = −(١−٢ + ٢−٢)× ٢٣ = −۶

.u = ٢−٢١ = ١
٢ با است برابر نیز یک عدد روند و
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

تکرار روش به x = tan(π٢ x) معادله ی مثبت ریشه ی کوچکترین از تقریبی تعیین برای تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری است؟ کدام g(x) برای مناسب گزینه ی ،xn+١ = g(xn) یعنی ساده،

g(x) = ٢
π arctanx (١

g(x) = ٢ + ٢
π arctanx (٢

g(x) = π + ٢
π arctanx (٣

g(x) = −٢ + ٢
π arctanx (۴
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

ریشه ی کوچکترین که می شود دیده tan(π٢ x) و x توابع رسم با است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
صورت به را شده داده معادله ی حال دارد. قرار (١, ٣) بازه ی در معادله مثبت

x =
٢
π
arctanx

از . ٢
π arctanx ∈ (−١, ١) بنابراین و arctanx ∈ (−π

٢ ,
π
٢ ) داریم می کنیم. بازنویسی

باید پس باشد، برقرار g[a, b] ⊂ [a, b] شرط است لازم ثابت نقطه ی تکرار قضیه ی طبق که آنجا
صورت به را g بنابراین دهیم. انتقال ریشه شامل بازه ی به مناسب تبدیل با را ٢

π arctanx تابع
می گیریم: نظر در زیر

g(x) = ٢ +
٢
π
arctanx =⇒ g(x) ∈ (١, ٣)

بالا، صورت به شده تعریف g تابع بنابراین و است برقرار نیز |g′(x)| < ١ شرط که دید می توان
است. مناسب گزینه ای

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



۵٣
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

تابع مینیمم تعیین برای نیوتن تکراری روش (مجانبی) همگرایی مرتبه ی تست:

f(x) = (x− ١)۴(x٢ + ١)− ١

(٩۵ ریاضی (دکتری . ..... با است برابر
یک (١
دو (٢
سه (٣

چهار (۴
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

کنیم: حل را زیر خطی غیر معادله ی باید f تابع مینیمم تعیین برای است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

f ′(x) = ۴(x− ٣(١(x٢ + ١) + ٢x(x− ١)۴ = ٠.

داریم دیگر سوی از

f ′(x) = (x− ٣(١ [۴(x٢ + ١) + ٢x(x− ١)
]
= (x− ٣(١(۶x٢ − ٢x+ ۴)

تکراری ریشه ی یک ریشه  این چون و است x = ١ با برابر f ′ ریشه ی تنها که می شود دیده اینجا از
می شود. همگرا آن به خطی همگرایی نرخ با نیوتن روش است f ′
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

بگیرید: نظر در زیر صورت به f(x) کننده ی مینیمم کردن پیدا برای را زیر تکراری رابطه ی تست:

xn+١ = xn − f ′(xn)

q(xn)
.

می دانیم و همگراست x∗ نقطه ی یک به {xn} دنباله ی کنید فرض

f ′(x∗) = ٠, f ′′(x∗) > ٠.

باشد؟ ٢ با برابر دست کم همگرایی نرخ تا باشد برقرار q و f بین رابطه ای چه
(٩۵ ریاضی (دکتری

q′(x∗) = f ′(x∗) (١
q′(x∗) = f ′′(x∗) (٢
q′′(x∗) = f ′(x∗) (٣
q′′(x∗) = f(x∗) (۴
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

کنیم فرض نیست. صحیح گزینه ها از هیچ کدام پاسخ:

g(x) = x− f ′(x)

q(x)
.

xn+١ = g(xn) دنباله ی همگرایی مرتبه ی آنکه برای ثابت نقطه ی تکرار قضیه ی به توجه با حال
بنابراین .g′(x∗) = ٠ باشیم داشته باید باشد، ٢ با برابر کم دست x∗ به

١ − f ′′(x∗)q(x∗)− f ′(x∗)q′(x∗)

q(x∗)٢ = ٠.

داریم f ′(x∗) = ٠ به توجه با اما

f ′′(x∗)q(x∗) = q(x∗)٢

.f ′′(x∗) = q(x∗) داشت خواهیم آنجا از و
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

گزینه کدام .n = ٠, ١, ٢, . . . برای xn+١ = ١
٢ (xn + a

xn
) و a > ٠ کنید فرض تست:

(٩۶ ریاضی (دکتری است؟ صحیح
دقیقاً آن همگرایی مرتبه ی و است

√
a به همگرا x٠ ∈ R اولیه ی نقطه ی هر با {xn} دنباله ی (١

است. ٢
دقیقاً آن همگرایی مرتبه ی و است

√
a به همگرا x٠ ∈ R اولیه ی نقطه ی هر با {xn} دنباله ی (٢

است. ١
٢ دقیقاً آن همگرایی مرتبه ی و است −

√
a به همگرا x٠ < ٠ هر ازای به {xn} دنباله ی (٣

است.
آن همگرایی مرتبه ی و است

√
a به همگرا −

√
a ≤ x٠ ≤

√
a هر ازای به {xn} دنباله ی (۴

است. ٢ دقیقاً

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



۵٨
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:

xn+١ − xn =
١
٢
(xn +

a

xn
)− xn =

a− x٢
n

٢xn
(١)

x٢
n+١ =

١
۴
(xn +

a

xn
)٢ ⇒ x٢

n+١ − a =
١
۴
(xn +

a

xn
)٢ − a =

١
۴
(xn − a

xn
)٢

علامت بنابراین است. منفی همواره (١) کسر صورت که می گیریم نتیجه x٢
n+١ − a ≥ ٠ اینکه از

xn+١ = ١
٢ (xn+

a
xn

) به توجه با همچنین دارد. (١) کسر مخرج علامت به بستگی xn+١−xn

منفی xnها تمام آنگاه x٠ < ٠ اگر و مثبت xnها تمام آنگاه x٠ > ٠ اگر که می کنیم ملاحظه
بنابراین }هستند.

x٠ < ٠ ⇒ xn < ٠ ⇒ a−x٢
n

٢xn
≥ ٠ ⇒ xn+١ − xn ≥ ٠,

xn < ٠, x٢
n+١ − a ≥ ٠ ⇒ xn+١ ≤ −

√
a.

همگراست. بنابراین و است کراندار بالا از و صعودی xn آنگاه x٠ < ٠ اگر رو این از
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم: مشابه طور }به
x٠ > ٠ ⇒ xn > ٠ ⇒ a−x٢

n

٢xn
≤ ٠ ⇒ xn+١ − xn ≤ ٠,

xn > ٠, x٢
n+١ − a ≥ ٠ ⇒ xn+١ ≥

√
a.

داریم توجه همگراست. بنابراین و است کراندار بالا از و صعودی xn آنگاه x٠ < ٠ اگر رو این از
۴ و ٢ ،١ گزینه های بنابراین کرد. محاسبه نمی توان را دنباله بعدی جمله ی آنگاه x٠ = ٠ اگر که
همان شده داده دنباله که دید می توان همچنین می شوند. رد x = ٠ شروع نقطه ی داشتن دلیل به

معادله ی حل برای نیوتن روش تکراری رابطه ی

f(x) = x٢ − a = ٠

٢ با برابر معادله این ریشه های محاسبه ی برای نیوتن روش همگرایی مرتبه ی که می دانیم و است
است.
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.f(a)f(b) < ٠ و است مثبت و پیوسته [a, b] بر f ′ ،g(x) = x+λf(x) کنید فرض تست:
f تابع صفر یک به مناسب x٠ با xn+١ = g(xn) دنباله ی تا باشد داشته را شرایط کدام λ

.M = maxa≤x≤b f
′(x) و m = mina≤x≤b f

′(x) کنید فرض باشد؟ همگرا
(٩۶ ریاضی (دکتری

− ٢
M

< λ < ٠ (١

max

{
− ٢
m
,− ٢

M

}
< λ < ٠ (٢

− ٢
m

< λ < ٠ (٣

min

{
− ٢
m
,− ٢

M

}
< λ < ٠ (۴
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داریم صورت این در .− ٢
M < λ < ٠ کنیم فرض هستند. صحیح دو هر ٢ و ١ گزینه های پاسخ:

g′(x) = ١ + λf ′(x) =⇒ ١ +Mλ ≤ g′(x) ≤ ١ +mλ.

علاوه، به .|g′(x)| ≤ L = max{|١ +Mλ|, |١ +mλ|} داریم x هر ازای به بنابراین

− ٢
M

< λ < ٠ =⇒

{
−١ < ١ +Mλ < ١ =⇒ |١ +Mλ| < ١,
−١ < ١ − ٢ m

M < ١ +mλ < ١ =⇒ |١ +mλ| < ١.

به x٠ مناسب شروع نقطه ی با xn+١ = g(xn) دنباله ی و |g′(x)| ≤ L < ١ رو، این از
به توجه با همچنین می شود. معلوم ١ گزینه ی درستی اینجا از همگراست. f(x) = ٠ ریشه ی

m ≤ M ⇔ −٢M ≤ −٢m ⇔ −٢M
mM

≤ −٢m
mM

⇔ −٢
m

≤ −٢
M

است. درست نیز ٢ گزینه ی که می کنیم ملاحظه
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

نظر در را f(x) = sinx تابع به مربوط α = ٠ ریشه ی یافتن برای نیوتن روش دنباله ی تست:
صدق رابطه کدام در x∗ باشد، همگرا (−x∗, x∗) بازه ی در x٠ هر ازای به دنباله اگر بگیرید.

(٩۶ ریاضی (دکتری می کند؟
−π

٢ < x∗ < π
٢ (١

x∗ = tanx∗ (٢
x∗ = ٢ tanx∗ (٣
٢x∗ = tanx∗ (۴
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دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

معادله ی ریشه ی تعیین برای نیوتن روش تکراری دنباله ی است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:

f(x) = sinx = ٠

است: زیر صورت به

xn+١ = g(xn) = xn − f(xn)

f ′(xn)
= xn − sinxn

cosxn
= xn − tanxn.

معادله ی در که باشد چنان x∗ و x٠ = x∗ اگر حال

٢x∗ = tanx∗

تکراری حلقه ی یک در نیوتن روش بنابراین .x٢ = x∗ و x١ = −x∗ داریم آنگاه کند، صدق
.٢x∗ = tanx∗ که |x٠| < x∗ بنابراین شد. نخواهد همگرا α = ٠ ریشه ی به و می شود گرفتار
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رقم ١٠ با ٢ مبنای در حقیقی اعداد نمایش برای شده نرمال شناور ممیز دستگاه یک در تست:
بزرگترین و ،P > ١ با ٢P نمایش قابل عدد بین فاصله ی اعداد، نمایش در بریدن روش و مانتیس

(٩٧ ریاضی (دکتری است؟ کدام ٢P از کوچکتر نمایش قابل عدد
٩−٢ (١

١٠−٢ (٢
٢P−١٠ (٣
٢P−٩ (۴

داریم آنگاه ،x = ٢P اگر است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:

x− = ٢P − (٠٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
بار ٩

٢(١ × ٢P ⇒ ٢P − x− = ١٠−٢ × ٢P = ٢P−١٠.

بنابراین و x+ = (٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
بار ٨

٢(١ × ٢P+١ که کنید توجه •

x+ − x = ١٠−٢ × ٢P+١ = ٢P−٩.
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۶۴
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

رقم ١٠ با ٢ مبنای در حقیقی اعداد نمایش برای شده نرمال شناور ممیز دستگاه یک در تست:
بزرگترین و ،P > ١ با ٢P نمایش قابل عدد بین فاصله ی اعداد، نمایش در بریدن روش و مانتیس

(٩٧ ریاضی (دکتری است؟ کدام ٢P از کوچکتر نمایش قابل عدد
٩−٢ (١

١٠−٢ (٢
٢P−١٠ (٣
٢P−٩ (۴

داریم آنگاه ،x = ٢P اگر است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:

x− = ٢P − (٠٫ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
بار ٩

٢(١ × ٢P ⇒ ٢P − x− = ١٠−٢ × ٢P = ٢P−١٠.

بنابراین و x+ = (٠٫١ ٠٠ . . . ٠︸ ︷︷ ︸
بار ٨

٢(١ × ٢P+١ که کنید توجه •

x+ − x = ١٠−٢ × ٢P+١ = ٢P−٩.
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همگرایی مرتبه ی .f ′′(α) = ٠ و باشد f(x) = ٠ معادله ی ساده ی ریشه ی α کنید فرض تست:
(٩٧ ریاضی (دکتری است؟ کدام α از تقریبی محاسبه ی برای نیوتن روش

٢ (١
خطی (٢

٢ کم دست (٣
٣ کم دست (۴

ریشه ی که f تابع از α ساده ی ریشه ی محاسبه ی برای نیوتن روش است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
است. ٢ از بیشتر همگرایی نرخ دارای باشد، نیز f دوم مشتق
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٣ کم دست (۴
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۶۶
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داد نشان بتوان و باشد مسئله دقیق جواب x و مسئله یک برای شده محاسبه جواب x اگر تست:
یکسان دهدهی رقم های تعداد آنگاه ،∥x∥ > ٧−١٠ و ∥x− x∥ ≤ ٣٠−١٠ + ١٠−١٠∥x∥ که

(٩٧ ریاضی (دکتری . ..... با است برابر کم دست x و x در
١١ (١
١٧ (٢
١٨ (٣
٣٠ (۴

بسیار مقداری ١٠−١٠∥x∥ با مقایسه در ٣٠−١٠ اینکه به توجه با است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
داریم است، کوچک

∥x− x∥
∥x∥

≲ ١٠−١٠.

هستند. یکسان هم با دهدهی رقم ١٠ حدود در x و x رو این از
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∥x∥
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۶٧
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

از شده تولید دنباله ی تست:

xk+١ =
١
٢
(xk + ١), k = ٠, ١, . . .

شود، همگرا f(x) = (x − ٢(١ تابع کننده کمینه به وقتی x٠ مناسب نقطه ی یک از شروع با
(٩٨ ریاضی (دکتری دارد. ..... مرتبه از مجانبی همگرایی نرخ

١ (١
٢ (٢
٣ (٣

زبرخطی (۴

صورت این در .g(x) =
١
٢
(x + ١) و α = ١ کنیم فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

با برابر α به شده داده دنباله  همگرایی مرتبه ی بنابراین .g′(α) =
١
٢
̸= ٠ و g(α) = α داریم

است. ١
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از شده تولید دنباله ی تست:

xk+١ =
١
٢
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١ (١
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٣ (٣

زبرخطی (۴

صورت این در .g(x) =
١
٢
(x + ١) و α = ١ کنیم فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
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١
٢
̸= ٠ و g(α) = α داریم
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۶٨
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

محاسبه ی و x > ٠ کنید فرض تست:

A =

√
x٢ +

٢
x٢ −

√
x٢ − ٢

x٢

برای مناسب جایگزین فرمول یک است. نظر مد u برابر یک عدد روند با کامپیوتر یک روی
(٩٨ ریاضی (دکتری . ..... ،A محاسبه ی

.x >

(
٢
u

) ١
۴

اگر است
٢
x٣ (١

.x >

(
٢
u

)۴

اگر است
١
x٣ (٢

.x > u۴ اگر است
٢
x٣ (٣

.x >

(
u

٢

) ١
۴

اگر است
١
x٣ (۴
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۶٩
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم آن مزدوج در A تقسیم و ضرب با است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

A =
(x٢ + ٢

x٢ )− (x٢ − ٢
x٢ )√

x٢ + ٢
x٢ +

√
x٢ − ٢

x٢

=
۴
x٢√

x٢ + ٢
x٢ +

√
x٢ − ٢

x٢

.

برای مناسبی جایگزین
۴
x٢

٢x
= ٢

x٣ آنگاه باشد، برابر x٢ نمایش با x٢ ± ٢
x٢ نمایش چنانچه حال

١ ±
٢
x٢
x٢ نمایش باید باشد، برابر x٢ نمایش با x٢ ± ٢

x٢ نمایش که آن برای است. A محاسبه ی
که است امکان پذیر هنگامی این و باشد برابر ١ نمایش با

∣∣∣∣ ٢
x۴

∣∣∣∣ < u ⇒
(

٢
u

) ١
۴
< x.
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٧٠
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

صورت به ناصفر حقیقی عدد نمایش با را شده نرمال شناور ممیز دستگاه تست:

±(٠٫ d١d٢d٣d۴)× ٢±d۵d۶

روش که کنید فرض .i = ٢, . . . , ۶ ازای به di = ١یا٠ و d١ = ١ آن در که بگیرید نظر در
t مقدار آنگاه باشد، ٢ عدد با برابر ٢ + t نمایش اگر می رود. کار به نمایش قابل غیر ارقام بریدن

(٩٩ ریاضی (دکتری است؟ کدام
٠٫۵ (١

٠٫٢۵ (٢
٠٫١٢۵ (٣
٠٫٣٧۵ (۴

نمایش است کافی باشد، برابر ٢ نمایش با ٢+t نمایش آنکه برای است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
عدد روند u = ٢١−۴ = ٣−٢ آن در که t

٢ < u است کافی پس باشد. برابر ١ نمایش با ١+ t
٢

.t < ١/۴ بنابراین است. شده داده سیستم در یک
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٧٠
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی
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.t < ١/۴ بنابراین است. شده داده سیستم در یک

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٧١
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

(٩٩ ریاضی (دکتری دارد؟ ٢ با برابر همگرایی مرتبه ی زیر دنباله های از یک کدام }تست:
١
en

}
(١{

١√
n

}
(٢{

١
n٢

}
(٣{

١
٢٢n

}
(۴

است، p مرتبه ی از α به همگرا {xn} مانند دنباله یک که می دانیم است. صحیح ۴ گزینه پاسخ:
n > N اگر که طوری به باشند داشته وجود N مانند طبیعی عددی و C > ٠ مانند ثابتی هرگاه

آنگاه
|xn+١ − α|
|xn − α|p

≤ C.

دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٧١
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

(٩٩ ریاضی (دکتری دارد؟ ٢ با برابر همگرایی مرتبه ی زیر دنباله های از یک کدام }تست:
١
en

}
(١{

١√
n

}
(٢{

١
n٢

}
(٣{

١
٢٢n

}
(۴
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٧٢
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

داریم و است α = ٠ با برابر شده داده دنباله های حد اینجا در

• xn =
١
en

⇒ |xn+١ − α|
|xn − α|٢

=
١

en+١

١
e٢n

=
e٢n

en+١ → ∞.

• xn =
١√
n
⇒ |xn+١ − α|

|xn − α|٢
=

n√
n+ ١

→ ∞.

• xn =
١
n٢ ⇒ |xn+١ − α|

|xn − α|٢
=

n۴

(n+ ٢(١ → ∞.

• xn =
١

٢٢n ⇒ |xn+١ − α|
|xn − α|٢

=
٢٢n+١

٢٢n+١ → ١.

C ≥ ١ می توان چهارم دنباله ی در و ندارند را ٢ مرتبه ی همگرایی شرایط اول دنباله ی سه بنابراین
کرد. انتخاب
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٧٣
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

را x̃ است. (وارون پذیر) ناتکین A آن در که است Ax = b دستگاه جواب x کنید فرض تست:
.e = x−x̃ و r = b−Ax̃ دهید قرار و بگیرید دستگاه این برای شده محاسبه تقریبی جواب یک

داریم صورت این در
∥e∥ ≥ . . .?

(٩٩ ریاضی (دکتری
∥A−١∥∥r∥ (١

∥r∥
∥A∥

(٢

∥r∥
∥A−١∥

(٣

∥r∥∥A∥ (۴

است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:

Ae = A(x− x̃) = b−Ax̃ = r ⇒ ∥A∥∥e∥ ≥ ∥Ae∥ = ∥r∥ ⇒ ∥e∥ ≥ ∥r∥
∥A∥

.
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را x̃ است. (وارون پذیر) ناتکین A آن در که است Ax = b دستگاه جواب x کنید فرض تست:
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داریم صورت این در
∥e∥ ≥ . . .?

(٩٩ ریاضی (دکتری
∥A−١∥∥r∥ (١

∥r∥
∥A∥

(٢

∥r∥
∥A−١∥

(٣

∥r∥∥A∥ (۴

است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
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∥A∥

.
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٧۴
دکتری آزمون های در عددی آنالیز مبانی تست های و نکات بررسی

صحیح گزینه کدام بگیرید. نظر در minx(x
۴ − ٨x٢) مسئله ی حل برای را نیوتن روش تست:

(٩٩ ریاضی (دکتری است؟
واگراست. روش (١

باشد. خطی می تواند مجانبی همگرایی (٢
است. دوم درجه ی از مجانبی همگرایی (٣

است. دوم درجه ی از دیگر کننده مینیمم به و خطی کننده مینیمم یک به مجانبی همگرایی (۴

معادله ی باید مینیمم تعیین برای است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:

f ′(x) = ۴x٣ − ١۶x = ۴x(x− ٢)(x+ ٢) = ٠

به x = −٢ و x = ٢ ازای به مینیمم مقدار و ٢−,٠, ٢ از عبارتند معادله ریشه های کنیم. حل را
نیستند، f ′ دوم مشتق ریشه های ولی هستند f ′ ساده ی ریشه،ریشه های دو این چون می آید. دست

است. ٢ مرتبه همگرایی نرخ دارای آن ها محاسبه ی برای نیوتن روش پس
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است. ٢ مرتبه همگرایی نرخ دارای آن ها محاسبه ی برای نیوتن روش پس
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٧۵

شما توجه از سپاس با
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