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   انتگرال گيريمهم فرمولهاي 

ݑ௡݀ݑ׬ .1 ൌ
ଵ

௡ାଵ
௡ାଵݑ ൅ ܿ                                       	

׬ .2 sin ݔ ݔ݀	 ൌ	 െ cos ݔ ൅ ܿ                                    

׬ .3 cos ݔ ݔ݀ ൌ sin ݔ ൅ ܿ 

׬ .4
ௗ௨

௨
 = ln |	ݑ |+	ܿ    

= ݑ௨݀ܽ׬ .5
௔ೠ

୪୬௔
 +	ܿ 

׬ .6 tan  ܿ	+ |ݔ	ln |sec = ܿ	+ |ݔ	ln |cos	- = ݔ݀	ݔ

׬ .7 cot  ܿ	+ |ݔ	݊݅ݏ| ln = ݔ݀	ݔ

׬ .8 sec ݑ ݑ݀ ൌ ln | sec ݑ ൅ tanݑ| ൅ ܿ 

׬ .9 csc ݑ ݑ݀ ൌ ln | csc ݑ െ cot ݑ | ൅ ܿ 

׬ .10 ݑ݀ݑଶܿ݁ݏ ൌ ሺ1׬ ൅ tanଶ ݑሻ݀ݑ ൌ tanݑ ൅ 	ܿ	 

׬ .11 ݑଶܿݏܿ ݑ݀ ൌ ሺ1׬ ൅ cotଶ ݑሻ݀ݑ ൌ െ cot ݑ ൅ ܿ 

׬ .12 sec ݑ tan ݑ݀ݑ ൌ sec ݑ ൅ ܿ	 

׬ .13 csc ݑ cot ݑ݀ݑ ൌ െcsc ݑ ൅ ܿ 

׬ .14
ௗ௨

ଵା௨మ
ൌ tanିଵ ݑ ൅ ׬             ,ܿ

ௗ௨

௔మା	௨మ
ൌ ଵ

ୟ
tanିଵ ௨

ୟ
൅ c 

׬ .15
ௗ௨

√ଵି௨మ
ൌ sinିଵ ݑ ൅ ׬           ,ܿ

ௗ௨

√௔మି௨మ
ൌ sinିଵ

௨

௔
൅ c 

  

  انتگرال گيري به كمك تغيير متغير

  . معمولا در حل انتگرال هايي كه شامل يك تابع و مشتق آن مي باشند، از روش تغيير متغير استفاده مي شود

  .مثال 

׬
ୱ୧୬ሺ୪୬ ௫ሻ

௫
  ݔ݀	

׬ = sin cos = ݑ݀	ݑ ݑ ൅ ܿ =െcosሺ݈݊ݔሻ ൅ ݑ         ܿ ൌ ln ݑ݀  ,	ݔ ൌ ௗ௫

௫
 تغيير متغير:         
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.مثال  

ሻݔସݏ݋ሺܿ׬ ሺ݊݅ݏଷݔሻ	݀ݔ    

 ൌ ሻݔସݏ݋ሺܿ׬ ሺ݊݅ݏଶݔሻሺݔ݊݅ݏሻ	݀ݔ ൌ ሻݔସݏ݋ሺܿ׬ ሺ1 െ    ݔ݀	ሻݔ݊݅ݏሻሺݔଶݏ݋ܿ	

	ൌ ݔସݏ݋ሺܿ׬ െ ሻݔ଺ݏ݋ܿ ሺsin ݑ                 ݔሻ݀ݔ ൌ cos ,		ݔ ݑ݀ ൌ െݔ݊݅ݏ	ݔ݀	تغييرمتغير    

 ൌ ସݑሺ׬ െ ሻݑ଺ሻሺെ݀ݑ ൌ െ
௨ఱ

ହ
൅

௨ళ

଻
൅ ܿ ൌ		െ

௖௢௦ఱ௫

ହ
൅

௖௢௦ళ௫

଻
൅ ܿ.             

 

.مثال  

׬ 
ௗ௫

௫ି√௫
ݔ                                                                  ൌ ,ଶݐ ݔ݀ ൌ   تغييرمتغير			ݐ݀ݐ2

ൌ ׬
ଶ௧ௗ௧

௧మି௧
׬2 = 

ௗ௧

௧ିଵ
 = 2 ln|ݐ െ 1| ൅ ܿ  = 2݈ ଶݔ|݊ െ 1| ൅ ܿ.                                                         

  

  . مثال

׬
ௗ௫

ሺ୲ୟ୬షభ ௫ሻሺଵା௫మሻ
ݐ                                         ൌ tanିଵ ݔ 	→ ݐ݀ ൌ

ଵ

ଵା௫మ
  تغيير متغير         ݔ݀

ൌ ׬
ଵ

௧
ݐ݀ ൌ ln ݐ ൅ ܿ ൌ ln	ሺtanିଵ ሻݔ ൅ ܿ     

  . مثال

׬
௘మೣ

ଵା௘ೣ
     ݔ݀

ൌ ׬
௘ೣ

ଵା௘ೣ
݁௫݀ݐ                                                      ݔ ൌ 1 ൅ ݁௫ 		→ ݐ݀		 ൌ ݁௫݀ݔ	تغيير متغير     

ൌ ׬
௧ିଵ

௧
ݐ݀ ൌ ݐ݀׬ െ ׬

ௗ௧

௧
ൌ ݐ െ ln ݐ ൅ ܿ ൌ ሺ1 ൅ ݁௫ሻ െ lnሺ1 ൅ ݁௫ሻ ൅ ܿ  
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  جزء به جزء انتگرال گيري
اين روش در مورد  . هاي ساده تر تبديل كرد هاي دشوار را به انتگرال توان انتگرال با استفاده از روش جزء به جزء مي

صفر  تابعي است كه پس از چند بار مشتق گرفتن݂		  آن كه دركاربرد دارد  ݔሻ݀ݔሻ݃ሺݔሺ݂׬هايي به صورت  انتگرال
توابعي مانند  ݃و  ݂معمولا  . ن انتگرال گرفتآتوان بارها و بدون هيچ مشكلي از  تابعي است كه مي ݃ شود و  مي

,ݔ݊݅ݏ ,ݔݏ݋ܿ ,ݔ݈݊ 	݁௫,   .مي باشند ௡ݔ

ሻݒݑሺ݀	از قاعده     انتگرال جز به جز به صورت زير مي باشد كه  فرمول      ൌ ݒ݀ݑ ൅   .ي شودحاصل م  ݑ݀ݒ

නݒ݀ݑ ൌ ݒݑ െ නݑ݀ݒ 

.مثال      

׬    ݔ cos ݑ                                    ݔ݀ݔ ൌ ݔ → ݑ݀ ൌ ,		ݔ݀ ݔ݀ݔݏ݋ܿ ൌ ݒ݀ → ݒ ൌ  ݔ݊݅ݏ

		ൌ ݔ݊݅ݏݔ െ ׬ ݔ݀ݔ݊݅ݏ ൌ ݔ݊݅ݏݔ ൅ ݔݏ݋ܿ ൅ ܿ.   
  

  .مثال

׬	 ln ݑ                                          ݔ݀	ݔ ൌ ݒ݀			,ݔ݈݊ ൌ ݑ݀               ݔ݀ ൌ
ௗ௫

௫
	 , ݒ ൌ   ݔ

 ൌ ݔ݈݊ݔ െ ݔ݀׬ ൌ ݔ݈݊ݔ െ ݔ ൅ ܿ.  

  

را قسمتي   ݒ݀را تابعي مي گيريم كه پس از مشتق گيري ساده تر شود و   ݑدقت كنيد كه   ݒ݀و  	ݑبراي انتخاب   .نكته
  . كنيد به مثال بعد توجه .مي گيريم كه محاسبه انتگرالش ساده باشد

  

  . مثال

׬
௫ ୱ୧୬షభ ௫

√ଵି௫మ
ݑ          ݔ݀ ൌ sinିଵ 		ݔ → ݑ݀		 ൌ ௗ௫

√ଵି௫మ	
ݒ݀					,					 ൌ ௫ௗ௫

√ଵି௫మ	
		→ ݒ		 ൌ െ√1 െ                ଶݔ

ൌ െ√1 െ ଶݔ sinିଵ ݔ ൅ ݔ݀׬ ൌ െ√1 െ ଶݔ sinିଵ ݔ ൅ ݔ ൅ ܿ.    
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  . مثال

׬ ݔ ଵሺି݊݅ݏ
ଵ

௫
ሻ݀ݑ                             ݔ ൌ 	 ଵି݊݅ݏ ቀଵ

௫
ቁ 			→ ݑ݀		 ൌ 	െ ଵ

௫మ
ൈ ௗ௫

ටଵି భ
ೣమ

	 ൌ	 ିௗ௫

௫√௫మିଵ
                   

ݔ݀ݔ ൌ 		ݒ݀ → ݒ	 ൌ
ଵ

ଶ
  			ଶݔ	

ൌ
ଵ

ଶ
ଵି݊݅ݏଶݔ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅

ଵ

ଶ
׬ ଶݔ 	

ௗ௫

௫√௫మିଵ
ൌ

ଵ

ଶ
ଵି݊݅ݏଶݔ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅	

ଵ

ଶ
׬ ݔ 	

ௗ௫

√௫మିଵ
  

ൌ	
ଵ

ଶ
ଵି݊݅ݏଶݔ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅	

ଵ

ସ
׬ 	ݔ2

ௗ௫

√௫మିଵ
ൌ 	

ଵ

ଶ
ଵି݊݅ݏଶݔ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅	

ଵ

ସ
׬
ௗ௧

√௧
ݐ       	 ൌ 1 ൅ ଶݔ → ݐ݀ ൌ   ݔ݀ݔ2

ൌ	
ଵ

ଶ
ଵି݊݅ݏଶݔ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅

ଶ

ସ
ݐ√ ൌ 	

ଵ

ଶ
ଵି݊݅ݏଶݔ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൅

ଵ

ଶ
ଶݔ√ െ 1 ൅ ܿ.                                

 

  حل كردن معادله انتگرالي نسبت به انتگرال  مجهول

براي حل . گاهي اوقات با يك بار استفاده از روش جز به جز، انتگرالي ديگر ظاهر مي شود كه شبيه انتگرال اولي مي باشد
  . مثال زير را ببينيد. ده كرداين نوع انتگرال ها بايد دو بار از روش جز به جز استفا

  .مثال

׬ ݁ଶ௫ܿݑ         = ݔ݀ݔ3ݏ݋ ൌ ݁ଶ௫	, ݒ݀ ൌ ݑ݀														 		ݔ݀ݔ3ݏ݋ܿ ൌ 2݁ଶ௫݀ݔ	,			ݒ ൌ ଵ

ଷ
 ݔ3݊݅ݏ

 ൌ
ଵ

ଷ
݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ െ	

ଶ

ଷ
׬	 ݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ	ݔ݀       

. دوباره بايد از جز به جز استفاده كنيم    ׬	 ݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ	ݔ݀	اكنون براي حل انتگرال  

׬	 ݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ	ݑ          ݔ݀ ൌ ݁ଶ௫	, ݒ݀ ൌ ݑ݀            ݔ݀ݔ3݊݅ݏ ൌ 2݁ଶ௫݀ݔ	,			ݒ ൌ െ ଵ

ଷ
 ݔ3ݏ݋ܿ

ൌ െ
ଵ

ଷ
݁ଶ௫ܿݔ3ݏ݋ ൅

ଶ

ଷ
׬ ݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋		  

:نابراين با قرار دادن در رابطه         داريمب  

׬ ݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋ ൌ 	
ଵ

ଷ
݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ െ	

ଶ

ଷ
׬	 ݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ	ݔ݀ ൌ

	
ଵ

ଷ
݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ െ

ଶ

ଷ
	ቀെ

ଵ

ଷ
݁ଶ௫ܿݔ3ݏ݋ ൅

ଶ

ଷ
׬ ݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋ቁ ൌ

ଵ

ଷ
݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ ൅

ଶ

ଽ
	݁ଶ௫ܿݔ3ݏ݋ െ

ସ

ଽ
׬	 ݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋  
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:در نتيجه  

න݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋ ൅
4
9
	න ݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋ ൌ

1
3
݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ ൅

2
9
	݁ଶ௫ܿݔ3ݏ݋ 

න݁ଶ௫ܿݔ݀ݔ3ݏ݋ ൌ
9
13

൬
1
3
݁ଶ௫ݔ3݊݅ݏ ൅

2
9
	݁ଶ௫ܿݔ3ݏ݋൰. 

  

  به كمك تشكيل جدول جز به جز انتگرال گيري

  . در زير روش محاسبه انتگرال جز به جز به كمك تشكيل جدول با يك مثال نمايش داده شده است

 

            ሻݔሺ݃		وانتگرال	هايش																							ሻݔሺ݂	ومشتقاتش	

					ଶݔ        																			൅ 																					 ݁௫							 

																									ݔ2       െ 																			 ݁௫							 

      2																											 ൅ 																			 	e௫							 

      0																																																				݁௫							 

 

  مثلثاتي توابع انتگرال گيري از حاصلضربهاو توانهاي 
  

   فرد مثبت سينوس ها و كسينوس ها  توان هاي

׬ ݔ݀ݔଶ௡ାଵ݊݅ݏ ൌ ሻݔଶ௡݊݅ݏሺ׬ ሺݔ݊݅ݏሻ݀ݔ ൌ׬ሺ1 െ ݔ݀ݔ݊݅ݏሻ௡ݔଶݏ݋ܿ ൌ 	െ׬ሺ1 െ    ݑଶሻ௡݀ݑ

 

නܿݏ݋ଶ௡ାଵݔ݀ݔ ൌ නܿݏ݋ଶ௡ݔ ݔ݀ݔݏ݋ܿ ൌනሺ1 െ ݔ݀ݏ݋ଶሻ௡ܿ݊݅ݏ ൌ 	නሺ1 െ  ݑଶሻ௡݀ݑ

  

නݔଶ݁௫݀ݔ ൌݔଶ݁௫ െ ௫݁ݔ2 ൅ 2݁௫ ൅ ܿ 
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  .مثال

නܿݏ݋ହݔ݀ݔ ൌ නܿݏ݋ସݔ ݔ݀ݔݏ݋ܿ ൌ නሺܿݏ݋ଶݔሻଶ ݔݏ݋ܿ

ൌ නሺ1 െ 	ݔ݀ݔݏ݋ሻଶܿݔଶ݊݅ݏ

ൌ නሺ1 െ ݑଶሻଶ݀ݑ ൌ නሺ1 െ ଶݑ2 ൅ ݑସሻ݀ݑ ൌ ݑ െ
2
3
ଷݑ ൅

1
5
ହݑ ൅ ܿ 

                      ൌ ݔ݊݅ݏ െ
ଶ

ଷ
ݔଷ݊݅ݏ ൅

ଵ

ହ
ݔହ݊݅ݏ ൅ ܿ    

 

 

 

  هاها و كسينوسهاي زوج سينوسانتگرال توان

ݔଶ݊݅ݏها با استفاده از اتحادهاي  در اين انتگرال ൌ
ଵିୡ୭ୱଶ୶

ଶ
ݔଶݏ݋ܿو     ൌ

ଵା௖௢௦ଶ௫

ଶ
هاي ،  سعي در كاهش توان

  .ها داريمزوج و حذف ريشه

 هاي زوجكاهش توان.  

  .مثال

׬ ݔ݀ݔସݏ݋ܿ ൌ׬ሺܿݏ݋ଶݔሻଶ ݔ݀ ൌ ׬
ଵ

ସ
ሺ1 ൅   ݔሻଶ݀ݔ2ݏ݋ܿ

ൌ
ଵ

ସ
ሺ1׬ ൅ ݔ2ݏ݋2ܿ ൅ ݔሻ݀ݔଶ2ݏ݋ܿ ൌ

ଵ

ସ
ሺ1׬ ൅ ݔ2ݏ݋2ܿ ൅

ଵ

ଶ
ሺ1 ൅      ݔሻሻ݀ݔ4ݏ݋ܿ

ൌ
ଷ

଼
ݔ ൅

ଵ

ସ
ݔ2݊݅ݏ ൅

ଵ

ଷଶ
ݔ4݊݅ݏ ൅ ܿ.	   

 

 

 

 

 

ݑ ൌ ݔ݊݅ݏ
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  .نمائيمهاي زوج سينوس و كسينوس داشته باشيم، آنها را تبديل به فرم فوق ميناگر حاصلضربي از توا . نكته

  .مثال

׬ ݔସ݀ݏ݋ܿݔଶ݊݅ݏ ൌ ሺ1׬ െ ସݏ݋ሻܿݔଶݏ݋ܿ ݔ݀ݔ ൌ ׬ ସݏ݋ܿ ݔ െ ׬   	ݔ݀ݔ଺ݏ݋ܿ

ܿ حال انتگرال هاي بوجود آمده توان هاي زوجي از    .هستند كه به روش بالا حل مي شوند ݏ݋

  

 هاي دومحذف ريشه.  

  .مثال

׬	 √1 ൅ ݔ4ݏ݋ܿ
ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ ׬ ݔଶ2ݏ݋2ܿ√

ഏ
ర
଴ ݔ݀ ൌ ׬2√ |ݔ2ݏ݋ܿ|

ഏ
ర
଴   

ൌ ׬2√ ݔ݀ݔ2ݏ݋ܿ ൌ √2
௦௜௡ଶ௫

ଶ
ቤ	
గ

ସ
0

ഏ
ర
଴ ൌ √2

2
.    

  

  نت نت و كسكا سكاهاي انتگرال

ه انتگرال سكانت را در كتاب خود به سبامحنخستين روش واضح ، در دانشگاه كمبريجمعلم آيزاك نيوتن ن ايزاك بارو
  .هاي هندسه عرضه كردنام درس

׬ ݔ݀ݔܿ݁ݏ ൌ׬ ݔܿ݁ݏ
௧௔௡௫ା௦௘௖௫

௧௔௡௫ା௦௘௖௫
ݔ݀ ൌ ׬

௦௘௖௫	௧௔௡௫ା௦௘௖మ௫

௧௔௡௫ା௦௘௖௫
ݔ݀ ൌ׬

ௗ௨

௨
  

ൌ |ݑ|݈݊ ൅ ܿ ൌ ln|ݔܿ݁ݏ ൅ |ݔ݊ܽݐ ൅ ܿ.    

 بنابراين

׬ ݔ݀ݔܿ݁ݏ ൌ ln|ݔܿ݁ݏ ൅ |ݔ݊ܽݐ ൅ ܿ  

׬ csc ݔ݀ݔ ൌ ln|ܿݔܿݏ െ |ݔݐ݋ܿ ൅ ܿ  
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׬هاي     انتگرال ׬و  ݀ݔ௡ܿ݁ݏ ௡ܿݏܿ  ݔ݀ݔ

  .زوج باشد ݊اگر . الف

nفرض كنيد . از تغيير متغير استفاده مي كنيم ܿݏܿو  secبراي محاسبه انتگرال توان هاي زوج   ൌ   .زوج باشد 2݇

ݐاز تغيير متغير   secدر مورد  ൌ ݐيير متغير  از تغ  ܿݏܿو در مورد   ݔ݊ܽݐ ൌ   .به صورت زير استفاده مي كنيم  ݔݐ݋ܿ

 

׬ sec௡ ݔ݀ݔ ൌ ݔሻ݀ݔଶܿ݁ݏሻሺݔ௡ିଶܿ݁ݏሺ׬ ൌ ሻݔଶܿ݁ݏሺ׬
೙షమ
మ ሺܿ݁ݏଶݔሻ݀ݔ   

ൌ ሺ1׬ ൅ ሻݔଶ݊ܽݐ
೙షమ
మ ሺܿ݁ݏଶݔሻ݀ݔ ൌ ሺ1׬ ൅ ଶሻݐ

೙షమ
మ      ݐ݀

  

 

  .مثال

׬ ݔ݀ݔ଺ܿ݁ݏ ൌ ݔሻ݀ݔଶܿ݁ݏሻሺݔସܿ݁ݏሺ׬ ൌ    ݔሻ݀ݔଶܿ݁ݏሻଶሺݔଶܿ݁ݏሺ׬

ൌ ሺ1׬ ൅ ൌ ݔሻ݀ݔଶܿ݁ݏሻଶሺݔଶ݊ܽݐ ሺ1׬ ൅ ݐଶሻଶ݀ݐ ൌ ሺ1׬ ൅ ଶݐ2 ൅     ݐସሻ݀ݐ

ൌ ݐ ൅
ଶ

ଷ
ଷݐ ൅

ଵ

ହ
tହ ൅ ܿ ൌ ݔ݊ܽݐ ൅

ଶ

ଷ
ݔଷ݊ܽݐ ൅

ଵ

ହ
ݔହ݊ܽݐ ൅ ܿ.   

 

 

   .باشدفرد   ݊اگر . ب

  .از روش جز به  جز استفاده مي شود   ܿݏܿو    ܿ݁ݏبراي محاسبه انتگرال توان هاي فرد 

׬ ݔ݀ݔ௡ܿ݁ݏ ൌ ௡ିଶܿ݁ݏሺ׬ 							 ݔ݀ݔଶܿ݁ݏሻݔ
   

ݔ௡ିଶܿ݁ݏ ൌ 		ݑ ⟶ ݑ݀		 ൌ ሺ݊ െ 2ሻܿ݁ݏ௡ିଷݔܿ݁ݏݔ. ݔ݀ݔ݊ܽݐ ൌ ሺ݊ െ 2ሻሺܿ݁ݏ௡ିଶݔሻሺݔ݊ܽݐሻ݀ݔ	 

ݔ݀ݔଶܿ݁ݏ		 ൌ 		ݒ݀ ⟶ ݒ		 ൌ  ݔ݊ܽݐ

 

ݐ ൌ  ݔ݊ܽݐ
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׬ ݔ݀ݔ௡ܿ݁ݏ ൌ    ݔ݀ݔଶܿ݁ݏሻݔ௡ିଶܿ݁ݏሺ׬

ൌ ሺݔ݊ܽݐሻሺܿ݁ݏ௡ିଶݔሻ െ ሺ݊ െ 2ሻ׬ሺ݊ܽݐଶݔሻሺܿ݁ݏ௡ିଶݔሻ݀ݔ   

ൌ ሺݔ݊ܽݐሻሺܿ݁ݏ௡ିଶݔሻ െ ሺ݊ െ 2ሻ׬ሺܿ݁ݏଶݔ െ 1ሻ ሺܿ݁ݏ௡ିଶݔሻ݀ݔ      
ൌ ሺݔ݊ܽݐሻሺܿ݁ݏ௡ିଶݔሻ െ ሺ݊ െ 2ሻ׬ ௡ܿ݁ݏ ݔ݀ݔ ൅ ሺ݊ െ 2ሻ ׬    	ݔ݀ݔ௡ିଶܿ݁ݏ

  بنابراين

ሺ݊ െ 1ሻන ௡ܿ݁ݏ ݔ݀ݔ ൌ ݔ௡ିଶܿ݁ݏݔ݊ܽݐ ൅ ሺ݊ െ 2ሻ න ݔ݀ݔ௡ିଶܿ݁ݏ
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
براي	حل	اين	انتگرال

	 كنيممي روش	فوق	را	تكرار	

 

  .مثال

ݑ	  ൌ 		ݔܿ݁ݏ ⟶ ݑ݀		 ൌ ׬                     ݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ ݔ݀ݔଷܿ݁ݏ ൌ ׬ .ݔܿ݁ݏ ଶܿ݁ݏ   		ݔ݀ݔ
ݒ݀ ൌ 		ݔ݀ݔଶܿ݁ݏ ⟶ ݒ			 ൌ      ݔ݊ܽݐ

ൌ ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ െ ׬ ଶ݊ܽݐݔܿ݁ݏ ݔ݀ݔ ൌ ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ െ ݔଶܿ݁ݏሺ׬ െ 1ሻݔ݀ݔܿ݁ݏ    

׬	→ 		ݔ݀ݔଷܿ݁ݏ ൌ ݔ݊ܽݐݔ݁ݏ െ ׬ 	ݔ݀ݔଷܿ݁ݏ ൅ ׬ ݔܿ݁ݏ     ݔ݀

→ ׬2 ݔ݀ݔଷܿ݁ݏ ൌ ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ ൅ ln	 ݔܿ݁ݏ| ൅     |ݔ݊ܽݐ

→ ݔ݀ݔଷܿ݁ݏ׬ ൌ
ଵ

ଶ
ሺݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ ൅ ln|ݔܿ݁ݏ ൅ ሻ|ݔ݊ܽݐ ൅ ܿ.    

 

  هاها و كسينوسهاي سينوسحاصلضربانتگرال 

׬		      ׬ و  ݔ݀ݔ݊ݏ݋ܿݔ݉ݏ݋ܿ ׬   و ݔ݀ݔ݊ݏ݋ܿݔ݉݊݅ݏ    ݔ݀ݔ݉݊݅ݏݔ݊݊݅ݏ

جريان متناوب، مسائل انتقال گرما، خمش تيرها، تحليل تنش كابلها در پلهاي معلق و  ،ها در مواردبا اين انتگرال
  .كنيمشود، برخورد ميه مهندسي و علوم و رياضيات كه در آنها از سريهاي مثلثاتي استفاده ميمسائل مربوط ب

 .تر استفاده از اتحادهاي زير استولي روش ساده. توان دوبار از روش جزء به جزء استفاده كردحل آنها ميبراي 
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ݔ݊݊݅ݏݔ݉݊݅ݏ ൌ
ଵ

ଶ
ሾcosሺ݉ െ ݊ሻ ݔ െ cosሺ݉ ൅ ݊ሻ   ሿݔ

ݔ݊ݏ݋ܿݔ݉݊݅ݏ ൌ
ଵ

ଶ
ሾsinሺ݉ െ ݊ሻ ݔ ൅ sinሺ݉ ൅ ݊ሻ    ሿݔ

ݔ݊ݏ݋ܿݔ݉ݏ݋ܿ ൌ
ଵ

ଶ
ሾcosሺ݉ െ ݊ሻ ݔ ൅ cosሺ݉ ൅ ݊ሻ   ሿݔ

  

  .مثال

׬ ݔ݀ݔ5ݏ݋ܿݔ3݊݅ݏ ൌ ׬
ଵ

ଶ
ሾ݊݅ݏሺ3 െ 5ሻݔ ൅ sinሺ3 ൅ 5ሻ     ݔሿ݀ݔ

ൌ
ଵ

ଶ
׬ sinሺെ2ݔሻ ݔ݀ ൅

ଵ

ଶ
׬ ݔ݀ݔ8݊݅ݏ ൌ

ୡ୭ୱ	ሺିଶ௫ሻ

ସ
െ

௖௢௦଼௫

ଵ଺
൅ ܿ.   

  

  

׬     هايانتگرال ௡݊ܽݐ ׬  و  ݔ݀ݔ   ݔ݀ݔ௡ݐ݋ܿ

  .كنيمعمل مي براي حل آنها به صورت زير

׬ ݔ݀ݔ௡݊ܽݐ ൌ ׬ .ݔ௡ିଶ݊ܽݐ ݔ݀ݔଶ݊ܽݐ ൌ ׬ ݔଶݔ݁ݏሺݔ௡ିଶ݊ܽݐ െ 1ሻ݀ݔ  

ൌ ׬ ݔ݀ݔଶܿ݁ݏݔ௡ିଶ݊ܽݐ െ ׬ ݔ݀ݔ௡ିଶ݊ܽݐ ൌ ׬ ݐ௡ିଶ݀ݐ െ ׬   ݔ݀ݔ௡ିଶ݊ܽݐ

ൌ
ଵ

୬ିଵ
௡ିଵݐ െ ׬ ݔ݀ݔ௡ିଶ݊ܽݐ ൌ

ଵ

୬ିଵ
ݔ௡ିଵ݊ܽݐ െ ׬  ݔ݀ݔ௡ିଶ݊ܽݐ

  

׬اكنون براي حل   گرالده با ادامه اين روند، هر بار توان انت .ه از همين روش استفاده مي كنيمدوبار  ݔ݀ݔ௡ିଶ݊ܽݐ
  .مثال زير را ببينيد. كمتر مي شود تا به توان يك يا دو برسد كه انتگرال آن ها شناخته شده است

 

 

 

ݐ ൌ ݔ݊ܽݐ
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    .مثال

 

׬	 ଼݊ܽݐ ݔ݀ݔ ൌ ׬ ଺݊ܽݐ .ݔ ݔ݀ݔଶ݊ܽݐ ൌ ׬ ଺݊ܽݐ ݔଶܿ݁ݏሺݔ െ 1ሻ݀ݔ    

ൌ ׬ ݔ݀ݔଶܿ݁ݏݔ଺݊ܽݐ െ ׬ ݔ݀ݔ଺݊ܽݐ ൌ
ଵ

଻
ݔ଻݊ܽݐ െ ׬ ସ݊ܽݐ ݔଶܿ݁ݏሺݔ െ 1ሻ݀ݔ   

ൌ
ଵ

଻
ݔ଻݊ܽݐ െ ׬ ݔ݀ݔଶܿ݁ݏݔସ݊ܽݐ ൅ ׬    ݔ݀ݔସ݊ܽݐ

ൌ
ଵ

଻
ݔ଻݊ܽݐ െ

ଵ

ହ
ݔହ݊ܽݐ ൅ ׬ ݔଶܿ݁ݏሺݔଶ݊ܽݐ െ 1ሻ݀ݔ              

ൌ
ଵ

଻
ݔ଻݊ܽݐ െ

ଵ

ହ
ݔହ݊ܽݐ ൅

ଵ

ଷ
ݔଷ݊ܽݐ െ ׬ ଶ݊ܽݐ     ݔ݀ݔ

ൌ
ଵ

଻
ݔ଻݊ܽݐ െ

ଵ

ହ
ݔହ݊ܽݐ ൅

ଵ

ଷ
ݔଷ݊ܽݐ െ ׬ ݔଶܿ݁ݏ ൅ ݔ݀׬                                          

ൌ
ଵ

଻
ݔ଻݊ܽݐ െ

ଵ

ହ
ݔହ݊ܽݐ ൅

ଵ

ଷ
ݔଷ݊ܽݐ െ ݊ܽݐ ݔ ൅ ݔ ൅ c.            

 

׬هاي به فرم     انتگرال      ௡ܿ݁ݏ .ݔ ׬و  ݔ݀ݔ௠݊ܽݐ .ݔ௡ܿݏܿ ,	݉( ݔ݀ݔ௠ݐ݋ܿ   )صحيح 	݊

  .عددي صحيح مثبت و زوج باشد ݊اگر ) الف

׬ ௡ܿ݁ݏ .ݔ ݔ݀ݔ௠݊ܽݐ ൌ ׬ .ݔ௡ିଶܿ݁ݏ ௠݊ܽݐ .ݔ       	ݔ݀ݔଶܿ݁ݏ

ൌ ሻݔଶܿ݁ݏሺ׬
೙షమ
మ . .ݔ௠݊ܽݐ ݔ݀ݔଶܿ݁ݏ ൌ ሺ1׬ ൅ ሻݔଶ݊ܽݐ

೙షమ
మ .ݔ௠݊ܽݐ   ݔ݀ݔଶܿ݁ݏ

ൌ ሺ1׬ ൅ ଶሻݐ
೙షమ
మ                                           ݐ௠݀ݐ

 

 

  .مثال

׬ ଺ܿ݁ݏ .ݔ ݔଷ݊ܽݐ ൌ ׬ ସܿ݁ݏ ݔ݀ݔଶܿ݁ݏݔଷ݊ܽݐݔ ൌ ሺ1׬ ൅ ଶ݊ܽݐ   ݔ݀ݔଶܿ݁ݏݔଷ݊ܽݐሻଶݔ

ൌ ሺ1׬ ൅ ݐଷ݀ݐଶሻଶݐ ൌ ሺ1׬ ൅ ସݐ ൅ ଶሻݐ2   ݐଷ݀ݐ

ൌ
ଵ

ସ
ସݐ ൅

ଵ

଼
଼ݐ ൅

ଶ

଺
଺ݐ ൅ ܿ ൌ

ଵ

ସ
ݔସ݊ܽݐ ൅

ଵ

଼
ݔ଼݊ܽݐ ൅

ଶ

଺
ݔ଺݊ܽݐ ൅ ܿ.     

ݐ ൌ ݔ݊ܽݐ
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  .ددي صحيح مثبت و فرد باشد، داريمع ݉اگر ) ب

නܿ݁ݏ௡ݔ. ݔ݀ݔ௠݊ܽݐ

ൌ නܿ݁ݏ௡ିଵݔ. .ݔ௠ିଵ݊ܽݐ ݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ

ൌ නܿ݁ݏ௡ିଵ. ሺ݊ܽݐଶݔሻ
௠ିଵ
ଶ . ݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ

ൌ නܿ݁ݏ௡ିଵݔ. ሺܿ݁ݏଶݔ െ 1ሻ
௠ିଵ
ଶ . 	ݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ

ൌ න ଶݐ௡ିଵሺݐ െ 1ሻ
௠ିଵ
ଶ  ݐ݀

  

  

૚ି࢓دقت كنيد 

૛
  .عددي صحيح است 

  

  .مثال

න݊ܽݐଷܿ݁ݏݔ଺ݔ݀ݔ ൌ නܿ݁ݏହ݊ܽݐݔଶݔ ݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ

ൌ නܿ݁ݏହ ݔଶܿ݁ݏሺݔ െ 1ሻݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏ

ൌ නሺܿ݁ݏ଻ݔ െ ݔ݀ݔ݊ܽݐݔܿ݁ݏሻݔହܿ݁ݏ ൌ
1
8
ݔ଼ܿ݁ݏ െ

1
6
ݔ଺ܿ݁ݏ ൅ ܿ. 

  

  .فرد باشد ݊زوج و  ݉اگر ) ج

නܿ݁ݏ௡ݔ. ݔ݀ݔ௠݊ܽݐ ൌ නܿ݁ݏ௡ݔ. ሺ݊ܽݐଶݔሻ
௠
ଶ ݔ݀ ൌ නܿ݁ݏ௡ ݔଶܿ݁ݏሺݔ െ 1ሻ

௠
ଶ  ݔ݀

  .باشد كه راه حل آن قبلاً گفته شده استمي ܿ݁ݏبعد از توان رساندن، انتگرال شامل توان  زوج يا فرد 

  

ݐ ൌ ݔܿ݁ݏ
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׬هاي به فرم       انتگرال   ݔ݀ݔ௡ݏ݋ܿݔ௠݊݅ݏ

݊.فرض كنيد . فرد باشد ݊يا  ݉حداقل يكي از ) الف ൌ 2݇ ൅ 1  

න݊݅ݏ௠ݏ݋ܿݔ௡ݔ݀ݔ ൌ න݊݅ݏ௠ݏ݋ܿݔଶ௞ݔ݀ݔݏ݋ܿݔ

ൌ න݊݅ݏ௠ݔሺܿݏ݋ଶݔሻ௞ܿݔ݀ݔݏ݋

ൌ න݊݅ݏ௠ݔሺ1 െ ݔ݀ݔݏ݋ሻ௞ܿݔଶ݊݅ݏ ൌ නݑ௠ሺ1 െ  ݑଶሻ௞݀ݑ

  .هر دو زوج باشند ݊و  ݉) ب

න݊݅ݏ௠ݏ݋ܿݔ௡ݔ݀ݔ ൌ නሺܿݏ݋ଶݔሻ௞ሺ݊݅ݏଶݔሻ௥݀ݔ 

ݔଶ݊݅ݏدر ادامه از جانشاني  ൌ
ଵି௖௢௦ଶ௫

ଶ
ݔଶݏ݋ܿو     ൌ

ଵା௖௢௦ଶ௫

ଶ
  .شوداستفاده مي  

  

  

݊ܽݐ تغيير متغير  ها ازدر اين نوع انتگرال
௫

ଶ
ൌ   .شوداستفاده مي  ݐ

݊ܽݐ
௫

ଶ
ൌ 	ݐ ⟹ ݔ		 ൌ 		ݔଵି݊ܽݐ2 ⟹ ݔ݀		 ൌ

ଶௗ௧

ଵା௧మ
  

ݔ2݊݅ݏ ൌ 		ݔݏ݋ܿݔ݊݅ݏ2 ⟹ ݔ݊݅ݏ		 ൌ ݊݅ݏ2
௫

ଶ
ݏ݋ܿ

௫

ଶ
ൌ

ଶ௦௜௡ೣ
మ
௖௢௦ೣ

మ

௦௜௡మ
ೣ
మ
ା௖௢௦మ

ೣ
మ

ൌ
ଶ௧

ଵା௧మ
					  

		⟹ ݔ݊݅ݏ		 ൌ
ଶ௧

ଵା௧మ
  

ݔ2ݏ݋ܿ ൌ ݔଶݏ݋ܿ െ 		ݔଶ݊݅ݏ ⟹ ݔݏ݋ܿ		 ൌ
௖௢௦మ

ೣ
మ
ି௦௜௡మ

ೣ
మ

௖௢௦మೣ
మ
ା௦௜௡మೣ

మ

ൌ
ଵି௧మ

ଵା௧మ
ݔݏ݋ܿ			        	 ൌ

ଵି௧మ

ଵା௧మ
 

,ݔ݊݅ݏሺܨ׬.                              باشندميݔݏ݋ܿوݔ݊݅ݏانتگرال توابعي كه بر حسب     ݔሻ݀ݔݏ݋ܿ
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,ݔ݊݅ݏሺܨ׬ ݔሻ݀ݔݏ݋ܿ ൌ ሺܨ׬
ଶ௧

ଵା௧మ
	 ,
ଵି௧మ

ଵା௧మ
ሻ
ଶௗ௧

ଵା௧మ
 بنابراين                            

 

                                                                                          .مثال

׬
௖௢௦௫

ଵା௖௢௦௫
ݔ݀ ൌ ׬

భష೟మ

భశ೟మ

ଵା
భష೟మ

భశ೟మ

.
ଶௗ௧

ଵା௧మ
ൌ ׬

ଵି௧మ

ଶ
.
ଶௗ௧

ଵା௧మ
ൌ ׬

ଵି௧మ

ଵା௧మ
ݐ݀ ൌ െ׬

௧మିଵ

௧మାଵ
ݐ݀     

ൌ െ׬
௧మାଵିଶ

௧మାଵ
ݐ݀ ൌ െݐ݀׬ ൅ ׬2

ௗ௧

ଵା௧మ
ൌ െݐ ൅ ݐଵି݊ܽݐ2 ൅ ܿ                   

ൌ െ݊ܽݐ
௫

ଶ
൅ 2 tanିଵሺ tan

௫

ଶ
ሻ ൅ ܿ.    

  

  

ݐها از تغيير متغير براي حل اين نوع انتگرال ൌ   .شوداستفاده مي ݔ݊ܽݐ

ݔ݊ܽݐ ൌ 	ݐ ⟹ ݔ ൌ 	ݔଵି݊ܽݐ ⟹ ݔ݀ ൌ
ௗ௧

ଵା௧మ
  

 

ݔଶݏ݋ܿ ൌ
ݔଶݏ݋ܿ

ݔଶݏ݋ܿ ൅ ݔଶ݊݅ݏ
ൌ

1
1 ൅ ଶݐ

ݔଶ݊݅ݏ							,									 ൌ
ݔଶ݊݅ݏ

ݔଶݏ݋ܿ ൅ ݔଶ݊݅ݏ
ൌ

ଶݐ

1 ൅ ଶݐ
 

  

  .مثال

׬
ௗ௫

ଶି௦௜௡మ௫
ൌ ׬

ଵ

ଶି
೟మ

భశ೟మ

.
ௗ௧

ଵା௧మ
ൌ ׬

ௗ௧

ଶା௧మ
ൌ

ଵ

√ଶ
ଵି݊ܽݐ ቀ

௧

√ଶ
ቁ ൅ ܿ ൌ

ଵ

√ଶ
ଵି݊ܽݐ ቀ

௧௔௡௫

√ଶ
ቁ ൅ ܿ.  

  

,ݔଶ݊݅ݏሺܨ׬.                              باشندميݔଶݏ݋ܿوݔଶ݊݅ݏانتگرال توابعي كه بر حسب     ݔሻ݀ݔଶݏ݋ܿ
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ଶܽمثلثاتي براي عبارات  هاي جانشاني ൅ ଶܽو  ଶݔ െ ܽ			و  ଶݔ ൐ ଶݔ						0 െ ܽଶ   

ݔبا جانشاني  ൌ ଶܽ، عبارت  ݐ݊݅ݏܽ െ   .شودتبديل مي ݐଶݏ݋ଶܿܽبه  ଶݔ

ݔبا جانشاني  ൌ ଶݔ، عبارت  ݐܿ݁ݏܽ െ ܽଶ  ܽبهଶ݊ܽݐଶشودتبديل مي ݐ.  

ݔي جانشانبا  ൌ ଶܽ، عبارت  ݐ݊ܽݐܽ ൅   .شودتبديل مي ݐଶܿ݁ݏଶܽبه  ଶݔ

پذير معكوس ܿ݁ݏو  ݊ܽݐ،  ݊݅ݏقرار دهيم، بايد  tبراي اينكه بتوانيم پس از حل انتگرال، مقدار اوليه را به جاي 
  .باشند، بنابراين

ݔ ൌ 	ݐ݊݅ݏܽ ⟶ ݐ ൌ ଵି݊݅ݏ ቀ
௫

௔
ቁ 																	െ

గ

ଶ
൑ ݐ ൑

గ

ଶ
  

ݔ ൌ 	ݐ݊ܽݐܽ ⟶ ݐ ൌ ଵି݊ܽݐ ቀ
ݔ
ܽ
ቁ															െ

ߨ
2
൏ ݐ ൏

ߨ
2

 

ݔ ൌ 	ݐܿ݁ݏܽ ⟶ ݐ ൌ ଵିܿ݁ݏ ቀ
௫

௔
ቁ																			൝

௫

௔
൒ 1	 ⟶ 	0 ൑ ߠ ൏

గ

ଶ
					

௫

௔
൑ െ1								

గ

ଶ
൏ ߠ ൑ 			ߨ

  

  .مقابل مطلوبست محاسبه انتگرال .مثال

׬
ௗ௫

√௫మା௔మ
						ܽ ൐ ݔ		                     				0 ൌ 					ݐ݊ܽݐܽ െ గ

ଶ
൏ ݐ ൏ గ

ଶ
		→ ݔ݀		 ൌ  ݐ݀ݐଶܿ݁ݏܽ

      ൌ ׬
௔௦௘௖మ௧ௗ௧

√௔మ௧௔௡మ௧ା௔మ
ൌ ׬

௔௦௘௖మ௧ௗ௧

|௔௦௘௖௧|
ൌ ׬ ݐܿ݁ݏሺ          ݐ݀ݐܿ݁ݏ ൐ 0	, െ

ߨ

2
൏ ݐ ൏

ߨ

2
    ሻبه	ازاي	

      ൌ ln|ݐܿ݁ݏ ൅ |ݐ݊ܽݐ ൅ ܿ ൌ ln ฬ
√௔మା௫మ

௔
൅

௫

௔
ฬ ൅ ܿ.  

 

آن مي توان باتوجه به تغيير متغير داده شده، مثلثي مانند روبرو به نام مثلث مرجع داريم كه با استفاده از                  
.نسبت هاي به دست آمده در جواب را جايگزين كرد      

                                       

                                                          ⟹ ݐݏ݋ܿ ൌ ௔

√௔మା௫మ
⟹ ݐܿ݁ݏ ൌ

√௔మା௫మ

௔
 

 

 

 

t 

22 xa 

a 

	ݔ
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  .مثال

׬		
௫మௗ௫

√ଽି௫మ
ݔ	                                                      				 ൌ 	ݐ݊݅ݏ3 ⟶ ݔ݀ ൌ  ݐ݀ݐݏ݋3ܿ

ൌ ׬
ሺଽ௦௜௡మ௧ሻሺଷ௖௢௦௧ௗ௧ሻ

ଷ௖௢௦௧
ൌ ׬9 ݐ݀ݐଶ݊݅ݏ ൌ9׬

ଵି௖௢௦ଶ௧

ଶ
ݐ݀ ൌ

ଽ

ଶ
ቀݐ െ

௦௜௡ଶ௧

ଶ
ቁ ൅ ܿ  

ൌ
ଽ

ଶ
ሺݐ െ ሻݐݏ݋ܿݐ݊݅ݏ ൅ ܿ ൌ

ଽ

ଶ
൬ି݊݅ݏଵ

௫

ଷ
െ

௫

ଷ

√ଽି௫మ

ଷ
൰ ൅ ܿ.   

   

ݐݏ݋ܿ                                                                    ൌ
√ଽି௫మ

ଷ
       

  

  

,ݔሺܨ׬انتگرال هاي به فرم  . نكته ଶݔܽ√ ൅ ݔܾ ൅ ܿሻ݀با تبديلات فوق قابل حل هستند   ݔ.  

  

ଶݔܽ	هاي شامل انتگرال)  (*  ൅ ݔܾ ൅ ܿ  

ଶݔܽاي توان سه جملهكردن ميبه كمك مربع كامل  ൅ ݔܾ ൅ ଶݑሺܽرا به صورت   ܿ േ درآورد و سپس با  ଶሻܣ
  .هاي مثلثاتي آن را حل كرداستفاده از جانشاني

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ ܽ ቀݔଶ ൅
௕

௔
ቁݔ ൅ ܿ ൌ ܽ ൬ݔଶ ൅

௕

௔
ݔ ൅ ቀ

௕

ଶ௔
ቁ
ଶ
െ ቀ

௕

ଶ௔
ቁ
ଶ
൰ ൅ ܿ  

ൌ 	ܽ ቀݔଶ ൅
௕

௔
ݔ ൅

௕మ

ସ௔మ
ቁ ൅ ܿ െ

௕మ

ସ௔
ൌ ܽ ቀݔ ൅

௕

ଶ௔
ቁ
ଶ
൅

ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
  

ൌ ܽ ቀݔ ൅
௕

ଶ௔
ቁ
ଶ
൅

ସ௔௖ି௕మ

ସ௔
ൌ ܽሺݑଶ േ    ଶሻܣ

  

  

3  x 

29 x  

t 
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  .مثال

׬
ௗ௫

√ଶ௫ି௫మ
ൌ ׬

ௗ௫

√ଵିଵାଶ௫ି௫మ
ൌ ׬

ௗ௫

ඥିሺ௫మିଶ௫ାଵሻାଵ
ൌ ׬

ௗ௫

ඥିሺ௫ିଵሻమାଵ
			   		

ൌ ׬
ௗ௨

√ଵି௨మ
ൌ ሻݑଵሺି݊݅ݏ ൅ ܿ ൌ ݔଵሺି݊݅ݏ െ 1ሻ ൅ ݑ                	ܿ ൌ ݔ െ 1 ⟶ ݑ݀ ൌ 	        ݔ݀

 

  

   .مثال

׬
ሺ௫ାଵሻௗ௫

√ଶ௫మି଺௫ାସ
ൌ ׬

ሺ௫ାଵሻௗ௫

ටଶሺ௫మିଷ௫ାవ
ర
ሻାସ	ି	భఴ

ర

ൌ ׬
ሺ௫ାଵሻௗ௫

ටଶቀ௫ିయ
మ
ቁ
మ
ି	భ
మ

ൌ
ଵ

√ଶ
׬

ሺ௫ାଵሻௗ௫

ටቀ௫ିయ
మ
ቁ
మ
ି	భ
ర

     ሺIሻ 

ቀݔ െ
ଷ

ଶ
ቁ ൌ

ଵ

ଶ
		ݐܿ݁ݏ ⟹		 ሺݔ െ 3ሻଶ ൌ

ଵ

ସ
ݔ    ,  ݐଶܿ݁ݏ ൌ

ଵ

ଶ
ݐܿ݁ݏ ൅

ଷ

ଶ
		⟹ ݔ݀		 ൌ

ଵ

ଶ
ሺݐܿ݁ݏሻݐ݀ݐ݊ܽݐ 

 

 ሺIሻ ⟹  
ଵ

√ଶ
׬

భ
మ
௦௘௖௧ାఱ

మ

ටభ
ర
௦௘௖మ௧ି

భ
ర

ሺ
ଵ

ଶ
ݐ݀ݐ݊ܽݐሻݐܿ݁ݏ ൌ

ଵ

ଶ√ଶ
׬
ቀభ
మ
௦௘௖௧ାఱ

మ
ቁሺ௦௘௖௧ሻሺ௧௔௡௧ሻ
భ
మ
௧௔௡௧

  ݐ݀

ൌ
ଵ

ଶ√ଶ
ݐଶܿ݁ݏሺ׬ ൅ ݐሻ݀ݐܿ݁ݏ5 ൌ

ଵ

ଶ√ଶ
ݐ݊ܽݐ ൅

ହ

ଶ√ଶ
ln|ݐܿ݁ݏ ൅ |ݐ݊ܽݐ ൅ ܿ  

ൌ
ଵ

√ଶ
ଶݔ√ െ ݔ3 ൅ 2 ൅

ହ

ଶ√ଶ
lnห2ݔ െ 3 ൅ ଶݔ√2 െ ݔ3 ൅ 2ห ൅ ܿ  

 

ݕ  ൌ ටሺݔ െ
ଷ

ଶ
ሻଶ െ

ଵ

ସ
ൌ ଶݔ√ െ ݔ3 ൅ 2 	⟹ ݐ݊ܽݐ ൌ

௬
భ
మ

ൌ ଶݔ√2 െ ݔ3 ൅ 2         

  

 

 

 

  

ݐ

2

3
x  

y 

2
1  
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׬انتگرال توابع كسري به فرم 
஺௫ା஻

௔௫మା௕௫ା௖
 ݔ݀

ضرايب را طوري در دهيم و سپس صورت قرار مي ݔها ابتدا مشتق مخرج را به جاي براي حل اين نوع انتگرال
  .كنيم كه مساوي كسر اولي باشدصورت كسر جديد اصلاح مي

 

න
ݔܣ ൅ ܤ

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ
ݔ݀ ൌ න

ܣ
2ܽ ሺ2ܽݔ ൅ ܾሻ ൅ ܤ െ ܾܣ

2ܽ
ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ

 ݔ݀

ൌ
ܣ
2ܽ

න
ݔ2ܽ ൅ ܾ

ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿ
ݔ݀

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ሺ୍ሻ

൅ ሺܤ െ
ܾܣ
2ܽ
ሻන

ݔ݀
ଶݔܽ ൅ ݔܾ ൅ ܿᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

ሺ୍୍ሻ

 

 

	مخرج(  با متغير  ሺIሻانتگرال  ൌ   .شودحل مي(*) گفته شده در  نيز به روش ሺIIሻانتگرال . به راحتي قابل حل است)    ݐ

  

׬   ابع كسري به شكلانتگرال تو
ௗ௫

ඥ௔௫మା௕௫ା௖
						ሺܽ ൐ 0ሻ 

گفته شده  بقيه راه حل مشابه انتگرال. آوريمگيريم و از انتگرال بيرون ميفاكتور مي ଶݔضريب در اين نوع انتگرال ها، از 
  .است (*) در 

න
ݔ݀

ଶݔܽ√ ൅ ݔܾ ൅ ܿ
ൌ

1

√ܽ
න

ݔ݀

ටݔଶ ൅
ܾ
ܽ ݔ ൅

ܿ
ܽ

ൌ
1

√ܽ
න

ݔ݀

ටቀݔ ൅
ܾ
2ܽቁ

ଶ

൅
ܿ
ܽ െ

ܾଶ
4ܽଶ

	 

– منفي باشد، از ܽاگر : نكته   .بالاست بقيه راه حل مشابه  .آوريمبيرون مياز راديكال فاكتور گرفته و  ܽ

  

׬  به شكلانتگرال توابع كسري 
஺௫ା஻

ඥ௔௫మା௕௫ା௖
  ݔ݀

ଶݔܽكنيم مشتق مانند قبل، ابتدا سعي مي ൅ ݔܾ ൅ آوريم و با تغيير ضرايب صورت كسر جديد را در صورت به وجود  ܿ
هاي قبل مشابه قسمتحل آنها شود كه مي تبديل به دو انتگرال سپس انتگرال . كنيمبا صورت كسر اولي ميرا مساوي 

  .است
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  .كنيم، هرگاه درجه صورت از مخرج بيشتر باشد، صورت را به مخرج تقسيم ميگيري از توابع كسريدر انتگرال .نكته

  

  گيري به كمك تجزيه كسرهاانتگرال

  رتجزيه كس

  .براي تجزيه يه كسر به روش زير عمل مي كنيم

سپس با . مل تحويل ناپذير، يعني چندجمله اي هاي با كمترين درجه ممكن تجزيه مي كنيمابتدا مخرج كسر را به عوا
  .توجه به نوع عوامل موجود در مخرج چند حالت ممكن است اتفاق بيفتد

ிሺ௫ሻ يعني كسري به صورت  . اگر مخرج كسر داراي چند عامل درجه اول باشد .1

ሺ௫ା௕భሻሺ௫ା௕మሻ…ሺ௫ା௕೙ሻ
 .داريم   

  : در اين حالت مي نويسيم

ሻݔሺܨ
ሺݔ ൅ bଵሻሺݔ ൅ bଶሻ… ሺݔ ൅ b୬ሻ

ൌ
ଵܣ

ݔ ൅ bଵ
൅

ଶܣ
ݔ ൅ bଶ

൅ ⋯൅
௡ܣ

ݔ ൅ b୬
 

نون با هم مخرج كردن كسرهاي سمت راست و مساوي قرار دادن كسر حاصل با كسر سمت چپ تساوي بالا، و دادن اك
  .را به دست آورد  ୬ܣتا    ଵܣ، مي توان اعداد ݔمقادير متفاوت به 

  .مثال

ݔ2 ൅ 3
ሺݔ െ 4ሻሺݔ ൅ 2ሻ

ൌ
ܣ

ݔ െ 4
൅

ܤ
ݔ ൅ 2

ൌ
ݔሺܣ ൅ 2ሻ ൅ ݔሺܤ െ 4ሻ

ሺݔ െ 4ሻሺݔ ൅ 2ሻ
 

ݔ2يعني . اوي باشدبنابراين چون مخرج دو كسر مساوي است بايد صورت آنها نيز مس ൅ 3 ൌ ݔሺܣ ൅ 2ሻ ൅ ݔሺܤ െ 4ሻ   

  :به دست مي آيند ܤو    ܣ، اعداد ݔحال با دادن مقدار به 

ݔ ൌ െ2	 → 2ሺെ2ሻ ൅ 3 ൌ ሺെ2ܤ െ 4ሻ 	→ 	െ6ܤ ൌ െ1	 → ܤ		 ൌ
1
6
 

ݔ ൌ 4		 → 		2ሺ4ሻ ൅ 3 ൌ ሺ4ܣ ൅ 2ሻ 	→ ܣ6		 ൌ 11		 → ܣ		 ൌ
11
6

 

  :در نتيجه داريم
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ݔ2 ൅ 3
ሺݔ െ 4ሻሺݔ ൅ 2ሻ

ൌ

11
6

ݔ െ 4
൅

1
6

ݔ ൅ 2
 

  .قرار دهيم ݔرج را به جاي بهتر است ريشه هاي مخ  ܤ , ܣبراي به دست آوردن  ݔدر هنگام عددگذاري به جاي . نكته

يعني كسري به صورت   . باشدبا تكرار  هرگاه مخرج كسر داراي عامل درجه اول  .2
ிሺ௫ሻ

ሺ௫ା௕భሻ೘భሺ௫ା௕మሻ೘మ…ሺ௫ା௕೙ሻ೘೙
در اين حالت براي هر يك از عامل ها به تعداد تكرار آن، كسر در سمت . داريم   

  .  مثال بعد را ببينيد. راست در نظر مي گيريم 

  .مثال

ଶݔ ൅ 2
ሺݔ ൅ 1ሻଷሺݔ െ 2ሻ

ൌ
ܣ

ݔ െ 2
൅

ଵܤ
ሺݔ ൅ 1ሻ

൅
ଶܤ

ሺݔ ൅ 1ሻଶ
൅

ଷܤ
ሺݔ ൅ 1ሻଷ

ൌ
ݔሺܣ ൅ 1ሻଷ ൅ ݔଵሺܤ ൅ 1ሻଶሺݔ െ 2ሻ ൅ ݔଶሺܤ ൅ 1ሻሺݔ െ 2ሻ ൅ ݔଷሺܤ െ 2ሻ

ሺݔ ൅ 1ሻଷሺݔ െ 2ሻ
 

  .هاي مخرج را قرار دهيمبهتر است ريشه. كنيمرا محاسبه مي ܤو  ܣدهيم و ضرايب عدد قرار مي ݔه جاي اكنون ب

ݔ ൌ 2	 ⟹ ሺ3ሻଷܣ ൌ 6		 ⟶ ܣ		 ൌ
଺

ଶ଻
ൌ

ଶ

ଽ
  

ݔ ൌ െ1	 ⟹ ଷሺെ3ሻܤ ൌ 3	 ଷܤ	⟶ ൌ െ1	  

ݔ ൌ 0	 ⟹ ܣ െ ଵܤ2 െ ଶܤ2 െ ଷܤ2 ൌ 2	 ⟶	െ2ሺܤଵ ൅ ଶሻܤ ൌ 2 െ
ଶ

ଽ
െ 2 ൌ െ

ଶ

ଽ
   → ଵܤ		 ൅ ଶܤ ൌ

ଵ

ଽ
 

ݔ ൌ 1	 ⟹ 8ቀ
ଶ

ଽ
ቁ െ ଵܤ4 െ ଶܤ2 ൅ 1 ൌ 3	 ⟶ ଵܤ2	 ൅ ଶܤ ൌ

ଵ

ଽ
    

ቐ
ଵܤ		 ൅ ଶܤ ൌ

ଵ

ଽ

ଵܤ2 ൅ ଶܤ ൌ
ଵ

ଽ

ଵܤ              ൌ ଶܤ			,		0 ൌ
ଵ

ଽ
 

 

ଶݔሺaرج كسر داراي يك عامل از درجه دو مانند اگر مخ .3 ൅ bݔ ൅ cሻ	  باشد،  يعني كسري به صورت
ிሺ௫ሻ

ୋሺ୶ሻሺୟ୶మାୠ୶ାୡሻ
ݔܣداشته باشيم، آنگاه در تجزيه كسر، صورت را يك عامل درجه اول به شكل    ൅ در نظر   ܤ

  .بقيه راه حل مشابه قبل است. گيريم  مي
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௫كسر  . مثال

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
  .را تجزيه كنيد  

௫

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
ൌ

஺௫ା஻

௫మାଵ
൅

஼

௫ିଵ
ൌ

ሺ஺௫ା஻ሻሺ௫ିଵሻା஼ሺ௫మାଵሻ

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
ݔ            ൌ ሺݔܣ ൅ ݔሻሺܤ െ 1ሻ ൅ ଶݔሺܥ ൅ 1ሻ  

ݔ ൌ 1				 → ܥ2			 ൌ 1		 ⟶ ܥ		 ൌ
ଵ

ଶ
  

ݔ ൌ 0	 → 	െܤ ൅ ܥ ൌ 0		 ⟶ ܤ		 ൌ ܥ ൌ
ଵ

ଶ
     

ݔ  ൌ െ1	 → 	െ2ሺܤ െ ሻܣ ൅ ܥ2 ൌ െ1		 ⟶	െ2 ቀ
ଵ

ଶ
െ ቁܣ ൅ 1 ൌ െ1	 → ܣ	 ൌ െ

ଵ

ଶ
			 

௫ .                           بنابراين

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
ൌ ஺௫ା஻

௫మାଵ
൅ ஼

௫ିଵ
ൌ

షభ
మ
௫ା

భ
మ

௫మାଵ
൅

భ
మ

௫ିଵ
  

  

هرگاه مخرج كسر داراي عامل درجه دومي با تكرار باشد يعني مخرج داراي جمله اي مانند                      .4
ሺaݔଶ ൅ bݔ ൅ cሻ୫	  تا كسر در نظر  ݉باشد، آنگاه در تجزيه كسر متناظر با اين عامل به تعداد تكرارها يعني

  .مثال بعد را ببينيد. مي گيريم

ଶ௫ିଵكسر  .  مثال

ሺ௫ିଶሻమሺଶ௫మାଵሻమ
  .را تجزيه كنيد 

ଶ௫ିଵ

ሺ௫ିଶሻమሺଶ௫మାଵሻమ
ൌ

஺

௫ିଶ
൅

஻

ሺ௫ିଶሻమ
൅

஼భ௫ା஽భ
ଶ௫మାଵ

൅
஼మ௫ା஽మ
ሺଶ௫ାଵሻమ

  

ൌ
஺ሺ௫ିଶሻሺଶ௫మାଵሻమା஻ሺଶ௫మାଵሻమାሺ஼భ௫ା஽భሻሺଶ௫మାଵሻሺ௫ିଶሻమାሺ஼మ௫ା஽మሻሺ௫ିଶሻమ

ሺ௫ିଶሻమሺଶ௫మାଵሻమ
  

  

ݔ2                                                                                                                                                                                 بنابراين െ 1 ൌ

ݔሺܣ െ 2ሻሺ2ݔଶ ൅ 1ሻଶ ൅ ଶݔሺ2ܤ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺܥଵݔ ൅ ଶݔଵሻሺ2ܦ ൅ 1ሻሺݔ െ 2ሻଶ ൅ ሺܥଶݔ ൅ ݔଶሻሺܦ െ 2ሻଶ   

  .، ضرايب مجهول را بدست مي آوريم ݔاكنون با قرار دادن اعداد مختلف  به جاي 

  

׬براي محاسبه انتگرال  . مثال
௫

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
اين كسر در مثال هاي قبل . ، ابتدا كسر انتگرالده را تجزيه مي كنيم ݔ݀

௫تجزيه شده است و داريم                 

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
ൌ

షభ
మ
௫ା

భ
మ

௫మାଵ
൅

భ
మ

௫ିଵ
  بنابراين .   
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׬
௫

ሺ௫మାଵሻሺ௫ିଵሻ
ݔ݀ ൌ െ

ଵ

ଶ
׬

௫ିଵ

௫మାଵ
ݔ݀ ൅

ଵ

ଶ
׬

ௗ௫

௫ିଵ
ൌ െ

ଵ

ସ
׬
ௗ௨

௨
൅

ଵ

ଶ
׬

ௗ௫

௫మାଵ
൅

ଵ

ଶ
׬

ௗ௫

௫ିଵ
  

ൌ െ
ଵ

ସ
ln|ݔଶ ൅ 1| ൅

ଵ

ଶ
ݔଵି݊ܽݐ ൅

ଵ

ଶ
ln|ݔ െ 1| ൅ ܿ.    

 

صلضرب عوامل اول اگر مخرج كسر به صورت حاصلضرب عوامل اول تجزيه نشده باشد، بايد آن را به صورت حا: نكته
.تجزيه كرد  

׬مطلوبست محاسبه انتگرال . مثال
ଵ

௫యାଵ
  .ݔ݀

با استفاده از . ابتدا مخرج كسر را به عوامل تحويل ناپذير يعني چندجمله اي هاي از كمترين درجه ممكن تجزيه مي كنيم
ଷݔ           اتحاد مجموع مكعبات داريم ൅ 1 ൌ ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ    .  ݔدقت كنيد كهଶ െ ݔ ൅ داراي ريشه   1

  .حال مي توان كسر را تجزيه كرد. حقيقي نيست و نمي توان آنرا به چند جمله اي هاي درجه اول تجزيه كرد

1
ଷݔ ൅ 1

ൌ
1

ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ
ൌ

ܣ
ݔ ൅ 1

൅
ݔܤ ൅ ܥ

ଶݔ െ ݔ ൅ 1
ൌ
ଶݔሺܣ െ ݔ ൅ 1ሻ ൅ ሺݔܤ ൅ ݔሻሺܥ ൅ 1ሻ

ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ
 

ଶݔሺܣبنابراين   െ ݔ ൅ 1ሻ ൅ ሺݔܤ ൅ ݔሻሺܥ ൅ 1ሻ ൌ 1	.  

ݔ ൌ െ1		 → ܣ3		 ൌ 1		 → ܣ		 ൌ
1
3

 

ݔ ൌ 0		 → ܣ ൅ ܥ ൌ 1	 → ܥ ൌ 1 െ
1
3
ൌ
2
3

 

ݔ ൌ 1		 → ܣ		 ൅ ܤ2 ൅ ܥ2 ൌ 1		 → ܤ		 ൌ െ
1
3

 

 در نتيجه 

׬
ଵ

௫యାଵ
ݔ݀ ൌ

ଵ

ଷ
׬

ଵ

௫ାଵ
ݔ݀ െ

ଵ

ଷ
׬

௫ାଶ

௫మି௫ାଵ
   ݔ݀

ൌ
ଵ

ଷ
ln|ݔ ൅ 1| െ

ଵ

ଷ
׬

௫

௫మି௫ାଵ
ݔ݀ ൅ ׬2

ௗ௫

௫మି௫ାଵ
   

ൌ
ଵ

ଷ
ln|ݔ ൅ 1| െ

ଵ

଺
׬
ଶ௫ିଵାଵ

௫మି௫ାଵ
ݔ݀ ൅ ׬2

ௗ௫

௫మି௫ାଵ
  

ൌ
ଵ

ଷ
ln|ݔ ൅ 1| െ

ଵ

଺
׬

ଶ௫ିଵ

௫మି௫ାଵ
ݔ݀ െ

ଵ

଺
׬

ଵ

௫మି௫ାଵ
ݔ݀ ൅ ׬2

ௗ௫

௫మି௫ାଵ
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ൌ
ଵ

ଷ
ln|ݔ ൅ 1| െ

ଵ

଺
׬
ௗ௧

௧
൅ ቀ2 െ

ଵ

଺
ቁ ׬

ଵ

௫మି௫ାଵ
  ݔ݀

ൌ
ଵ

ଷ
ln|ݔ ൅ 1| െ

ଵ

଺
ln|ݔଶ െ ݔ ൅ 1| ൅

ଵଵ

଺
׬

ௗ௫

ቀ୶ିభ
మ
ቁ
మ
ାయ
ర

   

ൌ
ଵ

ଷ
ln|ݔ ൅ 1| െ

ଵ

଺
ln|ݔଶ െ ݔ ൅ 1| ൅

ଵଵ

଺

ଶ

√ଷ
tanିଵ ቆ

୶ିభ
మ

√య
మ

ቇ ൅ c.   

 

׬                                                                                                                                            .مثال
ଷ௫ି଻

௫యା௫మାସ௫ାସ
  ݔ݀

را به عوامل اول تجزيه  براي تجزيه كسر، ابتدا بايد چند جمله اي مخرج. براي حل اين انتگرال بايد كسر را تجزيه كنيم
داريم. كنيم  

ݔ ൌ െ1		 → ሺെ1ሻଷ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 4ሺെ1ሻ ൅ 4 ൌ 0 

ݔبنابراين  ൌ െ1   يك ريشه مخرج است و در نتيجهሺݔ ൅ 1ሻ با تقسيم چند . يك عامل از چندجمله اي مخرج مي ياشد
ଷݔجمله اي مخرج يعني   ൅ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ ݔሺبر   4 ൅ 1ሻ   عامل ديگر به صورتሺݔଶ ൅ 4ሻ توجه . به دست مي آيد

ଶݔكنيد كه چون  ൅ 4 ൌ بنابراين مخرج كسر به . ريشه حقيقي ندارد، نميتوان آنرا به عوامل درجه يك تجزيه كرد 0
ଷݔ.               صورت مقابل تجزيه مي شود ൅ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4 ൌ ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ ൅ 4ሻ  

  اكنون براي تجزيه كسر مي نويسيم

ݔ3 െ 7
ଷݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4

ൌ
ݔܣ ൅ ܤ
ଶݔ ൅ 4

൅
ܥ

ݔ ൅ 1
ൌ
ሺݔܣ ൅ ݔሻሺܤ ൅ 1ሻ ൅ ଶݔሺܥ ൅ 4ሻ

ଷݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4
 

  در تساوي بالا داريم ݔبا قرار دادن مقادير مختلف به 

ݔ ൌ െ1		 → 		3ሺെ1ሻ െ 7 ൌ 	ܥ5 → ܥ ൌ െ2 

ݔ ൌ 0	 → 	െ7 ൌ ܤ ൅ ܥ4 ൌ ܤ െ 8		 → ܤ		 ൌ 1 

ݔ	 ൌ 1		 → 	െ4 ൌ 2ሺܣ ൅ ሻܤ ൅ ܥ5 ൌ ܣ2 ൅ 2 െ 10	 → ܣ ൌ 2 

  در نتيجه كسر انتگرالده به صورت زير تجزيه مي شود

ݔ3 െ 7
ଷݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4

ൌ
ݔ2 ൅ 1
ଶݔ ൅ 4

െ
2

ݔ ൅ 1
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 بنابراين

න
ݔ3 െ 7

ଷݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4
 ݔ݀

ൌ න
ݔ2 ൅ 1
ଶݔ ൅ 4

ݔ݀ െ 2න
ݔ݀
ݔ ൅ 1

ൌ න
ݔ2

ଶݔ ൅ 4
ݔ݀ ൅ න

ݔ݀
ଶݔ ൅ 4

െ 2න
ݔ݀
ݔ ൅ 1

 

ൌ ln|ݔଶ ൅ 4| ൅
1
2
tanିଵ

ݔ
2
െ 2 ln|ݔ ൅ 1| ൅ ܿ. 

 

  انتگرال توابع اصم

,ݔሺܨ׬   به صورت ݔو راديكالهايي از  ݔانتگرال توابع بر حسب ) الف ݔ
ೝభ
ೞభ , ݔ

ೝమ
ೞమ , ݔ	…

ೝ೘
ೞ೘ሻ݀ݔ  

	 كسرهاي  مخرج مشترك ݇ها فرض كنيد در اين نوع انتگرال
௥భ
௦భ
, … ,

௥೘
௦೘

تغيير متغير در اين صورت از . باشد  
ݔ ൌ   .ل اصم را به انتگرال گويا تبديل مي كندكنيم كه انتگرااستفاده مي ௞ݐ

  : مثال

׬
√௫

√௫య
ర

ାଵ
ݔ݀ ൌ ׬

௫
భ
మ

௫
య
రାଵ

ݔ                              			ݔ݀ ൌ ሺ݇				ସݐ ൌ 4ሻ 	⟹ ݔ݀		 ൌ  ݐଷ݀ݐ4

ൌ ׬
ሺ௧రሻ

భ
మ

ሺ௧రሻ
య
రାଵ

4 ݐଷ݀ݐ ൌ ׬
௧మ

௧యାଵ
ݐଷ݀ݐ4 ൌ ׬4

௧ఱ

௧యାଵ
ݐ݀ ൌ 4 ቀ׬ ݐଶ݀ݐ െ ׬

௧మ

௧యାଵ
     ቁݐ݀

ൌ
ସ

ଷ
ଷݐ െ

ସ

ଷ
ln|ݐଷ ൅ 1| ൅ ܿ ൌ

ସ

ଷ
ଷݔ√
ర െ

ସ

ଷ
lnห√ݔଷ

ర ൅ 1ห ൅ ܿ.    

  

,ݔቆܩ׬        انتگرال توابع اصم به فرم) ب ቀܽݔ൅ܾܿݔ൅݀
ቁ
1ݎ
1ݏ , ቀܽݔ൅ܾ

൅݀ݔܿ
ቁ
2ݎ
2ݏ ,… , ቀܽݔ൅ܾ

൅݀ݔܿ
ቁ
݉ݎ
  ݔቇ݀݉ݏ

	مخرج مشترك كسرهاي   ݇فرض كنيد 
௥భ
௦భ
, … ,

௥೘
௦೘

௔௫ା௕در اين صورت از تغيير متغير  . باشد  

௖௫ାௗ
ൌ استفاده      ௞ݐ

  .كنيم كه انتگرال اصم را به انتگرال گويا تبديل مي كندمي
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  .مثال

׬
√௫ାସ

௫
ݔ		                                                             			ݔ݀ ൅ 4 ൌ ଶݐ 	⟶ ݔ݀ ൌ  ݐ݀ݐ2

ൌ ׬
௧

௧మିସ
ݐ݀ݐ2 ൌ ׬2

௧మௗ௧

௧మିସ
ൌ ݐ݀׬2 ൅ ׬8

ௗ௧

௧మିସ
ൌ ݐ2 ൅ 8ቆ׬

భ
ర

௧ିଶ
ݐ݀ ൅ ׬

ି
భ
ర

௧ାଶ
    ቇݐ݀

ൌ ݐ2 ൅ 2 ln|ݐ െ 2| െ 2 ln|ݐ ൅ 2| ൅ ܿ ൌ ݐ2 ൅ ln ൬
ݐ െ 2
ݐ ൅ 2

൰
ଶ

൅ ܿ 

ൌ ݔ√2 ൅ 4 ൅ ݈݊ ቀ√
௫ାସିଶ

√௫ାସାଶ
ቁ
ଶ
൅ ܿ.    

 

.مثال  

׬
ଵ

௫మ
ටଵି௫

ଵା௫
    ݔ݀

    با استفاده از تغيير متغير 
ଵି௫

ଵା௫
ൌ   .مي كنيم لانتگرال بالا را به يك انتگرال گويا تبديଶݐ

1 െ ݔ
1 ൅ ݔ

ൌ ଶݐ 	→ 		 ଶሺ1ݐ ൅ ሻݔ ൌ 1 െ 		ݔ → ଶݐሺݔ ൅ 1ሻ ൌ 1 െ ଶݐ 	→ ݔ ൌ
1 െ ଶݐ

ଶݐ ൅ 1
 

െ2
ሺ1 ൅ ሻଶݔ

ݔ݀ ൌ 					ݐ݀ݐ2 → ݔ݀				 ൌ െݐሺ1 ൅ ݐሻଶ݀ݔ ൌ െݐ ቆ1 ൅
1 െ ଶݐ

ଶݐ ൅ 1
ቇ
ଶ

ݐ݀ ൌ
െ4ݐ݀ݐ

	ሺݐଶ ൅ 1ሻଶ
 

 بنابراين داريم

׬
ଵ

௫మ
ටଵି௫

ଵା௫
ݔ݀ ൌ ׬ ቀ

1൅2ݐ

1െ2ݐ
ቁ
2

ݐ
െ4ݐ

	ሺ2ݐ൅1ሻ
2 ݐ݀ ൌ െ4׬

௧మ

ሺଵି௧మሻమ
   ሻܫሺ    ݐ݀

׬براي حل انتگرال 
௧మ

ሺଵି௧మሻమ
  .از تجزيه كسرها كمك ميگيريم  ݐ݀

ଶݐ

ሺ1 െ ଶሻଶݐ
ൌ

ଶݐ

ሺ1 െ ሻଶሺ1ݐ ൅ ሻଶݐ
ൌ

ܣ
1 െ ݐ

൅
ܤ

ሺ1 െ ሻଶݐ
൅

ܥ
1 ൅ ݐ

൅
ܦ

ሺ1 ൅ ሻଶݐ

ൌ
ሺ1ܣ െ ሻሺ1ݐ ൅ ሻଶݐ ൅ ሺ1ܤ ൅ ሻଶݐ ൅ ሺ1ܥ ൅ ሻሺ1ݐ െ ሻଶݐ ൅ ሺ1ܦ െ ሻଶݐ

ሺ1 െ ሻଶሺ1ݐ ൅ ሻଶݐ
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ݐ ൌ 1	 → ܤ4 ൌ 1	 → ܤ ൌ
1
4

 

ݐ ൌ െ1	 → ܦ4		 ൌ 1		 → ܦ		 ൌ
1
4
 

ݐ ൌ 0	 → ܣ		 ൅
1
4
൅ ܥ	 ൅

1
4
ൌ 0		 → ܣ ൅ ܥ ൌ െ

1
2
 

ݐ ൌ 2		 → 	െ9ܣ ൅
9
4
൅ ܥ3 ൅

1
4
ൌ 4	 → 	െ9ܣ ൅ ܥ3 ൌ

3
2

 

ܥ ൌ
െ3
12

ൌ െ
1
4
ܣ		&		 ൌ െ

1
4

 

௧మ                                بنابراين

ሺଵି௧మሻమ
ൌ

ିభ
ర

ଵି௧
൅

భ
ర

ሺଵି௧ሻమ
൅

ିభ
ర

ଵା௧
൅

భ
ర

ሺଵା௧ሻమ
  

 درنتيجه

ሺܫሻ ൌ െ
1
4
න

ݐ݀
1 െ ݐ

൅
1
4
න

ݐ݀
ሺ1 െ ሻଶݐ

െ
1
4
න

ݐ݀
1 ൅ ݐ

൅
1
4
න

ݐ݀
ሺ1 ൅ ሻଶݐ

 

ൌ
1
4
ln|1 െ |ݐ ൅

1
4

1
1 െ ݐ

െ
1
4
ln|1 ൅ |ݐ െ

1
4

1
1 ൅ ݐ

 

ටଵି௫مقدار آن يعني    	tدر پايان به جاي 

ଵା௫
  .را قرار مي دهيم 

  

  

௠ሺܽݔ׬    انتگرال دوجمله اي ديفرانسيلي ൅   ݔ௡ሻ௣݀ݔܾ

ݔبنابراين از تبديل  . را به يك تبديل كنيم ݊نتگرال ها، ابتدا سعي مي كنيم توان براي حل اينگونه ا ൌ ݖ
భ
೙    استفاده مي

ݔ                                      داريم. كنيم ൌ ݖ
భ
೙ 		→ ݔ݀		 ൌ ଵ

௡
ݖ
భ
೙
ିଵ݀ݖ  
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නݔ௠ሺܽ ൅ ݔ௡ሻ௣݀ݔܾ ൌ නݖ
݉
݊ሺܽ ൅ ݌ሻݖܾ

1

݊
ݖ
1
݊െ1݀ݖ ൌ

1

݊
න ݖ

݉൅1
݊ െ1 ሺܽ ൅ ݖ݀݌ሻݖܾ

ൌ
1

݊
න ሺܽݍݖ ൅  	ݖ݀݌ሻݖܾ

اگر حداقل يكي از آنها . سانده و انتگرال به راحتي حل مي شودصحيح باشند، جملات را به توان ر هر دو  ݍ, ݌حال اگر 
  .گويا باشد، يكي از حالات زير اتفاق مي افتد

ݍሺ  گويا  ݍ	و ) مثبت يا منفي(صحيح  ݌ اگر .حالت اول ൌ ௥

௦
ሻݖدر اينصورت از تغيير متغير  . باشد ൌ استفاده مي  ௦ݑ

ݖ                                               داريم  . كنيم ൌ ௦ݑ 	→ ݖ݀ ൌ   ݑ௦ିଵ݀ݑݏ

නݖ௤ሺܽ ൅ 	ݖሻ௣݀ݖܾ ൌ නݎݑሺܽ ൅ ݌ሻݏݑܾ  ݑ௦ିଵ݀ݑݏ

.بنابراين با توان رساندن جملات انتگرال حل مي شود  

  

݌ሺگويا   ݌اگر . حالت دوم ൌ
௥

௦
ሻ	    و	ܽدر اينصورت از تغيير متغير . صحيح  باشد ݍ ൅ ݖܾ ൌ . استفاده مي كنيم  ௦ݑ

ܽ                                داريم ൅ ݖܾ ൌ ௦ݑ 	→ ݖ݀ ൌ
௦

௕
  ݑ௦ିଵ݀ݑ

නݖ௤ሺܽ ൅ 	ݖሻ௣݀ݖܾ ൌ නሺ
௦ݑ െ ܽ
ܾ

ሻ௤ݎݑ
ݏ
ܾ
 ݑ௦ିଵ݀ݑ

.دوباره انتگرال به يك انتگرال گويا تبديل مي شود كه با توان رساندن جملات انتگرال حل مي شود  

݌اما هر دو گويا باشند  ݍ و  هر گاه . حالت سوم ൅ ݌فرض كنيم . صحيح باشد   ݍ ൌ ௥భ
௦భ
ݍو    	 ൌ ௥మ

௦మ
در اين .   	

௭೛حالت انتگرالده را در 

௭೛
   .كنيم ضرب مي  

නݖ௤ሺܽ ൅ 	ݖሻ௣݀ݖܾ ൌ නݖ௤ା௣ ൬
ܽ ൅ ݖܾ
ݖ

൰
௣

 	ݖ݀

ܽاكنون از تغيير متغير  ൅ ݖܾ ൌ   .استفاده مي كنيم 	௦భݑ

    .گر هيچ كدام از حالات فوق برقرار نباشد، انتگرال جواب نداردا. نكته
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  .مثال

׬
ௗ௫

√௫మ
య

ሺଵା √௫మ
య

ሻ
ൌ ׬ ିݔ

మ
య ቀ1 ൅ ݔ

మ
యቁ
ିଵ
ݔتغيير متغير                       ݔ݀ ൌ ݖ

య
మ 		→ ݔ݀		 ൌ

ଷ

ଶ
ݖ
భ
మ݀ݖ 

ൌ
3
2
නିݖଵሺ1 ൅ ݖሻିଵݖ

1
ݖ2݀ ൌ

3
2
නݖെ	

1
2ሺ1 ൅  ݖሻିଵ݀ݖ

݌. بنابراين حالت اول برقرار است ൌ െ1	      ݍو ൌ െ	
ଵ

ଶ
ݖدر نتيجه از تغيير متغير .   ൌ . استفاده مي كنيم   	ଶݑ

  يم                                                     دار

3
2
නିݖ	

ଵ
ଶሺ1 ൅ ݖሻିଵ݀ݖ

ൌ
3
2
නିݑଵሺ1 ൅ ݑ݀ݑଶሻିଵ2ݑ ൌ 3න

ݑ݀
1 ൅ ଶݑ

ൌ 3 tanିଵ ݑ ൅ ܿ

ൌ 3 tanିଵ ݖ√ ൅ ܿ ൌ 3 tanିଵ ݔ√
య ൅ ܿ. 

 

 

 

׬                                                                                                                         .مثال
ௗ௫

௫యඥሺଵା௫మሻయ
  

ൌ ଷሺ1ିݔ׬ ൅ ଶሻିݔ
య
మ݀ݔ                                       ݔ ൌ ݖ

భ
మ 		→ ݔ݀		 ൌ

ଵ

ଶ
ିݖ

భ
మ݀تغيير متغير ݖ 

ൌ ׬ ݖ
షయ
మ ሺ1 ൅ ሻିݖ

య
మ
ଵ

ଶ
ିݖ

భ
మ݀ݖ ൌ

ଵ

ଶ
׬ ଶሺ1ିݖ ൅ ሻିݖ

య
మ   ሻܫሺ				ݖ݀

1از تغيير متغير . حالت دوم برقرار است ൅ ݖ ൌ ݖ݀ داريم   . استفاده مي كنيم ଶݑ ൌ ݖ و  ݑ݀ݑ2 ൌ ଶݑ െ   پس .1

ሺܫሻ ൌ
1
2
නሺݑଶ െ 1ሻିଶିݑଷ2ݑ ݑ݀ ൌ න

ݐ݀
ሺݑଷ െ ሻଶݑ

			 

!)حل كنيد. ( انتگرال حاصل به روش تجزيه كسر قابل حل است  

 

 



            محسن كيان  روش هاي انتگرال گيري                                 

30 
 

 

׬                                                                                        .                                            مثال
ௗ௫

௫మඥሺଵା௫మሻయ
  

ൌ െ2൫1ݔ׬ ൅ 2൯ݔ
െ32݀ݔ                                     ݔ ൌ ݖ

భ
మ 		→ ݔ݀		 ൌ

ଵ

ଶ
ିݖ

భ
మ݀تغيير متغير ݖ 

ൌ නݖെ1ሺ1 ൅ ሻെݖ
3
2
1
2
െݖ

1
ݖ2݀ ൌ

1
2
නݖെ

3
2ሺ1 ൅ ሻെݖ

3
2  ሻܫሺ			ݖ݀

௭షبنابراين انتگرالده را در . حالت سوم برقرار است
య
మ

௭ష
య
మ

  ريمدا. ضرب مي كنيم  

ሺܫሻ ൌ
1
2
නݖെ

3
2െ

3
2 ቆ
1 ൅ ݖ
ݖ

ቇ
െ32
 	ሻܫܫሺ			ݖ݀

ଵା௭اكنون از تغيير متغير 

௭
ൌ   داريم  . استفاده مي كنيم  ଶݑ

1 ൅ ݖ
ݖ

ൌ ଶݑ 	→ ݖ ൌ
1

ଶݑ െ 1
	→ ݖ݀ ൌ

െ2ݑ
ሺݑଶ െ 1ሻଶ

 			ݑ݀

ሻܫܫሺ     داريم (ܫܫ)با قرار دادن در  ൌ 	
ଵ

ଶ
׬ ቀ

ଵ

௨మିଵ
ቁ
ିଷ
ଷିݑ

ିଶ௨

ሺ௨మିଵሻమ
ݑ݀ ൌ ׬

ଵି௨మ

௨మ
ݑ݀ ൌ െ

ଵ

௨
െ ݑ ൅ ܿ ൌ

െ
ଵ

ටభశ೥
೥

െ ටଵା௭

௭
൅ ܿ ൌ െ

௫

√ଵା௫మ
െ

√ଵା௫మ

୶
൅ ܿ. 
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